Kapitel 12

lineare hyperbolische Gleichungen

12.0 hyperbolische Gleichungen

Die allgemeine Form von (Systemen von) hyperbolischen Erhaltungsgleichungen in “Erhaltungsform” ist
d .
O+ 0p,(F () =0 (2,t) €Qx(0,00). (12.1)
j=1

e Die Komponenten u; : Q@ — R, j =1,...,s der Funktion u : @ — R® heiflen Zustandgréfien, der
Vektor u Zustandsvektor (“state vector”).

e Die d Funktionen f7 : R® — R®, j = 1,...,d, heien Flufifunktionen. Allgemein heiBt der Definiti-
onsbereich (der Wertebereich des Zustandsvektors) der FluBfunktionen die “Zustandsmenge” (set
of states).

Hyperbolische Erhaltungsgleichungen von der Form (12.1) beschreiben zahlreiche Erhaltungsgleichung.
Die (auch historisch) bedeutendsten ergeben sich aus der Stomungs- und Gasdynamik, z.B. den Fulerglei-
chungen. Die Zustandsgrofien sind dann z.B. Masse, Impuls, Energie, und die Gleichungen beschreiben
die Erhaltung dieser Grofen.

Beispiel 12.1 (Eulergleichungen) Die Eulergleichungen der Gasdynamik beschreiben die Stromung eines
Gases (“Fluids”). Dabei gelten Masseerhaltung, Energieerhaltung und Impulserhaltung. Wenn man mit
v(z,t) € R? die Geschwindigkeit von Partikeln am Ort z zum Zeitpunkt ¢ bezeichnet, mit p(z,t) die
Dichte, mit p = p(x,t) den Druck und mit e die (spezifische) innere Energie (“Temperatur”) so ergibt
sich mit der Gesamtenergie £ = pe + %|v|2 die folgenden Erhaltungsgleichungen:

op+V-(pv) = 0 Massererhaltung
Oc(pvi) +V - (pvv;) +0zp = 0, i=1,2,3, Impulserhaltung
HE+V-(v(E+p) = 0 Energieerhaltung.

Tatsichlich stellt dies (im R3) 5 Gleichungen fiir 6 Unbekannte Funktionen dar. Die fehlende Gleichung
kann z.B. durch ein “konstitutives Gesetz” erzeugt werden. Bei “idealen Gasen” z.B. ist der Druck p eine
Funktion der inneren Energie: p = p(y — 1)e, wobei v eine Konstante ist!. Die Eulergleichungen kénnen
tatséchlich auf die Form (12.1) gebracht werden:

P pV1 pV2 PV3
Ja%! p+pvi pV1V2 pV1V3
u=| pve |, fl = PV1Va , 2 = p+pvi , 3 = pPVaVs ,
PV3 pV1V3 pVaVs p+pvi
E vi(E +p) va(E + p) v3(E + p)

L Aus der Schule kennt man diese Beziehung in der Form pV = nRT, wenn man zusitzlich die innere Energie e von der
Form e = ¢TI annimmt
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Bemerkung 12.2 Die Gleichung (12.1) driickt eine Erhaltungsgleichung aus: Fiir ein beliebiges “Kontrollvolumen” D C
R? ergibt sich durch Integrieren iiber D und vertauschen von f p mit %

d
— uda:—i—/ F(u,n)ds =0,
dt Jp aD

wobei n die duBere Normale an D ist und F(u,w) := Z?Zl w;f7(u) der FluB in Richtung w = (w1, . .., wa)
ist. L]

Ein wichtiger Spezialfall ist der Fall einer skalaren Gleichung (also nur eine einzige Erhaltungsgrofie):

Beispiel 12.3 Im Fall s = 1 sind die Funktionen f1, ..., f reellwertig. Schreibt man F(u) := (f!,..., fO)T,
so ergibt sich die Erhaltungsgleichung in der Form

dou+V - (F(u)) = 0. (12.2)

Die Erhaltungsform nimmt die etwas vertrautere Form

4 uder/ F(u) -nds=0
dt Jp oD

an. | ]

Beispiel 12.4 Betrachtet man nur eine skalare Gleichung und nimmt an, dafi F(u) von der Form bu
ist, so ergibt sich die Advektionsgleichung

u+b-Vu=0. (12.3)

Bemerkung 12.5 (lineare hyperbolische Systeme) Fallls die Funktionen f7(u) die Form A ju haben fiir
konstante Matrizen A; € R®*® so spricht man von einem linearen System. Es hat die Form

d

Jj=1

Sind die Matrizen A; alle symmetrisch, so spricht man von einem symmetrischen System (“Friedrichs
system”). .

Strikt genommen gehoért zur Hyperbolizitéit des Systems (12.1) noch eine Bedingung der reellen Diago-
nalisierbarkeit der Linearisierung:

Definition 12.6 (Hyperbolizitit einer Erhaltungsgleichung) (12.1) heifst hyperbolisch, falls fiir
jeden Zustandsvektor u und jede Richtung w € R4\ {0} die Matriz

d
A(u,w) := ijDufj (u)
j=1

reell diagonalisierbar ist. Falls die Eigenwerte (fir jeden Zustand u und jede Richtung w) sogar paarweise
verschieden sind, dann heifit das System strikt hyperbolisch.
Historisch wichtig ist der Fall d = 1 von Systemen:
Ubung 12.7 Sei d = 1. Das System hat die Form

ou+ 0(F(u)) =0 (12.4)
Zeigen Sie: es ist hyperbolisch, falls DF(u) reell diagonalisierbar ist fiir alle Zustandsvektoren u. "

Bemerkung 12.8 Das Problem (12.1) mufl noch mit Randbedingungen (und Anfangsbedingungen)
vervollstdndigt werden. n

AUSARBEITEN: FD fuer glatte Lsg wie WEIllengleichung, KdV,...—FVM fuer unstetige
Lsgnen, SChocks
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12.1 klassische Differenzenverfahren am Beispiel der Advekti-
onsgleichung

12.1.1 Vorbemerkungen zu finiten Differenzenverfahren

Vorbemerkung: Differenzenverfahren erzeugen numerische Verfahren, indem Ableitungen durch Differen-
zenquotienten ersetzt werden.
Vorteile:

e cinfache, schnelle Erzeugung des Verfahrens
e cinfacher Umgang mit nichtlinearen Gleichungen

Nachteile: Handhabung komplexer Geometrien, Randbedingungen
Fokus des vorliegenden Abschnittes: Stabilitét des Verfahrens in der Zeit (— Randbedingungen wer-
den ausgeblendet durch Betrachten eines Vollraumproblems)

Eine simultane Diskretisierung in Ort und Zeit wie wir es in Abschnitt 12.5 vorstellen werden er-
folgt in der Praxis selten. Fast ausschliefllich werden bei (zeitabhéingigen) hyperbolischen Problemen
Zeitschrittverfahren eingesetzt—meist sogar explizit in der Zeit. Eine der zentralen Fragen bei solchen
Verfahren ist die der Stabilitdt, und der vorliegende Abschnitt ist primér dieser Frage gewidmet. Ei-
ne zweite Frage ist, insbesondere bei Differenzenverfahren, die Realisierung von Randbedingungen. Wir
werden diese Frage allenfalls kursorisch behandeln. Um die Frage nach Randbedingungen zu umgehen,
betrachten wir ein reines Cauchyproblem (d.h. = R%- die klassische Alternative ist die Untersuchung
von periodischen Randbedingungen). Um die Situation noch einfacher zu gestalten, betrachten wir den
rdumlichen 1D-Fall.

12.1.2 FD fiir die Advektionsgleichung

Der einfachste Fall einer linearen hyperbolischen Gleichung ist damit die Advektionsgleichung:
U + augy =g auf R x (0, 00), u(x,0) = uo(x), (12.5)

wobei g und der Startwert ug kompakten Triger haben mogen. Fiir ¢ = 0 kann die Losung explizit
angegeben werden:
u(x,t) = up(z — at). (12.6)

Bei Differenzenverfahren werden Ableitungen durch Differenzenquotienten approximiert. Wir betrachten
ein regelméfBiges Gitter x; = ih, ¢ € Z im Ort und ein regelméfiges Gitter in der Zeit ¢, = nk, n = 0,
1,...,. Die (zu berechnenden) Werte u} sollen Approximationen an die (unbekannten) Funktionswerte
u(x;, ty,) sein.

Wir fithren den Begriff der “Gitterfunktion” ein: eine Folge (U;);ecz heifit Gitterfunktion—man kann
sich dies als die Werte in den Knoten x; = ih vorstellen. Um den Zeitschritt n zu markieren, verwenden
wir einen Superskript. Z.B. kann man sich bei der Gitterfunktion U™ = (U}*);cz Werte in den Punkten

(24, ,) vorstellen. Wird sie mit einem Superskript versehen, so beschreibt dieser den Zeitpunkt.
Wir betrachten folgende explizite Verfahren:

1. “forward time/backward space”:

ntl _gn ult —ul
Y . el A - =L — (2, th). (12.7)
2. “forward time/forward space”:
1_1—0—1 _n u7_7, _ u7_7,
s 2 Yota l+1h L= g(m, tn). (12.8)
3. “Lax-Friedrichs”:
E (’U/l +1 _ 5 (ui—‘rl + ui—l)) + % (ui—i-l — ui—l) = g(l’l,tn) (129)



Fafit man U™ := (ul');cz als Gitterfunktion auf, so haben die Schemata die Form
Untt = EU™ + kG, (12.10)

wobei der Propagationsoperator E ein linearer Operator auf dem Raum der Gitterfunktionen ist; wir
schreiben weiter G™ fiir die Gitterfunktion (g(x;,tn))icz.

Wie bei linearen Problemen iiblich sind die zentralen Begriffe “Konsistenz” und “Stabilit:it”2. Kon-
sistenz ist der Fehler, den das numerische Verfahren in einem (Zeit-)Schritt macht, d.h. man vergleicht
die exakte Losung nach einem Zeitschritt mit dem Ergebnis, das man aus dem Verfahren erhélt, wenn
man die exakte Losung als Anfangswert wihlt. Also: Sei u eine exakte Losung und die Gitterfunktion
U}, gegeben durch

Uih,i = u(@i; tn)

dann ist der Konsistenzfehler
= Ut - (BB + RG]

Beim Berechnen des Konsistenzfehlers (in Abhéngigkeit von k& und k) mufl man die Eigenschaft nutzen,
dafl u die Differentialgleichung 16st—das ist fiir die Bestimmung der Konsistenzordnung unpraktisch.
Fiir die vorliegenden Diskretisierungen nutzt man einfach direkt die Gleichung w; + au, = g aus, so daf3
man den Konsistenzfehler 7 definiert als

1
it = = (Ul = (BUR):) = (i) + o o, ) (12.11)

fiir jede hinreichend glatte Funktion wu.

Ubung 12.9 Zeigen Sie mittels Taylorentwicklung, daf fiir die obigen Verfahren gilt:
ITi'| < C'lk+h],
wobei die Konstante C' von u abhéngt. M.a.W.: die Verfahren sind von der Ordnung (1, 1).

Wahrend der Begriff der Konsistenz den Fehler fafit, der in einem Zeitschritt gemacht wird, fait der
Begriff der Stabilitit den Einfluf von Fehlern (z.B. Konsistenzfehlern) in vergangenen Zeitschritten auf
den Fehler. M.a.W.: Stabilitit mifit die Verstirkung von Fehlern durch das Verfahren. Definiere den
Fehler

n.__ n __rm n
g = u(@i tn) —ui' = Ugy, ; — ui'.

Fiir das Verfahren und den Konsistenzfehler gilt:
Uttt = EU™ +kG"
EUL 4 kG™ + kr !

n+1
Ukh

Wegen der Linearitit von E ergibt sich die Rekursion
V= Ee™ + kr" Tl

Wir fixieren nun eine Norm auf dem Raum der Gitterfunktionen:

|(Vidiezllez ==Y hIVil-

i€Z
Es ergibt sich

n
™l < NE™lex el er + k’z LE™ Yo 17| 1
=1

2Fiir lineare, wohlgestellte Probleme besagt das Lax’sche Aquivalenzprinzip tatsichlich: Konvergenz <= Konsistenz +
Stabilitét
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Wir erkennen, dafl wir fiir festes 7" und 0 < nk < T fordern sollten

sup  [[E"[|p < Cr, (12.12)
n:0<nk<T

fiir ein C > 0 unabhéngig von k£ und h, denn dann ergibt sich:

n
Il < Cr | €% +sup [0l Sk
£gn =1
~——
<T

Fiir die betrachteten Verfahren ergibt sich somit

sup el < Cr [I°lg + Ck+R)]
n:0<nk<T

Man kann sich als Startfehler [|€%]|,1 also O(h) erlauben, was mit Knotenauswertung oder sogar bei Wahl
als Mittelwerte tiber Elemente der Fall ist. Entscheidend ist die Stabilitétsbedingung (12.12). Praktisch
ist sie erfiillt, falls

o [[E]y <1
e oder doch wenigstens |[E| < 1+ Ck fiir eine Konstante C' > 0, die nicht von k und h ist.

Typisch fiir explizite Verfahren ist, dafl dieser Bedingungen nicht fiir alle Kombinationen von k und h
erfiillt sind sondern unter der Bedingung, daf k/h hinreichend klein ist, die sog. “CFL”-Bedingung?

% <e (12.13)

wobei ¢ > 0 eine Konstante ist, die nicht von k und h abhiingt (wohl aber vom Problem und dem
Verfahren).

Beispiel 12.10 (Advektionsgleichung auf Torus)

up + uy =0, z € (0,1), t>0, u(0,t) =wu(l,t) Vt>0

u(x,0) = sin(mz)

Figuren 12.1-12.4 zeigen das Verhalten der unterschiedlichen Verfahren. Insbesondere sieht man, daf die
CFL-Bedingung \ = % < 1 wesentlich ist bei diesen expliziten Verfahren. u

Ubung 12.11 Zeigen Sie, daB fiir das Lax-Friedrichs-Schema unter der Voraussetzung der CFL-Bedingung
lak/h| <1 die folgende Abschitzung gilt:
1Bl <1

12.1.3 Upwinding

Wir untersuchen nun “forward time/forward space” und “forward time/backward space”. Als entschei-
dend fur die Stabilitét wird sich das Vorzeichen von a herausstellen:

{ verwende ft/bs (12.7)  falls a > 0 (12.14)

verwende ft/fs (12.8) fallsa <0 .

Satz 12.12 (Stabilitéit des Upwind-Verfahrens) Unter der CFL-Bedingung |ak/h| < 1 erfiillt der
Propagationsoperator E des Upwind-Verfahrens (12.14) die Stabilititsbedingung ||E||% < 1. Fiir glatte
Lésungen ist damit der Fehler O(k + h).

3Courant-Friedrichs-Lewy-Bedingung, benannt nach Richard Courant, Kurt Friedrichs und Hans Lewy
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ft/bs, A = 0.9, N=32

x 10" ft/fsh = 0.9, N=32
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Abbildung 12.1: exakte Losung; Vergleich {t/bs mit ft/fs
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Abbildung 12.2: Einfluf} der CFL-Bedingung auf ft/bs und ft/fs
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Abbildung 12.4: Einflul der CFL-Bedingung auf das Leap Frog Verfahren
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Beweis: Betrachte den Fall a > 0. Fiir eine Gitterfunktion (V;);ecz gilt damit
k
(BV)i = Vi = 5 (Vi = Vica)
und damit

| ko ha
h h

Vil + |Vie1|

BVl < Sk [ ]

(12.13) ak ak
20 (1) A Sl = V.

Ubung 12.13 Zeigen Sie im Setting von Satz 12.12: falls die CFL-Bedingung |a|k/h < 1 gilt, dann ist || E||gec oo <
1, d.h. das Verfahren ist in ¢°° stabil. "

Bemerkung 12.14 vergleiche auch: den Begriff der Monotonie des Verfahrens — siehe das Buch
von Asher

Bemerkung 12.15 (physikalische Plausibilitit der CFL-Bedingung und des Upwinding) Die
Losungsformel (12.6) zeigt, daf die exakte Losung bei (z;,T) durch ug(z; — aT') gegeben ist. Damit ist
eine notwendige Bedingung an das numerische Verfahren, dafl zum Zeitpunkt ¢, = T die Startwerte in
der Nihe von x; — aT “gesampled” werden. Betrachtet man das ft/bs-Verfahren, so “sieht” der Punkt
(x4,t1) die Werte bei (x;,tp) und (z;—1,t1), der Punkt (z;,t2) entsprechend die Werte bei (z;_2, o),
(wi—1,t0), (xs,to) ete. Bei ¢, = T damit die Startwerte bei (z,—;,t0), j = 0,...,n. Falls also das Intervall
[€i—n, z;] nicht den Punkt z; — aT enthilt, dann kann das Verfahren nicht funktionieren.

e Im Fall a < 0 kann das Verfahren also nicht funktionieren.

e Im Fall ¢ > 0 muB} zusétzlich die Bedingung nh > oT, d.h. nh > akn gelten, was genau die
CFL-Bedingung ka/h < 1 ausdriickt. .

Bemerkung 12.16 Upwinding kann auch fiir Systeme formuliert werden. Sei A eine konstante Matrix
und betrachte
U, +AU, =0

Kann man A = VDV ! diagonalisieren, dann wiirde man in den neuen Variablen U = V~1U ft/bs fiir
die Komponenten mit D;; > 0 machen und ft/fs fiir die Komponenten mit D;; < 0. Schreibe

D=D"+D",

wobei DT die positiven und D~ die negativen Diagonalelemente von D hat (formal: D:g = max{D;;, 0},
D;; = min{D,;,0}). Das Upwind-Verfahren ist dann

(23

rn rTn k rn rn k_ rn rn
Uj+1 :Uj - EDJF(UJ - jfl) - ED ( j+1 —Uj);

Riicktransformation zur U-Variablen fithrt mit
At =VDTVv~1 A-=VD V!

auf L L
n+1l _ n + n n — n ny.
Ui =Uj - AT(U - Ujy) - - A7 (Ujy, - Uj);
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12.2 von Neumann-Analyse

Die klassische Stabilitétsanalyse wird nicht in || - [[;2 durchgefiihrt sondern in der Norm

1/2
1(Vi)llez == (Z h|Vi|2> .

Entsprechend bezeichnen wir mit ¢ den Raum der Folgen mit endlicher Norm.
Der Grund ist in erster Linie ein technischer: fiir lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koef-
fizienten auf regelméfBigen Gittern liefert die Fourieranalyse ein sehr bequemes Werkzeug. Man definiert:

e Die “Fouriertransformation” einer Folge (v;);ez:

(€)= (Fu(v))(§) = hze_i%% § € [=m/h,m/h]

e die Li—norm:

w/h
o2 = [ 1ot e

—n/h

e Die Faltung zweier Folgen u = (u;);, v = (v;);
(u*xv); :=h Zui,jvj = hz UjVi—j
J J

Es gilt:
Satz 12.17 (i) (Parseval) Fy, ist ein Isomorphismus (3 — L3 :

Verl|(vi)iezll = 0llrz, 0= Fr((vi)iez)-

Die Inverse ist gegeben durch

w/h
%=ﬂ%%=—1 FEI(E) de

27
(ii) Fiir (u;)icz, € 02 und (v;)iez € £} ist uxv € (2 und
(ux0)(©) = AEE)
(iii) (Translation) Fiir jo € Z ist Fn((vj4,)jez)(€) = %o (€)
(iv) (Modulation) Fiir & € R ist Fn((e¥0%iv;);c2)(€) = 0(€ — &)
(v) (Dilation) Fiir m € Z\ {0} ist Fp((vm;)jez)(§) = 0(§/m)/|m]

(vi) (Konjugation) Fy((v5);ez)(§) = v(=£)

Beweis: Ubung. O

Betrachte ein Einschrittverfahren mit Propagationsoperator £ der Form

(Ev); = Z Qi1 g

b=—1r
fiir Koeffizienten ay. Der Operator E ist vom Faltungstyp:
1
(Ev) =axuw, ag = 50—

Damit ist

—

(Ev)(€) = a(&)v(s),

wobei a der Verstirkungsfaktor genannt wird. Es ist:
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Operator Symbol
Vorwértsdifferenz D : w1 — u; € — 1
Riickwirtsdifferenz D_: u; — u;_1 1—e i€
symmetrische Differenz Dy: w;41 — u;j—1 2isiné
0: Ui+1/2 — ui—l/Z 2ism(§/2)
D,D_ —4sin%(£/2)

Abbildung 12.5: Symbole einiger Differenzenoperatoren

Ubung 12.18
(&)

E = max
1 Elle2 2 e e

Damit ist die Stabilitdtsanalyse zuriickgefiihrt auf die Berechnung von @. Man sagt, dafl ein Verfah-
ren die von-Neumann-Stabilititsbedingung erfiillt, falls der zugehorige Verstarkungsfaktor a die folgende
Bedingung erfiillt:

[a(®)| <1+ Ck V¢ € [-m/h, /], (12.15)

wobei C' > 0 unabhiingig von & (und natiirlich &) ist.
Beispiel 12.19 (Upwind-Verfahren) Das Upwind-Verfahren fiir die Advektionsgleichung im Fall a =
—1 (und g =0) ist
n n n n k
vjfl-%l:(Ev )i =i+ Avi — v}, A:E.

Dies hat die Form Ev™ = a * v™ mit

%)\5,14 + %(1 —N)djo0, On,m = Kronecker ¢

a; =
Die Fouriertransformierte ist
a(8) = h(e 1% 1q_1 4 e718%040) = Nl + (1 — \)
Man sieht, dafl im Fall 0 < X < 1 gilt:
@)l <1 vEe[-n/h,m/h],
d.h. das Verfahren erfiillt die von-Neumann-Bedingung (12.15). n

In der Praxis kiirzt man die Bestimmung von ¢(§) := a(§) mit einer “Rechenregel” erheblich ab: man
macht den Ansatz v = g"e'9" und setzt in das Verfahren ein, um eine Formel fiir g(¢) zu erhalten.

Beispiel 12.20 (Lax-Wendroff) Fiir die Advektionsgleichung mit a = —1 ist das Verfahren gegeben

durch
n+1_(E n)_ n_|_1/\(n n ) 1)\2(n 207 n ) /\_k/h
vt = (But)j =07 + g AM v — i) + gAN (o — 207 i), = k/h.

Einsetzen des Ansatzes v} = g"e!*/" und Kiirzen mit g"e'*/" liefert

1 . . 1 . .
gl&) =1+ §A(e'5h — e ihy ¢ 5)\2(e‘£h — 24 e =1 fixsingh — 207 sin® %

Eine elementare Rechnung zeigt, dal auch hier fiir A € (0, 1] die Bedingung
) 5 9 . 4 A€(0,1]
sup lg(&)|" = sup (1—4X*(1 = A?)sin*(¢h/2)) < 1
§€[=m/h,m/h] §€[—m/h,m/h]

erfillt ist, d.h. die von-Neumann-Bedingung (12.15).
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Die Form des Verstirkungsfaktors g zeigt auch, da das Lax-Wendroff-Verfahren dissipativ* ist:
Wiihrend g(€) ~ 1 fiir € ~ 0 ist fiir |¢] ~ 7/h sogar |g(&)] ~ 1 —4X%(1 — A\?) < 1, falls A < 1. M.a.W.:
Wiéhrend die niederfrequenten Term (wegen Konsistenz!) weder verstirkt noch geddmpft werden, werden
die hochfrequenten Losungskomponenten (und damit auch die hochfrequenten Fehleranteile) geddmpft.

Die Bedeutung des Faktors Ck in der Bedingung (12.15) ergibt aus dem Wunsch, auch Gleichungen mit
Termen niedrigerer Ordnung zu behandeln:

Ubung 12.21 Betrachten Sie
up — Uy + c(x)u =0

mit der Upwinddiskretisierung

k
Vit = (B = o] A0 — o))+ ke(zi)u, A= (12.16)

Sei Ey die Evolution, die zu ¢ = 0 gehort. Aus Beispiel 12.19 folgt, daf [|El/;z < 1. Sei nun c stetig mit

lle|| e < oo. Uberlegen Sie sich, daf dann 1Ellez < [|Eollez + kllc| L gilt. SchlieBen Sie, daff damit auch
FE die von-Neumann-Bedingung erfiillt. ' "

Ubung 12.22 betrachten Sie die Diskretisierung der Wirmeleitungsgleichung u; — uz, = 0 mit dem
expliziten Eulerverfahren in der Zeit (und symmetrischen Differenzen im Ort):

k

n+l _ . n —
U; 72

_ n n n —
u; =0 (Ui+1 — 2u; + Uiq) , o=

Zeigen Sie, daB der Verstirkungsfaktor g(¢) = 1 — 4o sin®(€h/2). Was konnen Sie iiber die Stabilitiit des
Verfahrens in Abhéngigkeit von k& und h aussagen? "

Bemerkung 12.23 e die von-Neumann-Analyse kann auch fiir Systeme (und damit auch fiir Mehr-
schrittverfahren wie dem leap frog Verfahren) durchgefiithrt werden—siehe Ubungen.

e Im allg. liefert es nur notwendige Bedingungen fiir Stabilitdt, aber nicht hinreichend. In der Praxis
liefert es aber doch eine recht gute Vorstellung davon, was die CFL-Bedingung ist.

e Fiir Probleme mit nichtkonstanten Koeffizienten geht man typischerweise so vor, dafl man in einem
ersten Schritt den Wertebereich der Koeffizienten bestimmt und dann eine von-Neumann-Analyse
fiir die Gleichung mit eingefrorenen Koeffizienten (“freezing of coefficients”) durchfiihrt. Im Prinzip
kann dies auch fiir nichtlineare Gleichungen durchgefithrt werden. Auf diese Weise erhélt man
natiirlich nicht scharfe Abschétzungen fiir die CFL-Bedingung, aber oft brauchbare Schiitzwerte.

12.2.1 Stabilitdtsanalyse des Leap Frog Verfahrens

Vorbemerkung: Leap Frog ist ein wichtiger Vertreter von 2-Schritt-Verfahren. Mehrschrittverfahren
koénnen als Vektoreinschrittverfahren verstanden und analysiert werden (siche Ubung), aber eine direkte
Analyse ist oft einfacher.

Fiir die Advektionsgleichung ist das Verfahren

+1 n—1 n n
" — Uiy — Uiy
=0 12.17
o T (12.17)
Bemerkung 12.24 e Man benétigt 2 Startwerte u) und u}, i € Z. Die Werte u} kénnen mit einem

FEinschrittverfahren erzeugt werden.

4genauer: von der Ordnung 4. Allg. ist ein Verfahren dissipativ von der Ordnung 2r, falls der Verstirkungsfaktor g die
Beziehung |g(£)| < (1+Ck)(1 — C|¢h|?T), fiir € € (—7/h, 7/h) erfiillt. Siche die Diskussion in Abschnitt 12.3. LW ist strikt
dissipativ, Lax-Friedrichs ist dissipativ aber nicht strikt dissipativ; siehe Diskussion in [11, p. 179].
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e Mit dem Vektor

kann das Verfahren (12.17) als Einschrittverfahren formuliert und analysiert werden.

Wir machen eine Stabilitdtsanalyse mittels Fouriertransformation: die Transformierte u" (&) := Fp((ul’);)(€)
erfiillt

@ (€) + ZHadsin(h)an(€) — a1 (€) = 0, A= o

= (12.18)

Fiir feste &, h ist dies eine Rekurrenz in n, die aufgelost werden kann:

Ubung 12.25 Seien «, € C. Seien x1, z die Losungen von 0 = x2 4+ ax + (. Betrachte alle Folgen
(Up ), mit
Up41 + Uy + Pop—1 =0, Vn > 1.

Dann gilt:

(a) Der Raum diese Folgen ist ein 2-dimensionaler Vektorraum

b) Falls z1 # x5, dann sind die beiden Folgen (7)., (%), eine Basis dieses Raumes.
g 1 2

(¢c) Falls 21 = x9, dann sind (27), und (nal), eine Basis dieses Raumes.

Seien nun ¢4 (§) und g_ (&) Losungen von
g% + 2iasin(éh)g — 1 =0

d.h.

g+ (€h) = —ia)sin(Eh) + \/ 1 — (a))?sin?(£n).

Damit kénnen wir u" schreiben als:

u™ (&) = v(E)(g+ (&))" + (&) (9-(£)"  falls g4 (Eh) # g—(&R),
u" (&) = () (g+(&h)" +0(E)n(g+(€))"  falls g4 (Eh) = g-(&h).

Die Funktionen (), §(&) ergeben sich aus den Startwerten u°(€), u'(€). Stabilitit der Diskretisierung
fordert hier

=7
=7

ge(€M)| <1 wnd g (€h) <1 VEE (—n/ha/h),  (1219)
falls g4 (&) = g—(§) dann muss|g+(§R)| <1  sein. (12.20)

Wir beobachten nun:

o |a\| > 1 impliziert |g—(—n/(2h))| > 1 woraus folgt, dafl die CFL-Bedingung |a\| < 1 gelten mu8.

e )| < 1 impliziert |g|?> = [g_|*> = 1 — (a\)?sin®(¢h) + (aXsin(€h))? = 1, d.h. das Verfahren
ist stabil, es sei denn, g4(£h) = g—(&h). In diesem Fall mul 1 = |aAsin(¢h)], d.h. JaA| = 1 und
¢ = £7m/(2h). Dann ist g4 = g— = +i d.h. (12.20) ist verletzt.

Zusammenfassung: Falls |aA| < 1, dann ist Leap Frog stabil. Falls [a\| = 1, dann ist es (schwach) instabil.

12.3 Dissipative Verfahren

12.3.1 Vorbetrachtung:
Ausgangspunkt:
1. fiir lineare Gleichungen mit konstanten Koeffizienten liefert die von-Neumann-Analyse ein einfaches

Werkzeug zur Stabilitdtsanalyse
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Abbildung 12.6: das Zabusky-Kruskal-Verfahren fiir die KdV-Gleichung

KdV on torusu = 0.01,T = 0.01 KdV on torus,u = 0.01,T = 1 KdV on torusu = 0.01,T =2 KdV on torus i = 0.01,T =4
1. 2. 2! 2.

o 05 1 15 2 “o 05 1 15 2 o 05 1 15 2 "o 05 1 15 2
x x x x

KdV on torusu = 0.01,T =7 KdV on torus,u = 0.01.T =7.05
KdV on torus 1 = 0.01,T=6 " " KdV on torus = 0.01.T = 7.07

2. fir Systeme
U™t = EU™ + kG™

untersucht man analog die Fouriertransformierte E(ﬁ) Der Einfachheit halber untersucht man

den Spektralradius p(E) fiir £ € (—n/h,7/h). Man sagt, das Verfahren erfiillt die von-Neumann-
Bedingung, falls p(E(§)) < 1+ Ck fiir alle £ € (—n/h,7/h).

Probleme: variable Koeffiziente? Nichtlineare Gleichungen?

“Standardvorgehen”: von-Neumann-Analyse fiir “frozen coefficients”, d.h. man macht von-Neumann-
Analyse fiir alle (erwarteten) Werte der Koeffizienten. Oft gibt dies gute Hinweise auf Stabilitéit bzw.
Schrittweitenbeschréinkungen. Fiir dissipative Verfahren und gewisse Problemklassen reicht in der Tat
die Methode des “frezzing of coefficients”. Dies triff insbesondere auf parabolische Probleme zu.

Das folgende Beispiel zeigt, dass die Methode des “freezing of coefficients” nicht immer zuverléssig
ist:

Beispiel 12.26 (Zabusky-Kruskal-Verfahren fiir KdV) Wir betrachten die KdV-Gleichung u; +
(Ozu2 + VUgy), = 0 mit der Leap frog-artigen Diskretisierung

1 2ap Vi k
1 1
up T = T3 (wfr +uf +ufy) (ujp —uf,) 2 (ufys — 2054y +2uf 4 —uf ), =19
Die von Neumann-Analyse liefert nach “freezing of coefficients”
h
k

= T0]/h2 + 2]t ]
Wir betrachten das Verfahren mit
o v =10.022% a=0.5, ug(x) = cos(mx), u(0,t) = u(2,1)
e Beobachtung: |u| <5
e —> Erwartung: h = 0.01 und k£ < 0.004 sind stabil.
e Numerik: A = 0.01 und k£ = 0.0001

Die Numerik in Fig. 12.6 zeigt, dafl diese konservative Schrittweitenwahl nicht ausreicht! Tatséchlich
kommt es bei T' > 21/7 zu einem blow-up, obwohl die exakte Losung fiir alle Zeiten existiert. "

Das Versagen des Zabusky-Kruskal-Verfahrens [21]° fithrt man allgemein auf eine “Instabilitiit” zuriick
in dem Sinn, dafi hochfrequente Losungsanteile (d.h. grofie ¢ im Fourierbild) durch die Nichtlinearitét
verstiirkt werden. Ein manchmal propagiertes Mittel ist deshalb, Verfahren mit (etwas) Dissipation zu
verwenden.

5in diesem Paper wird der Begriff der Solitonen eingefiihrt
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12.3.2 Dissipative Verfahren

Definition 12.27 Ein Verfahren mit Propagationsoperator E heifst dissipativ® von der Ordnung 2r,
falls R
p(E(€)) < (1 68|€n*)(1 + Ck)

fiir Konstante C', 6 > 0 unabhdngig von k, h.

Beispiel 12.28 Betrachte das Lax-Wendroff-Verfahren fiir u; — u, = 0:

g(&) = 1+ iXsin(€h) — 2X2sin?(En/2)
19()]? = (1 — 2A\%sin?(€h/2))% + A2 sin?(€h) = 1 — 4X*(1 — A?) sin®(€h/2)

Damit ist das Verfahren dissipativ von der Ordnung 2r = 4, falls A = k/h < 1 (verwende /1 —z =
1 —1/2z + O(2?) fiir kleine z). .

Dissipativitdt tritt relativ natiirlich bei Diskretisierungen von parabolischen Gleichungen auf, weil das
kontinuierliche Problem ein solche Eigenschaft hat:

Beispiel 12.29 Betrachte die explizite Eulerdiskretisierung der Wirmeleitungsgleichung aus Ubung 12.22
mit Verstirkungsfaktor ¢(&) g(&) = 1 — 4o sin?(€h/2). Stabilitiit (|g(€)| < 1) verlangt also o < 1/2. Fiir
o < 1/2 ist das Verfahren dissipativ von der Ordnung 2.

Ubung: Fiir das implizite Eulerverfahren ist das Verstirkungsfaktor g(¢) = 1/(1 + 4o sin®(¢h/2)).
Das Verfahren ist also stabil und ebenfalls dissipativ von der Ordnung 2. "

Im einfachsten Fall liefert Dissipativitit, dafl konsistente Verfahren tatséchlich stabil sind:

Satz 12.30 (Kreiss) Betrachte das strikt hyperbolische System
u; +Au, =0

d.h. die konstante Matriz A habe paarweise verschiedene reelle Figenwerte. Dann ist ein (explizites)
Differenzenverfahren stabil, wenn es konsistent und dissipativ von der Ordnung 2r > 0 ist.

Beweis: siehe [3, Thm. 5.2] und z.B. [11, Thm. 6.5.2]. O

Bemerkung 12.31 Das Zusammenspiel von Konsistenz und Dissipativitéit bereits bei parabolischen
Gleichungen im Abschnitt 11.6.4 gesehen haben bei der Analyse der Funktion F),: fiir “kleine z = A\, k
nutzten wir die Konsistenz, fiir grofie z = A,k bendtigten wir die L-Stabilitit des Einschrittverfahrens.
Ahnliches liegt auch Satz 12.30 zugrunde: fiir konsistente Verfahren erwartet man, dafl das Stabilitéits-
verhalten fiir kleine £ sich aus dem kontinuierlichen Problem erhalten 148t (cf. Satz 12.32)), wihrend das
Stabilitatsverhalten fiir grofle £ eine zusétzliche Eigenschaft ist.

Wie Satz 12.30 zeigt, kann Dissipativitéit eines Verfahrens eine niitzliche Eigenschaft sein. Tatséchlich
haben sehr viele Verfahren (auch fiir hyperbolische Probleme) ein wenig Dissipation—das Lax-Wendrofi-
Verfahren ist ein Beispiel. Wihrend fiir parabolische Probleme wie der Wirmeleitungsgleichung Dissipa-
tion eine Eigenschaft des kontinuiertlichen Problems ist, ist es bei hyperbolischen Erhaltungsgleichungen
meist nicht. Man versucht deshalb meist, die Dissipation des Verfahrens moglichst gering zu halten.

noch ueberarbeiten—streichen Aus der Konsistenz eines Verfahrens und der Wohlgestelltheit des kontinuierlichen Problems kann man E(g) fiir
“kleine 7 & kontrollieren:

Satz 12.82 Betrachte das lineare Problem uy = Pu mit einen linearen Ortsdifferentialoperator P mit konstanten Koeffizienten. Habe das numerische Verfahren Konsisten-
zordnung p (in Ort und Zeit). Dann gilt:

I1E(e) — POk < clenpt,

wobei die Matriz et (€K den cxakten Losungsoperator beschreibt, d.h. die Lésung von uy = Pu mit Anfangsbedingung u(-, 0) = ei€%ug ist P Ut ug wenn uy € RS
ist, mit Problemgrofic s € N.

Smanchmal auch: strikt dissipativ
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Beispiel 12.33 Betrachte das Lax-Wendroff-Verfahren fiir uy — uz = 0. Der Operator el (1)t ergibt sich aus

JPGOE ige L w(z, t) = E@+)

eﬁ(ig)t _ ikt
Der Verstiarkungsfaktor g(&) = E(¢) von Lax-Wendroff ist g(£) = 1 + iAsin(€h) — 2A2 sin? (¢h/2) Damit
g(¢) — PO 1 L ixngin(en) — 222 sin2(eh/2)e'CF = ... = O((en)3),

was zur Konsistenzordnung p = 2 von Lax-Wendroff pafit. [l

Beweis:[von Satz 12.32] Sei 4 € C§°(—=/h, w/h). Definiere

w/h  jen
u(z) = /4/” 1% a(e) de

Um die Konsistenz auszunutzen, schreiben wir einen Schritt des Verfahrens:
Eu(¢) = E(£)T(€)
METE(©)a(e) de

1, [7/h
= u(z;) = -/—7r/h

Die exakte Evolution ist
©/h  B(ie)k icx
u(e, k) :/ Il PGEKG(eyei€e e
—m/h
Damit ist der Fehler

/by 5
uz ;. k) —ul(e)) =/ / Er (PO

/n — E(€)u() d¢

Fiir o = 0 folgt damit wegen der Konsistenzordnung p:

cw/h P(i ~ P
j/ﬁ:/hwp(‘@ — B()a(e) de| < onP TP Lo g

L&aBt man 4 — 6£, laufen fiir ein festes &/ € (—n/h, 7/h) und nutzt, daB dann Hu(p+1) HLO()(R) < C\{'\p+l, so ergibt sich die Behauptung. o

Satz 12.32 ist interessant, weil er zeigt, da3 aus der Stabilitéit des kontinuierlichen Problems (Kontrolle von eP(is)) und Konsistenz des Verfahrens man

Kontrolle von E(¢) fiir “kleine” & erhalten kann. Fiir groBe £ muB dies aus dem Verfahren herriihren, z.B. durch Dissipativitét.

“Herleitung” von Lax-Wendroff

Wie wir es bei parabolischen Gleichungen gemacht haben, kénnte man zahlreiche Verfahren erzeugen,
indem man zuerst eine Semidiskretisierung im Ort durchfiihrt und dann ein Zeitschrittverfahren darauf
anwendet. Das Lax-Wendroff-Verfahren (fiir u; + au, = 0) wird anders “hergeleitet”: Mit den Differen-
zenoperatoren Dy, D_, Dy (z.B. Diu(z) = u(x + h) — u(z), Dou(x) = u(x + h) — u(x — h)) ergibt
Taylor

k2
u(t+k,x) =u+ kug + 5 e + O(k?)

Die Gleichung u; + au, = 0 liefert
Up = —aUyg, U = Uy (12.21)

So konnen Zeitableitungen durch Ortsableitungen ersetzt werden und anschlieSfend durch Differenzen-
quotienten approximiert werden:

k K 5 2,12
u(t+k,x) =u— %aDou + oY DiD_u+ kO(k” + h*)
Das zeigt, dafl die Konsistenzordnung des Verfahrens
A A\? k
= = 5l i) + 5 (- 2uf ) =0, A=

gerade 2 (genauer: (2,2)) ist.
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Modifizierte Gleichung

Die Fourieranalyse (d.h. die von-Neumann-Analyse) ist eine Moglichkeit, das Verhalten von Diskreti-
sierungen zu verstehen. Eine andere Moglichkeit, das qualitative Verhalten von Verfahren zu verstehen
ist, sie als “bessere” Approximation an eine andere (“modifizierte”) Gleichung zu interpretieren und zu
stipulieren, dafl das qualitative Verhalten dieser kontinuierlichen Gleichung das numerische Verfahren
beschreibt. Wir illustrieren das mit drei klassischen Beispielen:

Beispiel 12.34 (modifizierte Gleichung des upwind-Verfahrens) Wir betrachten u; + au, = 0
mit a < 0. Das Verfahren ist

k
’U/:’L_”rl = u? — a,)\(’u,qu — uf), A= E
Taylor um (¢, z) liefert
2 k‘3
’U,(t+kﬁ,l‘) :U+I€ut+ 7utt+ Futtt—i—-” 5
h? h3
U(t,$+h) =u+ hu, + 7“3:3:"' Fuaﬁxaf'*' )
u(t+k,z) —u u(t,z+h) —u k k2 h h?
T = % +a A = Ut+§”tt+€uttt+"' +a U:c"'au;c:c""?ux:c;c"'

1 1
= us + auy + §k;utt + 5haum + O(k* + h?)

Falls wir us + au, = 0 ausnutzen, dann erhalten wir, dafl das Upwindverfahren Konsistenzordnung (1, 1)
hat. Falls wir jedoch annehmen, dafl v die Gleichung

1 1
uy + aug + §kutt + 5/1c1uM =0 (12.22)

erfiillt, dann erhalten wir (formal) Konsistenzordnung (2,2). Man nennt (12.22) die modifizierte Glei-
chung. Typischerweise formuliert man die modifizierte Gleichung nochmals um, indem man Zeitableitun-
gen durch Ortsableitungen ausdriickt: aus (12.22) ergibt sich (formal) durch Differenzieren nach ¢ und
x:

Uy + augy = O(k + h), Ugt + Qg = O(k + h), (12.23)

dafl wir (12.22) schreiben kénnen (unter Vernachliissigung von Termen O(h? + k?))

1 1 . 1
0=wu; + auy + §kutt + §haum (12:23) U + aug + 3 [—kauzt + haug, + kEO(k + h))

. 1 1
(12:28) Uy + atly + 5 [kazum + haug, + kO(k + h)] = us + auy + 3 [ka2 + ha] Ugy + O(k2 + h2).

Damit approximiert das obige (!) Upwindverfahren die Gleichung
1 a h [k k>
Up + AUy — Viigy = 0, vi= =3 [ka? + ah] “=° o/h {#a = ﬁag] (12.24)

mit Konsistenzordnung (2,2). Wir bemerken, dal v > 0, falls die CFL-Bedingung erfiillt ist. Man kann
sich also vorstellen, dafl das Upwindverfahren zwar die Advektionsgleichung approximiert, aber mit
hoherer Genauigkeit die Wiarmeleitungsgleichung (12.24) mit (kleiner) Diffusion. Da die Wirmeleitungs-
gleichung Dissipation hat, erwartet man, dafl auch das Upwindverfahren dissipativ ist. "

Ubung 12.35 Zeigen Sie, daB fiir das Lax-Friedrichs-Schema die modifizierte Gleichung

h
U + Ay + Vg, =0, V:ﬁ(l—/\2a2), )\:E

ist. Insbesondere ist die Diffusionskonstante v fiir Lax-Friedrichs grofler als fiir Upwind.
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advection eqn, periodic bc, one period, A =0.5, h=0.01
T T T T T T T T T

~~~~~~~~~ exact sol
— upwind
12 PR Lax-Wendroff | |
',' % | = = = Lax-Friedrichs

0.4 1 1 1 1 1 1 ! ! !

Abbildung 12.7: Upwind, LW, LF fiir Advektionsgleichung mit unstetigen Anfangsbedingungen

Ubung 12.36 Die modifizierte Gleichung fiir das Lax-Wendroff-Verfahren ist gegeben durch

ah? K,
ut—i—auw—i—? (1—ﬁa >umw:0

Beispiel 12.37 Wir betrachten die Advektionsgleichung mit periodischen Randbedingungen:
ur —u, =0 auf (0,1) x RT, uw(0,t) = u(1,t) Vt>0. (12.25)

Um den Einflu} der Verfahren auf die hochfrequenten Anteil der Anfangsbedingung herauszuarbeiten,
ist uo(x) = X[0.25,0.75) () (und damit bleibt die exakte Losung auch eine stiickweise konstante Funktion).
In Fig. 12.7 wird der Ergebnis verschiedener Verfahren bei T'= 1 und k/h = 0.5 gezeigt. Die modifizierte
Gleichung fiir das Upwindverfahren und Lax-Friedrichs ist eine parabolische Gleichung mit relativ viel
Dissipation (Lax-Friedrichs hat sogar noch mehr Dissipation als das Upwindverfahren). Das ist spiegelt
sich in Fig. 12.7 wider. Die modifizierte Gleichung von Lax-Wendroff ist eine Gleichung 3. Ordnung, bei
der Dispersion eine grofie Rolle spielt. Das spiegelt sich in den Oszillationen in der numerischen Losung
wider. "

Bemerkung 12.38 (Dispersion) Die Losung u von
ur + augy = 0, u(0, ) = uo(x)

ist
_ _ _ 1 ~ i&(z—at)
u(t,z) = uo(x — at) oz /guo(§)e d¢

(diese Darstellung erhélt man direkt aus der Fourierinversionsformel” oder indem man die Differentialgleichung
fouriertransformiert und dann 16st). Wir interpretieren dies so: Die Fourierkomponente 7io(£)e's® zur Frequenz
& breitet sich mit Geschwindigkeit a (nach rechts) aus. Die Geschwindigkeit a ist unabhingig von &. Sei nun
& — a(&) eine Funktion von £. Dann stellt v(x,t) = \/% fg ﬁo(§)ei§(z7“(§)t) d¢ eine Funktion dar mit folgender
Eigenschaft: die Fourierkomponente von v(-,0), die zur Frequenz & gehért, wandern mit Geschwindigkeit a(§).
Allgemein spricht man von Dispersion, wenn die Fourierkomponenten sich mit {-abhéngiger Geschwindigkeit
ausbreiten.
Wir 16sen die Gleichung
Ut + AUy + VUgze = 0, u(0,z) = uo(z)

Fouriertransformation (in z) liefert die ODE

a(t, &) + aia(t, &) + v(i0)*u(t,£) =0,  @(0,&) = 1o (§)

"Wir verwenden u(€) = # [, e71%¢(x) dz mit Inversionsformel u(z) = — f5 el?Eq(€) de¢
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mit Losung
(t, €) = exp(—(aig + v(i§)")t)to (€)

Riicktransformation liefert
1 i;vfai+ui3«\ 1 izfa+ui2 ~
u(t,x) = —\/_/665 e (aig+v (i) )tuo(é-),df—\/_/ée 5[ ( (ig) )t]uo(f),df.

Wir erkennen insbesondere, dafl Ausbreitung der unterschiedlichen Fourierkomponenten der Anfangswerte von
up unterschiedliche Geschwindigkeit haben. Dies ist beim Lax-Wendroff-Verfahren in Fig. 12.7 erkennbar, denn
es “erklirt” die Oszillationen. "

12.4 Splittingmethoden /fractional step methods

12.4.1 Einfiihrung: der ODE-Fall

Betrachte das ODE-System
v = Au + Bu, u(0) = uo, (12.26)

wobei A, B Matrizen seien (im Allgemeinen konnten dies auch Operatoren sein). Eine mogliche Herkunft
dieser Matrizen konnte eine Ortsdiskretisierung sein. Die Losungformel ist

u(t) = A8y,

mit der Matrixexponentialfunktion.®

Ziel: eine gute Approximation an u(k), wobei k der Zeitschritt ist.

Spielregel: ug +— eFA+B)y ist schwer/teuer zu realisieren, aber die Abbildungen v > e
v — e*By sind “einfach”.

Die “klassischen” Verfahren sind:

k4y und

o Lie-Splitting: e!(A+5) ~ etBetA. Algorithmisch ist dies fiir einen Schritt der Linge k:

1/2 kA 1 kB

u = e ug, u = e" Uy

o Strang-Splitting: e!(A+tB) y e1/2tAtBe1/2tA  Algorithmisch ist dies fiir einen Schritt der Linge k:

2/3 kA 1 k/2A

1/3 .= gh/24 = e uyys, u =e

U U, U Ug/3-

Nota: das Strangsplitting sieht teurer aus als das Lie-Splitting. Tatséchlich ist es fast genauso
teuer wie das Liesplitting, wenn man mehrere Schritte hintereinander ausfithrt. Wegen der Halb-
gruppeneigenschaft von t — et gilt:

ok/2A kB k/2A  k/2A kB k/2A . k/2A kB k/2A _ k/2A kB kA kB kB k/2A

e das SWSS (“symmetrically weighted sequential splitting”) e!(A+5) ~ L (ef4e!B + e!Bet). Algo-
rithmisch ist dies fiir einen Schritt der Linge k:

~ 1 ~
ul/? = FAkB G2 = FBekAy, o= = (u1/2 i u1/2) .

Weil die Matrizen A, B i.a. nicht kommutieren, d.h. AB # BA, gilt i.A. nicht e!(A1B) = et4e!Bdamit
sind die obigen Verfahren i.a. wirklich nur (unterschiedliche) Approximationen an die exakte Evolution.
Zur Beschreibung des Konsistenzfehlers benétigt man den Kommutator zweier Matrizen/Operatoren:

[A,B] .= AB — BA

8Es hat sich eingebiirgert, auch fiir (unbeschrinkte) Operatoren A das Symbol e*Aug zu verwenden. Dann ist es lediglich
ein Symbol fiir den Operator ug — u(t), wobei u(t) die Lésung des AWP w' = Au, u(0) = ug ist.
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Ubung 12.39 Seien A, B diagonalisierbar und [A, B] = 0. Dann sind sie simultan diagonalisierbar.
Insbesondere gilt

otA+B) _ ,tAtB _ B tA

Lemma 12.40 (Konsistenzfehler bei Splittingverfahren) Fir zwei Matrizen A, B gilt fir den
Konsistenzfehler der Splittingverfahren:

(i) (Lie-Splitting)
L =ul — FATB)y = %kQ[A,B]uo + O(k?)
(i) (Strang-Splitting)

19 = ul — FATE) = k3 (%[B, (B, A]] — 21—4[A, [A, B]]) ug + O(k*)

(iii) (SWSS-Splitting)
Tow = u' — F By = O(k3)

Beweis: Taylor. Taylor. Taylor. a

Bemerkung 12.41 Die vorgestellten Splitting-Verfahren sind maximal 2. Ordnung. Im Prinzip ist es
auch moglich, Splitting-Verfahren hoherer Ordnung zu erzeugen. Das Lie- und das Strang-Splitting sind
jedoch die meistverbreiteten Techniken. =

12.4.2 Beispiele

Die Idee des Splittings wird oft eingesetzt. Dabei werden folgende Verallgemeinerungen verwendet:
e die Matrizen A, B kénnen auch (Differential-)Operatoren oder deren (Orts-)Diskretisierungen sein
e die Operatoren A, B konnen auch nichtlinear sein

Bezeichnet man mit £, und Ep die Evolutionsoperatoren fiir die Probleme

u' = Au, u(0) = ug
u' = Bu, u(0) = up

s0 ist ein Schritt (der Linge k) des Lie-Splittings gegeben durch
uy := Ep(k)Ea(k)ug
und analog ein Schritt des Strang-Splittings uy := Ea(k/2)Ep(k)Ea(k/2)uo.

Bemerkung 12.42 In der Praxis kann man die Evolutionen E4 und/oder Eg nicht exakt durchfiihren.
Man behilft sich dann mit geeigneten Approximationen—im einfachsten Fall wire es z.B. ein expliziter
Eulerschritt. m

Beispiel 12.43 Betrachte die 2D-Advektionsgleichung
Uy + aug + buy =0 in Q =R, u(-,0) = uo(+) (12.27)

Die naheliegende Wahl der Operatoren A und B ist Au = au, und Bu = bu,. Die exakten Evolutionen
sind fiir eine Funktion v = v(x, y):

(EAU)(x7y7t) = U({E - at7y>7 (EBU)(x7y7t) = U(x7y - bt)7
Damit ein Schritt des Lie-Splittings EpFE 4 gegeben durch
v = v(x — at,y — bt).

Dies ist sogar die exakte Losung, d.h. das Lie-Splitting ist exakt! Da die Operatoren A, B kommutieren,
war dies aus dem Matrixfall zu erhoffen. "
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Ubung 12.44 Betrachten Sie die Gleichung (12.27) mit @ = 1 und b = —1.
(a) Formulieren Sie ein (klassisches) Upwindverfahren.
(b) Machen Sie analog zum 1D-Fall eine Fourieranalyse, um eine CFL-Bedingung herzuleiten.

(¢) Formulieren Sie ein Splittingverfahren, indem Sie die Upwindverfahren (ft/bs bzw. ft/fs) kombinieren.
Was ist die CFL-Bedingung des Splittingverfahrens?

(d) Programmieren Sie beide Verfahren fiir den Fall periodischer Randbedingungen. "

Splittingverfahren verwendet man gerne, wenn die beiden Operatoren A und B zu Differentialgleichungen
mit verschiedenem Charakter gehéren, die entsprechend unterschiedliche Behandlung/Diskretisierung
benotigen.

Beispiel 12.45 Die Gleichung
ur = Au+b-Vu

wird oft zerlegt mit Au = Au und Bu = b - Vu. Die Evolution E4 verlangt dann die (approximative)
Losung einer Warmeleitungsgleichung und Ep die Losung der Advektionsgleichung. "

Splitting-Verfahren kénnen auch auf der Ebene der Diskretisierung erhebliche Beschleunigungen bringen.

Beispiel 12.46 (Varianten von ADI-alternating directions implicit) Betrachte die 2D Wirme-
leitungsgleichung (mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen) auf Q = (0, 1)%: u; = uyy + ty,. Wir be-
trachten die Semidiskretisierung mit stiickweise linearen Ansatzfunktionen im Ort auf einem regelméfigen
Gitter mit N x N Knoten (d.h. N Knoten in jede Raumrichtung). Der Einsatz eines impliziten Verfahrens
(z.B. impliziter Euler) verlangt die Losung eines 2D-Ortsproblems in jedem Zeitschritt. Kosten: fiir die
typische lexikographische Nummerierung der Unbekannten ist der Speicherbedarf fiir die LU-Zerlegung
N2b, wobei b = N die Bandbreite der Steifigkeitsmatrix ist. Damit sind die Kosten pro Zeitschritt (ohne
Beriicksichtung der Kosten des Aufstellens der LU-Zerlegung) O(N3).

Ein mogliches Splittingverfahren basiert auf Au = wu,, und Bu = wu,,. Damit ist die (diskrete)
Evolution F4 beschrieben durch N entkoppelte Gleichungssystem (je von der Grofie N), die sogar noch
tridiagonal sind. Analog fiir E5. Damit sind die Kosten fiir einen (Lie)-Zeitschritt 2NO(N) = O(N?),
was die optimale Komplexitét ist. "

12.4.3 IMEX

Verwandt mit den oben diskutierten Splittingmethoden mit IMEX-Verfahren (“implicit explicit me-
thod”). Da implizite Zeitschrittverfahren insbesondere bei nichtlinearen Problem teuer sind, versucht
man, nur Teile des Differentialoperators implizit zu rechnen und nur die “steifen” Anteile implizit.°
Betrachte die Evolution
u = Au+ Bu

Um zwei verschiedene Zeitdiskretisierungen unter einen Hut zu bekommen, machen wir gedanklich eine
Zerlegung u = ¢ + ¥ und betrachten das System

¢ = Au=A(¢+)
V' = Bu=B(¢+1v)

Fiir diese beiden Gleichungen verwenden wir nun 2 verschiedene Zeitdiskretisierungen (z.B. expliziten
und impliziten Euler). Dabei will man das Verfahren schlufiendlich so formulieren, daff nur die Funktion
u benotigt wird. Eine typische Konstruktion ist mittels “partitionierten” RK-Verfahren: Seien zwei s-
stufige RK-Verfahren mit Butcher-Tableaus

9Verwandt sind die IMEX-Verfahren auch mit den sog. “Rosenbrock-Verfahren” (auch linear-implizite Verfahren ge-
nannt) im Kontext der klassischen ODE-Verfahren.
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gegeben. Ein Schritt eines s-stufigen partitionierten RK-Verfahrens fir das System y' = f(y,z), 2/ =
9(y, 2) ist definiert durch y1 = yo + k> ; bjkj, 21 = 20 + k 3_; bjk; mit

ki = f(y(]+k2aijkj,20+kzaiji€\j), ’iil,...,S
7j=1 7j=1

7(5\1' = g(yo+k2aijkj,z0+k26ij7f\j), t=1,...,s.
7j=1 7j=1

Beispiel 12.47 Eine Differenzendiskretisierung im Ort der Advektions-Diffusionsgleichung
Ut = (Upg + Uyy) — QU
fithrt auf das ODE-System (a > 0, so daf} eine “backward space” Diskretisierung die richtige ist)

a1

- a
at' TR h

[DID; + DDy | uij— ;

D3 u;

Der Operator A gehort zur (Ortsdiskretisierung) des Laplace and B zum Transportterm. Schreibt man
u = ¢ + v und verwendet fiir ¢ den impliziten Euler und fiir v den expliziten Euler, so ergibt sich

1

1
n+1 _ +- + =] 4 t1

7 (007 —90l) = 55 [DeDz + DDy uiy™
1 a

7 W —ul) = 3 Daui

Zusammengefafit also
n+1 n k + 71— +n—1,ntl ak n
it =+ [DiD, + DD, ulft - - Do uily: (12.28)

Da der Transportterm explizit behandelt wurde, gibt es die CFL-Bedingung k|a|/h < 1. Das klassische
implizite Eulerverfahren hitte auf

k ak

n+1 n — — n+1 e |

ulj = u;; + 72 [D:Dw + D;‘Dy] uzj — TD”” U7j (12.29)
gefiihrt (dann ohne CFL-Bedingung). Es ist zu betonen, dafl das LGS in (12.28) ein SPD System ist, fiir
das es effiziente Verfahren gibt. Das LGS in (12.29) ist nicht symmetrisch. n

Es gibt auch IMEX-Verfahren hsherer Ordnung, die auf RK-Verfahren beruhen. Etwas einfacher (und
iilter) sind IMEX-Verfahren, die auf Mehrschrittverfahren beruhen. Dabei sind insbesondere Verfahren,
die auf dem BDF2 (implizit) und Adams-Bashforth (explizit)-Verfahren beruhen, populér.

Ubung 12.48 LMM-IMEX fiir u’ = f(¢,u) + g(t, u) sind von der Form

p p p
Zaévn—kl—é _ k26£fn+l—l + kz,wgn—kl—[.
=0 =1 =0

Zeigen Sie: das Verfahren hat Ordnung p, wenn gilt:

p
S
(=0
1 p 1 p p
0 —1 _ i—1 _ ~
EZE Qy ( _1)'Z£ B@ ( 1)'Z€ Ve, Z—l, » D
(=1 £=0 £=0
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Beispiel 12.49 IMEX-Verfahren oder Varianten werden auch verwendet, um das Losen von nichtli-
nearen Gleichungen bei impliziten Verfahren zu umgehen. Im ODE-Fall sind wichtige Beispiele die sog.
Rosenbrock-Verfahren (“linear implizite Verfahren”), bei denen eine ODE ¢y’ = f(t,y) kiinstlich als
y' = f(t,y) = f1(t,y)+ f2(t,y) geschrieben wird. Eine typische Wahl ist f1(¢,y) = Jy mit J = 9, f(¢,y).
Wenn man f; implizit behandelt und fo explizit, dann miissen nur lineare Gleichungssysteme gelost
werden (Ubung: iiberlegen Sie sich den Fall “impliziter Euler”, “expliziter Euler”).

Diese Idee kann z.B. bei Diskretisierungen von zeitabhédngigen PDEs verwendet werden, indem die
nichtlinearen Terme explizit behandelt werden. Z.B. wére eine implizite Eulerdiskretisierung der inkom-
pressiblen NSE

un—i—l —u”

_ Futt . vutt - At 4 vprtl = el (12.30a)

divu"™ =0 (12.30Db)

Das System (nach Diskretisierung im Ort) ist nichtlinear. Man kann die Nichtlinearitét z.B. so explizit
behandeln:

un+1 _ un

k + un . vunJrl _ Z/Au"+1 + Vpn+1 _ fnJrl,

divu"™ =0
Dieses Verfahren kann man in verschiedener Art interpretieren:
1. als IMEX-Verfahren mit implizitem und explizitem Eulerverfahren und Zerlegung

u +u-Vu—vAu+ Vp=u+ [u(t,) - Vua—vAu+ Vp| + [(u —u(t,)) - Vu]

2. als 1 Schritt eines iterativen Verf. (mit Startwert u™) zum Losen des nichtlin. Systems (12.30). =

12.5 Raum-Zeit-DG
Wir betrachten eine etwas allgemeinere Form von (12.3):
ut +b(z,t) - Vu+ c(z, t)u = g. (12.31)

Im Unterschied zu parabolischen Gleichungen hat in (12.31) die ¢-Variable keine besonders herausgeho-
bene Rolle. Nennt man zg = t, so kénnen wir auch auch folgendes, allgemeineres Problem betrachten:

b(z) - Vu+c(x)u=f auf Q, (12.32)

wobei wir jetzt Q@ C R zulassen. Bei dieser Gleichung kann nicht eine Randbedingung auf dem
gesamten Rand 0X) gefordert werden. Wir definieren den “Einstromrand”, den “Ausstromrand” und den
“charakteristischen Rand” durch

'™ = {z€9Q: bx) n(z) <0}, (12.33)
't = {z€0Q:b(x) n(x) >0}, (12.34)
r= := {z€dQ: b(z) n(x)=0}. (12.35)

Hier ist n(z) der (4uflere) Normalenvektor im Punkt 2 € 9. Tatséchlich kénnen wir fiir (12.32) nur eine
Randbedingung auf I'~ oder I'* fordern. Wir betrachten deshalb das Randwertproblem

b(z) - Vu+c(x)u = ¢ auf{, (12.36a)
u = 0 aufl'". (12.36b)

Beispiel 12.50 Betrachten Sie das Problem
—u' +u=g auf (0,1),
Uberlegen Sie sich, daB man nicht sinnvollerweise u(0) = 0 = (1) fordern kann sondern nur u(0) = 0

oder u(1) = 0.
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Unser Ziel ist ein numerisches Verfahren fiir (12.36). Hierzu sei 7 ein Gitter, welches I'~ auflgst, d.h.
jede Randkante e erfiillt entweder e C '~ oder e C 90 \ I'". Fiir jedes Element K bezeichnet wir mit
nk die (duBere) Normale des Elementes K.

Zur Motivation nehmen wir an, daf} die Losung « von (12.36) hinreichend glatt ist. Sei v eine stiick-
weise glatte Testfunktion, d.h. v|k ist glatt fiir jedes K. Betrachtet man ein Element K, so folgt aus
(12.36a) durch Multiplikation mit v, Integration iiber K und partieller Integration:

/ng:/K(Cij'vu)U:/KU(C*“V'(b”)Jr/aK(b'nK)uv.

Durch Summation iiber alle Elemente K € T ergibt sich:
Z U(C’l)*V'(b’U))+/ (b ng)uv = Z/ gu.
KeT 7K oK KeT 'K

Wir fithren den Begriff des Flules auf dem Rand des Elementes K ein:
fK = (b . TLK)U.

Es wird sich als zweckmiflig erweisen, die gemeinsame Kante/Fliche zwischen zwei Elementen K, K’ zu
bezeichnen; wir verwenden das Symbol
K|K',

wobei die Reihenfolge gleichzeitig eine “Orientierung” festlegt. Wir werden im Folgenden kurz “Kante”
fiir diese Schnitte sagen, auch wenn es in hoheren Dimensionen eigentlich Hyperfliche sind.
Es wird sich auch als zweckmiiflig erweisen, die Nachbarelemente zu definieren:

N(K):={K' € T| K und K’ teilen sich eine Manigfaltigkeit mit Kodimension 1}
Bei der Diskretisierung wird man u stiickweise glatt ansetzen. Damit liegt es nahe, den Raum
SO i={uel*(N):ugeP, VKeT}

zu gegebenem p € Ny zu betrachten. Fiir eine numerische Realisierung liegt es dann nahe, die Testfunk-
tionen v ebenfalls aus diesem Raum zu wéhlen. Hierzu ist zu bemerken, daf§ bei unstetigem Ansatz fiir
u und unstetigen Testfunktionen v keine Kopplung zwischen u|x und u|g/ fiir benachbarte Elemente K
und K’ existiert. Diese Kopplung realisieren wir nun dadurch, daf} auf der Kante K|K’, auf der eigentlich
zwei Approximationen (ndmlich u|x und u|x/) an die exakte Losung zur Verfiigung stehen die Kopplung
iiber einen “numerischen FluB” & K|k zu realisieren, d.h. den Flu fx wird durch einen “numerischen

FluB” h K|k ersetzt. Eine sinnvolle Wahl des numerischen Flufes erscheint z.B.
EK\K’ = (b ng)ug |k
wobei es fiir die Wahl von u viele Méglichkeiten gibt; plausibel erscheinen z.B.
o U = 5(ulk +ulk)e
L4 aK\K' = ulk
o Ug|g = ulK:
Fiir Randkanten e C I'™ wird man sinnvollerweise

ule =0 Ve CT'™

wiihlen.'® Im vorliegenden Fall ist also der numerische Fluf} h K|k bereits eindeutig durch die Wahl von
u auf den Kanten festgelegt: R
hiikr =b gtk k-

10diese Wahl ist zwar naheliegend, aber nicht zwingend—weiterhin ist es zwar naheliegend, @|e nur abhingig von den
Funktionswerten in den angrenzenden Elementen zu machen, aber auch das ist nicht zwingend
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Es ergibt sich als numerisches Verfahren:
Finde u € SP%(T) s.d.
B (u,v) = Z / u(cv+ V- (bv)) —l—/ (b-ng)uv =1(v) := / vg Vv € SPY(TIR.37)
K 0K Q

KeT
Ublicherweise wird diese Formulierung wieder partiell riickintegriert, und wir erhalten:

Finde u € SP°(T) s.d.
B (w,0) = Y [ (cutbovup)+ [
K o

KeT K

(b-ng)(w—u)v=1w):= / vy Vo € SPO(TIR.38)

Q

Die Wahl des numerischen Fluies beeinflufit entscheidend die Qualitét des numerischen Verfahrens. Wir
fiihren das am folgenden Beispiel vor:

Beispiel 12.51
v +u=g auf(0,1), u(0) = 0.

Hier ist g(z) = 1+ «, so dal die exakte Lsg u(z) = x. Sei a; = ih, i = 0,...,N und K; = (2;_1,x;).
Fiir die Wahl p = 0 (d.h. S%°(T) besteht aus den stiickweise konstanten Funktionen) schreiben wir
fiir u|g, = u; und die Testfunktionen bestehen ebenfalls aus stiickweise konstanten Funktionen, fiir die
v|k, = v; schreiben:

N
Trans(y, ) = w4+ w)v + (Wlz)v; — a(x;_1)v(x,
B (u,0) ;/Ki<+>+<<z>z (i-1)0(z:)

N
- /K v+ (i) — i)
N

- Z [hu; + (W) — w(wi-1))] vi

i=1

woraus sich als LGS ergibt:
/ gdz = hus + (z) — G(ws 1), i=1,...,N.
K;

Wir betrachten 2 Wahlen von @(z;):
o upwind flur: U(x;) = u; fur 1 < j < N und u(xo) =0 (und u(zn) = un)
o central fluz: U(z;) = 3 (uj 4+ ujpq) fiir 1 <j < N —1 und @(zo) = 0 und U(zn) = un.

Wir erkennen in Fig. 12.8, dal die Wahl des upwind flux gute Approximationen und sogar die erhoffte
Konvergenz O(h) liefert, wihrend die Wahl des central flux zu keiner Konvergenz fiihrt. .

Entscheidend fiir die Wahl des numerischen Flufles  ist, dal man ihn abhingig vom Vorzeichen von
b-ng in (12.38) wihlt. Wie wir unten sehen werden, fithrt die richtige Wahl des numerischen Flufles auf
ein Verfahren mit guten Stabilitéitseigenschaften.

Der upwind flux (b - ng)u ist definiert durch folgende Wahl von @ auf jeder Kante:

e Sei e eine innere Kante von T, welche sich K und K’ teilen. Fiir x € e definieren wir:

u(r) = egal falls b(z) - ng(z) = b(z) -ng/ () =0
u(r) = ulg(z) falls b(z) - ng(x) >0
u(r) = ulg () falls b(x) - ngs(xz) > 0.

e Sei e ein Kante auf I'": dann definieren wir @], =0
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Abbildung 12.8: Links: Losungsplot. Rechts: Konvergenzverhalten

e Sei e ein Kante auf 90 \ I'": dann definieren wir u|. als Limes von u vom angrenzenden Element

Dieses Verfahren hat gut Stabilitdtseigenschaften, wie wir nun zeigen. Hierzu bendtigen wir den Sprung
[u] auf einer Kanten e = K|K':

[u]le = ulgknk + u|lxnk: falls e = K|K' eine innere Kante ist
[u]le = ulgknk falls e eine Randkante ist mit e C 0K.
Satz 12.52 FEs gelte
1 _
c—av-b200>0 auf §2.
Mit dem Sprung [-] gilt fir die Wahl des “upwind flux” und stiickweise glatte Funktionen wu:

BLE" (uu) = ) ||\/_UHL2(K)+Z_H|b |2 [u]l|72e);

KeT ecf

wobei £ die Menge aller Kanten von T ist. Fiir Randkanten ist der Sprung einfach definiert als der Wert
der Spur.

Beweis: Fiir glatte Funktionen v ist uVu = V(3u?). Damit gilt fiir jedes Element K € T

1 1
/u(c+b~Vu)=/u2<c——V~b)+/ —b - ngu?
K K 2 oK 2
BEE™ (u,u Z / (c— -V ) / b-ng [ﬂu— luﬂ )
oK 2

KeT

Damit

ZCO
Die Summe .7 [, schreiben wir als Summe iiber Kanten. Dabei:

e Sei e eine innere Kante, die sich Elemente K und K’ teilen. Sei x € e. Sei oBdA K das Element
mit b(x) - nx(z) > 0 (der Fall b(x) - nx(z) = 0 ist nicht interessant). Dann rechnen wir wegen
nx = —ng und der Wahl von u(z):

b(x) - nk(x) [ﬂ(x)uK(x) — %ux(x)2 +b(z) - nk(x) {a(x)u;{/ (x) — %u;«(x)z

= b(z) ng(z) [uK(x)2 — %uK(xF —ug(x)ug (x) + %UK/ (x)Q]
= (@) nacle) (@) — e ).
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Diese Rechnung ist auch fiir den Fall b(x) - nx (z) = 0 richtig.

e Falls e eine Randkante mit e C I'™ ist, dann ist @ = 0 auf e und somit

2

1 1 1 1
b nk [ﬁ 54 u= 7b~nK5u = §|b~nK|u2 = §|b~nK||[[u]]|2,

wobei wir im letzten Schritt ausgenutzt haben, wie der Sprung auf Randkanten definiert ist.

e Falls e eine Randkante mit e C 9\ T'~ ist, dann ist b - ng > 0 und @ = w. Somit

1 1 1
b-nk [ﬁ iu] u= §b~nKu2 = §b~nK|[[u]]|2,

wobei wir wieder ausgenutzt haben, wie der Sprung auf Randkanten definiert ist.

Fafit man alle Kantenbeitrige zusammen, dann hat man

1 1
b-nK(ﬂ——u)u:— b - ng|Y2u] || o)
> Su)u= 3 S bl [l e

ecT

wobei wir leicht schlampig mit nx einen Normalenvektor auf e bezeichnen. O

Satz 12.52 zeigt, dafl die Bilinearform B koerziv ist. Damit ist insbesondere eindeutige Losbarkeit des
diskreten Verfahrens gegeben.

Die Herleitung der Variationsformulierung zeigt aulerdem, dafl das Verfahren konsistent ist im fol-
genden Sinn: Falls u eine Losung von (9.7) ist und zudem die Regularititsbedingung v € H'(Q) gilt,
dann ist

BErens (u,v) = 1(v) Vo € SPO(T). (12.39)

Damit ergibt sich die Galerkinorthogonalitét

BEwems (4 — up,v) =0 Vo € SPO(T). (12.40)

12.6 DG und Finite Volumenmethoden im Ort—RK in der Zeit

Das numerische Verfahren in Abschnitt 12.5 hat ausgenutzt, daf§ die Zeitvariable eigentlich keine her-
ausgehobene Rolle hat und deshalb eine Diskretisierung im Raum-Zeit-Zylinder durchgefithrt. Wie bei
parabolischen Verfahren sind jedoch in der Praxis Zeitschrittverfahren vorherrschend. Wir werden mit &
den Zeitschritt bezeichnen.

Die Behandlung von Randbedingungen ist ein eigenes Thema bei hyperbolischen Problemen. Wir be-
handeln hier den einfachsten Fall eines reinen Anfangswertproblems, d.h. © = R?%. Die Anfangsbedinung
uo wird mit kompaktem Triger vorausgesetzt.

u+V-flu)=0 auf Q xRT, u(+,0) = ug (12.41)

Wir gehen von einer Triangulierung 7 von Q aus. Fiir Testfunktionen v € SP°(T) ergibt sich nach
partieller Integration (und Vertauschen von Integration und %)

%;%/}(uvdt—/KW-f(uH/aKnK-f(u)v:o.

Weil die Testfunktionen unstetig sind, mufi ein Kopplung iiber benachbarte Elemente erfolgen. Dies
erfolgt mit dem zu wihlenden numerischen Fluf h = h(u,v,n). Bezeichnet man mit N (K) die Nachba-
relemente von K, so ergibt sich als numerisches Verfahren: Finde u € SP°(T), so daf

d ~
Z%/ uv—/ Vo - f(u) + Z / h(ug,uk,ng)v = 0.
K K K KrenN(k) 7 KIK
Hier ist wie oben K|K' eine Kurznotation fiir den Schnitt K N K’. Wir nennen ihn Kante, was aus dem

2D-Fall im Ort motiviert ist.
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Definition 12.53 (numerischer Flu) Sei S?~! = {x € R?|||z||2 = 1}. Eine Funktion h:RxRx
St = R heifit numerischer Fluf, wenn sie lokal lipschitz-stetig stetig ist. Der numerische Fluf heift

e konsistent, wenn ﬁ(u,u,n) = f(u) - n fir alle u.
e konservativ, falls ﬁ(u,v, n) = —ﬁ(v,u, —n).

e monoton, falls h monoton wachsend im ersten Argument und monoton fallend im zweiten Argument

ist: h(t, 1. n)

Beispiel 12.54 Der Fall der Advektionsgleichung entspricht f(u) = bu fiir konstantes b. Upwinding
entspricht der folgenden Wahl des numerisches FluBles auf einer gemeinsamen Kante K|K' von zwei
(Orts-)Elementen K, K':

~ b -nrxug falls b-ng >0
h(UK,'LLK/,TLK) -

b -nrgug: fallsb-ng <O0.

Man sieht, dal der numerische Fluf konservativ (Ubung!) und natiirlich auch konsistent ist.
Man kann diese Wahl des Flules auch ohne Fallunterscheidungen schreiben:

~ 1 1
hug,ug,nK) = §b ‘ng (U +uK) — 5 [b-ng|(uk — uk)

Bemerkung 12.55 Die Bedingung /ﬁ(u,v,n) = —ﬁ(v,u, —n) driickt eine Erhaltungseigenschaft aus:
Fiir die Testfunktion v = 1 ergibt sich:

S e X [ )

K KreN(K) KK

Schreibt man dies als Summe iiber alle Kanten, so ergibt sich mit der Beobachtung, daf} jede Kante e
von 2 Elementen K., K/ geteilt wird:

/’U,— Z/ 'LLK,UK/ nK Z/ 'LLKB,’U,K/ nKe)+/h(uK:,7uKeanK:,)
dt K‘K/ e
= —Z/h(uKeyuK;,nKe) - h(UKe,qu,nKe) =05
o e

hier haben wir die Eigenschaft der Konservativitit ausgenutzt. "

Ein vollstdndiges Verfahren ergibt sich nur die Wahl eines Zeitintegrators. Im einfachsten Fall wird man
ein explizites Eulerverfahren wihlen. Im Fall des expliziten Eulerverfahrens gilt immer noch die (globale)
Erhaltungseigenschaft aus Bemerkung 12.55:

Ubung 12.56 Formulieren Sie das explizite Eulerverfahren. Bezeichne mit u” die numerische Approxi-
mation zum Zeitpunkt ¢,,. Zeigen Sie:

/u"Jrl = / u” Vn € Np.
Q Q
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strong stability preserving methods

Im Prinzip gibt es viel Auswahl bei den Zeitdiskretisierungen. Meist will man jedoch zusétzliche Eigen-
schaften erhalten. Bei vielen hyperbolischen Erhaltungsgleichungen gelten gewisse Monotonieeigenschaf-
ten auf der kontinuierlichen Ebene, die dann ins Diskrete vererbt werden sollen. Bei skalaren Gleichungen
z.B. konnte ||u(-,t)||ro < |luo()||z= gelten. Das wesentliche Vorgehen kann man bereits auf dem ODE-
Level verstehen.
Betrachte das ODE-System
y =8(y)
Wir nehmen an, daf§ das einfachste RK-Verfahren, das explizite Eulerverfahren, in einer Norm || - || die
Kontraktivititsbedingung
Iy" + ke(y™)ll < [ly"|

erfiillt. Dann sagen wir, daf ein (anderes) RK-Verfahren die SSP-Eigenschaft!! hat, falls fiir es ebenfalls
die Eigenschaft ||y"!| < |ly™| gilt. Das folgende Lemma 12.58 gibt hinreichende Kriterien an, unter
denen ein explizites RK-Verfahren SSP ist. Zuvor eine Umformulierung des klassischen Vorgehens:

Ubung 12.57 Sei ein s-stufiges explizites RK-Verfahren beschrieben durch das Butcher-Tableau
i'—bjflh Dann gilt fiir das RK-Verfahren angewandt auf y' = g(y):

e Das RK-Verfahren wie folgt definiert mit Hilfe der (Zwischen-)Stufen Y;, i =1,...,s:

i—1
j=1

Y1 = Yo+ kijg(Yj)
j=1

e Erweitert man die Matrix A zu einer Matrix in R(S‘H)XS, indem Agyq. = bt gesetzt wird, dann
hat das Verfahren die Form
Yi = w
Yier = yot+kY Aigg(Yy), i=1,....s

j=1

y1 = Yo

e Das RK-Verfahren kann in der folgenden Form geschrieben werden mit Koeflizienten oy ; > 0, die
zudem die folgende Bedingung erfiillen: «; ; = 0 impliziert 3; ; = 0.

Yi = w
Yijpn = Zai,ij-FkZﬁi,jg(Yj)a i=1,...,s
j=1 =1
1 = Yoy

(Die Darstellung ist nicht eindeutig). Zeigen Sie, dafi die Konsistenz des Verfahrens die Bedingung
Q= ur jedes ¢) erwingt.
;_1 g = 1 (fiir jedes i i

Hstrong stability preserving
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Lemma 12.58 Sei ein explizites s-stufiges RK-Verfahren gegeben. Mdge das explizite Eulerverfahren
stabil sein unter der “CFL-Bedingung” k < kewpEuler. Mdgen die Koeffizienten 3; ; in der Darstellung aus
Ubung 12.57 die Bedingung Bi; = 0 erfiillen. Dann gilt: das RK-Verfahren ist SSP, falls die Schrittweite
k die Bedingung

. Qg
k< kexpE‘ule'r min =
17

i Biy
erfillt.

Beweis: Die Idee ist, dal das Verfahren eine Konvexkombination aus expliziten Eulerschritten ist. Der
Einfachheit nehmen wir an, dafl alle a; ; > 0. Dann ist

Yig1 = Za” (Y + 'Bwk (Y))

7j=1

und damit

Vg <Zam| ”kg \<ZaullY|\
Jj=1

wobei wir im letzten Schritt die Stabilitéat des expliziten Eulerverfahrens und die stringentere Schrittwei-
tenbedingung verwendet haben. Aus der Konsistenz ) g =1 folgt

[Yigal| < max Y]
J=1,....1

Induktiv folgt damit ||Yiy1] < [|[Ya]| = [lyo| fiir jedes i und damit [|y1 = || Vas1l < llyoll- m
0| 0 0
Ubung 12.59 e Zeigen Sie, daf} die explizite Trapezregel SSP ist: 1 1 0
12 1/2
0 0 0
e Zeigen Sie, daf die explizite Mittelpunktsregel nicht SSP ist: 1/2 | 1/2 0 .
0 1

Bemerkung 12.60 Wenn einige der 3; ; negativ sind, dann kann man u.U. immer noch stabile Verfahren
erzeugen, wenn geeignet das explizite Eulerverfahren durch das implizite Eulerverfahren ersetzt wird, [10].

12.7 klassische finite Volumenverfahren

Historisch élter als das Vorgehen in Abschnitt 12.6 sind die klassischen finiten Volumenverfahren. Bei die-
sen Verfahren wird, ausgehend von einer Triangulierung 7 von §2, mit stiickweise konstanten Funktionen
auf den Kontrollvolumina K X (t,,tn4+1), K € T gearbeitet. Wir werden im Folgenden den rédumlich ein-
dimensionalen Fall auf regelméBigen Gittern mit Gitterweite h betrachten. Wir bezeichnen die Elemente
mit

K; = (%‘—1/2»%‘4-1/2)7

d.h. wir denken uns x; als den Mittelpunkt von Kj;.

1. konzeptionell lassen sich die Verfahren auch auf unstrukturierte Gitter in mehreren Ortsdimensio-
nen erweitern—entscheidend ist bei diesen Verfahren immer noch die Definition des sog. numeri-
schen Flufles

2. Falls regelméfige Gitter in hoheren Dimensionen verwendet werden, ist ein ganz haufig verwendetes
Mittel das der Splittingtechniken. Betrachtet man z.B.

ur + 0x(f1(u)) 4+ 9y(f2(u)) =0,

so kann man wie oben beschrieben eine Splittingtechnik basierend auf u; + 9, (f1(u)) = 0 und
uy + 0y (f2(u)) = 0 verwenden.

225



Bemerkung 12.61 Die Verwendung von regelméfligen Gittern suggeriert, dafl man auch Differenzen-
verfahren verwenden konnte. Differenzenverfahren interpretieren die Werte als Funktionswerte und die
Ordnung/Konvergenz des Verfahrens ergibt sich aus der Glattheit der Losung. Fiir viele (auch hyper-
bolische) Probleme ist das angemessen. Die hier untersuchten Probleme kénnen jedoch nicht glatte und
unstetige Losungen (“Schocks”) haben. Finite Volumenverfahren stellen deshalb Verfahren auf, bei denen
die Interpretation der Unbekannten die von Elementmittelwerten ist. "

Testet man (12.31) mit der charakteristischen Funktion von K; X (t,,tn41), so ergibt sich:

tni1 tnt1
/Ki u(x, tyg1) de — /K u(x, t,)de = /t flu(wi_yy,t)) dt — /t flu(ziprye,t))dt

n n

Mit den Zellmitteln

uy ::/ u(x, ty,) dz
K;

tnt1
Fi+1/2 = E/t f(u(xi+1/2,t)) dt

n

und den exakten Fliilen

ergibt sich damit

o —n ho=n —n
uptt = - % (Fi+1/2 - Fi71/2) (12.42)
Bemerkung 12.62 (12.42) driickt eine exakte Erhaltung auf dem Kontrollvolumen K; X (¢, t,41) aus.

(12.42) ist noch kein numerisches Verfahren, da die Formel F?_H /2 (eine Mittelung in der Zeit des exakten
FluBes im Punkt x;1;/5) nicht bekannt ist. Finite Volumenverfahren werden aber immer in der Form
(12.42) geschrieben, wobei der exakte Flufl F?ﬂ /2 durch einen numerischen Fluf§ F}' /o ersetzt wird.
Das Verfahren ist dann L
uptt =) - 7 ( 2 — Fﬁuz) (12.43)
Typischerweise ist F}} | /2 von der Form
1'7-15-1/2 = h(ﬂ?aﬂ?ﬂ) (12~44)

fiir eine numerische FluBfunktion h. Wir nennen Verfahren der Form (12.43) konservativ. Falls /ﬁ(u, u) =
f(u), dann heifit das Verfahren konsistent.

Ubung 12.63 Im vorangegangen Kapitel hatte der numerische Fluf h auch noch das Argument n.
Uberlegen Sie sich, daf8 die Sprechweise trotzdem konsistent mit der Notation aus dem vorangegangenen
Kapitel ist, da im vorliegenden 1D-Fall n nur die beiden Werte 41 annehmen kann. Uberlegen Sie sich,
da dann auch die Begriffe “konservativ’ und “konsistent” zur vorangegangenen Begriffsbildung passen.

Bemerkung 12.64 Man kann den numerischen Flufl auch als Funktion von mehreren benachbarten

Zellmitteln definieren. Die Notation wére dann FJ\, , = ﬁ(ﬂfﬂ)?ﬂ?ﬂﬂrl, <oy, ) fiir feste p, g Kon-
sistenz bedeutet dann h(u,u,...,u) = f(u). Solche Schemata zu betrachten macht durchaus Sinn —
reconstruction/higher order methods. .

Beispiel 12.65 Das Lax-Friedrichs-Schema ist

—n 1 —n —n k —n —n
uptt = S (@ v al) - o (f@h) - f@y)
2 2h
Dieses kann in die obige Form (“konservative Form”) gebracht werden mit den numerische Fliiflen

~ h 1
Flyje = h@], ) = % (@} =) + 3 (f@}) + f@iy))
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12.7.1 Godunov-Verfahren

Beim Goduonvverfahren wird der numerische Flul mittels einer (lokalen) Losung eines sog. Riemann-
problems definiert.

Das Riemannproblem

Gegeben u; und u, € R, finde die Losung v des Anfangswertproblems

ur+ (f(u))z =0 auf R x R, u(-,0) = {ul z<0 (12.45)
ur x> 0.

Die physikalisch relevante Losung (“Entropielésung”) kann im vorliegenden skalaren Fall explizit ange-
geben werden. Sei (der Einfachheit halber) f : R — R strikt convex. Dann ist f” > 0. Die folgenden
Félle konnen eintreten:

1. w; = u,: dann ist die Losung (natiirlich) u(z,t) = u; = u, fur alle ¢ > 0.
2. u; > u,: dann ist die Losung ein sog. Schock, der sich mit Schockgeschwindigkeit

_ flw) = flw)

ausbreitet. Genauer:

(1) = u;, falls z < st
" N, fallsz > st

3. u; < u,: dann ist die Losung ein sog. Verdiinnungsficher: Weil f” > 0 ist f’ invertierbar. Damit
148t sich die Losung schreiben als:

ug, falls © < f/(w)t
w(e,t) = { (P (1), falls F(u)t < o < f(un)t
Upy falls © > f/(uy,)t.

Bemerkung 12.66 e Die Schocklésung z.B. ist unstetig. Damit ist der Losungsbegriff fiir die Erhal-
tungsgleichung u; + f(u), = 0 der einer schwachen Losung. Man kann relativ einfach nachrechnen,
daf3 die oben angegebene Losung eine schwache Losung der Erhaltungsgleichung ist.

e Weil schwache Losungen nicht eindeutig sind, muf} eine (schwache) Losung ausgewihlt werden. Die
physikalisch relevante Losung nennt man “Entropielosung”, weil das “richtige” Auswahlprinzip
bei den hyperbolischen Erhaltungsgleichungen der Gasdynamik dem physikalischen Prinzip der
Entropieerh6hung geniigen.

e Die Schockgeschwindigkeit s ergibt sich aus der Forderung der Erhaltung von u, wenn man stiick-
weise konstante (schwache) Losungen sucht.

e Die Form der Losung des Verdiinnungsfichers ergibt sich aus folgender Uberlegung: Weil die Diffe-
rentialgleichung invariant unter der Substitution (x,t) — A - (x,t) ist, kann man vermuten, daf} die
Losung u = u(z, t) von der Form u(x,t) = v(x/t) ist. Mit diesem Ansatz ergibt sich die angegebene
Form. "

Die Losung u' des Riemannproblems ist i.a. unstetig. Dennoch ist es eine Ahnlichkeitslésung

Lemma 12.67 Seiu® Lisung von (12.45). Dann gilt: u™ hat die Form einer Ahnlichkeitslosung u®(x,t) =
v(a/t). Fir die Funktion v gilt zusditzlich: & — f(v(§)) ist stetig bei & = 0. Insbesondere ist damit fiir
jedes feste t > 0 die Funktion x — f(u*(x,t)) = f(v(x/t)) stetig bei x = 0. Somit ist der Ausdruck
F((0,t)) sinnvoll definiert (und sogar konstant in t).

Beweis: Die Losungen u'' des Riemannproblems sind alle Ahnlichkeitslésungen, d.h. von der Form
uf(x,t) = v(x/t). Wir unterscheiden nun 2 Fille:
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1. &~ v(§) ist stetig bei Null. Dann ist offensichtlich auch £ — f(v(§)) stetig bei Null (f hinreichend
glatt wird angenommen).

2. &+ v(§) ist nicht stetig bei Null. Dieser Fall kann nur im Falle von Schocks mit Schockgeschwin-
digkeit s = 0 eintreten. Die Losung uf? ist gegeben durch u* = ug, und die Funktion v hat die

Form
U falls £ < 0
o= e
u, falls & > 0.
Die Sprungbedingung liefert dann

NI (O (D)
Uy — UL

d.h. f(u,) = f(u). Das bedeutet aber gerade, dafi £ — f(v(§)) stetig bei £ = 0 ist.

stiickweise konstante Anfangsdaten

Fiir stiickweise konstante Anfangsdaten 148t sich die Losung fiir kleine Zeiten direkt als Zusammenset-
zung von Losungen von Riemannproblemen darstellen. Dies ist der Tatsache geschuldet, dafl die Aus-
breitungsgeschwindigkeit endlich ist. Wir illustrieren das Phinomen mit einem Beispiel, bei dem nur
Schocks auftreten.

Beispiel 12.68 (Burgers Gleichung) Sei

) = 5t
und die Anfangsdaten fiir gegebene x7 < xo und uq > us > us:

wp  falls ¢ < a1
up(x) = qug  fallszy <2 < 29
uz falls > xs.

Wir nehmen an, dafl uy, us, us die Bedingungen

1 1
S1 = 5(@&1 —|—u2) >S9 1= §(UQ +U3)

erfiillen. Dann ist die Losung u wie folgt gegeben:
1. fiir 0 <t <t*:=(x2—x1)/(51 — s2) ist

wy falls x — 21 < s1t
u(z,t) =< uy fallsz—21 > st und z— a9 < ot
uz falls x — x9 > sot

2. fiir ¢ > t* definieren wir

1
Sy 1= §(u1 + us), Ty =9 +t 59 =x1 +17s

(5.1) uy falls ¢ — x3 < s3t
u(x,t) =
uz falls © — x3 > s3t.

Das Beispiel zeigt, daf3 die Schocks bis t* unabhéingig voneinander sind. Bei ¢t* interagieren die beiden
Schocks und vereinigen sich zu einem einzigen, neuen Schock.
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Godunovverfahren

Das Godunovverfahren ist das Verfahren (12.43), wobei der Flu8 F | /2 durch

G,n 1 bnti R
Eily)s = E/t fu™(@ip1/2,1)) dt (12.46)

gegeben ist und die Funktion u”? die Losung des Riemannproblems

wy falls ¥ < zi41/2

us+ f(u), =0 auf R x (t,,00), u(z,ty) =4 _"
uy  falls e >0

Wir bemerken, daB Lemma 12.67 besagt, dafi der Integrand f(u(2;11/2,t)) wohldefiniert ist und sogar
konstant in t. Das Integral kann damit explizit bestimmt werden. Tatséchlich gilt:

. =N n
mingr <p<gr,  f(v)  falls u <,
u

12.47
maxqr, <p<gy f(v)  falls @' >0 . ( )

Gn  _ 7=n n o
Fi+1/2 = h(ui, uiyy) = {

Ubung 12.69 Zeigen Sie die Formel (12.47) unter der Annahme, da f € C?(R;R) strikt konvex ist. m

Bemerkung 12.70 Die Formel (12.47) gilt nicht nur fiir konvexe FliiBe f sondern auch fiir nichtkon-
vexe. Hierzu héitten wir jedoch den Begriff der Entropielosung auch fiir nichtkonvexe FluB3funktionen f
einfithren miiflen... -

Bemerkung 12.71 Eigentlich will man den Flu FJ /2 durch Losen des Anfangswertproblems u; +
fw), = 0 auf R mit der stiickweise konstanten Anfangsbedingung @" (die ja auf R definiert ist) 1sen.
Tatséchlich reicht es wegen der endlichen Ausbreitungsgeschwindigkeit der Losung, lokale Riemannpro-
bleme zu betrachten: erfiillen die Zeitschrittweite k und die Ortsschrittweite h die CFL-Bedingung

)

N | =

R x| /)] <

dann interagieren die Wellen, die von zwei benachbarten Zellgrenzen ausgehen nicht bis zum néchsten
Zeitlevel, so daf sich F i1 /2 tatséchlich aus rein lokalen Betrachtungen ergibt. "
Der GodunovfluB kann als Verallgemeinerung des upwinding aufgefaft werden, wie die folgende Ubung
zeigt.

Ubung 12.72 Betrachten Sie die lineare Fluffunktion f(u) = au fiir ein a € R. Zeigen Sie, daf8 der
Godunovflufl auf das folgende Verfahren fiihrt:

sz + 5 (uy —uy) +

% (uy, —uy) =0, at := max{a, 0}, a” :=min{a,0} =
12.7.2 Approximative Riemannldser

Die Bestimmung der Extrema in (12.47) kann aufwendig sein (insbesondere fiir nichtkonvexe f). Bei
vektorwertigen Problemen kann die Bestimmung der Losung des Riemannproblem teuer sein. Man ist
also an Vereinfachungen interessiert.

Roe-Loéser

Man ersetzt die FluSfunktion f im Riemannloser durch eine lineare Funktion Au, wobei A = Ay, Upyq)-
Folgende Bedingungen scheinen plausibel (wir formulieren sie gleich fiir den Fall von Systemen):

(i) :&(ul,ur)(ur — ) = fu,) — f(u)

(ii) A(uy,u,) ist reell diagonalisierbar (m.a.W.: die Linearisierung ist wiederum hyperbolisch)
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(iii) A(ug, u,) — £ (v) falls w;, u, — v. (m.a.W.: Konsistenz)

Bemerkung 12.73 Im skalaren Fall ist die Bedingung (i) relativ natiirlich: falls ; und u, zwei Zustéinde
sind, die durch einen Schock getrennt sind, dann guarantiert sie, dafy die obige Linearisierung die gleiche
Schockgeschwindigkeit hat wie die Losung des echten Riemannproblems, denn die Schockgeschwindigkeit
ist nach der Rankine-Hugoniot-Bedingung gegeben durch

fluy) = flw) Au, — Ay
Sex = s Sapproxr —
Uy — UL Uy — UL

Im vorliegenden skalaren Fall ergibt sich damit als (approximatives) Riemannproblem zur Bestimmung

n .
von Fi+1/2.

A wp falls 2 <
up + Ajp1ous =0 auf R x (t,,00), w(z,ty,) = {EZ alls * < x99

uyy g falls x> 209,

wobei A\i+1/2 explizit gegeben ist als das sog. Roe-Mittel'?
f(ﬁ?ﬂ)—f(ﬁ?) 7 a7
Aiprp = et falls %y 7 3 (12.48)
) falls @ = W7,
Der zugehorige numerische Fluf3 ist damit gegeben durch
ar falls A; 410 >0
FlLy ) = Fo(@,agy,) = f(gl) 2B iy = (12.49)
f(uﬂ_l) falls Ai+1/2 < 0.

12.7.3 verbesserte Roe-Loser

Im vorliegenden skalaren Fall ist die Losung des approximativen Riemannldsers nur eine Schocklésung,
die je nach Vorzeichen von A;;/; nach links oder recht lduft. Falls das exakte Riemannproblem einen
Verdiinnungsféicher hat, dann wird er nur schlecht von einem Roe-Loser approximiert, denn Information
lduft bei Schocks entweder nur nach rechts oder nach links (je nach Vorzeichen von 4;,,5) wihrend bei
einem Verdiinnungsfiicher die Information in beide Richungen laufen kann (nidmlich dann, wenn f/(u;)
und f’(u,) unterschiedliches Vorzeichen haben!®). Diese Problematik kann man dadurch entschiirfen,
da man vorgibt, dafl die Losung des Roe-Losers komplexer ist.
Wir betrachten das Riemannproblem

w  fallsxz <0
u, falls z > 0.

ur + f(u), =0, u(x,0) = {

Wir approximieren die exakte Losung u durch zwei Schocks mit Schockgeschwindigkeiten s! < 0 < s,
die wir noch geeignet wihlen werden:

w  falls ¢ < s't
U(z,t) = u, falls st <x < s"t (12.50)

u, falls z > s"t.

Der Zwischenzustand u, stellt eine Approximation an den Verdiinnungsficher dar. Er ist bereits durch
die Rankine-Hugoniot-Bedingung und die (von uns gewiihlten) Schockgeschwindigkeiten festgelegt:

flur) = f(us) =

"(ur — us)

s
s (e — wy).

12Phil Roe
3man spricht von einer transonic rarefaction wave
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Auflosen nach f(u) liefert

s" f(uy) — st f(uy s"sH(u, —u
Flun) = flw) = f(ur) + 8" (ur —w)

S"‘*Sl

Mit w; = ui’, u, = U3, und sl=s ergibt sich dann fiir den numerischen Fluf§ F

l T T
it1/20 S = Sit1y2 +1/2

(beachte: weil s! < 0 < s” angenommen ist, ist der gesuchte numerische Flul damit F = f(u.)!)

- ST o f @) — st o @)+ 8T o8t o (T — )
n o —n +1/2 i +1/2J (Wit i+1/2%41/2\%i+1 i
Fiiyje = F@,aly,) = = : AL ; sy : (12.51)
Sit1/2 ~ Sir1/2

Wir betrachten nun den Spezialfall S§+1/2 = —5241/2 = —8;41/2- Dann vereinfacht sich (12.51) wie folgt:
" J@) + f@ha)  sivi2 o, —n
Bap =" == 2/ (@Y, —T7) (12.52)

Lax-Friedrichs

Die maximale Geschwindigkeit s' = —s”, die wir sinnvollerweise zulassen, ist
ST = ﬁ = —Sl = —ﬁ'
k k’

dann interagieren die Riemannprobleme von benachbarten Zellgrenzen gerade noch nicht. Mit dieser
Wahl von s, ergibt sich in (12.52)

on n i)+ f@iy) b B
i+1/12 = FEE @ aty,) = fﬂ 2k (Wi —a3) -

Dieses Verfahren hatten wir bereits kennengelernt.

Rusanov-Verfahren (“lokales Lax-Friedrichs-Verfahren”)

Die Wahl s" = % ist nicht physikalisch motiviert. Plausibler erscheint es, die Schockgeschwindigkeit s”
an das lokalen Verhalten des Flufles f zu koppeln. Diese Betrachtung motiviert die Wahl

3§+1/2 = _3:+1/27 3:+1/2 = max{| f'(@})|, |fl(ﬂ7+1)|}
Das Verfahren ist dann

u;) + f (@ {1 @), |1 (@ —n  _on
f@) 2f(u ') max{|f'(u )2| (@)1} (@, — ).

n _ 1 Rus/=n —n _
i+1/2 = Fe (g »Ui+1) =

Engquist-Osher

—n =n 1 ;'
Fii?/g _ f(uz ) +2f(u7,+1) _ 5/ |f’(u)| du (12.53)

=n
U;

Der Engquist-Osher-Fluf} ist ein Beispiel fiir ein Fluf-Splitting-Verfahren—-siehe Bemerkung 12.86.

higher order schemes: Reconstruction, Evolution, Averaging (REA)

Alle bisher vorgestellten Verfahren, insbesondere das Godunovverfahren, sind von der Ordnung 1 in Ort
und Zeit. Beschrankt man sich auf Verfahren der Ordnung 1, so kann man viele starke Eigenschaften
des kontinuierlichen Problems ins Diskrete vererben wie Monotonieeigenschaften. Obwohl viele dieser
Eigenschaften aufgegeben werden miissen, wenn man an Verfahren hoherer Ordnung interessiert ist, sind
Verfahren hoherer Ordnung (sagen wir: Ordnung 2) die praktisch wichtigsten Verfahren.

Sehr viele Algorithmen, die auf finiten Volumenmethoden basieren, gehen wie folgt vor:

1. Reconstruction: ausgehend von den Zellmitteln ;' zum Zeitpunkt ¢,, wird eine stiickweise Funk-
tion hoherer Ordnung #(z,t,,) auf den Zellen K; = (2;_1 /2, ¢;41/2) rekonstruiert.
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2. Evolution: Die rekonstruierte Funktion u(x,t,) wird mittels eines exakten oder approximativen
Losers zum Zeitpunkt ¢, evolviert.

3. Die durch die Evolution erhaltene Funktion u(x, ty41) wird wieder durch eine stiickweise konstante

Funktion approximiert: 7't := |K I fK U(w, tyi1)de.

Frage: wie soll rekonstruiert werden?
Wir betrachten den einfachsten Fall linearer Rekonstruktion @™ € S™%(T). Eine sinnvolle Forderung

ist 1 Tit1/2 1 Tit1/2
—/ u"(x)dx = —/ u"(x)de =1y,
h T h T

i—1/2 i—1/2

Dies fixiert auf Element K; = (7;_1/2,%;11/2) die Form
u(x) =1l + o (x — x;).

Naheliegende Wahlen fiir die Steigung o}* sind:

central: o = =1
2h
-
forward: o = Z—Hh ,
T T
backward: ¢ = — A 1

Um den Einflufl der Wahl zu sehen, betrachten wir

Beispiel 12.74 (REA fiir Advektionsgleichung f(u) = au) Fiir a > 0 ist das Verfahren (Ubung!)

. k(_, 1 _, L
u;z+1 — aﬁ (ui—l + — 2 —ak)o (1-— a (uz — §akai )
—n —n —n ]‘ k n n
= Uy _aﬁ (U — Ui 1) _5 E h —ak)(of —0i" 1)

Die Wahl der “forward slope” liefert damit

k 1 k2
uptt =ap - ag (@1 — 1) — 5972 (@1 — 207 +37y)

was gerade das Lax-Wendroff-Verfahren ist (welches wir auch bereits als formal 2. Ordnung erkannt
hatten).
Wir erwdhnen, dafl die Wahl der “backward slope” auf

u = —57(3 —dui i) + 5@ ﬁ( i — 22Uy + Wi—z)

fiihrt, was ebenfalls ein klassisches Verfahren ist, das sog. “Beam-Warming-Verfahren”. m

Die eigentliche Wahl der Steigungen o' wird typischerweise so motiviert, dass man die Totalvariation
nicht vergroBert'?. Hier ist die Totalvariation einer Funktion w definieren durch'®

|u|rv = Sup{z [u(yiv1) — w(ys)| | (y;); Partition von R mit y; < y;41 fiir alle j}. (12.54)

i
Die Rekonstruktion u™ der stiickweise konstanten Funktion u" soll also erfiillen:

[u"ry < |u"|ry. (12.55)

Mfiir skalare Probleme ist dies eine Eigenschaft des kontinuierlichen Problems
15Es gibt weitere Darstellungen: |u|7y = lime_0 e |ju(- +¢) — u()|l1(r) und, falls u € WH1(R), auch lu'll 2 (my-
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Dies erreicht man z.B. mit der Wahl

ol := minmod (uiﬂh & ) o hUil) ) (12.56)
1 i i b falls si = sign(b
minmod(a, b) := 3 (sign(a) + sign(b)) min{|al, |b|} = {;1gn(a) ming|al, ol} ~ fa st51gn(a) sign(b),
sonst .

(12.57)

M.a.W.: man vergleicht “forward slope” und “backward slope”. Falls sie das gleiche Vorzeichen haben,
dann nimmt man den betragsméfig kleineren Wert. Ansonsten nimmt man 0.

Ubung 12.75 Zeigen Sie, daf der minmod-Limiter TVD (“total variation diminishing”) ist, d.h. die
Bedingung (12.55) erfiillt. n

Bemerkung 12.76 Der Minimod- “slope limiter” ist nicht die einzig mogliche Wahl. Weitere klassische
Wahlen sind der “superbee”- und der “van Leer”-Limiter. "

Bemerkung 12.77 Falls die Rekonstruktion TVD ist, dann ist das Verfahren auch TVD, weil der
Schritt “average” TVD ist und der Schritt “evolve” ebenfalls (falls die Evolution exakt gemacht wird...).

12.7.4 Lineare Systeme

Die Methodologie des Verfahrens (12.43) 148t sich auf Systeme iibertragen: Hat man m Zustandvariablen,
d.h. u € R™ und entsprechend eine FluBfunktion f : R™ — R™, so ergibt sich das Verfahren analog zu

—n —n ko "
att =al - 7 (le/2 — Fi_m) (12.58)

mit zu bestimmenden Fiiflen F;’H /2

A € R™*™_ Hyperbolizitit verlangt, dafl A reell diagonalisierbar ist.

Wir betrachten nun den linearen Fall f(u) = Au mit einer Matrix

Bemerkung 12.78 Die Reduktion auf lineare hyperbolische Systeme ist aus zwei Griinden relevant:
e lineare Systeme treten auf (Wellengleichung, Maxwellsche Gleichungen)

e fiir nichtlineare Probleme fithren Ideen wie dem Roe-Loser auf lineare hyperbolische Probleme als

Grundbaustein. -
Fiir konstante Matrix A kann das Riemannproblem explizit gelost werden: Seien rq,...,r,, € R™ die
(Rechts-)Eigenvektoren von A mit zugehérigen Eigenwerten A\, p=1,...,m. Sei
A = diag(A1, ..oy Am),
R = (r1,...,tm)

Dann ist A = RAR™!. Einfithren von charakteristischen Variablen
v:=R'u
fithrt auf ein entkoppeltes System: v + Av, = 0, oder, ausgeschrieben
vi + A\ v =0, p=1,...,m.
Die explizite Losung ist damit mit den Anfangsbedingungen v := R~'ug in charakteristischen Variablen
vP(z,t) = vh(z — M\pt), p=1,...,m.

Riicktransformation u = Rv liefert dann die gesuchte Losung.
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Riemannproblem
Wir betrachten eine stiickweise konstante Anfangsbedingung
uy fallsx <0
U(](IL') =
u, fallsz > 0.
In charakteristischen Variablen ist die pte Komponente v? gegeben durch

V() v falls © < A\pt
T vE o falls 2 > A,

wobei natiirlich v; = R™'u;, v,, = R71u,.. Wie bereits in Lemma 12.67 im skalaren Fall gesehen, ist der
Fluf} der Riemannlosung auf der Linie x = 0 konstant. In charakteristischen Variablen ist er gegeben als

Apv? o falls A, >0

Ap(0,8) = PVL A e =

ApvE  falls A, <0.

Damit ist
Av(0,t) = ATv;+ A" v,

mit AT = diag(max{),,0}) und A~ = diag(min{),,0}). In den physikalischen Variablen ergibt sich
deshalb

Au(0,t) = RAR u(0,1)

=RAv(0,t)
=RA vV, + RA v,
=ATwy+Au,
wobei
AT =RATR7Y, A =RA R L
Godunovverfahren

Das Godunovverfahren ist damit gegeben mit der FluBfunktion
Fii1)e = FO(u),uy,) = AT} + A7up, .
Alternative Darstellungen sind:

Fiiip = AU +A (T, —)
= AT, +AT (T, -T)
1 1
= §A (u +u,) — §|A| (uf,, —uy),

wobei [A| = AT — A~

Lax-Friedrichs und Rusanov

Das Godunovverfahren hat den “Nachteil”, dafl eine Eigenwert/Eigenvektor-Zerlegung von A benétigt
wird!®. Man kann das Lax-Friedrichs Verfahren aus dem skalaren Fall wie folgt verallgemeinern:

o — 1., h —
FH @y, uyy,) = §A (T} + ) - % (W, —T7)
Man beachte, daf hier nur A auftritt und keine Information iiber die Eigenwerte/Eigenvektoren von A
bendtigt werden.
Die Verallgemeinerung des besseren Rusanov-Verfahrens ist

1 Amaz —n —n
FRus(ﬁ?yﬁﬁ-l) = §A (ﬁf +ﬁ?+1) T (up, —ay) .

wobel A\pq, der grofite Eigenwert von A—in der Praxis wird man sich mit einer Schitzung begniigen.

16fiir konstantes A ist dies natiirlich kein Problem—im nichtlinearen Fall miifite aber fiir jede Zellgrenze erneut diago-
nalisiert werden...
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12.7.5 Roe-Loser fiir nichtlineare Probleme

Ziel: Konstruktion einer Matrix A\, die die Bedingungen (i)—(iii) einer Roe-Matrix erfiillt.
Im Prinzip kann z.B. die Formel

A(u,v) ;:/ f'(u+t(v—u))dt

=0

verwendet werden. Allerdings ist man an einfachen Konstruktionen interessiert, bei der sich auch die
Eigenwerte und Eigenvektoren leicht ermitteln lassen. Wichtige Beispiele sind von der Form

A(u,v) = f'(1), (12.59)

wobei 1 = u(u,v) ein geeigneter Zustand ist. Im folgenden Beispiel der Eulergleichungen ist u ein
gewichtetes Mittel von u und v.

Beispiel 12.79 (Roematrix fiir 1D Euler) Wir betrachten die isothermen 1D-Eulergleichungen®”

p pv
+ =0.
( pv )t ( pv® +a?p >

Wir schreiben u = (p, pv)T. Die Idee besteht darin, eine neue Variable

- ()

einzufiihren, so daff die Komponenten von u und f(u) als quadratische Polynome in den Koeffizienten
a, B von z dargestellt werden. Eine geschickte Wahl ist

a B 1/2
<ﬁ>=Z::P 1/2u:</ﬁ/21} >

(5) - (adle)

Das Besondere an quadratischen Polynomen g ist, dafl

Dann ist

o)~ glm) = Vg(a)- (31— 7). B= (o1 + )

Es gilt daher:

d —
u; —uy = B(z; —2z2), mitB:%u(z):< 2506 g),
. d _ B8 a
f(uy) — f(uz) = C(z1 — 22), mit C = %f(u(z)) = ( 2’T 25 ) )

Damit erfiillt die Matrix _/A&(ul,uQ) := CB~! die Bedingung (i). Weil nach der Kettenregel auch C =
f'(u(z))B gilt, haben wir

A(uy,uz) = f'(u(z)).
so daB A die Form (12.59) hat. Die reelle Diagonalisierbarkeit von A, d.h. dic Bedingung (ii) vererbt
sich aus der von f’. Die Bedingung (iii) ergibt sich aus der Tatsache, dafl u glatt von z abhéingt. Damit
ist die Roe-Matrix
ol el

/2

1
V1 + Py

ol

~ 0 1 .
A(up,up) = ( 2_ 2 o ) U=
’ — ’ 1/2 1
a®—v° 20 Pl/ T
Bemerkung 12.80 Die Technik kann auch fiir die allgemeinen 1D-Eulergleichungen verwendet werden. Die neue
Variable ist z = /)1/2(17 v, H) mit der spezifischen Enthalpie H. Siehe Schmeiserskript (oder die meisten Biicher

zur numerischen Gasdynamik) fiir die Formel. "

Taus pV = nRT fiir ideale Gase folgt fiir T =const dann p ~ p
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12.7.6 Monotone Verfahren und der Satz von Lax-Wendroff
Eigenschaften des kontinuierlichen Problems

Wir haben fiir skalare Probleme fiir die Entropieltsung:

Lemma 12.81 (Kruzkov, [12, Thm. 2.14]) Fiir ug, vo € L*(R) N L>®(R) N TV (R) erfiillen die (ein-
deutigen) Entropieldsungen u und v der Gleichung us + f(u), = 0:

(1) (L*°-Stabilitit) ||u(-,t)|| e < ||uol|le=
(ii) (L*-Kontraktivitit) ||u(-,t) — v(-, )| 1 < |Juo — vol 1
(iii) (Monotonie) ug < vo impliziert u(-,t) < v(-,t)
(iv) (Monotonieerhaltung) uo(-) monoton impliziert u(-,t) monoton
(v) (TVD) [u(,t)|rv < |uolrv .

Beweis: Die Beweise finden sich in [12, Thm. 2.14]. Wir bemerken, daf} (ii) die Eigenschaft (v) impliziert.
Wesentlich dafiir ist die Charakterisierung (vgl. [12, Appendix Al])

ulry = Tim e lu(- + ) = u()ll )
e—0
Dann folgt aus (ii) mit vg(z) := ug(z + €)
e u(-+e,t) —ul, ) < e uo(- +€) = uo()llzs

L&aBt man e — 0 folgt die Behautpung. O

der Satz von Lax-Wendroff

Wir schreiben u®" fiir die stiickweise konstante Funktion mit Zellmitteln ﬂ;l

Satz 12.82 (Lax-Wendroff) Sei u®" mittels eines konsistenten, konservativen Verfahrens der Form
(12.43) erzeugt mit Anfangsdaten ug € L' N L. Es sei der numerische Fluf F lipschitzstetig. Es sei,
fiir alle k, h (von Interesse)

B )y <M fiir alle t > 0,
Huhh

| Loo(rxr+) < M.

Sei (kp, hon)m eine Nullfolge mit uFmhm — 4 in L}

Leo(R x RY). Dann ist die Funktion u eine schwache
Lésung von ug + (f(u))z = 0.

Beweis: z.z.: fiir alle ¢ € C§°(R?) gilt

/ wpr + fu)ps = - / u(-,0)(-,0). (12.60)
RxR+

R

Sei ¢ € C5°(R?). Insbesondere sei T' > 0 derart, dafl ¢(x,¢) = 0 fiir alle z € R und ¢ > T'. Die Annahme
¢ € C§°(R?) stellt sicher, daB im Folgenden alle Summen tatséchlich endliche Summen sind.
Das Verfahren liefert

Z Z#?(xj:tn)(ﬂ;-lﬂ —uy) = —% Z Z o(zj,tn) (an+1/2 - an—1/2)

n>0 j n>0 j

Durch partielle Summation erhélt man

- Zw(iﬂja 0@ — Y Y (o, tn) = p(5, ta1))T} — % DSOS (e@igrtn) — @@ tn)) Flliyjy = 0.

i n>0 n>0 j
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Umformen liefert

90 Zj5,1 (I‘ s ln— 1)—n @($'+1atn)7<p(x'vtn) n
7h2g0 LUJ, 'LL —khz J J Uj+ J h J j+1/2

Der interessante Term fiir den Limes k, h — 0 ist der FluBterm. Wir schreiben
Filyy o = F(“J JUjyq) = F@y,ay ) — f(@;) + f(@y).

Wir miissen also zeigen:

lim khz |F\(E?,H?+1) — f@@j)| =o.

k,h—0 -
n,j

Mit der Lipschitzstetigkeit von F' und der Konsistenz F(a,a) = f(a) folgt

SN N F@L ) - f@nl< > S F@) ) - F@a))|

0<nk<T j 0<nk<T j

~ i MT  ~
SB35 Dol == 3 (Pl (s ta)lzv < == I1F i

0<nk<T j 0<nk<T
Damit folgt

0

D(=n —n —n A h
khe Y Y |F@ ) - f@))] < hMT|Fi, "3 0.

0<nk<T j

Bemerkung 12.83 Die Grenzfunktion w in Satz 12.82 ist nicht notwendigerweise eine Entropielosung.
Betrachte hierzu die Burgersgleichung mit

uo(x)z{l x>0

-1 <0

dessen Entropielosung ein Verdiinnungsficher ist. Der Flufl Fist

~ B %v2 v+w>0
tw? v+w<0

Mit der Anfangsbedingung H? =—1fir j <0und ﬂ? =1 fiir j > 0 folgt u? = H? fiir alle n» und j. Die
Diskretisierung konvergiert also gegen eine schwache Losung, aber nicht die Entropiel6sung. "
Bemerkung 12.83 zeigt, dafl man weitere Bedingungen an die Fluifunktion F stellen muB. Weiters zeigt

Satz 12.82, dafl es sinnvoll ist, die TVD-Eigenschaft des kontinuierlichen Problems ins Diskrete zu ver-
erben. Eine wichtige Klasse von Flufifunktionen, die das leistet, sind monotone FluBifunktionen, d.h.

F(1,4).

Ubung 12.84 Zeigen Sie, dal monotone Verfahren die Monotonieeigenschaft von Lemma 12.81, (iii)
in dem folgenden Sinn erhalten: die Updateformel u"+1 = H(uj_,,u},u},,) ist monoton wachsend in

jedem Argument, falls die Flufifunktion F folgende Elgenschaften hat:
Monotonie: ﬁ(T, 1)

CFL-Bedingung: |0, F(a,b)| + |82F(a, b)| <

WI?

Hinweis: Schreiben Sie H (a,b,c) = b— %(ﬁ(b, ¢) — F(a,b)), und betrachten Sie 8, H, dsH, 9, H. Bemer-
kung: vergl. auch Beweis von Lemma 12.88. "
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Monotone Flu3funktionen sind u.a.:

1. die FluBifunktion des Godunovverfahrens
2. Lax-Friedrichs

3. lokaler Lax-Friedrichs Fluf3

4. Engquist-Osher

Bemerkung 12.85 (flux splitting) Eine weitere Klasse von monotonen Verfahren, die wir bisher nicht
kennengelernt haben, sind sog. Fluf-Splitting-Verfahren: Dabei schreibt man f(u) = f*(u) + f~ (u) fiir
zwei Funktionen f, f~ mit (f*) >0 und (f~)" <0 und setzt

F(a,b) := f*(a) + £~ (b) (12.61)

Bemerkung 12.86 Das Engquist-Osher-Verfahren kann als Flu-Splittingverfahren verstanden werden. Falls
f konvex ist mit einem Minimum bei w und kein Maximum hat, dann kann der Engquist-Osher-Flufi F¥°
geschrieben werden als

FF(a,b) = f(max{a,w}) + f(min{b,w}) — f(w) = f*(a) + £~ (b)
mit

fT(a) = f(max{a,w}),  f7(b) := f(min{b,w}).

Auswahl einer konvergenten Teilfolge

Satz 12.82 nimmt an, daf eine Teilfolge (u*m"=),, in L}  konvergiert. Wenn das Verfahren die To-
talvariation gleichméfig beschriinkt, dann folgt dies aus dem Auswahl von Helly, einer Variante des
Kolmogorovschen Kompaktheitskriterium:

Lemma 12.87 Sei die Flufifunktion F' lipschitzstetig. Sei uPh(-,0) € LY(R) und gelte fiir die erzeugte
Folge |u*mhn (. t)|7yv < M fir alle t > 0. Dann gilt:

(i) fir0<s,t<T:
[ (-, t) = PP ()| < CM(|s —t| + k)

(i) Falls zusditzlich |[u*"(-,t)||z < M’ fiir alle t, dann kann eine Teilfolge (u*m"m),. ausgewdhit

werden, die in Li, (R x RT) konvergiert.

Beweis: Beweis von (i): Wir schreiben fiir einen Zeitschritt

" (st gn) — ™" (8 )\U(m)—hZIuT‘“ ”I—kZIF —1:05) = F(ug, ul)|
<k"Z|F ] 17 ] _F( ?7_?)|+|F( ga_j)_F(ﬂ?7ﬂ?+l)|

< k’”FHLipZ [ay_y — ;| + ] — )y
j
< 2k|| Pl Liplu™" (- t0) | 7v < 2K|| F| pipM

Damit folgt fiir ¢, und t,,, daB [u""(-,t,) — u*" (- tw) i@y < 2ltn — tml||FllipM und damit die
Behauptung.

Beweis von (ii): Der Hellysche Auswahlsatz besagt (vgl. z.B. [12, Cor. A.7]), dafBl eine Folge (hy)n
von Funktionen auf dem Intervall [a,b], welche ||hy || (q,p) < M und |hy|ry < M erfiillt, eine Teilfolge
hat, die fast iiberall gegen eine Grenzfunktion h konvergiert, die ebenfalls von beschrinkter Variation
ist.

Mit dem Hellyschen Auswahlsatz folgt die Aussage dann mit (i): wihle abzédhlbare, dichte Menge (,),
von [0, T], withle Teilfolgen von u*" (-, t;) mittels Helly, verwende geeignetes Diagonalisierungsargument
und die “Stetigkeitsaussage” (i), um die Aussage fiir alle ¢ € [0, 7] zu bekommen. O
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Monotone Verfahren

Monotone Verfahren sind L°°-stabil und TVD.

Lemma 12.88 (L°°-Stabilitiat) Sei die FlufSfunktion F monoton und lipschitzstetig. Dann gilt: aus
Umin < ﬂ? < Umnag Vi

folgt Umin < ﬂ? < Umaz flr alle 7, n unter der CFL-Bedingung

h
< — (12.62)
2[|F[l zip
Beweis: Der Beweis erfolgt durch Induktion nach n. Wir schreiben das Verfahren als
Wt = (1= bj1o — aj12)U} + bjgr 2l + aj_1/9T5-1, (12.63)
, 0 - falls uj, =u}
j+1/2 = , F(@} ay,,)—F(u},a))
n ﬂ;’r—“}ll sonst
0 falls uj_, = uj
a;_ = Fa?_ ,a")—F@?a"
e %F( '7_1ﬁ;i3_§; L D——
Wegen der Monotonie von F' und der CFL-Bedingung (12.62)
Monotonie k ~ (12.62) 1
0 < binpsplFl < 3 (12.64a)
Monotonie k ~ (12.62) 1
< gap < yliFfle = g (12.64b)

Damit ist auch 0 < 1 —bj41/2 —aj_1/2 < 1. Dies zeigt, daf8 die Updateformel (12.63) eine Konvexkom-
bination von Werten ist. O

Lemma 12.88 zeigt, dal monotone Schemata die L°°-Stabilitat des kontinuierlichen Problems erben.

Lemma 12.89 (TVD) Sei die Fluffunktion F monoton und lipschitzstetig. Dann gilt:
ol —wtt < [, —u)| VneN,.
Y j

Beweis: Wir verwenden die Updateformel (12.63)
@ = 4 by (@ )+ aj (T T,
1 _ _ _ - _
U?jﬁ =0y +bjys0(Wihe —Ujyy) +ajy1/2(W) — W) ).

Damit folgt mit der CFL-Bedingung (12.62)

—n41l —n—+1 _ _ _ _ _ _
@y = < @ — T = i1y — agpajel + byl [@s — Thal + a1 ollT) — 75y
(12.64) _ _ _ _ T
= ufyy —uF[(1 = bji1y2 — ajia2) + bjsjelU e — W[+ aj1 Uy —ug |
Eine Summation iiber j liefert die Behauptung. a

Lemma 12.89 zeigt, dafl monotone Schemata die TVD-FEigenschaft des kontinuierlichen Problems erben.
Eine weitere wichtige Eigenschaft monotoner Schemata ist, dafl sie auch die Entropiebedingung er-
halten:

239



Lemma 12.90 Sei F' cine monotone Flufifunktion. Dann gilt unter den Voraussetzungen von Satz 12.82,
daf$ die Grenzfunktion u die Kruzkov-Entropiebedingung

/ |u — 2| + sign(u — 2)(f(u) — f(2))ps >0 VzeER, ¢€eCyPRxRT), ¢>0
RxR+

erfillt.

Beweis: Wir verweisen auf [12, Thm. 3.9]. Entscheidend ist, da$ monotone Schemata auch eine diskrete
Entropiebedingung erfiillen, die im Limes k, h — 0 die Kruzkovbedingung liefert. a

Aus Lemma 12.90 folgt, dafl die Grenzfunktion u aus Satz 12.82 fiir monotone Fluifunktionen tatséchlich
die Entropielosung ist; weiters folgt aus den obigen Betrachtungen, daB tatséchlich eine Teilfolge ufm:m
existiert, die gegen die Entropielosung konvergiert.

Ein Nachteil monotoner Verfahren ist, dafl sie nur 1. Ordnung sein kénnen:

Lemma 12.91 Monotone Verfahren sind héchstens erster Ordnung.

Beweis: [12, Thm. 3.10]. O
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