Kapitel 11

parabolische Probleme

Vorbemerkung: viele zeitabhéngige Probleme werden durch parabolische Gleichungen beschrieben, z.B.
o die Wirmeleitungsgleichung u; — Au = f in Qp = Q x (0,7)
e die Navier-Stokes Gleichungen

u —pAu+ (u-Vu+Vp=f

diva=0

Bemerkung: die Zeitvariable ¢ ist ausgezeichnet: die hochste Ableitungsordnung nach ¢ ist 1 wihrend sie
nach den Ortsvariablen 2 ist.
Wir betrachten die (lineare) Wirmeleitungsgleichung. Sei € R? und zu gegebenem f, ug

u —Au=f auf Qp :=Q x (0,7), (11.1a)
u(z,t) =0 Vaoelr:=00x(0,T), “parabolischer Rand” (11.1b)
u(-,0) = ug auf (11.1c)

Bemerkung 11.1 (11.1) beschreibt z.B. die Temperaturverteilung in einem Korper € zum Zeitpunkt
t, wobei ug die Anfangstemperaturverteilung ist und f die zugefiithrte Energie beschreibt. Die Randbe-
dingung bedeutet, daf die Temperatur am Rand fixiert wird (“Eisbad”).

Vorbemerkungen zur Numerik:

1. das “klassische” Vorgehen ist die Linienmethode: man wihlt eine feste Diskretisierung im Ort und
16st das resultieren ODE-System mit einem numerischen Verfahren.
Vorteile:

e “time marching” speichereffizient, keine Beschrinkung fiir den Endzeitpunkt

e Kombination von “klassischen” Diskretisierungen (sowohl im Ort als auch in der Zeit), d.h.
gut verstandene und verfiighare Bausteine

Nachteil: feste Ortsdiskretisierung — Adaptivitit im Raum?

2. Rothemethode: verwende Zeitdiskretisierung und lose in jedem Zeitschritt ein Ortsproblem (—
Adaptivitidt im Ort moglich)

3. Space-time: diskretisiere das volle Problem (11.1). Nachteil: teuer. Vorteil: volle Adaptivit moglich

Wir betrachten hier die Linienmethode.
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11.1 Variationsformulierung im Ort

Ziel: Formulierung, die fiir die Linienmethode geeignet ist und FEM als Ortsdiskretisierung verwendet.
Aus (11.1) mit a(u,v) := [, Vu - Vv ergibt sich, daf eine klassische Losung u die Gleichung

<ut(t7 ')a U>L2 + a(u(tv ')7 U) = <f(t7 ')7 U>L2 Jorallv € H(% (Q) (112)
erfiillt. Dies ist bereits sinnvoll, wenn fiir jedes feste ¢ gilt: u(t,-) € H} (). Wir werden deshalb (zun#chst)
mit folgendem Losungsbegriff fiir (11.1) arbeiten:

Finde u € C([0,T), H}(S2)), sodass
(W' (t),v)r2 +a(u(t),v) = (f(t),v):  VveHQ) (11.3)
u(0) = uo (in Hy(Q2))

Dabei wird gefordert
o feC(0,T]; L*(9))
o ug € H} ()

Bemerkung 11.2 (Ableitungsbegriff) Sei w : (0,T) — (X;| - || x) eine Funktion wobei t € (0,T"). Ein
Element u/(t) € X heifit Ableitung von u an der Stelle ¢, falls

u(t+h) —ut) Lol =o.

X

lim
h—0

Bemerkung 11.3 Die Formulierung (11.3) ist nicht die schwéchstmégliche (Zeitableitungen sind hier
“klassisch™!), aber bequem, um ODE-Theorie einzusetzen. Eine Verallgemeinerung der Formulierung
wird in der Vorlesung PDE betrachtet. Insbesondere kann der Losungsbegriff so erweitert werden, dass
auch ug € L?() sinnvoll behandelt werden kann.

Ubung 11.4 Sei u € C'((0,T); HY()). Dann ist u € C((0,T); L*(Q))
Ubung 11.5 Fiir u € C'((0,T); H} () gilt:
o ¢ [Ju(t)||3, ist stetig differenzierbar und
Fllu®lFz = 2(u'(t), u(t)) 12
Satz 11.6 (Energieungleichung) Es gelte fir ein v > 0
o WMol < alv) Y oe HYQ)
o u list (11.9)

Dann gilt:

t
Jull oy < " ol oy + [ €A a1
0

Beweis:
1. Schritt: Wir nehmen zunéchst an, dass ||u(s)||z > 0 fiir alle 0 < s < ¢ ist. Dann gilt:

1d Ubung 11.5
§§||U(t)lliz < <u’(t)7u(t)>m und

d _ W@, u(t))r

—[u@®)lz> = lu(t)]7 OI7e =
dt Lz = /Hu t) H2L2 dt L Hu(t)HLz

Les ist auch mdaglich, u € Lloc (0, T; X) distributionell zu differenzieren
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Mit einer Testfunktion v = u(s) fiir festes s folgt aus (11.3)

(11.8)

<f(5)7u(5)>L2 = <f(5)7v>L2 = <ul(5)7v>L2 + a(u(s),v) -
= (W/(s),u(s))r2  +a(u(s), u(s))
—_——

()l 2 & lu(®)ll 2

t=s

Cauchy-

d Schwarz
= a(u(s), u(s)) + lus)lee pllu@®llzz| _ < [F(8)llzzfluls)lre
Da a(u(s),u(s)) = yllu(s)[F: = vllu(s)]l7-

d
= ()l + lu®)lze|

<||f()HL2 VO<s<t

Ein integrierender Faktor fiir die linke Seite ist ¢7*
d
:> —_—

S (@@l | =€ (vnu(s)m Ol

Durch Integration von 0 bis ¢ ergibt sich

DGO

t
()12 — O u(0)]] 2 < / 1 £(3)| ds

t
Ol < e ol + [ €70
0

2.Schritt: Wir betrachten den Fall ||u(s)||z2 > 0 auf [0,7]. Aus (11.3) ergibt sich mit v = u(s)

Cauchy-
Schwarz

a(u(s), u(s)) + (u'(s),u(s))r2 = (f(s),uls))rz < [If(s)llzelluls)llz2

>y lul2, 22,

1 )2,

t=s

Um das Problem zu umgehen, dass ||u(s)||r2 = 0 sein kann, weil man ja durch ||u(s)| 2 dividieren will,

definiert man fiir ein ¢ > 0 die Funktion h(t) := /|lu(t)||2, + €2. Dann ist

o dho(t)| = SVED| = mtm 0] = o) um)e|
L@ _ = &n20)| _ =2h(s)gh(0)]
Also folgt:
d
)+ hels) he®)] < () ae o)z +7e?
t=s N——
<he(s)
Da \/% = ¢, ergibt sich bei Division der Ungleichung durch h(s)

ok muw +e2 =
d
7h6(3)+%hs(t)‘t:s < F ()l +vh ( 7S < f()lez + e

Wie im 1. Schritt ergibt sich durch Multiplikation mit e”® und Integration
t

P ha(t) — he(0) < / 5 £ ()22 + €] ds
0

=he(t) < e "h.(0) —|—/6_7(t_5) ()|l 2 + ve] ds Ve>0
0
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Fiir € — 0 folgt die Behauptung. O

Ubung 11.7 Satz 11.6 liefert die Eindeutigkeit der Losung von (11.3).

Bemerkung 11.8 Fiir f = 0 ist die Wirmeleitungsleichung dissipativ (in L?(Q2)), d.h. [Ju(t)]|z2 <
e "|u(0)|/z2. Dann folgt fiir 2 verschiedene Anfangsbedingungen ug, g, dass die Losungen w(t), u(t)
die Bedingung |lu(t) — u(t)||z2 < e 7||ug — @ol/z2 erfiillen. Gute numerische Verfahren sollten dieses
qualitative Verhalten widerspiegeln.

Bemerkung 11.9 (Evolutionsoperator) Fiir f = 0 kann man den Evolutionsoperator
E(t) : up — u(t)
definieren. Wegen der Eindeutigkeit der Losung ist er ein Halbgruppe:
o E(t+s)=E(t)o E(s), t,s>0
e £(0)=1d

E(t) kann explizit mittels der Eigenfunktionen des Dirichlet-Laplaceoperators dargestellt werden: Seien
(¢n, An) die Eigenpaare von

_A%On = A\, auf Q, ¢n|8§2 =0
und sei (¢y,), eine ONB von L?(€) (und Orthogonalbasis von H}(Q)). Dann ist
E(t)ug =Y e ug, on)r20n (11.4)
n=1

Bemerkung 11.10 (Duhamelprinzip) fiir f # 0 (hinreichend glatt) gilt fiir die Losung u

u(t) = E(tyug + /0 E(t— 5)f(s) ds. (11.5)

(Die Konvergenz der Reihen ist in H}(Q) zu verstehen, falls ug € H () und f € C([0,T]; L3()).

11.2 Semidiskretisierung im Ort (,,Linienmethode*)

Ziel: Approximotion von (11.3) durch ein (endliches) System von ODEs. Sei V3, C Hj () mit dim(V},) =
N < ocound Basis {¢; | i =1,...,N}. Sei ug , € V}, eine Approximation an ug. Dann ist die semidiskrete
Approximation up an die Losung u gegeben durch

Finde up € C([0,T); Vi) sodass
(11.6a)  (uj(t),v)r2 + a(up(t),v) = (f(t),v)L2 VoveV, (11.6)
(11.6b) uh(O) = Uo,h

(11.6) stellt ein ODE-System dar. Definiert man die Steifigkeitsmatrix A € RV*Y und die Massematrix
M € RV*N durch

A =alej, i), Mij={pj,0i)r2, G,5=1,...,N (11.7)
und F(t) durch
Fi(t) = (f(t), pi)re (11.8)

N

so ergibt sich aus dem Ansatz up(t) = > u;(t)y;, dass (11.6) dquivalent ist zum ODE-System

1=1

Mu'(t) + Au(t) = F(t) t>0 } (11.9)

u(0) = uy,
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N
wobei ug, = Y up; ¢; die Darstellung in der Basis {¢; | i =1,...,N} von ug, € V}, ist.?
i=1

. .o N
Ubung 11.11 Die Matrizen A und M sind SPD. Uberdies gilt fiir alle v,w € RY mit v = Y v;¢;,

i=1
N
w = > w;p;, dass vIMw = (w,v) 2 und vI Aw = a(w,v).
i=1
Bemerkung 11.12 Aus Ubung 11.11 folgt, dass (11.9) dquivalent ist zu
u =M 'F(t) - M tAu(t)
u(0) = ug
D.h. die Existenz und Eindeutigkeit von (11.6) ist gegeben.
Analog zu Satz 11.6 gilt
Lemma 11.13 Seien r € C°([0,T); L3(Q)) und w € C1([0,T); Vi) und erfiillen
(W', v) 2 + a(w,v) = (r(t),v) > fir alle v € Vj,.
Dann gilt: t
[w(t)][L2 < efthﬂKO)HLz'*L/meivﬁgﬂ)”T(S)Hdes
0
Beweis: Der Beweis erfolgt analog zu jenem von Satz 11.6. o

Bemerkung 11.14 Analog zur Evolution F konnen wir die semidiskrete Evolution E}, definieren, welche
fiir festes ¢ ug p, € Vp, auf die Losung yp,(t) =: Epug p, von (11.9) mit f = 0 abbildet. Lemma 11.13 besagt,
| EL () vnllr2 < ||vnllpe fur alle v, € V3. Weiters kann durch Ej, durch die diskreten Eigenfunktionen und
Eigenwerte geschrieben werden (Ubung). Es das diskrete Duhamelprinzip:

un(t) = En(t)uon + / "Bt — )T £(s) ds
0

mit der L2-Projektion TI%” : L3(Q) — Vh. .

Im folgenden wollen wir ||u(t) — un(t)||r2 abschitzen, indem wir ||u(t) — Pyu(t)||r2 abschitzen. Py
bezeichnet dabei wieder den Ritzprojektor Py, : Hi () — Vj,. Dieser ist fiir alle v € V}, durch a(w,v) =
a(Ppw,v) definiert. Wir wissen bereits, dass P}, linear und beschrinkt ist. Die Beschrinktheit folgt aus
der Existenz einer Konstante C' > 0, sodass || Pyw|| g1 < Cl|w]| g fiir alle w € H(Q) gilt.

N

2Um die Aquivalenz von (11.6) mit (11.9) zu sehen, schreiben wir uy, (t) = 3. u;(t);. Damit gilt:
i=1
up, lost (11.6a)
N N N N N
S (2 ui)p;, 2 viei ) tal X uit)e;, 3D vier | =( ft), X2 vies VveRY
j=1 i=1 12 j=1 i=1 i=1 12

N N N
< VZIUQ(t)Vi<<Pj7<Pi>L2 + Vzluj(t)vz- a(ej, i) = Zlvi(f(t),%)m VoveRY
ij= ij= i=
< vIMu'(t) + vI Au(t) = vTF(t) VveRN

& Mu'(t) + Au(t) = F(t)
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Satz 11.15 Seiu € C'([0,T); H}(2)) eine Lisung von (11.3) und uy, eine Losung von (11.6). Dann gilt
t
Ju(®) = un(®ll2 < Ju(®) = Pru@)lz2 + un(0) ~ Prau0)zze ™+ [ 7 u'(s) = P (5) 12
0

Beweis: Wird up(t) — u(t) = un(t) — Pru(t) + Pru(t) — u(t) geschrieben, dann ist

—:6(t) =io(t)
Jun(t) —u(®)|lz < 10()]z2 + lo(t)]| L2

1. Schritt: Aus der Linearitdit und der Beschrinktheit von P, und v € C([0,T]; Hi(Q)) folgt, dass
(Pru)' = Py, weil

1 inear
piny ]— (Pru(t + k) — Pyu(t)) - Phu/<t>| e
k—0 ||k "
— T ||y (M _ u/(t>>’ Py beschrinki
k—0 L .
T t+ k) —ul(t
< lim C M — ul(t)H =0 nach Definition von u'.
k—0 -

2. Schritt: Aus dem 1. Schritt folgt 8 € C1([0,T7]; Vi,). Weiters ist fiir jedes v € Vj,

0'(t),v) 2 + a(B(t),v) = (u},v)r2 + alup,v) — (Pyu/,v) 2 — a(Ppu,v) =

11.6

(119 (f(t),v) 2 — (Ppu’,v) 2 — a(Puu,v) =

Def.

(), v)e — (Pauv) g2 — a(u,v) =

OLY 10 Y2 — (P!, 0) 2 = (0 — Pptd' (£), 0) 2

3. Schritt: Aus Lemma 11.13 folgt fiir 6

t
10l <™ [16(0)]].2 +/€‘”“‘S)HU’(S)—PhU'(S)IIdeS'

=[un(0)=Pru(0)l 2 0

Bemerkung 11.16 Satz 11.15 zeigt, dass ||u(t) —un(t)| 2 durch den Fehler ||u(t) — Pou(t)|| 2 +2 Terme
abgeschéitzt werden kann, die eine Fehlerakkumulation fiir die Zeiten 0 < s < ¢ darstellen. Man spricht
vom ,,Gedéichtnis* von parabolischen Gleichungen. =

Regularitdtsannahmen an u erlauben Abschitzungen, die explizit in h sind.
Korollar 11.17 Sei Vi, = SY(T), wobei T eine formreguldre, regulire Triangulierung sei. Erfille die
Lésung u von (11.83) die Regularititsvoraussetzung u € c3 (Qx[0,T7). Seiug,p € Vi, entweder ug p, = Phug
oder ug,p, = Tug, wobei Tug den stiickweisen linearen Interpolanten bezeichne. Dann gilt:

[u(t) — un(®)||2) < Ch Jnax, (lu(s 8) |20 + lue( 8) m2(@)) -
Ist Q sogar konvez, dann ist

[u(t) — un(t)| L2y < Ch? Jnax, (Ju(, 8) 2 ) + lue(s 8)|m2()) -

Beweis: Es gilt fiir jedes v € H?(Q) (fiir d € {1,2,3})
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L] ||v — PhUHLz(Q) S H’U — Ph’UHHl(Q) § CHU — IUHHl(Q) S Ch|’U|Cz(Q)
e falls Q konvex ist, gilt sogar mittels Aubin-Nitsche [[v — Pyl L2(0) < Ch*|v[c2(q)

Damit folgt die Behauptung aus Satz 11.15 O

Ubung 11.18 Sei § € C*([0,T]; V;,) und gelte fiir alle v € Vj, und fiir ein r € C°([0,T]; L*(Q)), dass
(0", v)12() +a(0,v) = (r(t),v)r2(q). Zeigen Sie:

t

606) sy <1000) ey + [ 1) ooy
0

Hinweis: Betrachte v = 6'.
Zeigen Sie, dass

t
Ju(t) — un(®)[Fn < 2 |u(t) — Phu(t)Fn + 2 |uon — Phuolfn + 2/ [u'(s) = Pu/ (5)|72ds
0

11.3 Volldiskrete Verfahren

Die Semidiskretisierung fithrt auf das ODE-System
Mu' + Au = F, u(0) =ug (11.10)

wobei M und A SPD sind.

Frage: Richtige Wahl der Zeitdiskretisierung?

Antwort: Verfahren fiir steife Differentialgleichungen, also A- oder sogar L-stabile Verfahren

Um die richtige Wahl der Zeitdiskretisierung zu motivieren, sollten wir verstehen, wie sich die Losun-
gen von (11.10) verhalten. Wir versuchen deshalb, (11.10) in ein entkoppeltes ODE-System umzuwandeln.

Satz 11.19 Seien A und M € RN*N SPD. Dann gelten fiir das verallgemeinerte Eigenwertproblem
Finde (v,\) € RV \ {0} x C, sodass Av = \Mv (11.11)
folgende Aussagen:

(i) Der Eigenwert \ erfiille X > 0.
(ii) Es gibt N FEigenpaare (vi, A;), i =1,..., N, die orthogonal bzgl. (-,-)a und (-,-)m sind, d.h.
(Vi,Vj)M = <MV¢,VJ'>2 = O VZ 7&]
(Vi,Vj)A:<AVi,Vj>2:0 Vl#]
(iii) Die Matriz V = (v1,...,vn) € RVN*N diagonalisiert M und A simultan, d.h.
VIMV = Diagonalmatriz
VT AV = Diagonalmatriz
w) Falls die v; so normiert werden, dass (v;,vi)m = 6;5, dann gilt
j J

A 0
VIMV =1d, VITAV=D=

161



Beweis: Ubung. Hinweis: Betrachte das EWP M 2AM 2x = Ax O
Definiert man nun a4 = V-'u, F = VTF, 6, = V'ug, dann ist (11.10) #quivalent zu

A 0
u' + u=F, u(0)=nug (11.12)
0 AN

(11.12) stellt ein im Sinne der Vorlesung “Numerik von Differentialgleichungen” steifes ODE-System dar,
falls einige EW \; > 0 grof3 sind. Das ist bei parabolischen Problemen der Fall, wie der folgende Satz
zeigt.

Satz 11.20 Sei T eine formrequlire, regulire Triangulierung. Seien die Steifigkeitsmatric A und die

Massematriz M durch (11.7) definiert, wobei {y; | i =1,...,N} die Basis aus Hutfunktionen von Vj, =

S§(T) ist. Sei hpin = }(nir%_hK. Dann existiert eine Konstante C' > 0, die nur von der Formregularitdt
€

von T abhingt, sodafl

_ C
CHul 2y < ulf ) < hTH“H%%Q) v u e Sy(T)

man

Insbesondere folgt fiir die EW \; von (11.11)

C
1< mi ; < P .
< z:rlmnN A < i:ql,?ffN N < h?nin (11.13)
Beweis: siche Ubungen. Insbesondere ist die obere Abschiitzung O(h, 2 ) scharf. O

11.3.1 das implizite Eulerverfahren

Mittels der VO “Numerik von Differentialgleichungen” zeigt Satz 11.20, dass wir ein implizites Verfahren
zum Losen von (11.8) verwenden sollten. Das einfachste Verfahren ist das implizite Eulerverfahren:

,v> + a(upttv) = (f(tns1),v)12(0) VoveVy, (11.14)
L2(Q)

wobei k > 0 der Zeitschritt, t,, = nk und u} ~ uy(t,) ist. In Matrixschreibweise ist (11.14)

1
EM(u"‘H —u") + Au"t! = FrH! (11.15)
d.h., in jedem Schritt muss das LGS

(M 4 EA)u" ™! = Mu" 4 kF"H!

gelost werden.

Bemerkung 11.21 Es bietet sich an, M 4+ kA einmal zu zerlegen (Choleskyzerlegung), und dann in
jedem Zeitschritt eine Vorwérts- und Riickwértssubstitution zu machen. "

Satz 11.22 Seiu € C1([0,T]; H} () Lésung von (11.8) und erfiille die Regularititsvoraussetzung u €
C?([0,T); L*(2)). Sei ko > 0 fest gewdhlt. Sei Apin der kleinste EW? des verallgemeinerten EWP

AMzx = Az,

3fiir die Warmleitungsgleichung ist Ay = O(1), d.h. “harmlos”
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wobei M und A die Massematriz und die Steifigkeitsmatriz der Ortsdiskretisierung sind. Dann gilt: Es
existiert b > 0, welches nur von ko und A\pin abhingt, so dass fiir jeden Zeitschritt k € (0, ko] gilt:

iy = u(ta)llzz < llultn) = Pou(ta)llze + e uon — Phuollz2

tn
+/6_b(tn_t) (' (t) = Par’ (t)l| L2 + & [[u” (t)]| 2] dt, (11.16)
0
n—1
s = wltn)l3e + S Iaf = w22 + K™ = ult; )l < C[lluon — Puoll3: (11.17)
7=0

tn n—1
[ = P+ R e+ fulta) — Pratta)[Fe + b3 u(t) — Pratt)
0 -
7=0

Beweis: Beweis von (11.16): Das Vorgehen ist das klassische Vorgehen fiir ESV fiir ODEs:

1. Rekurrenzformel fiir den Fehler
2. Auflosen der Rekurrenz mittels diskreten Gronwall-Lemmas

1. Schritt:
up — u(ty) = up — Pyu(ty) + Pru(ty) — u(ty,)

=:07 =:p"

2. Schritt: (Rekurrenzrelation fiir 6™)
Flup™ —upv)pe +a(upt o) = (f(tar) v)e Vv e Vs
(W (tnt1),v) L2 + a(u(tnir),v) = (f(tnt1),v)r2 - V0 € Hy(Q)

Fiir die Differenzbildung dieser beiden Gleichungen ist es geschickt, u’(¢,,41)) mittels Taylor umzuschrei-
ben:

tn
(tn) " ult0) 4 (b~ )i )+ [ (8t (0
—_———
=—k tnt1
1 tn+1
tn —u(ty
= (tng1) = w -2 / (t — toy)u” (t)dt =
tn
P P P P i
tn — tn tn —u(ly tn - in
_ Buu( H)k nultn) | ul +1)k u(tn)  Pru( +1)]C Wu(tn) ! / (= tosn)u ()t =
tn
P P s s
tn — tn 1
_Drultnir) = Puutn) + = / u(t) — Py (t)dt — — / (t — tpir)u” (t)dt
k k k
tn tn
7.wn+1 7_wn+1
71 -2
Es gilt:
a(u(tnt1),v) = a(Pru(tns1),v) Yo €V (11.18)
1
%<uz+1 —ul,v) e +a(uf T v) = (f(teg),0) 2 Vv €V, (11.19)
1
7 (Puultnsn) = Paultn), v)12() + e Prte(tnsr),0) = (F(tnga), o)z = (@i ™ v) e — (wyt o)z Vo €V
(11.20)
Differenzenbildung von (11.19) und (11.20) fiithrt auf
1
E(G”“ — 0", v) 2 4+ a(0" ) = (Wit v) e + (Wit v) e Ve V. (11.21)
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Mit v = "t ergibt sich

—16m U2 > A 07112,

107 2e ka6 = (07,0 e k(o) g+ ko) ae (1122
—_———

Aus (11.22) ergibt sich:

Cauchy-
Schwarz

= (1 + k)‘min)Hen—i_lH%?
< (167122107 e + Kllwi |22 |07 e + Kllwg 22 107 e
= (14 EXin) 07 22 <1107 (122 + kllwi* |22 + kw22
3. Schritt: (Auflésen der Rekurrenz)

1

€n+1 R < -
0"+ 2 <

16" ] = + (i Hlzz + llwg ™ 22)

LA

]- k)\mzn
n

n . —n 0 —(n—j) i 7 _

= 116" [22 < (1 Amink) 716 2 + 75— +Ammk ; (14 kApin) = (lenm + ||w2||L2) -

= (L D) 1000+ £ S D0+ D)0 (a1 + 1)
j=1

Mit t,, = nk und t,_(;_1) = k(n — (j — 1)) ergibt sich, dass man
(1 + /\mznk)_n = (1 + )\nzink)_tn)\mm/(Am/“lk)
(]_ + )\mlnk)i(ni(-]il)) — (1 + )\mink)7tn7j+1)\'min/()\nLink)
abschiitzen muss. Elementare Uberlegungen? zeigen, dass die Funktion
— (14 z)"Ve
monoton wachsend ist. Aus k < kg folgt somit, dass A\nink < Aminko ist, d.h.
(1 + )\mlnk)in — (1 + )\minko)7tn)\7nin/(>\7nink70) S efbtn
(1 _|_ )\mlnk)f(nf(]fl)) — (1 + )\minko)7tn7j+1)\'m'in/(AnLinkO) S efb(tnftjfl)7

wobei b > 0 durch die Beziehung (1 + )\mmko)_)‘miﬂ'/()‘m"kﬂ) = ¢~ definiert ist. Damit erhalten wir

6"z < e 0 e + kD7 e (g + gl
j=1
Wegen
‘ 1 J
luoflr < 5 [ 106 - PrcOllade, oo < / o (0) o,

] 1

folgt damit

1672 < e (16| e +Ze‘b(t ) / [ () = Put' ()| 2 + kl|w” (£)] 2dt <

] 1

< e 1602 + Z/e_b(t"_t)lll/(t) — P @)l > + Kl (1)]] L2dt

4g(x) =In((1+2)"%) = —1In(1 + 2); ¢'(x) = REFD=LH/AED) > 0 da L (In(1+2) — 1+ 1/(1 +2)) = 1

(1+ gEemEl >0 und limg o(In(1+2)—14+1/(1+2)) =0
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0 = 0 (expliziter Euler): M(u"*' —u") + kAu™ = kF(t,)
0 = 1 (impliziter Euler): M(u""" —u") + kAu"" = kF(t,11)

k , ,
6 = 1/2 (Crank-Nicolson): M(u"™ —u") + E(Au" +Au"t) = kF(thr%)

Abbildung 11.1: Matrixform des 6-Schemas fiir die Wirmeleitungsgleichung

Beweis von (11.17): Ausgangspunkt ist (11.22).

<0n+1 79n’0n+1>L2 +k|0n+1|§{1 _ < n+1 9n+1>L2 +k< n+1 9n+1>L2

T("SCh'e"S:mele"'”Ck%(Hen-f—l”27”9n”2+”9n+170nHQ)
<k (i e + s ™) 1077 22

< KCp|0™ g ([l L2 + [Jws ™ z2) -
Damit:
163 = 1673 + 107 — 673 + 2K16™ B < 26y 0" i (g g + [ 22)

2
< kIO i + o (lwp e + [lwg ™ 2)

k
Ch
Subtraktion von k|0"*1| ;1 auf beiden Seiten und anschlieBende Summation liefert

n—1

2
167172 = 10°1Z2 + > 107" = 1172 + kI i < Z(|w]+1|L2+|\wf“||Lz)
7=0

Es ist

n—1

tn
O A Ay A
0

so daf} sich ergibt

n—1

tn
1071172 + > 1167 = 07122 + kIO 3 < [16°)12 +/0 [’ = Po’|[ 72 + Klu”[Z- dt
Jj=0

Setzt man p/ := Pyu(t;) — u(t;), so folgt

n—1

™12 + Z P =Pl R i < 1" +’f/ I’ = Pou' |22 + kY fults) — Paulty)|3:
\—,_/
7=0
<’€ ft 1l =Pru’|2

und damit mittels u{fl —u(tjf1) = 671 4 pi*1 und der Dreiecksungleichung die Behauptung. ]
Korollar 11.23 Sei u € C3([0,T] x Q). Dann gilt:

(1) lupy — u(tn)llL> < Clh+ K]

(ii) falls Q konvez ist, dann ist ||u}l —u(t,)||z2 < C[h? + k]
Beweis: Der Beweis verbleibt als Ubung. O
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0<0<1/2 Verfahren nicht A-stabil Ordnung 1
0=1/2 Verfahren A-stabil Ordnung 2
1/2 < 6 <1 | Verfahren A-stabil (sogar L-stabil) | Ordnung 1

Abbildung 11.2: Stabilitdt und Konvergenzordnung des #-Schemas.

11.3.2 das 0-Schema

Das implizite Eulerverfahren ist ein Spezialfall des sog. 6-Schemas, welches fiir die ODE ¢y’ = f(¢,y) so
definiert ist:

Y =y kf(t 4 0t — ), vi + 0(yis1 — vi))-

Fiir 0 = 0 ergibt sich das explizite Eulerverfahren, fiir § = 1 das implizite Eulerverfahren. Fiir = 1/2 das
Crank-Nicolson-Verfahren®siehe Fig. 11.2. Aussagen analog zu Satz 11.22 gelten auch fiir das 6-Schema,
z.B. kann man analog zu (11.17) in Satz 11.22 kann man folgende Stabilititsaussage zeigen:

Ubung 11.24 Seien die u} mit dem f-Schema und @ € (1/2, 1] bestimmt. Setze u} ™ := u} + 0(u) ™ —
up) und tj9 :=1t; + 0(tj41 —t;). Dann gilt:

n—1 n—1
o . )
luplZe + > Klud ™3 + (20 = Dljup™ = wjllFe < lupllFz +C D klLf(E40)l|72-
Jj=0 Jj=0

(Hinweis: betrachte (11.21) mit v = 0"+ =y, (t,19) — Pru(tnie).)

Bemerkung 11.25 Man kann die Konvergenzaussage (11.17) aus Satz 11.22 auch auf Ubung 11.24
stiitzen. -

Mit geeigneter Regularitit der Losung erhélt man fiir das Crank-Nicolson-Verfahren bessere Ordnung in

k:

Satz 11.26 (CN ist Ordnung 2) Seien die u} definiert durch
1 n+1 n
E<U’Z+1 - u27U>L2 +a (—,’U) = <f(tn + k/2)7v>L2 Vv € V.
Dann gilt:
tn
luhy — w(tn)llzz < lluo,n = Pauollrz + lu(tn) — Paultn)l| > +/ lu’ = Py 2 + CK?||u"|| 2 dt
0

Beweis: Analog zu Satz 11.22, (11.16). Verwene v = ("1 + 6™)/2 in (11.21). O

11.3.3 Stabilitidt des -Schemas—die CFL-Bedingung

Fir 0 < 6 < 1/2 ist das #-Schema nur bedingt stabil, d.h. es gibt eine Schrittweitenbeschrinkung
(“CFL”-Bedingung®), die in der Praxis sehr restriktiv ist. Um dies zu sehen, betrachten wir einen Schritt
des Verfahrens. Es hat die Form

uptt = Pull + kF"

fiir einen linearen Operator P : Vj, — V},. Man erhilt also (wir lassen die Wahl der Norm offen...)

gy FHE< P i | + KILE™

5John Crank, Phyllis Nicolson. Im vorliegenden Fall einer linearen PDE stimmt das CN-Verfahren mit der impliziten
Mittelpunktsregel ( = 1-stufiges Gauiverfahren) iiberein.
SRichard Courant, Kurt Friedrichs, Hans Lewy
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Name P o(P) o(P) stabil?
Py I-kM'A {1—kX| A€o} | |1 =Kk mazl falls k& < AQ
P (M + kA)"'M {ﬁ I\ e a} T <1 | fir alle k> 0
k -1 k 1—k/2)\ .
Pov || (M+54)" (M-4a) [ {53 hea} | <1 fiir alle &k > 0
Abbildung 11.3: Analyse von P in u"™! = Pu" + - -. o={\:3x #0 mit Ax = \AMx}

Gronwall liefert dann
N N
up [| < 1PV [Jup ]| + - --

Mit ty = Nk =T = Endzeitpunkt ergibt sich
lun' | < I[P/ *(lup]l + - --
Dies zeigt, da || P|| < 1+ Ck sein sollte, denn dann ist
HP”T/k < (1 + Ck)T/k — (1 + C«k)TC/(Ck) < eCT

gleichmdpig in k.”

Um die Analyse von || P|| einfach zu halten, untersuchen wir || P|| auf dem Matrixlevel. Die Iteration
ist dann in “expliziter” Form u"*! = Pu” + ---, wobei die zughorige Matrix P (siehe Fig. 11.1 fiir die
Iterationsvorschrift) in Fig. 11.3 gegeben ist.

Weil fiir jede Matrixnorm gilt ||P|| < p(P) mit dem Spektralradius p(P) = max{|A\| |\ € o(P)},
sehen wir, daf§ die Bedingung p(P) < 1 + Ck eine sinnvolle Stabilitéitsbedingung ist. Tatséchlich wird

man fordern:
p(P) < 1. (11.23)

Diese Bedingung wird in Fig. 11.3 ausgefiihrt. Wir erinnern an Satz 11.20, welcher \,q. ~ C/h? liefert.
Damit kann die Bedingung (11.23) fiir das 6-Schema umgerechnet werden in eine Beziehung zwischen
der Ortsschrittweite h und der Zeitschrittweite k. Fiir das explizite Eulerverfahren ergibt sich

k
i O(1)  dh. k < Ck?
Der Fall des impliziten Eulerverfahrens und des CN-Verfahrens ist in Fig. 11.3 ausgefiihrt. Die Stabilitat

von allgemeineren RK-Verfahren wird spéter behandelt.

Ubung 11.27 Auch fiir § € (0,1/2) muB man k < Ch? fiir Stabilitiit fordern.

Numerisches Beispiel

Wir wihlen nun den Anfangswert fiir die 1D Wirmeleitungsgleichung ug = 1 und f = 0 und betrachten
die graphisch dargestellten Ergebnisse aus Abbildung 11.4. In den oberen beiden Graphiken ist zu sehen,
wie sich das explizite Eulerverfahren zu zwei verschiedenen Schrittweiten knapp iiber bzw. knapp unter
der Stabilitdtsschranke verhélt.

Links ist k = 3001 > 2 gewihlt. Die Losung oszilliert sehr stark (die groten Werte liegen im
Bereich 107) und geben in keinster Weise das tatsiichliche Losungsverhalten wieder. In der rechten Gra-

phik ist k = % < 2 gewihlt und die numerische und die exakte Losung sind ziemlich &hnlich.

Amaz

Tandernfalls: || P|| > 1 + § fiir ein § > 0 unabhiingig von k liefert ||P||T/* > (14 8§)T/*k — oo fiir k — 0.
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sexpliziter Euler, k = 1.999/A__ , h=0.015625
10— max

, expliziter Euler, k = 2.001/A__ , h=0.015625
X 10 max 7 X
4 .
3r 6
27 7 5,
1 7 A A A A | 4 |
ol My -
VVV Vvv o
1t
2,
_ot
_3k 1r
4 I I L L 0 I I L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X
-5 impliziter Euler, k = 0.1h; h =0.015625 -5 Crank-Nicholson, k = 0.2h; h=0.015625
gX 10 x 10
—exakte Lsg P ---CN
7t —impl. Euler|| // S - exakte Lsg
6f ’
N
5r K "\
II *
>4t > 7 N
3r J ‘\\
3 B ’! \\
2 '[ ‘t
2r . B
1
1 %
1 4 '
0 . . . . 0 ! . . . . Y
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X

Abbildung 11.4: Vergleich zwischen exakter und numerischer Losung

In der unteren linken Graphik von Abbildung 11.4 ist die Warmeleitungsgleichung mit dem implizitem
Eulerverfahren und in der rechten unteren Graphik mit dem Crank-Nicolson-Verfahren gelost worden.
Hier ist die numerische Losung in beiden Féllen eine gute Approximation an die exakte Losung.

Zum Abschluss betrachten wir noch das Konvergenzverhalten fiir u(z,t) = e 'z(1 — x). In der lin-
ken Graphik von Abbildung 11.5 wird das explizite Eulerverfahren betrachtet. Wieder mit den zwei

Zeitschrittweiten k = &Sl und k = % knapp iiber bzw. knapp unter der Stabilitdtsschranke. Der

Amaz vax
Fehler fiir die Losung zur Wahl von k = @ verhilt sich wie O(h). Liegt k aber nur knapp iiber )\jw

konvergiert das explizite Eulerverfahren nicht mehr.

Bemerkung 11.28 In der Praxis will man aus Kostengriinden moéglichst grofie Zeitschritte machen.
(Jeder Zeitschritt bedeutet ja das Losen eines LGS!) Beim expliziten Eulerverfahren miifite man dann
Amaz moOglichst genau kennen, um das maximal zuléssige k zu bestimmen. Das Beispiel zeigt, dafl man &
keinesfalls zu grof wihlen darf. Man spricht deshalb auch von “hit or miss”: also entweder hat man Gliick
und bestimmt k so, dass das Verfahren konvergiert, oder man liegt knapp daneben und das Verfahren
konvergiert nicht. "

In der rechten Graphik von Abbildung 11.5 ist zu sehen, dass sich das implizite ebenso wie das explizite
Eulerverfahren wie O(h) verhélt. Das Crank-Nicolson-Verfahren hat Konvergenzordnung 2. Das waren
auch unsere Erwartungen, denn der Fehler des expl. sowie des implizite Eulerverfahrens ist O(k + h?)
und jener des Crank-Nicolson-Verfahrens ist O(k? + h?).
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Abbildung 11.5:
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11.4 Bemerkungen zum Loésungsbegriff

bisher: u € C1((0, T); HA(2)) 1 CO((0, T, HA())
Beob.:

o dies fordert ug € H{(2) (“kompatible Anfangsbedingungen”)

e ug € HJ(Q) ist unnatiirlich vom Standpunkt der Anwendungen und der mathematischen Struktur

(vgl. die Losungsformeln in Bem. 11.9 und 11.10).

Notation: (¢n, An)nen C HE x R Eigenpaare des Dirichletlaplaceoperators, (¢, ), ONB von L?(€2).

Fiir v € L?(2) mit Darstellung v = > v, ist
HU||2Lz(Q) = Z [on?,
"U‘%—Il(ﬁ) = Z Anlon|?

(v, w>L2 Z UpWn Z|Un| Al

o2 == sup -~ = sup —= "
" weH(Q) W] 1 wn ) V2 m An |wn|2 n

Diese Beobachtungen realisieren folgende Isomorphismen:

2
Hy(9) = {(vn)n | ZA |on|? < 00},
H™H(Q) = (Hg ()" = {(vn)n | ZAZ”%F < oo}

Wir erinnern an Losungsoperator E(t)ug = . e~ *%(

problem u; — Au = 0, u(0) = up. Man rechnet direkt nach, dafl

Lemma 11.29 Fiir ug € L?(2) gilt

t B(t)ug € C=((0,T); Hy (),
t = E(t)uo € L*((0,T); Hy (1)),
t = Oy (E(tyuo) € L*((0,T); H™'
t = E(t)yug € C([0,T]; L*(Q)).
Die Normen in (11.25)-(11.27) kionnen durch C||ug||r2 abgeschitzt werden.
Beweis: Wir illustrieren (11.26):

U() = Z )\ne an ‘Pn>L2 Pn;

T 2
Zox, ¢ {0, n) 2] 1
= [ 1E it = [ Y e Sl gy Sy,

Motivation: Lemma 11.29 zeigt:
e ug € L?(Q) ist sinnvoll
e man kann u € C([0,T7]; L*(2)) erhoffen
e man kann u € L2((0,7); H}(Q)) und v’ € L?((0,T); H=(Q)) erwarten
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Tatsichlich ist bei richtiger (d.h. distributioneller) Interpretation®von d; eine gute Formulierung der
Wirmeleitungsgleichung (vgl. Abschnitt 11.5.4, wo dies genauer ausgefiihrt wird):
Finde u € L2((0,T); H} () mit v’ € L?((0,T); H~(f)), sodaB

T T

/0 () [ (W (8), 0) -1y + ault), v)]| dt = / PO, ey Vo€ HYQ), Vo e CEO,T),

(11.28a)

u(0) = ug € L*(Q) (11.28b)

wobei ug € L?(Q) und f € L2((0,7T); H=(Q)) gegeben sind. Die Forderung (11.28b) ist sinnvoll, denn
es gilt: w € L2((0,7); H}) mit o’ € L?((0,T); H~1) impliziert u € C([0,T); L*(Q)) (vgl. Satz 11.48).

Variiert man ¢ in (11.28), erhilt man die Formulierung der Wérmeleitungsgleichung, die man oft in

den Lehrbiichern findet: Finde u € L*((0,7); H}(2)) mit «' € L?((0,T); H=*(R)), sodaf
(W (), 0) g1 xmy + a(u(t),v) = (f),v) g-1xm2 Yo € HY (), fiir fast alle t € (0,7), (11.29a)
u(0) = ug € L*(Q) (11.29Db)

8siehe folgendes Kapitel. Fiir eine separablen Hilbertrdume X und eine bochnerintegrierbare Funktion v € L ((0,T); X)
ist die distributionelle Ableitung die lineare Abbildung C§°(0,T7) — X geg. durch ¢ —fOT u(t)'(t) dt, wobei das
Integral ein Bochnerintegral ist. Mit einer stetigen Einbettung tx _,y : X C Y sagen wir v/ € L'((0,7);Y), falls es ein
v € LY((0,T);Y) gibt mit —tx_,y fOT u(t)! (t) dt = fOT v(t)e(t) dt fiir alle p € C3°(0,T). Man schreibt dann kurz: v/ = v.
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11.5 Variationelle Formulierungen parabolischer AWPs

11.5.1 Das Bochnerintegral

Sei X ein Banachraum und (a,b) C R.
Ziel: Sinnvolle Definition von fj f(t)dt fiir eine Funktion f: (a,b) - X

Definition 11.30 (einfache Funktion) Seien Ay,..., A, C (a,b) (Lebesque-)mefbar, fi,..., fn € X.
Dann heifst

n
s Y fixa(t)
i=1
eine einfache Funktion.

Definition 11.31 (Bochner-mef3bar) Eine Funktion f : (a,b) — X heiffit bochnermefbar, falls es
eine Folge (fn)n von einfachen Funktionen gibt mit

lim f,(t) = f(¢) fast diberall. (11.30)
n—o0
Definition 11.32 (Bochner-Integral) Sei f : (a,b) = X und (f,)n eine Folge einfacher Funktionen
mit (11.30). Sei zusétzlich
b
i [ 140~ u0)]x de =0. (11.31)
n—oo a

Dann heifit f Bochner-integrierbar und

b b
/ f(t)dt = lim fn(t)dt.

n—oo a

das Bochner-Integral von f. Hier ist das Integral einer einfachen Funktion in natirlicher Weise definiert.

Ubung 11.33 Zeigen Sie, daf das Bochnerintegral der Funktion f wohldefiniert ist, d.h. unabhiingig
von der Folge (f,)n deren punktweiser Limes f ist (solange nur die Bedingungen (11.30) und (11.31)
gelten). .

Satz 11.34 f : (a,b) — X ist Bochner-integrierbar <= f ist Bochner-mefbar und t — || f(t)||x ist
integrierbar. Es gilt dann
b
[ s

Beweis: “=": z.z. ist f; IIf ()l x dt < .
Sei (fn)n eine Folge einfacher Funktionen mit

b
< | If@®lxat (11.32)
AL

b
fu(t) = f(t) fast iiberall und nlgn;o/ Ilf (&) = fu(®)|lx dt = 0.

Da ||f,(O)]lx =3 |If(®)|x fii ist ¢ — | f()|/x als punktweiser Limes meBbarer Funktionen meBbar.
Weiters folgt aus
IF Ol x < 1F(8) = fa®llx + [fa )]l x,

dafBl t — || f(t)|| x integrierbar ist.
“<=": Sei (fn)n eine Folge einfacher Funktionen mit f,, — f f.ii. Definiere zu gegebenem ¢ > 0 die

Folge (fn)n durch

F(l) = {fn@) falls || f(8)lx < (1+ &)l (1)llx
e 0 sonst .

Dann ist f, eine einfache Funktion: zum einen sind ¢ — || fn(t)||x und ¢ — ||f(¢)||x meBbar, so daB die
Menge {t € (a,b) ||| fu(®)]lx = QX +)||f(#®)||x <0} meBbar ist; weiters ist f,, ist eine einfache Funktion.
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Fiir die Funktion f,(t) := ||fn(t) — f()|lx gilt:

~

0< () < 2+ )F0)lx (11.33)
. 1560 = fallx falls [0 < 1L+ I Ol1x
10 f(t)xg{llf(t)llx lls |70 > 1+ F@lx Y

Die Beobachtung (11.34) zusammen mit | f,(t)||x — [|f(¢)||x f.ii. impliziert damit
I fn(t) = f()]x =0 fiL

(11.33) zeigt, dal wir Lebesgue dominated convergence anwenden diirfen, so dafl
b
ti [0 - 76)]x e =0,
n—oo a

d.h. f ist Bochner-integrierbar. B
Es bleibt, die Abschitzung (11.32) zu zeigen. Weil die Funktionen f,, einfache Funktionen sind, ergibt
sich aus der Dreiecksungleichung

/abfn(t) dt

b b
< [ Ifa@lixdt < (1 +e) [ IF(0)]xdt
(S LRk [l

und damit
b b b
[swa =] im [Fod)| <a+o [ @i
a n—oo a a
X X
Da € > 0 beliebig ist, folgt die Behauptung. O

Analog zu den “klassischen” LP-Rdumen kann man die Rdume LP(a,b; X) von Bochner-integrierbaren
Funktionen definieren, wobei man natiirlich Funktionen f, g miteinander identifiziert, fiir die gilt f(¢) =
g(t) f.ii. Die Norm ist entsprechend definiert als

b 1/p
111 Era,bix) = (/ IFOI% dt) , pe[l00),  |flz=px) =esssup|f(t)|x.  (11.35)

te(a,

Satz 11.35 Die Riume LP(a,b; X) sind Banachrdume. Ist X ein Hilbertraum, so ist L?(a,b; X) ein
Hilbertraum mit dem Skalarprodukt

b

(U, ) 12 (a,b;x) :/ (u(t),v(t))x dt.

a

Der Raum L!(a, b; X) ist genau der Raum der Bochner-integrierbaren Funktionen.

Satz 11.36 Sei f € L'(a,b; X). Dann gilt:

b b
. [ Tt = [ (g5 Vge X (11.36)

Beweis: 1. Schritt: Wir arbeiten mit einem Dichtheitsargument. Sei f eine einfache Funktion. Dann gilt
(11.36).

2. Schritt: Sei g € X’'. Dann definieren die linke und die rechte Seite (11.36) jeweils ein stetiges
lineares Funktional auf L'(a, b; X): (wir zeigen hier nicht die Mefibarkeit der auftretenden Funktionen)

IN

b b
/ (g, F (x| dt < / gl 1 £ )l d = gl el 22 ey

/a " foy e

Die stetigen linearen Funktionale der linken und rechten Seite von (11.36) stimmen auf der dichten
Teilmenge der einfachen Funktionen iiberein. Damit stimmen sie auf L!(a,b; X) iiberein. O

b
/ (9, (D) x0x dt

IN

b
gl x- < H9||X'/ 1F Ol x dt = llgllx 1 fll 22 (a.0:)-

X

b
(@, / F(8) dt) e x
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11.5.2 Die Riume H'(a,b; X) und W(a,b; X;Y)

Die Réume H'(a,b; X)

Definition 11.37 (glatte Funktionen) Wir schreiben C§°((a,b); X) fir den Raum der (klassisch)
unendlich oft differenzierbaren X -wertigen Funktionen. Wir schreiben C*([a,b]; X) = {u|@p |u €

C*(R; X)}. Fiir den Fall X = R schreiben auch kurz C§°(a,b) := C§°((a,b);R) und C*([a,b]) :=
C*>([a, b];R).

Sei u € L'(a, b; X). Die distributionelle Ableitung von u ist die lineare Abbildung C§°(a,b) — X gegeben
durch?

b
C5°(a,b) 2 p —/ u(t)e' () dt. (11.37)
LéBt sich diese lineare Abbildung durch eine Funktion v € Lj, (a, b; X) darstellen, d.h.

b b
- [Cue @i = [Covetra voecFab

so nennen wir diese Funktion die schwache Ableitung von u. Damit diese Sprechweise sinnvoll ist, miissen
wir wissen, dafl die schwache Ableitung eindeutig ist. Hier tritt die Separabilitit von X auf. Wir formu-
lieren das Resultat etwas allgemeiner:

Lemma 11.38 Sei X separabel und u € L*(a,b; X'). D.g.:
b
/ W) dt =0 Yo e CP(a,)  —  u=0 fi

Beweis: Sei z € X beliebig. D.g.:

0= (z, /b u(t)p(t) dt)xxx = /b o(t){z,u(t))xxx dt Yo € C5°(a,b).
Damit folgt (z,u(t))xxx = 0 f.ii. D.h.: fiir jedes € X existiert eine Nullmenge N (x) C (a,b) so dafl
(x,u(t))xxx =0 vt € (a,b)\ N(x).
Sei (zy,)n eine dichte Teilmenge von X. Dann ist N := U, N(z,,) eine Nullmenge und
(Tn,u(t))xxx =0 vVt € (a,b) \ N Vn.
Damit ist u(t) = 0 auf (a,b) \ N. O
Im Fall, daB8 X ein separabler Hilbertraum ist, konnen wir damit definieren

Definition 11.39 Sei X ein separabler Hilbertraum. Der Raum H'(a,b; X) := {u € L*(a,b; X) | €
L?(a,b; X)} ist ein Hilbertraum mit Skalarprodukt

b
(u,v) —~ / (u(t),v(t))x + (u'(t),v"(t)) x dt.

Die Ridume W(a,b; X;Y)

Nicht jede Funktion u € L?(a, b; X) hat eine distributionelle Ableitung, die als ein X-wertiges Bochnerin-
tegral darstellbar ist. Fiir unsere Zwecke relevant ist der Fall, dafl die distributionelle Ableitung trotzdem
noch als ein Bochnerintegral darstellbar ist, wenn auch in einem gréfileren Raum Y D X (d.h. in einer
schwiicheren Topologie).

Wir nehmen nun an:!°

X, Y separable Hilbertrdume, X C Y dicht. (11.38)

9die Integrale sind natiirlich Bochnerintegrale
10Die Dichtheitsannahme kann fiir die Def. von W (a,b; X;Y) abgeschwiicht werden
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Ubung 11.40 Gelte (11.38). Sei u € L'(a,b; X) (also Bochner-integrierbar als X-wertige Funktion).
Dann ist u € L(a,b;Y) und mit der Einbettung ix .y : X — Y

b b
IX Yy / u(t) dt = / iX_,yu(t) dt.
(Hier ist natiirlich das linke Integral ein Bochnerintegral in X und das rechte eines in Y). "

Definition 11.41 Gelte (11.38). Sei w € L'(a,b; X). Eine Funktion v € L'(a,b;Y) heifit schwache
Ableitung von u, falls

b

b
—/ u(t)w’(t)dt:/ vBet)dt Ve € C(a,b).

a

Hier ist die Gleichheit im Raum Y zu verstehen. Genauer gesagt ist diese Gleichheit so zu verstehen
(vgl. Ubung 11.40):

b . b b
—ixay [Cug @ P [ g @di= [ e e R
Weil die schwache Ableitung eindeutig ist (vgl. Lemma 11.38), schreiben wir u'.

Definition 11.42 (W(a,b)) Gelte (11.38). Dann ist W (a,b; X;Y) = {u € L?(a,b; X) |u' € L*(a,b;Y)}
Dieser Raum ist ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt

b
(u,v) — / (u(t),v(t))x + (W' (), (t))y dt.

Wir bemerken, dal Y = X zuliissig ist. Dann fallen W (a,b; X;Y) und H!(a, b; X) zusammen.
Wie im Fall der Sobolevriume ist es sehr bequem, wenn man weif}, dafl der Raum der glatten Funk-
tionen dicht in W(a,b; X;Y) liegt. Tatséchlich gilt (vgl. [14, Chap. 1, Thm. 2.1])

Satz 11.43 Gelte (11.38). Dann ist der Raum Raum C*([a,b]; X) dicht im Raum W (a,b; X;Y). M.a. W.:
Mit der Einbettung ix_x existiert fir jedes u € W(a,b; X;Y) eine Folge (uy)n C C*°([a,b]; X') mit

T}gg(} = unllL2(apx) + | — ix=yvupll L2(a6v) = 0.

11.5.3 Evolutionstripel—Gelfand Dreier
Wir betrachten im folgenden Hilbertraume V', H mit
V und H sind separabel, V C H ist dicht. (11.39)

Im folgenden wird der Dualraum V' eine wichtige Rolle spielen. Wegen V' C H ist H' C V'. Im Kontext
von Evolutionstripeln ist iiblich, den Raum H’ mit H zu identifizieren. Damit ergibt sich V¢ H Cc V.
Etwas formal sauberer mit den Injektionen 7 : V — H und ¢’ : H — V' ist die Aussage wie folgt:

Satz 11.44 Sei H Hilbertraum und V' ein reflexiver Raum. Sei i : V — H linear, stetig und injektiv und
sei i(V) C H dicht. Dann wird durch

(i"h,v)yvrixy = (hyi(v) (11.40)

eine lineare, stetige und injektive Abbildung v’ : H — V' mit ||5']] < ||i|| definiert. Weiters ist i'(H) C V'
dicht.

175



Beweis: Die Forderung (11.40) definiert den linearen Operator i’ : H — V’; er ist linear und stetig.

Der Operator i’ ist injektiv: i’h = 0 impliziert (h,i(v))g = 0 fiir alle v € V. Weil ¢(V)) C H dicht ist,
folgt h =0 (in H).

Die Dichtheit von ¢'(H) folgt mit Hahn-Banach. Sei v" € V" mit (v",i'h)y» v, = 0 fiir alle h € H.
Wir miissen zeigen: v” = 0. Weil V reflexiv ist, gibt es also ein v € V so daB (v,i'h)yxy, = 0 fiir alle
h € H.D.h.

0= <U,i/h>VXV/ = (h,z(v))H Vh e H.

Damit i(v) = 0 und aus der Injektivitéit von ¢ folgt v = 0 und damit v = 0. 0

Korollar 11.45 Unter den Voraussetzungen von Satz 11.44 ist die Abbildung I : V — V' definiert durch
I =i oi linear, stetig und injektiv. Weiters ist I(V') C V' dicht, und I ist symmetrisch im folgenden
Sinn:

(Tv,wyyxy = (v, Tw)y v = (iv,iw) g Yo, w e V.

Beweis: Ubung. |
Man fafit die obigen Resultate auch kurz wie folgt zusammen:
vigd Vv, beide Einbettungen stetig und dicht. (11.41)

Definition 11.46 (Evolutionstripel, Gelfand-Dreier) Unter den Voraussetzungen von Satz 11.44
heifst (11.41) ein Evolutionstripel oder Gelfand-Dreier.

Das “Standard-setting” von Evolutionsproblemen ist, dal u € L?(a, b; V') und die'! schwache Ableitung
u € L2(a,b; V"), d.h. der Raum W(a,b; V; V).

Ubung 11.47 Seien V, H separable Hilbertriume und V' — H — V' ein Evolutionstripel. Seien u €
L'(a,b; V) und w € L'(a,b; V'). Dann ist w schwache Ableitung von u genau dann wenn

b b
[ utw.inug @i = [w®ovved VeelFay) wev,

Hinweis: Satz 11.36, Korollar 11.45. =

Fiir Hilbertrdume V, H ist wie oben erwihnt der Raum W(a,b; V;V’) ein Hilbertraum. Fiir die An-
wendbarkeit von Evolutionstripeln auf parabolische Probleme ist die Aussage entscheidend, dafl u €
W(a,b; V; V') eine stetige Funktion mit Werten in H ist: u € C([a,b]; H); dies wird uns erlauben, die
Anfangsbedingungen in sinnvoller Weise zu formulieren. Weiters gilt die Formel der partiellen Integration:

Satz 11.48 (partielle Integration) Seien V, H separable Hilbertriume und V.— H — V' ein Evo-
lutionstripel. D.g.:

(i) W(a,b;V;V') C C(la,b]; H) und
Hiu”C([a,b];H) <C [||u||L2(a7b;V) + Hul||L2(a7b;V/)] .
(i) Fiiru, v € W(a,b;V; V') ist fir alle s, t € [a,b]:

((@(u(t)),i(v(t)) g — i(u(s)),i(v(s)))m = / (W' (T),v(T)vrxy + (u(r), 0" (7)) v v dr

HWir erinnern daran, dafl wir Separabilitit von V und H benétigen, um die Eindeutigkeit der schwachen Ableitung zu
gewihrleisten—das miifiten wir noch fordern, um von der schwachen Ableitung sprechen zu diirfen
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Beweis: ad (i): Im Prinzip geht man so vor wie bei den 1D Einbettungen Sobolevriumen H!(0,1) C
C([0,1]) durch Ausnutzen der Dichtheit von C*°([0,1]) in H'(0,1). Zur Erinnerung: man approximiert
u € H'(0,1) durch glatte Funktionen u,, € C*°([a,b]) und zeigt, dal diese eine Cauchyfolge in C([0,1])
bilden. Wir werden uns deshalb entscheidend auf die Dichtheitsaussage Satz 11.43 stiitzen.

Wir illustrieren das Vorgehen fiir (i). Sei u € C*°([a, b]; V). Dann existiert fiir jedes ¢ die klassische
Ableitung u/(t) € V. Zur Motivation bemerken wir, da$ fiir eine Funktion v € C'(a,b; H) wir folgendes
erwarten:

——|lv@®)||F = (v(t), v &) g = (v(t), v (t))vxv’, falls zusétzlich v(t) € V.

Wir wollen diese Aussage nun mittels der Einbettungen ¢ und i’ formal hinschreiben.
Fiir u € C*([a,b]; V) ist v’ € C*>([a,b]; V). Die Stetigkeit von i : V' — H zeigt fiir die klassischen
Ableitungen (iu)’ = iu’. Damit kann man einfach zeigen:

1d

EE(iU(t)aiU(t))H = (i (t), iu(t) g = (@' (i (1)), u(t)) vy = (T’ (t), u(t)vixv (11.42)

Wir schliefen fiir beliebige s, t € [a, ]

t
liu(®)13 = lliu(s)]3 + / (I (7), () vy < i) + V/I5 = I v ull 2oy (1143)
S

Sei nun u € W(a,b; V;V’). Wegen der Dichtheit von C*°([a,b]; V') in W (a,b; V; V') gibt es eine Folge
(Un)n C C*([a,b]; V) mit

b
/ () — un()|% + [0/ (t) — Tu ()2 dt — 0 1 — oo. (11.44)

Insbesondere konvergiert v, — « (in V und damit auch in H) fast iiberall. Aus (11.43) folgt

it (8) = it () 13 < it () = it ()13 + v/Ts = MLty = )| 12w it = | oy (11.45)

Wir wihlen nun s so, dal u,(s) — u(s). Damit sehen wir, da} die Folge (iu,), eine Cauchyfolge in
C(Ja, b]; H) ist. Sei dieser Limes v € C([a, b]; H). Weil die Folge (uy), punktweise fast iiberall in V.C H
gegen u konvergiert, muf} also v(t) = u(t) f.i. gelten.

ad (#): Man approximiert v und v durch zwei Folgen (un)n, (vn)n C C°°([a,b]; V). Fiir feste n, m
gilt dann die klassische partielle Integration (vgl. das Vorgehen in (11.42))

(tun(t), ivm (8)) = (iun(s), ivm(s))m = / (T (7), v (7)) vrscv + (103, (7), un (7)) v v -

Es ist dann iu, — tu, Tu], — «’ punktweise f.ii. und analog fiir v. Die gewiinschte Aussage ergibt sich
nun, indem man zuerst n — oo und anschlieend m — oco. O

Bemerkung 11.49 Der Beweis von (i) zeigt, wie die Aussage u € C([a,b]; H) (und die punktweisen
Ausdriicke 4u(t), iu(s)) zu interpretieren sind: Fiir die Funktion u € W(a,b;V;V’) C L?(a,b; V) ist
natiirlich ju € L?(a,b; H) und in dieser Aquivalenzklasse gibt es einen Vertreter, der sogar in C([a, b]; H)
ist. [

11.5.4 Die Wirmeleitungsgleichung als Evolutionsgleichung
Die Wirmeleitungsgleichung als Prototyp eines parabolischen AWPs ist

u—Au = f inQx(0,T) (11.46a)
u = 0 aufdQx(0,7) (11.46Db)
u(0,) = wup(") (11.46¢)
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Fiir eine Losungstheorie miissen die Ableitungen geeignet schwach interpretiert werden. Sei u eine klas-
sische Losung von (11.46a). Durch Multiplikation mit einer Testfunktion v € H{(Q2) und partieller
Integration ergibt sich mit der Bilinearform a(z, w) = fQ Vz-Vw

(u'(t),v) p2() + alu(t),v) = (f(t),v)r2(0) Yo € H} (). (11.47)

Um die Randbedingungen u(t,-) = 0 auf 9 zu erfiillen, wird man w : (0,7) — Hg () suchen. Konkret
werden werden wir u € L%(0,T; H}(£2)) suchen.

Bis jetzt waren die Differentiationen nach der Ortsvariablen schwach interpretiert, nicht aber die
Ableitungen nach t. Wir setzen V = H(Q) und H = L2(2). Wir hatten uns schon festgelegt, u €
L?(0,T;V) suchen. Fiir die Zeitableitung u’ sehen wir in (11.47), dafl es auch geniigen wiirde, wenn
u/(t) € V'. Dies suggeriert, dal ' € L?(0,T; V") eine verniinftige Bedingung sein wird.

Bis jetzt war die Zeitableitung in (11.47) klassisch. Eine distributionelle Interpretation ergibt sich
durch Multiplikation mit ¢ € C§°(0,7T") und partieller Integration:

T

- / (ult), v) 12y (1) di+ / a(u(t), v)p(t) dt = / ) 0)ptydt  Yoe HYQ) Vo e CF(0,T).
0 0 0

Verlangt man nun w € L*(0,7; V) mit v’ € L*(0,T; V"), so ergibt sich wegen (u(t),v)12() = (iu(t),v)q,
dafl
T

- [ Oy Ot == [ Gute) i 0 de LT = [ ) v @) de
0 0

0
u'€L?(0,T;V")

T T
Satz_11‘36_ v w / v v, U, <V’
= ( /0 Tu(t)¢'(t) dt)v xv ( /0 (t)(t) dt)v xv

Damit ist die Wirmeleitungsgleichung so zu verstehen: Finde u € L2(0,T;V) mit v’ € L2(0,T;V"), so
daf

T T T
/ (T (1), )y vo(t) dit / a(u(t), v)p(t) dt = / ) eeet)di Yoe HAQ) Yo e (0, T).
0 0 0

Wir bemerken, dafl diese Aussage (dquivalent) punktweise in der Zeit verstanden werden kann: Finde
u € L0, T;V) mit v’ € L?(0,T;V’) so da*?

(W (t),v)vixv +a(u(t),v) = (f(t),v)r2@) Vv € Hy(Q)  fast iiberall.

Die Anfangsbedingung (11.46¢) ist bis jetzt nicht beriicksichtigt worden (die Testfunktionen ¢ verschwin-
den bei t = 0!). Da8 dies moglich ist, ergibt sich aus Satz 11.48: w € L?(0,T;V) mit v’ € L?(0,T;V")
impliziert u € C([0,7]; H). D.h. die Anfangsdaten ug diirfen wir aus H = L*(Q2) wihlen. Damit ist das
klassische Formulierung: Finde u € L*(0,T;V) mit «’ € L?(0,T; V") so da8

W (t),v)vixv +alult),v) = (f(t),v)r2 Yv€ Hy(Q) fast iiberall, (11.48a)
u(0) = wg€ H. (11.48b)

Aquivalent hierzu ist wie oben besprochen die (in der Zeit) distributionelle Sichtweise: Finde u €
L2(0,T;V) mit v’ € L?(0,T;V’) so daB
T T
- [ Gt ivue @ de+ [ aule), o de -
0 0

T
/0 (f(t),v)r2()p(t)dt Vv € HY(Q) Vo € C3°(0,T), (11.49a)
u(0) =ug € H. (11.49b)

Die Existenztheorie fiir diese parabolischen Probleme wird in der VO partielle Differentialgleichungen
mit dem Galerkinverfahren entwickelt. Wir zeigen hier einen alternativen Zugang, der mit der inf-sup
Bedingung arbeitet. Der Einfachheit halber betrachten wir den Fall ug = 0. Wir definieren die Rdume

X :={ue L*0,T;V)|u € L*(0,T;V') und u(0) =0}, Y :=L*0,T;V). (11.50)

12yergl. auch den Beweis von Lemma 11.38
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Man kann sich iiberlegen, dafl (11.49) dquivalent ist zu: Finde u € X, so dafl

T T
/0(u’(t),v(t))v/xv+a(u(t),v(t))dt:/ (F(),v(t))yrxy dt Yo eY; (11.51)

0

hier haben wir zugleich den Schritt gemacht, dafl wir den allgemeineren Fall f € L2(0,7T; V') formuliert
haben. Bevor wir uns mit der Losbarkeit von (11.51) beschéftigen, fassen wir die Aqulvalenzen zusammen:

Satz 11.50 Die Formulierungen (11.48) und (11.49) sind dquivalent. Fir ug = 0 sind diese Formulie-
rungen mit (11.51) dquivalent.

Fiir die Losbarkeitstheorie miissen wir eine inf-sup-Bedingung zeigen:

Satz 11.51 Die Bilinearform B : X XY — R gegeben durch

T
(u,v) = B(u,v) := /0 (W' (), v(t))vrxv + a(u(t), v(t)) dt

erfillt:
B(u,v)
inf sup 7————>7>0 (11.52
ueX pey [|luflx|lvlly )
VO#£veY 3JueX: B(u,v)#0. (11.53)

Beweis: ad (11.52): Sei A : V — V'’ der Operator, der durch die Bilinearform a(-,-) definiert ist:
(Au, V) xv = a(u,v) Yu,v € V.
Nach Lax-Milgram ist A stetig invertierbar. Insbesondere ist
Izllv: < ClA 2llv  Vze V"
Weiters impliziert die positive Definitheit von a eine positive Definitheit von A~

(A7 2, ) vy = (AT 2, AA )y = a(A 12, A7) > af|[ A 2|13 > o||2)|3 Vze V.
(11.54)
Zu gegebenem u € X machen wir den Ansatz v(t) = A~/ (t) + pu(t) mit einem Parameter p > 0,
den wir noch wéhlen werden. Einsetzen ergibt:

T
b(u,v) = /0 (' (t), A1 (t) + pu(t))vr v + a(ult), A7/ (8) + put)) dt

Wir bemerken, dafl (11.42) (dort ist es fiir glatte V-wertige Funktionen gemacht) uns liefert:

T T
| @@y dt =5 [ Lo de = gl

Damit
T 1 T T
o) = [ OA @)y dt i [ atu@u@)dere [t A @) di
0 K , 0 0
201 2 0 1,1, = 201l sy, SO0 rm W20 rvy

Wiéhlt man p hinreichend grof3, so ergibt sich

b(u,v)

Y

C [z oy + 103202 | = Cllulk,

IN

lvlly pllull 2o,y + 16| L20,mvy < (1 + ) llull x.
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ad (11.53): Sei v € Y mit
b(u,v) =0 Yu € X. (11.55)

Wir miissen zeigen: v = 0.
1. Schritt: Wir behaupten, dafl die distributionelle Ableitung von v € L%(0,7;V) in L?(0,T; V") ist.
Wir geben v explizit an, indem wir die Funktion

2(t) == Av(t) te (0,T)
definieren. Dann ist z € L2(0,T; V"), weil v € L?(0,T;V). Da8 z die Ableitung v’ ist, ergibt sich aus
folgender Rechnung fiir beliebiges w € V' und Funktionen ¢ € C§°(0,T):
r Satz 11.36 r r
<w,/ SOt dtyyrys 2 / (w, () v v o(t) dt :/ (w, Av(E))vxvo(t) dt
0 0 0

- 0)=0

T T
- / a(v(t), wp(t)) dt 20 / (T (), 0()) vy dt
0 0

T
Cor. 11.45
L [ 108 @) dey
0
Damit ist

| =wear=— [ nwgwa

was genau bedeutet, dafl z die schwache Ableitung von v ist.
2. Schritt: Weil v € L2(0,T; V) mit o' € L?(0,T; V') konnen wir die Formel der partiellen Integration
aus Satz 11.48 zum Einsatz bringen. Es gilt fiir beliebiges v € X:

T
(iu(T), i0(T)) st — (iu(0),iv(0))r = / (W (8),0(6) vy + (0 (8), ult)vry dt (1156)

b(-0)=0

T
/0 —a(ult), v(t)) + (0 (8), u(t))v v dt

Wiéhlt man in (11.56) die Funktion « von der Form u(t) = we(t) mit w € V und ¢ € C§°(0,T) so ergibt
sich

/OT [— (' (t),w)vxv +alv(t),w)] et)dt =0 Ve C0,T).
Durch Variation von ¢ € C§°(0,T) ergibt sich
—('(t), w)vixy + alv(t),w) = f.ii.. (11.57)
Anders ausgedriickt (vgl. den Beweis von Lemma 11.38):
V() = Av(t)  fii.. (11.58)
Wiéhlt man nun in (11.56) u(t) = tw mit w € V beliebig, so ergibt sich

T
T(iw,w(T))y = /0 t(—a(w,v(t)) + (V'(t), w)y/xv) dt =0  Yw e V. (11.59)

(1127)0

Damit ergibt sich v(7") = 0. Zusammen ergibt sich
'(t) = Av(t) Ll und v(T)=0 in H. (11.60)

3. Schritt: Aus (11.60) schlieflen wir nun v = 0: Aus (11.58) erhalten wir
T
0= / —a(u(t),v(t)) + (V' (t),u(t))v <v dt, Yu € L*(0,T;V).
0
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Wihlt man v = v und nutzt v(T") = 0 sowie die Formel der partiellen Integration, so ergibt sich

T
iw(0)]3 = / a(v(t), v(t)) dt >0,

woraus sich v = 0 ergibt. O

Korollar 11.52 Das Variationsproblem (11.51) hat fiir jedes f € L?(0,T;V’) eine eindeutige Losung.

Beweis: Folgt aus Satz 11.51 und Satz 7.1. |

Bemerkung 11.53 Man kann auch fiir inhomogene Anfangsbedingungen arbeiten. Man wihlt als Tes-
traum _
Y =Y xH

und als Bilinearform B und rechte Seite

B(u, (v,w)) := B(u,v) + (w(0), w)m,  I((v,w)) :=1(v) + (w0, w)n
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11.6 nichtglatte Anfangsdaten

Ziel: Eine Konvergenztheorie fiir realistische Startwerte ug, d.h. ug € L?. Die Konvergenztheorie soll auf
dem Abschétzen der Fehler durch Semidiskretisierung aufbauen:

lu(tn) = upll < llultn) = un(ta)ll + lun(ta) — ui]

Wir werden in Abschnitt 11.6.3 den Fehler ||u(t,) — up(t,)| 2 kontrollieren und in Abschnitt 11.6.4 den
Fehler [Jup(tn) — ul|| 2.

Problem bei ||u(t,) — un(t,)|: Die Losungstheorie zeigt, dal mit V = H}(Q) und H = L*(Q) das
“natiirliche” setting ist: w € L?(0,T; V) und v’ € L?(0,T; V') und u € C([0, T]; H). Wir kénnen eigentlich
nicht erwarten, dafl u (oft) differenzierbar ist mit Werten in V. Das war allerdings unser Startpunkt fiir
die Analyse des Semidiskretisierungsfehlers v — uy, in Satz 9.3:

t
wafumwhz§Wmfﬂmﬂmeﬂtwm@—4%wwmr+/e”mﬂmw@waaw@wmds
0

fiir sinnvolle Abschétzungen benétigt man, dal ug € V' (und nicht in H!) und dafl «’ € L*((0,T); L?(£2)).

Vereinfachung: Wir werden uns im vorliegenden Abschnitt auf den Speziallfall f = 0 konzentieren, bei
dem die fiir die Warmleitungsgleichung typischen Phinomene besonders ausgepragt auftreten. Qualitativ
dhnliche Aussagen gelten auch fiir numerische Verfahren mit hinreichend glatten f # 0.

11.6.1 Glattungseigenschaft

Typisch fiir parabolische Probleme ist die Gldttungseigenschaft, d.h. die oben angedeuteten Schwierig-
keiten treten nur bei ¢ = 0 auf. Um zu sehen, welche Regularitit man erwarten kann, betrachten wir den
den Losungsoperator E(t) : ug — u(t), welcher die folgende Form hat!?

Z u07 Qpn L2%n-

Es stellt sich heraus, dafl die Ableitungen der Losung E(t)ug in geeignet gewichteten V-wertigen Riumen
sind:

Lemma 11.54 (i) Fiir jedes ug € L?(2) istt — E(t)ug in C*°((0,00); H} () und auch in C°°((0,00); L?(£2)).
(ii) fir jedes m € Ny ist || & E(t)uol| g1 (q) < Crnt ™2™ |Juo|| 12 (0 -

(iii) fiir jedes m € Ny ist Hdtm (t)uoll2(0) < Ot ™" ||uoll £2(0) -

(iv) [y I1E(s)uoll ds < Clluol3
(v) [y s2£E(s)uol| % ds < Clluol?

Beweis: Ubung. Beachte, daB

”ZH%Z(Q) = Z |(Z7<Pn)L2|27 |Z|%11(Q) = Z)\n|(z,<ﬂn)m|2-

Daraus ergibt sich z.B. fiir (iv)

/ |E(t)uolF o ds—/ Z)\ [(E(s)uo, ¢n)r2|” ds—/ Z/\ne 222 (ug, on) 2] dS<OZ| (w0, on)r2I?

x

Fir (ii), (iii) verwendet man sup,.ze " < oo. O

BErinnerung: fiir f # 0 liefert das Duhamelsche Prinzip auch eine Losungsformel
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Bemerkung 11.55 Falls 9Q € C*, dann sind die Eigenfunktionen ¢,, auch glatt (auf Q), und man
kann zeigen: E(t)ug € C°°((0,00); H*(Q)) fiir jedes k. Die Singularitiit bei ¢t = 0 bleibt jedoch erhalten.

Frage: ist es trotzdem moglich, dal ¢ — E(t)ug € C™(]0,T); V) fiir ein m € No?
Antwort: kompatible Anfangswerte wg

Lemma 11.56 Definiere fiir m € Ng den Raum

H™(Q) :={u e L*(Q)| Z)\Zﬂ(u,(pn)pﬁ < o0}, HuH%m(Q) = Z)\:;L (u, o) 12| (11.61)
Dann gilt:
(i) Fiir ug € L* gilt E(t)ug € H™(Q) fiir jedes m € No und t > 0.
(i) Falls ug € ﬁm(Q), dann gilt fir £ >0 und 0 <m <gq

dl

|z B (ol oy < Ct=(a=m)/2=¢ )y t>0.

ITIm(Q)a

Beweis: Ubung. Man bemerkt, daf8 sup, .o z7 "2 =27 < o0, O

Bemerkung 11.57 o fiir m =0 ist ﬁO(Q) =L%(Q)
o fiir m = 1ist H'(Q) = HL(Q)
o fiir m > 1ist H™(Q) C H} () nicht einfach zu beschreiben. Fiir glatte 9 gilt
H™Q) ={ue H™(Q) | (Au)|pgo =0 0<j<m/2}.

Insbesondere ist auf dem Raum H™(Q) die Norm | - [ () dquivalent zur Norm || - || .. (o (vgl.
[19, Lemma 3.1]).

o fiir m =2 ist H™(Q) = H2(Q) N H(Q).
Man sieht, dal die Forderung ug € H™()) eine unnatiirliche Kompatibilititsbedingung auf 9 dar-
stellt.

Offensichtlich sind fiir ug = 0 alle Kompatibilitdtsbedingungen erfiillt (— “versteckte” Regularitét). Mit
dem Duhamelschen Prinzip konnen wir deshalb folgende Regularititsaussage erhalten:

Lemma 11.58 Seiug = 0 und f € L*((0,T); L*(Q)). Dann erfiillt die Losung u(t) = fg E(t—s)f(s)ds:

t
e < Ct[ G st (11.62)

t
[y < € [ 1@ ds e 0.1] (11.63)

t t
| @t s < € [ 1) e ds (11.64)

Beweis: Ubung. Schreiben Sie f,,(s) = (f(s), ¢n) 2. Starten Sie von u(t) = 3" ¢n fot fn(s)e 2 (t=5) ds.

Fiir (11.63), (11.64) iiberlegen Sie sich, daB Sie schluBendlich 3, [ [| f(s)]|2 dsA, fy e=2*7(1=%) ds abschiitzen
miissen. g
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Ubung 11.59 Sei uj, 0 = 0. Dann gilt fiir die semidiskrete Approximation uy,(t) = fot EnL(t—s)f(s) =
[y Bt — )L f(s) ds

@l < Ct [ IOy ds e 0T
2
lan@® P < C / T2 ()2 ds, € (0,7,
<

t
[ 1 eds < € [ 10 560 ds.

11.6.2 Reduktion auf die Analyse von p

Ausgangspunkt der Fehleranalyse ist die Fehlergleichung: Wie im Beweis von Satz 9.3 schreiben wir

en(t) = up(t) — u(t) = up(t) — Pru(t) + Pou(t) — u(t) (11.65)

=0(t) =p(t)

und erinnern uns an die Fehlergleichung, die dort bewiesen wurde:
(0'(t),v)2 +a(0(t),v) = —(p'(t),v)r2 Yo € V. (11.66)

Fiir eine Abschiitzung von 6 tritt die Schwierigkeit auf, da§ 6(0) nicht definiert ist. Eine der Kernbeob-
achtungen von Lemma 11.54 ist, dal wir v’ zwar nicht in L2(0,7; V) oder L?(0,T; H) erwarten konnen,
dafl aber Schwierigkeiten nur bei ¢ = 0 zu erwarten sind, d.h. man kann mit gewichteten Rdumen arbei-
ten. So sind z.B. fot s2||u'(s)]|2 2 ds und fot s2|lu(s)||%: ds kontrollierbare Objekte. Wir verfeinern deshalb

die Abschiitzungen aus Satz 9.3 und Ubung 9.5 dahingehend, daB wir mit gewichteten Normen arbeiten.

Lemma 11.60 FEs ist fir alle t > 0

t t
/ 108)|22ds < CHITIF e(0)[22 + C / lo(s)]12 ds, (11.67)
0 0
t t
H6(0)]12- + / S0(s) 2 ds < C / PG + (o) ds + sup sl + o0 ehmm%&
se(0,t

Beweis: ad (11.67): Der “Trick” beim Beweis von (11.67) besteht in einem “parabolischen Dualitétsar-
gument!'”. Sei t = tg fest gewihlt. Betrachte die “Riickwiirtsgleichung”

—zz—Az = 6 auf Qx(0,ty), (11.69)
z = 0 auf 9Q x (0,t9), (11.70)
A(t)) = 0. (11.71)

Betrachte die semidiskrete Approximation an z, d.h. die Funktion z, € C1((0,%0); V4) N C°([0,to]; Vi),
welche die Gleichung

—(zp,v) 2 +a(zp,v) = (0,v)r2 Yo € Vy, auf (0,t0) (11.72)

zn(to) = 0 (11.73)

MDuyalititsargumente sind auch nur eine clevere Wahl der Testfunktion...
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16st. Dann ergibt sich fiir s € (0,0)

16(s)I172 —(21(5),0(s)) 2 + a(zn(s), 6(s))
*i(Zh(S)ﬁ(S))Lz + (2n(5),0'(s)) L2 + a(2n(s), 0(s))

dt
(e (5), 05)) 2 — (0! (), 20522
I o(9), )1+ (p(), ()1 — o ls), ()
(el en())ze + (pls), 2 (5)).
Fiir 0 < € < to liefert Integration und z,(tp) = 0
J O ORI C Y N /Ol PR EAGI PP
g _/_/ 1>

—(2r(0),er(0)) L2wg. en € C([0,T]; L?)

t t
<VI0 1e122 /150 124112

Weil 2, (0) € Vj, ist also (24(0), en(0)) 2 = (24(0), 115 €4(0)) 2. Ubung 11.59 liefert
to to
|1 ds 5 0 < € [ ds

Damit ergibt sich

to
/ ||0(s)||2L2 ds < C
0

to 5 to
/0 lo(s) 122 ds + VE|TT® eh<o>Lz] / 16()[12. ds

ad (11.68): Der Beweis verlduft wie in Satz 9.3. Die Wahl v = t0(t) in (11.66) liefert

5 SHIODI2) + 1a(0(0), 0(1) = ~1(6' (1), 6(0)) 12 + 210(0) -

Integration iiber (e,t) liefert

1 K 1 i I
SOOI+ [ sl ds = 3el0@NE ~ [ pehoEeDds 5 [ 103 ds

VIS 210 ()25 dsy/ [ 10(s)113 ds

Es bleibt, eine Abschétzung fiir lim sup,_, €[|6()||% 2 zu finden. Wir schreiben 6 = up,—Pyu = u—up—p =
e, — p und erhalten wegen e, € C([0,T]; L*(Q))

limsup v2[0(¢)| > < limsup ve(len(e)| 2 Himsup Ve[| p(e)| 2 = limsup Ve[ [p(e)[[z2 < sup v/s]|p(s)]|z2-
e—0 e—0 e—0 e—0

s€(0,t)

Insgesamt ergibt sich mit der Young-Ungleichung und (11.67):

t t
2
H0(0)]12- + / 510() 20 ds < © / P ()2 + o2 ds+ sup sllp(s)]2 + ¢TI en(0)]

s€(0,t)
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11.6.3 Semidiskrete Konvergenzresultate mit kompatiblen Anfangsdaten

Wie Satz 9.3 und Lemma 11.60 zeigen, muf} p kontrolliert werden. Damit werden die Approximations-
eigenschaften des Ritzprojektors P, wichtig. Die folgende Notation fixiert den Parameter r — er ergibt
sich allgemein aus dem (elliptischen) Dualitétsargument (“Nitsche-Trick”):

Notation 11.61 Seir € (0,1] so, dafs
lv = Ppo|lp2 < Ch||v — Pro||gr < CR™||v|| g1

Fiir konvexe oder glatt berandete Gebiete gilt r = 1 in Notation 11.61, falls typische FEM-R&ume gewéhlt
werden und h die Gitterweite darstellt. Um spéter auf diesen Fall verweisen zu kénnen, formulieren fol-
gende Annahme, welche fiir typische FEM-Ridume (basierend auf stiickweise linearen Ansatzfunktionen)
fiir konvexe Gebiete oder glatte berandete Gebiete erfiillt ist:

Voraussetzung 11.62 FEs gilt Notation 11.61 mit r =1 und
lv = Phvllre < CR||ol| gagqy Vo € H(Q).
Fiir kompatible Anfangsdaten ug € H> (©) erhilt man die optimale Rate:

Satz 11.63 FEs gelte Voraussetzung 11.62. Sei f =0 und ug € ﬁQ(Q) Sei zusdtzlich up,0 = HL2u0 (es
geht auch up o = Pyug). Dann ist

() = wn(®)ll20) < Ch?[luoll 2 g

Beweis: Wir verwenden Lemma 11.60 und die Eigenschaft aus Bemerkung 11.57, daf} die volle H2-Norm
dquivalent zur || - || z.-Norm ist. Mit Annahme 11.62 und Lemma 11.56 folgt

len@l: < Chuol s gy,
t t t
J ez as < ont [ 1Bl gy ds < 08 [ ol g, < Chtluolyag,
! 2 2 4 i 2 d 2 4 i 2 2 2 4 2
| Rloitas < ont [ @15 EE 0 g s < O [l g < Chtluol g,
2 4 2 4 2
sup sl||p(s < Ch* sup s||E(s)uol|% < Ch*t||lugl|% ,
s slo(5) e s SIBS) 0l o) < Ol
was den Beweis abschlieft. O

Semidiskrete Konvergenzresultate mit inkompatiblen Anfangsdaten

Satz 11.64 Sei r wie in Notation 11.61. Sei ug € L*(Q) und f = 0. Sei uy, die semidiskrete Approxi-
mation mit Startwert up o = HL2u0. Dann gilt:

lu(t) — up(t)]|rz < Chrt_1/2||u0||L2. (11.74)
Falls zusdtzlich Voraussetzung 11.62 gilt, dann gilt sogar
lu(t) —un(®)llz < Ch*tHuol| 2. (11.75)

Beweis: ad (11.74): Wegen up,(t) — u(t) = 0(t) + p(t) und Lemma 11.60 miissen wir ||p(s)|zz, ||0"(s)] L2
abschiitzen. Der zusiitzliche Term TT-° en(0) verschwindet wegen der Wahl uy, o = HL2u0!
Fiir s > 0 ist u(s) = E(s)ug € H}(Q) und nach Voraussetzung

lp(s)llz> < CRT[luls)mr [lp' ()]l < CR7 || (8)]| -
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Mittels Lemma 11.54 schlieffen wir

t t
towllz: < /OIIP(S)II%zdSJr/O Szllp’(S)lliad5+0iur<>t8||p(5)llizSChQ"IIUoII%z~
S

ad (11.75): Zuerst bemerken wir, dafy die Aussage (11.74) mit » = 1 gilt. Zu dem Evolutionsoperator
E(t) und dem diskreten Evolutionsoperator Fj(t) fithren wir noch den Fehleroperator Fj(t) ein:

F(t)v = By ()X v — B(t)v
(der Operator ist nichts anderes als u(t) — up(£), wenn u(0) = v und up,(0) = ITX*v gewdihlt wird). Unser

Ziel ist,
| Fn(t)vllge < CR*t Yol Yo e L2 (11.76)

zu zeigen. Zuerst bemerken wir, dafl mit der Dreiecksungleichung und elementaren Eigenschaften von
E(t) und Ej(t) folgt:
[ Fn(t)vllzz < 2vl|L2 (11.77)

Wir kénnen uns also auf den Fall h?¢~! < 1 beschrinken. Wir nutzen die Halbgruppeneigenschaften von
E und Ej, aus, d.h. E(t+s) = E(t) o E(s) und Ex(t + s) = Ep(t) o Ex(s). Damit gilt:

Fi(t) = Fu(t/2)E(t)2) + E(t/2)Fu(t/2) + (Fu(t/2))?, (11.78)

denn

Fiu(t/2)E(t/2) + E(t/2)Fi(t/2) + Fa(t/2)Fu(t/2)

= (En(t/2)TTF" — B(t/2))E(t/2) + E(t/2)(En(t/2)TT" — E(t/2)) + (Ep(t/2)T1" — E(t/2))?

= En(t/2IIF B(t/2) — E(t) + E(t/2)Ex(t/2)1Y — E(t)+

By (t/2)IIX B, (t/2)ITX — By (t/2)IY E(t/2) — E(t/2)En(t/2)T1Y + B(t)

= E(t/2)117 By (t/2)1F — B(t) = By (t/2)En(t/2)1F — B(t) = Ey(OIIY — E(t) = Fy(1).

Die Glittungseigenschaft liefert E(t/2)ug € H*(Q). Damit liefern Satz 11.63 und Lemma 11.56
10 (t/2)E(t/2)uol| 12 < Ch?| E(t/2)uo|l ga(gy < Ch*t luol| 12

Nun sind Ej, und Fj, bzgl. des L-Innenproduktes selbstadjungiert (Ubung!). Damit ist || E(¢/2) Fj,(t/2)| 1> =
|Fw(t/2)E(t/2)]| L2 und damit

IE(t/2) Fi(t/2)uol| 2 < Ch*t™ [luo|| 12
Es bleibt, ||(F,(t/2))?uo|| > abzuschitzen. Aus (11.74) mit r = 1 folgt
1Fn(t/2) Fr(t/2)uol 2 < Cht ™2 || Fiy(t/2)uol| 12
Insgesamt haben wir erhalten:
| Fn (t)uo | 2 < Ch* ™ Y|uol| 2 + Cht=2|| Fy(t/2)uo)| 2. (11.79)
Einsetzen diese Abschétzung in sich selbst liefert
1Fn(t)uoll 2 < CR*¢ ™ ol 2 + Ch* || Fi(t/4)uo] 2.

Wir erinnern nun daran, daf§ nach (11.77) ||F(¢)||L2 < 2 unabhingig von t. Somit ergibt sich die
gewiinschte Abschitzung || Fy, (t)uo||r2 < Ch2t=1||uol| 2. O
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Ubung 11.65 Zeigen Sie: Falls der Raum Vj, die Approximationseigenschaften

o = Puvll ) < Ch™ ol grasr s 10— Pavllar oy < Chollolgrast @y Vo € HIFH(SQ) N HY(Q).
hat, dann gilt folgende Erweiterung der Sdtze 11.63, 11.64:
la(®) = un®llzz < Chuollgarriy  Vuo € ATH(Q), (11.80)
lu® —un@®)ll s < CRTFH D2 g o g (11.81)

Hinweis: Fiir (11.80) gehen Sie vor wie im Beweis von Satz 11.63 und verwenden Sie die Norméquivalenz aus Bemer-
kung 11.57. Fiir (11.81) iterieren Sie (11.79) geeignet oft. u

Bis jetzt war immer f = 0 angenommen. Wir zitieren (vgl. [19, Thm. 3.6]) ein Resultat, welches mit
dhnlichen Techniken gezeigt werden kann und welches zeigt, dafi auch fiir f # 0 weg von ¢ = 0 mit
optimalen Raten gerechnet werden kann:

Satz 11.66 Gelte Voraussetzung 11.62. Sei f € L?((0,T); L*(Q)) und up,o = IIL°wy. Dann ist fiir jedes
0>0,1t>0>0 (so daf§ die rechte Seite endlich ist)

dl _ Ch2 t p
Iz (u(®) = un(®))llz2 < HuOHL2+/0 £ (s)llz=ds +

j<ey1/t=9 dtju § @) €8
11.6.4 Zeitdiskretisierung

Der vorangehende Abschnitt hat den Fehler w(t) — up, (¢) untersucht. Wir betrachten nun den Zeitdiskre-
tisierungsfehler uy,(t,) — uf. Wir untersuchen wieder (modellhaft) den Fall f = 0. Unser Ziel wird eine
Abschétzung der Form

[un(tn) — upl[2 < CRPE,P|lun,of

L2, 7’7,2172,...7
sein, wobei p die Ordnung des Zeitschrittverfahrens ist. (Spielarten diese Abschétzungen fiir hinreichend

glatte f # 0 und/oder kompatible Startwerte ug gibt es natiirlich auch ...)

Vorbetrachtung
Wir betrachten Einschrittverfahren mit folgenden Eigenschaft:

1. (“Stabilitdtsfunktion” R) Angewandt auf das skalare Problem 3’ = Ay ist ein Schritt des Verfahrens
y1 = R(kN)yp fiir eine Funktion R.

2. (Koordinateninvarianz des Verfahrens) Sei B € RV*Y = V~!DV diagonalisierbar mit Diagonal-
matrix D = diag(ds, . .., dy). Dann kommutiert der Basiswechsel x — Vx mit der Anwendung des
Verfahrens auf y’ = By, d.h. fiir y; = Vy; und yg = Vyj gilt

y1 = diag(R(kdy), ..., R(kdn))yo

Ubung 11.67 (a) Uberlegen Sie sich, dal RK-Verfahren die Eigenschaft der Koordinateninvarianz ha-
ben.

(b) Die Stabilitétsfunktion R kann fiir RK-Verfahren explizit angegeben werden:
R(z) =1+ 2b" (Id —zA) e, e=(1,1,...,1)"
(c) Teilaufg. b) zeigt, daBl fiir RK-Verfahren die Stabilitéitsfunktion R eine rationale Funktion ist. Es ist:

e R(z) =1+ z fir das explizite Eulerverfahren

e R(z) = 1L fiir das implizite Eulerverfahren

o R(z) = }’Zﬁ fiir das Crank-Nicolson-Verfahren
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Wendet man das ODE-Verfahren auf ¢’ = Ay an, so ist die Losung y(t) = e yo. Ist das Verfahren der
Ordnung p, so gilt nach Definition der Ordnung |y(k) —y;| < CkPTL. Damit sieht man, daf die Funktion
R folgende Asymptotik bei z = 0 haben sollte:

R(z) = e + O(]z|P™) (11.82)

Hier p = 1 fiir die Eulerverfahren und p = 2 fiir das Crank-Nicolson-Verfahren.

Fehleranalyse

Im Fall f = 0 ist das ODE-System
Mu' + Au = 0.

Der Startvektor u® korrespondiert mit der Funktion up o =: u).
Wir fassen die Eigenwerte A ,, n =1,..., N, des verallgemeinerten EWP A\Mx = Ax im Spektrum
op 1= {)\h,n|,n = 1,...,N}

zusammen. Der exakte Losungsoperator ist durch Ej,(¢) beschrieben, d.h.

N
w0 E —An,mt
Uy, = e uha @h,m)LZ Ph,m

m=1

Ein Schritt des numerischen Verfahrens ist wegen unserer Annahmen gegeben durch

N
1
Up = § )\h mk uha Qph,m)LQQOh,m-
m=1

Entsprechend ergibt sich dann die Approximation uj als

= Z )\h m (u(})m 90}74,?71)142 Ph,m-

Es ist geschickt, die Funktion
Fo(z) = e = (R(=2))"

einzufithren. Damit 148t sich der Fehler bei ¢,, schreiben als

lun(tn) = uplz = Z | B (kA ) [*[ (s om) 22 * < sup | Fo (kA)[lubll72

m=1 A€o

Wir miissen also die Funktion F}, (kA) kontrollieren. Weil A = A, ,, groB sein kann, ist das Ziel, F, (kAp,m )
uniform in Ap y, und explizit in n zu kontrollieren.

Die Konsistenzforderung (11.82) liefert gute Kontrolle von Fy, (kAp, ) (und festes n) fiir die Ap, ,, mit
kA, m klein. Fiir die restlichen A, ,, miissen wir weitere Eigenschaften von R fordern. Eine Minimalfor-
derung ist Stabilitdt

|R(—kN)| <1 VA€ oy (11.83)

Diese Bedingung ist fiir A-stabile Verfahren erfiillt. Es stellt sich heraus, dafl es geschickt ist, |[R(c0)| < 1
zu fordern, genauer:
sup |R(—=kN)|=¢g < 1. (11.84)

AEoy,

Fiir typische Verfahren wie den A-stabilen RK-Verfahren ist R auf (—oc, 0] definiert und dort sogar eine
glatte Funktion. Wir betrachten zwei Fille:

(I) R ist auf (—oo, 0] definiert und erfiillt |R(z)| < 1 fiir alle z € (—o0, 0]

(II) R ist auf (—oo, 0] definiert und Vzo > 0 3g(z0) < 1 mit |R(z)| < ¢(z0) < 1 fiir alle z < —2z.
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Die Bedingung (I) wird von A-stabilen RK-Verfahren wie dem Crank-Nicolson-Verfahren erfiillt (allge-
meiner, z.B. den GauB-Verfahren) Die stirke Bedingung (II) wird z.B. von L-stabilen RK-Verfahren wie
dem impliziten Eulerverfahren erfiillt (allgemeiner, z.B. den Radau ITA-Verfahren).

Lemma 11.68 FEs gelte die Konsistenzbedingung (11.82).
(i) Seic € (0,1). Es gibt zo > 0 und C > 0, so daf
|Fo(2)| < CnzPtle—cnz 0 <z < 2.
(i) Gilt zusdtzlich die Stabilititsbedingung (1), so gilt
|Fn(2)| < CZP Vz € (0, 00).
(iii) Gilt zusdtzlich die Stabilititsbedingung (I11), so gibt es fiir jedes zo > 0 ein ¢ > 0 und ein C' >0
| (2)] < Ce™ Yz > 2.
Beweis: ad (i): Die Konsistenzbedingung (11.82) liefert fiir hinreichend kleines A9 > 0
le™* —R(=A)| < CXPTT 0< A< ). (11.85)

Elementare Betrachtungen'® zeigen dann, daf fiir beliebiges ¢ € (0, 1) und geeignet verkleinertes 2o gilt:

|R(—z)| <e ¢ 0<z< 2. (11.86)
n—1 ) ]
|Fn(2)] = e ™" — (R(=2))"| = |e* = R(=2)| | D _(R(—2))" e 72
7=0
(11.85),(11.86)
< CPtipec(n—Dz < CzP, (11.87)
wobei wir im vorletzten Schritt max;cgo, .. n—1} —jz —cz(n —1—j) = —cz(n — 1) ausgenutzt haben und

im letzten Schritt wieder sup,~oze™ < oo verwendet haben.
ad (ii): Sei zo wie in (i). Weil (11.87) die gewiinschte Abschéitzung fir z € (0, zo) liefert, reicht es,
z > zg zu betrachten. Weil wegen der geforderten Stabilitidt |R({)| < 1 fiir ( € (—o0, 0] gilt, erhalten wir
fiir z > zg
[Fn(2)] < e+ [(R(=2))"| £ 2 < O < C2F

fiir geeignetes C' > 0.
ad (iii): Es ist
[Fa(2)] = e = [R(=2))"| < e7"* + |[R(—2)[".
Fiir z > zp ist nach Voraussetzung |R(—2z)| < ¢ < 1. Damit folgt
[Fa(2)] < e + [R(=2)[" < e +¢",

was den Beweis abschlief3t. O

Satz 11.69 Gelte die Konsistenzbedingung (11.82) sowie die Stabilititsbedingung (II). Dann gilt:

lun(tn) — upllzz < CKPEP||up |2

BR(—2)=e #+0@pPT) =1—2+0(2%) und e7%* =1 — cz + O(22), so daB R(—z) < e~ fiir hinreichen kleine z > 0
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Beweis: Wir miissen zeigen:

sup |Fp(kN)| < CkPt, P = CkP(kn)™P = Cn™". (11.88)

AEap,
Sei zp wie in Lemma 11.68, (i). Fir A € op, mit kX < 2z gilt nach Lemma 11.68, (i)
|EL(kN)] < On(kA)PTle™ A = On =P (t,\)PTle™Mn < On~P,
denn sup, ., zP e < co. Fiir A € 0y, mit kX > 2o verwenden wir Lemma 11.68, (iii):
|Fo(kX)| < Ce™ ™ < Cn™P.
Damit ist (11.88) gezeigt. O

Satz 11.69 verlangt |R(oc0)| < 1. Damit ist das Crank-Nicolson-Verfahren nicht erfafit. Tatséchlich kann
man es “retten”, wenn man einige (implizite) Eulerschritte am Anfang macht.

Ubung 11.70 Betrachten Sie den Fall f = 0. Betrachten Sie folgendes Verfahren: Sie machen zwei
Schritte des impliziten Fulerverfahrens und dann Crank-Nicolson-Schritte. Zeigen Sie:

lun(tn) = upllze < CK*2||up | 12

Hinweis: Schreibt man Ry und R fiir die Stabilitidtsfunktionen des Eulerverfahrens und des Crank-
Nicolson-Verfahrens, so muf§ analog zu Lemma 11.68 die Abschiitzung |F,,(z)| < Cn~2 gezeigt werden
kann, wenn

Fu(2) i= (Ro(—2))2(Ba(~2))" "2 — ™",
Gehen Sie wie folgt vor:

o |Ro(—2))%(Ry(—2))" 2| < On~2 fiir z > 2 fiir geeignetes zq (iiberlegen Sie sich, wo das Maximum
dieser Funktion fiir geg. n > 2 (grof) ist.

e Setzen Sie F,(2) = Ro(—2)%((R1(—2))""2 — e~ ("=2%) 4 ((Ry(—2))? — e %*)e (7722
e Schiitzen Sie ((Ry(—z))""2 — e~ ("=22) < Cn~2 fiir z < 2z ab.
e Schiitzen Sie (Rg(—2))? —e™2* < C22 fiir 2 < 29 ab.
Bemerkung 11.71 Die Abschiitzungen in Satz 11.69 und Ubung 11.70 sind nicht uniform in ¢,: die

Konstante wird schlecht fiir ¢,, — 0. Will man also gute Abschiitzungen “bis an ¢ = 0” haben, so mufl
man mit Gitterverfeinerung in der Zeit (und ggf. im Ort) arbeiten. "
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11.7 Discontinuous Galerkin

Ziel: eine Galerkin-Diskretisierung in der Zeit. Der Einfachheit halber fithren wir dies fiir die semidiskrete
Gleichung durch.6
Ausgangspunkt: Die Funktion uy, € C°([0,T]; V) N CL((0,T); V3,) erfiillt

(up, (1), )2 +alup(t),v) = (f(t),v)r2 YoeVy,, te(0,T), (11.89a)
up(0) = wupo € V. (11.89Db)

Sei T ein Gitter auf (0,7") gegeben durch die Knoten 0 =ty < t; < ...,tny = T. Die Elemente K, seien
K, = (tn,tny1). Fiir stiickweise stetige Funktionen v (mit Werten in V},) definieren wir den Sprung am
Knoten t,,, n =1,..., N — 1, durch

[V]n := v(tn+) — v(tn—).

Das numerische Verfahren wird eine Funktion U im Raum

p
Xpp = SPUT; Vi) = {ululx € Pp(K: Vi)Y, Po(BG Vi) ={D ukit |uk: € Vi}

=0

erzeugen, d.h. ein stiickweises (unstetiges) Polynom vom Grade p (in t) mit Werten in V},. Zur Motivation
des numerischen Verfahrens betrachten wir Testfunktionen w € Xy 5, multiplizieren (11.89) mit w,
integrieren und integrieren partiell:

T
3 - /u;, £)) 12 dt + (un, w )L2|3K+/K a(un(t), w(t)) dt — /O(f(t),w(t))det.

KeT

Ersetzt man die exakte Losung uj, durch die Approximation U € Xy, 5, so ergibt sich

> - / )z dt + (U, w)L2|aK+/

T
a(U(t), w(t)) dt = / (F@.w(t)gzdt Ve Xpn.

KeT K 0

(11.90)
Weil sowohl die Approximation U als auch die Testfunktionen w unstetig sind, stellt (11.90) kein
vollsténdiges Gleichungsssytem fiir U dar: die Gleichung (11.90) zerféllt vielmehr in unabhéngige Glei-
chungen auf den Teilintervallen K € T. Anders formuliert: es fehlt die Kopplung zwischen benachbarten
Elemente (an jedem Knoten ¢, gibt es zwei Approximationen U (t,—) und U (t,+), die nichts miteinan-
der zu tun haben). Wir koppeln nun benachbarte Elemente, indem wir fiir jeden Knoten ¢,, einen Wert
U(t,) wihlen (konkret werden wir unten U(t,) := U(t,—) wihlen) und dies zum “Funktionswert” bei
t,, deklarieren. D.h., wir betrachten

T
3 - / )2 dt + (T, w)L2|3K+/ (U(t),w(t))dt:/o (FO), w2 dt  Yw € Xpn.

KeT K
(11.91)

Partielle Riickintegration fithrt auf

T
Z/ )z dt+(— U+(77w)L2|8K+/ a(U(th(t))dt:/o (f(t),w(t)2dt  Vw € Xpp.

KeT K
(11.92)

Wir wahlen nun

Ulty) :=Ultn—).

16Wir nehmen an, da V}, endlich-dimensional ist, obwohl die Wahl V}, = H(% (£2) im Prinzip mit einigen kleineren
Modifikationen moglich ist.
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Diese Wahl 148t sich dadurch motivieren, dafi die Wérmeleitungsgleichung nur “vorwiérts in der Zeit”
sinnvoll gelost werden kann.!” Mit dieser Wahl ergibt sich, wenn man zusétzlich U(0) := uy, o setzt,

/T<U'<t>,w<t>>Lz+a<U(t>,w<t>>dt+<U<o+> (0+)) mz Into(ta+)

= /0 (f(t)>w(t))L2 dt + (uh,O;w(0+))L2 Vw € Xj p-

Damit ist das dG(p)-Verfahren:

Finde U € X}, s.d. fiir alle w € Xy, gilt: B(U,w) = l(w), wobei (11.93)
N-1
-y / Die +a(UE),we) dt+ 3 ([Ulnswltt)) 12 + (U(04), w(0+)) 2
KeT n=1

lw) = / (F(0) w(0) g2 db + (0, w(04))
0
Die Losbarkeit von (11.93) ergibt sich aus der Koerzivitit von B:

Lemma 11.72
T 1
B(U,U) 2/ a(U (), U i+ Z[UT): YU € X
0

Beweis: Um die Sonderstellung des ersten Elementes K\ zu eliminieren, setzen wir U € Xy, 5, durch 0
fiir t < 0 fort—damit ist [U]o = U(0+), und wir erhalten

N-1
B(Uw) =Y / (U'(t), w(t)) 2 + a(U(t), w(t)) dt + ;)([[U]]mw@m))m.

KeT

Algebraische Umformungen zeigen

2 / UL 4 20T Ut 12 = [0 (ter )3 — (U taPl3e + 20U ta)l3 — 20 (), Ut ) 2

n

> U (tas1 )3z = 10t 3e + [T ()22 = U (=) 120
= U (1) = [Tt . (11.94)

Damit ergibt sich, weil U(0—) = 0 gesetzt wurde,

T 1
B(U,U)Z/0 a(U(t),U(t))dH§IIU(T—)II2L2-

Ubung 11.73 (i) Das dG(0)-Verfahren (d.h. p = 0) ist ein (modifiziertes) implizites Eulerverfahren.
Es hat die Form

1 tn41

(U™ — U™ v) 2 + a(U" ) = 2

1
. (f(t),v)2dt Yo € Vy, Ul .= Uh,05

wobei wir die Notation U™ = U, _, +,) verwendet haben.

7Im Kontext von hyperbolischen Gleichungen verwendet man fiir diese Wahl gern den Begriff des upwinding.
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(ii) Das DG-Verfahren (11.93) ist ein Zeitschrittverfahren, d.h. man kann sukzessive Ulk,, Ulk,,-- -,
bestimmen. Fiihren Sie hierzu den Sprung bei ¢ty = 0 ein durch

[Ulo == U(to+) — un.o- (11.95)

(Dies entspricht dem Einfiihren eines fiktiven Elementes K_; = (—00,0) und dem Setzen Ul g _, :=
Uh,0)- Uberlegen Sie sich, daf dann das DG-Verfahren definiert ist durch: Gegeben Uy finde
Ulk, € Pp(Kn;Va), so dafl

n—17

| OO0 o) (Ut = [ U0 O o € PR,
§ g (11.96)

Um den Fehler U — wuj, zu analysieren, benotigen wir einen geeigneten Approximanten.

Lemma 11.74 Sei w € C([0,T]; V). Dann ist der Interpolant Tu € Xy ist elementweise definiert
durch folgende Bedingungen auf dem Element K,, = (tn,tnt1):

Wltnit) = ultori=) = (Tu)(tar1—), (11.97)

/tmt@(u(t)—(lu)(t))dt =0, (=0,...,p—1 (11.98)

n

Sei || - ||« eine Norm auf Vi,. Dann gilt fir u € CPT1([0,T]; Vi)

tnt1
max lu(t) — (Tu)(®)]? < Ckﬁpﬂ/ [uf*(s)|2 ds.

tE[tn,tnt1]

tn

Beweis: Die Wohldefiniertheit des Operators ergibt sich relativ einfach durch Riickfiihren auf den skala-
ren Fall: Sei (e;)Y ; eine Basis von Vj,. Dann hat u € C([0,T]; V},) die Form u(t) = Zivzl u;(t)e;. Schreibt
man analog (Iu)(t) = Zf\il u;(t)e; fiir Polynome 1;, so ergeben sich Gleichungssysteme fiir die Funktion
u;, welche eindeutig losbar sind.
Die Fehlerabschiitzung erfolgt mittels eines Skalierungsargument. Fiir das Referenzintervall (0,1)
iiberlegt man sich, daf§ der entsprechend skalierte Operator T die Bedingung
Il oo o, ;v i1y < Allalleoqio,1g; v -1

erfiillt (mit einem A unabhéngig von ) und weiterhin Polynome vom Grad p reproduziert:
Ir=7  VrePy([0,1); Vi)

Sei T,,u das Taylorpolynom vom Grad p von & um einen beliebigen Punkt in [0, 1]. Dann gilt

1
[u = Tl oo = [[u = Tpu — I(u = Tpu)|co < (1 + A)l[u = Ty o < O\// [ulP+0(#)]12 dt,
0

wobei wir im letzten Schritt die Taylorentwicklung (mit Restglied in Integralform) verwendet haben
sowie die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung. Skalieren ergibt nun, weil k,, = t,,41 — t,,

lu = Tufjco < Ckfi“”\// [ulp+1 (£)]12 d.
Ky
O

Wir analysieren nun das dG(p)-Verfahren. Dazu verwenden wir, daf es sich als Zeitschrittverfahren
interpretieren laf3t, d.h. wir leiten eine Rekurrenz fiir den Fehler her. Wir starten mit der Fehlergleichung

B(uh—U,w)zo VUIEX/“}L,
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die sich aus der Konsistenz des Verfahrens (nach Konstruktion!) ergibt. (Beachte, dafl man up(t) = up0
fiir ¢t < 0 setzt, um den Sprung bei ¢y = 0 richtig zu handhaben und dafl die Lésung u;, stetig ist, so daf3
[ur]n = 0 fiir alle n.) Wie in (11.96) ergibt sich eine elementweise Gleichung

tnt1
/ (U = wup),w)pz + a(U —up,w)dt + [U — up]pw(t,+) =0 Yw € Pp(Kp; Vi) (11.99)
t

n

hier haben auch gleich ausgenutzt, dafl die exakte Losung uy stetig an den Knoten ¢t,, n=1,...,N —1
ist. Weiters haben wir fiir den Spezialfall n = 0 die exakte Losung w; als Konstante wuy o fiir ¢ < 0
fortgesetzt (in Analogie zu der Forsetzung von U, damit der Sprung auch fiir n = 0 sinnvoll definiert
ist). Wir zerlegen den Fehler U — uy, als

U—up= U —Tup) + (Tup — up) =: 0 + p;

um auch hier den Sprung bei to = 0 richtig zu handhaben, setzen wir Tu; mit uy, o fiir t < 0 fort. 1® Es
ergibt sich damit
O(to—) = 0. (11.100)

Nach Konstruktion von I gilt

tnya
/ tep(t)dtzov gzOv"'vp_]-v p(thrl_):Ov
t

n

diese Beobachtung zusammen mit der (elementweise) Fehlergleichung (11.99) liefert

| @ e+ et (Ot = = [ 6w + o) dt = (ol wltat))os

n n

= /t - (p, ’w/)L2 + a(pa w) dt — (p(t71+1_)7w(t7z+1_))L2 + (p(tn+),’LU(tn+))L2 o ([[/)]]n; w(tn+))L2

n

tn+1
= —/ a(p,w)dt. (11.101)
t

n

Wir leiten nun eine Rekursion fiir 6 her. Die algebraischen Umformungen aus (11.94) gelten analog fiir
0, d.h.

tn+1
2/t (0, 0) 2 dt +2([0]n, O(tn+)) 22 = [0(tnr1—) 122 — [10(tn—) |7

Damit ergibt sich aus (11.101) mit der Wahl w = 6

tn41

tn+1
10(tss )20 +2 / a(0,0)dt < [6(t—) |2, — 2 / a(p, 0) dt.

tn tn

Mit Cauchy-Schwarz also
) ) tnt1 ) tnt1 )
160t i) < 10—l + [ ae.0)dt < e+ [ lote)i i
Diese Rekursion kann aufgeldst werden (“Gronwall-Lemma” ), und man erhélt
2 2 fre 2
[0t =) < 1001+ [ Io(0) ot

T ) S Chkyr* [ |u§lp+1)(t)|§{1 dt liefert und wir

0(0—) = 0 gesetzt hatten, haben wir damit folgendes Resultat bewiesen:

Weil Lemma 11.74 die Abschiitzung ”pHéO([tn,th];(Vh

I8 All diese Fortsetzungen dienen lediglich dem Zweck, den Sprung [-Jo korrekt zu erfassen, d.h. eine Fallunterscheidung
n =0 und n > 0 zu vermeiden.
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Satz 11.75 Firn=0,1,..., gilt

tn

tnt1 " n+1 )
[UCtna=) = unltwsn)le < [ ot <€ S0 R [ V0 .
0

m=0 tm

Bemerkung 11.76 Satz 11.75 liefert Konvergenz fiir Approximationen an den Knoten ¢,,. Tatséchlich
kann man aus diesen Abschitzungen auch Abschitzungen fiir sup,c (s, 4, .,) IU () — un(t)| 2 fiir jedes n
erzeugen, [19, Thm. 12.2]. Ein Indiz dafiir, dal man sup,c, 4, ) [[U(t) — un(t)|| L2 kontrollieren kann,

ergibt sich aus Ubung 11.77, denn sie zeigt, dafl man die Zeitableitungen von U kontrollieren kann. =

Ubung 11.77 Betrachten Sie fiir die Approximation U € Xi,n die Testfunktion U € Xi,n definiert werden
durch Ul (t) :== (t — tn)U’(t). Zeigen Sie fiir alle n:

notn41)

tn41 tn41
/ (t = ta)IU' )72 dt + (tnsr — ta)|U (tns1) |70 < C/ IFO)I72 dt + [U )| dt.
t tn

n
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