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1. In den Verfahren der VO wurde typischerweise für den Verstärkungsfaktor â(ξ) die Bedingung |â(ξ)| ≤ 1 gezeigt und nicht

die schwächere Bedingung |â(ξ)| ≤ 1 + Ck.

Betrachten Sie
ut − ux + c(x)u = 0

mit der Upwinddiskretisierung

vn+1
j = (Evn)j = vnj + λ(vnj+1 − vnj )− kc(xj)vnj , λ =

k

h
. (1)

Zeigen Sie, daß für den Fall c ≡ const die von-Neumann-Bedingung erfüllt ist. Sei nun eine stetige Funktion
c gegeben (die noch zusätzliche geeignete Bedingungen erfüllen möge). Zeigen Sie für die Folge (cj)j gegeben
durch cj = c(xj), daß

2πFh((cjvj)j)(ξ) = (ĉ ? v̂)(ξ) :=

∫ π/h

y=−π/h
ĉ(ξ − y)v̂(y) dy

Um zu illustrieren, daß unter geeigneten Voraussetzungen die von-Neumann-Analyse durchgeführt werden kann,
nehmen Sie an, daß ĉ die Bedingung ∫ π/h

−π/h
|ĉ(y)| dy =: M <∞

erfüllt für ein M unabhängig von h. Zeigen Sie dann, daß dann der Verstärkungsfaktor des Verfahrens die
Bedingung maxξ |â(ξ)| ≤ 1+ck erfüllt. Hinweis: schreiben Sie

∫
y
|ĉ(ξ−y)û(y)| =

∫
y
|ĉ(ξ−y)|1/2(|ĉ(ξ−y)|1/2|û(y)|).

2. Die Wellengleichung

utt −∆u = f in Ω× (0, T ), u(·, t)|∂Ω = 0, u(·, 0) = u0(·), ut(·, 0) = u1(·) (2)

ist ein wichtiger Vertreter von hyperbolischen Gleichungen. Wir betrachten hier eine FEM-Diskretisierung im
Ort (quasi-uniforme Gitter mit Schrittweite h)1. Das semidiskrete System ist dann

Mutt + Au = f .

Das leap frog Verfahren ergibt sich dann zu

M
un+1 − 2un + un−1

k2
+ Aun = fn.

Für die (Stabilitäts-)Analyse ist es bequemer, die Variablensubstition un = M−1/2zn zu machen und das System

zn+1 − 2zn + zn−1

k2
+ Kzn = f̃n, K = M−1/2AM−1/2

zu betrachten. Die Matrix K ist SPD. Für die Stabilitätsanalyse reicht es, denn Fall f̃ = 0 zu betrachten.

a) Betrachten Sie das kontinuierliche Problem (2) mit f = 0. Zeigen Sie (für hinreichend glatte u) Energieer-
haltung mit Energie

E(t) := ‖ut(·, t)‖2L2(Ω) + ‖∇u(·, t)‖2L2(Ω).

b) Definieren Sie die diskrete Energie

En+1/2 := 〈(I− k2

4
K)

zn+1 − zn

k
,
zn+1 − zn

k
〉+ 〈Kzn+1 + zn

2
,
zn+1 + zn

2
〉

Zeigen Sie, daß die diskrete Energie erhalten bleibt. Hinweis: Zeigen Sie En+1/2 − En−1/2 = 0 indem Sie

zn+1 − 2zn + zn−1

k2
= −Kzn

nutzen.
1Das ist nicht essentiell: eine Finite-Differenzen-Diskretisierung wäre analog möglich.



c) Zeigen Sie, daß I− k2

4 K positiv definit ist, wenn

k ≤ Ch

gilt, wobei C nur von der Formregularität des Gitters abhängt. Bemerkung: Die Energieerhaltung ist eine
sehr starke Aussage über die Stabilität des Verfahrens, denn es liefert Kontrolle über Zn := (zn, zn−1).

d) Das leap frog Verfahren ist zweiter Ordnung. Man kann Verfahren der Ordnung 2s mittels folgender
Vorschrift erzeugen:

zn+1 − 2zn + zn−1

k2
= 2

s∑
i=1

k2(i−1)

(2i)!
(−K)izn.

Zeigen Sie im Fall s = 2, daß das Verfahren tatsächlich die Konsistenzordnung (lediglich in der Zeit) 2s
hat.2

3. (Randbedingungen) Es soll das RWP

−u′′ = f auf Ω = (0, 1), u(1) = 0, u′(0) = g (3)

mit finiten Differenzen diskretisiert werden. Die Diskretisierung für die inneren Punkte xi = ih, i = 1, . . . , N − 1
(mit h = 1/N) ist

−ui+1 − 2ui + ui−1

h2
= f(xi), i = 1, . . . , N − 1.

Klarerweise wählt man uN = 0. Die Randbedingung u′(0) = g könnte man mit einem einseitigen Differenzen-
quotienten u1−u0

h = g realisieren. Das reduziert allerdings die Ordnung des Gesamtverfahrens. Man will die
Randbedingung mit symmetrischen Differenzen realisieren. Führen Sie hierzu einen “ghost point” x−1 = −h mit
Approximation u−1 ein. Approximieren Sie u′(0) mittels eines zentralen Differenzenquotienten und überlegen
Sie sich, wie Sie mittels (3) die Unbekannte u−1 wieder elimieren können.

2Auch diese Verfahren haben eine diskrete Energieerhaltung:

Ẽn+1/2 := 〈B
zn+1 − zn

k
,
zn+1 − zn

k
〉+ 〈D

zn+1 + zn

2
,
zn+1 + zn

2
〉, B = I−

k2

4

s∑
i=1

k2(i−1)

(2i)!
(−K)i, D =

s∑
i=1

k2(i−1)

(2i)!
(−K)i.


