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1. In den Verfahren der VO wurde typischerweise fiir den Verstarkungsfaktor a(¢) die Bedingung [a(§)| < 1 gezeigt und nicht
die schwichere Bedingung [a(£)| < 1+ Ck.

Betrachten Sie
us — Uy +c(z)u=0
mit der Upwinddiskretisierung
n n n n n n k
vj+1 = (Ev"); = v} +)\(vj+1—vj)—kc(xj)vj, )\ZE. (1)

Zeigen Sie, daf fiir den Fall ¢ = const die von-Neumann-Bedingung erfiillt ist. Sei nun eine stetige Funktion
¢ gegeben (die noch zusétzliche geeignete Bedingungen erfiillen moge). Zeigen Sie fiir die Folge (c;); gegeben

durch ¢; = ¢(z;), daB
w/h

2w$ﬁﬂquﬂﬂ@)=(5*5X§%=i/ a(¢ — y)oly) dy

=—7/h

Um zu illustrieren, dafl unter geeigneten Voraussetzungen die von-Neumann-Analyse durchgefithrt werden kann,
nehmen Sie an, dafl ¢ die Bedingung

w/h
/ @) dy = M < o
—7/h

erfiilllt fiir ein M unabhéingig von h. Zeigen Sie dann, daf§ dann der Verstarkungsfaktor des Verfahrens die
Bedingung maxe [a(§)| < 1+ck erfiillt. Hinweis: schreiben Sie fy [e(€—y)u(y)| = fy [e(E—y) |2 (|e(e—y) | [T (y))).

2. Die Wellengleichung
ugp —Au=f inQx(0,T), u(-,t)|oq =0, u(+,0) = ug(+), ue(+,0) = uy(+) (2)

ist ein wichtiger Vertreter von hyperbolischen Gleichungen. Wir betrachten hier eine FEM-Diskretisierung im
Ort (quasi-uniforme Gitter mit Schrittweite h)!. Das semidiskrete System ist dann

Mlltt + Au="f.
Das leap frog Verfahren ergibt sich dann zu

un+l _ 211” + un—l

12 + Au” =f".

Fiir die (Stabilitdts-) Analyse ist es bequemer, die Variablensubstition u” = M~1/22" zu machen und das System

n+1 n n—1 ~
LT K =, K=MAM?

zu betrachten. Die Matrix K ist SPD. Fiir die Stabilitatsanalyse reicht es, denn Fall f = 0 zu betrachten.

a) Betrachten Sie das kontinuierliche Problem (2) mit f = 0. Zeigen Sie (fiir hinreichend glatte u) Energieer-
haltung mit Energie

B(t) = ue(, )72 () + IV, DIz 0)-
b) Definieren Sie die diskrete Energie

k2 Zn+1 —z" Zn+1 _ " zn+1 + z" zn—i—l + z"
n+1/2 — v
B = (1 ) B ST g P B AT

Zeigen Sie, daf8 die diskrete Energie erhalten bleibt. Hinweis: Zeigen Sie E"+/2 — E"~1/2 = () indem Sie

Zn+1 _ an + anl
k.2

= -Kz"

nutzen.

IDas ist nicht essentiell: eine Finite-Differenzen-Diskretisierung wire analog moglich.



c) Zeigen Sie, da3 I — %ZK positiv definit ist, wenn
k<Ch

gilt, wobei C' nur von der Formregularitat des Gitters abhangt. Bemerkung: Die Energieerhaltung ist eine
sehr starke Aussage iiber die Stabilitiit des Verfahrens, denn es liefert Kontrolle iiber Z" := (z",z"~1).

d) Das leap frog Verfahren ist zweiter Ordnung. Man kann Verfahren der Ordnung 2s mittels folgender

Vorschrift erzeugen:
zntl _ 9 n + zn—1 S k2(z’—1)

2 Ry (2@')!(

i=1

_K)izn.

Zeigen Sie im Fall s = 2, daf§ das Verfahren tatséchlich die Konsistenzordnung (lediglich in der Zeit) 2s
hat.?

(Randbedingungen) Es soll das RWP
—u" = f auf = (07 1)a u(l) = 07 U’(O) =9 (3)

mit finiten Differenzen diskretisiert werden. Die Diskretisierung flir die inneren Punkte z; =ih,i=1,...,N —1
(mit h =1/N) ist

Uiyl — 2ui + Uiy

h2

Klarerweise wéhlt man uy = 0. Die Randbedingung «/(0) = ¢g kénnte man mit einem einseitigen Differenzen-
quotienten “#¢ = g realisieren. Das reduziert allerdings die Ordnung des Gesamtverfahrens. Man will die
Randbedingung mit symmetrischen Differenzen realisieren. Fiihren Sie hierzu einen “ghost point” x_1 = —h mit
Approximation u_; ein. Approximieren Sie u’(0) mittels eines zentralen Differenzenquotienten und iiberlegen
Sie sich, wie Sie mittels (3) die Unbekannte u_; wieder elimieren kénnen.

:f(.’]/‘z)’ /L.:17...,N_]..

2 Auch diese Verfahren haben eine diskrete Energieerhaltung:

zn+1_zn Zn+1_zn N Dzn+l +z" Zn+1 + zn ]{22 s kQ(ifl) . s k2(i71)

En+1/2 — <B , , >, B=1I-—
k k 2 2 4 “



