Numerik von PDEs: instationare Probleme SS 2023

Serie 4 (TM)
Diskussion des Blattes: Fr., 21.4.2023
1. In der VO haben wir fiir die Warmeleitungsgleichung
ug—Au=0 auf Qx (0,7), u=0 auf 0Q x (0,7), u(0, ) = uo(+)
eine Losungsformel u(t) = E(t)ug angegeben.
a) Zeigen Sie: fiir t > 0 und ug € L*() gilt, daB die Funktion
t— E(t)ug

in C*((0,00); HE(£2)) ist.
Bemerkung: das Argument zeigt dann sogar C°°((0, 00); H}(Q))—die Wirmeleitungsgleichung ist gldttend.

b) Korrespondierend zur Glittungseigenschaft® ist die Instabilitit der “Riickwirtswirmeleitungsgleichung”.
Zeigen Sie: Sei t > 0 fest und u(t) = E(t)ug. Fiir beliebige €1, 2 > 0 kann man ein v € H}(Q) mit
lv]| 1) < €1 finden, so dal u(t) +v = E(t)uo fiir ein ug mit [|uy — uol|£2() > 2.
Bemerkung: Diese Aussage korrespondiert mit der Beobachtung, dafi es bei irreversiblen physikalischen
Prozessen typischerweise unmoglich ist, zu einem spéteren Zeitpunkt die “Anfangskonfiguration” in sin-
nvoller Weise zu ermitteln.

2. Betrachten Sie die Warmeleitungsgleichung mit Neumann-Randbedingungen:

ug—Au=0 auf Qx(0,7), Opu=0 auf 90 x (0,7, (0, ) = up(+). (1)

a) Geben Sie eine schwache Formulierung von der Form
(W'(t), )2 + a(u(t),v) = (f(t),v)2  YweV
an.
b) Zeigen Sie, da8 t — [, u(t,) dx konstant ist.> Kann damit eine Abschétzung von der Form [|u(t)||12(q) <
C [e_7t||u0||L2(Q) + fot e—“/(t_s)Hf(s)HLz(Q) ds} fiir ein v > 0 gelten?

c) Geben Sie den Evolutionsoperator F mithilfe der Eigenfunktionen eines geeigneten EWPs an. Hier ist
E(t)ug = u(t), wobei u die Lésung von (1) mit f = 0.

d) Bezeiche 7 € R den Mittelwert tiber €. Zeigen Sie, dafl mit E(t)(up — To) = E(t)ug — E(t)ug gilt:
|1 E(t)(uo — o)l r2(0) < Ce " |luo — ol 2(e)

fiir ein v > 0. Konnen Sie eine Aussage iiber v machen?

3. Betrachten Sie die (inkompressiblen) Navier-Stokes-Gleichungen

w—Au+ (u-Vju+Vp=1f inQ x (0,00),
V-u=0 in x(0,00),
u(t,-) =0 auf 09,

wobei ((u-V)v); = >, u;0;v; ist.

a) Sei u eine hinreichend glatte Funktion auf 2, die auf 092 verschwindet und die V - u = 0 erfiillt. Zeigen

Sie:
Z/ uzﬁiujuj = O
iy 79

Lyornehm: die Abbildung ug — E(t)ug als Abbildung L?(Q) — HE(Q) C L?(R) ist kompakt
2D.h., Sie haben eine Erhaltungsgréfie gefunden!




b) Unter der Annahme, dafl die Losung hinreichend glatt ist, zeigen Sie

t
lu(®) | z2(0) < eﬂtHu(O)HLz(Q) +/0 677(t73)|\f(3)||L2(Q) ds

fiir geeignetes v > 0.

Geben Sie den (semidiskreten) Evolutionsoperator Ej(¢) fiir die Warmeleitungsgleichung mittels der diskreten
Eigenfunktionen an. Zeigen Sie die Duhamelformel:

un(t) = En(tuop + /O Ey(t — s)ITE f(s) ds.



