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1. Betrachten Sie das (verallgemeinerte) Lax-Wendroff Schema fiir die Advektionsgleichung us + u, = 0:

ufltt =l — %)\ (ufy —ul ) + %)\QC (ulfy — 2u} +uf ), A=

W
wobei der Parameter ¢ > 1.
a) Nehmen Sie A < 1 und ¢ > 1 an sowie
(Ae<1) oder ()\c >1 gzusammen mit Mc¢ < 1) .

Zeigen Sie, dafl das Verfahren die Dissipationsordnung 2 hat. (In der VO wurde gezeigt, daf im Fall ¢ = 1
die Dissipationsordnung lediglich 4 ist).

b) Was ist die Dissipationsordnung des Lax-Friedrichs-Verfahrens?

2. Betrachten Sie die Verfahren aus Aufg. 1 fir die Modellgleichung auf [—1, 1] mit periodische Randbedingungen
und a = 1. Die Anfangsbedingung ug sei nicht glatt: uo(x) = 1 fiir |z| < 1/2 und up(x) = 0 sonst. Programmieren
Sie 1) d as Upwindverfahren, 2) das Lax-Friedrichs-Verfahren 3) das Lax-Wendroff-Verfahren fiir ¢ = 1 und 4)
das Lax-Wendroff-Verfahren fiir ¢ = 2. Plotten Sie die numerische Losung fiir ¢ = 0.5. Was beobachten Sie? Wie
fligt sich Thre Beobachtung in Thre Dissipationsanalyse der Verfahren ein?

3. Die Wellengleichung
upp —Au=f inQx(0,T), u(-t)|oq =0, u(,0) = ug(+), ue(+,0) = uq(+) (1)

ist ein wichtiger Vertreter von hyperbolischen Gleichungen. Wir betrachten hier eine FEM-Diskretisierung im
Ort (quasi-uniforme Gitter mit Schrittweite h)!. Das semidiskrete System ist dann

Mutt + Au="f.
Das leap frog Verfahren ergibt sich dann zu

un+1 —2u” + un—l
k2

+ Au” =f".

Fiir die (Stabilitdts-) Analyse ist es bequemer, die Variablensubstition u™ = M~1/2z" zu machen und das System

Zn+1 _ 2zn + anl

e +Kz" =",  K=M"2AM"1/?

zu betrachten. Die Matrix K ist SPD. Fiir die Stabilitatsanalyse reicht es, denn Fall f = 0 zu betrachten.

a) Betrachten Sie das kontinuierliche Problem (1) mit f = 0. Zeigen Sie (fiir hinreichend glatte u) Energieer-
haltung mit Energie

E(t) = [lus( )72 (0) + IVu( )12 ().
b) Definieren Sie die diskrete Energie

En2 (1 — k‘;K) z"tl —gn gntl _gn N <Kz”+12+ z"’ z”+12+ z"

)

Zeigen Sie, daf8 die diskrete Energie erhalten bleibt. Hinweis: Zeigen Sie E"+/2 — E"~1/2 = () indem Sie

Zn+1 _ 2zn + anl

2 = -Kz"

nutzen.

IDas ist nicht essentiell: eine Finite-Differenzen-Diskretisierung wire analog moglich.



c) Zeigen Sie, da3 I — %ZK positiv definit ist, wenn
k<Ch

gilt, wobei C' nur von der Formregularitat des Gitters abhangt. Bemerkung: Die Energieerhaltung ist eine
sehr starke Aussage iiber die Stabilitiit des Verfahrens, denn es liefert Kontrolle iiber Z" := (z",z"~1).

d) Das leap frog Verfahren ist zweiter Ordnung. Man kann Verfahren der Ordnung 2s mittels folgender

Vorschrift erzeugen:
zntl _ 9 n + zn—1 _, k2(z'—1) (_K)izn_
k2 , (24)!

i=1

Zeigen Sie im Fall s = 2, daf§ das Verfahren tatséchlich die Konsistenzordnung (lediglich in der Zeit) 2s
hat.?

2 Auch diese Verfahren haben eine diskrete Energieerhaltung:

— n+l _ ,n n+l _ _n n+1 +z" Znt1 +zn k2 S k20i-1) X S k206-1) .
Ent1/2 = (B2 z .z z D2 B=1-" -K)\, D= —K)'.
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