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1. Sei X Hilbertraum (iiber C). Eine Verallgemeinerung von selbstadjungierten Operatoren sind normale Operatoren
A: X — X, die durch die Bedingung AA* = A* A charakterisiert sind, wobei A* der adjungierte Operator ist,
d.h. (Az,y)x = (z, A*y)x fiir alle z, y € X.

a) Zeigen Sie: |Ax|x = ||A*x|x fiir alle z € X. Zeigen Sie fiir A € C, daB (4 — \)* = A* — \.

b) Sei (z,)) ein Eigenpaar von A. Zeigen Sie: (,)) ist Eigenpaar von A*. Hinweis: betrachten Sie ||(A —

c) Zeigen Sie: Seien z1, xo Eigenvektoren von A zu Eigenwerten A1 # Ao. Dann gilt: (z1,22)x = 0.

2. Es soll der Spektralsatz fiir positive, kompakte, selbstadjungierte Operatoren “elementar” bewiesen werden.

Sei A: X — X ein kompakter, selbstadjungierter linearer Operator auf dem reellen' Hilbertraum X. Definieren
Sie den Rayleighquotienten R : X \ {0} — R durch

(Az,x)x

R(z) = @) x

Nehmen Sie weiters an, dafi A nichtnegativ ist, d.h. R(z) > 0 und daf sup, R(z) > 0. Dafl nur dieser Fall
von Interesse ist folgt aus folgendem Resultat der Funktionalanalysis (welches Sie unten wieder bendtigen) fiir
selbstadjungierte (beschrénkte) Operatoren:

[Allx = sup R(z). (1)
veX\{0}

a) (optional) Zeigen Sie: R ist beschrankt und nimmt sein Maximum an, d.h. es existiert ein xo mit ||zg||x =1
so daB8 R(wg) = sup, R(y). Geben Sie ein Beispiel an, das zeigt, dal das Maximum nicht unbedingt
angenommen wird, wenn A nicht mehr kompakt ist.

b) Zeigen Sie: zg ist ein Eigenvektor von A zum Eigenwert R(zg), d.h.

Azg = oo, po = R(zo).
Hinweis: R ist Gateau-differenzierbar, und fiir festes zq, v # 0 gilt fiir die Funktion II : ¢t — R(xo + tv)
2
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((A{,C(), U)X — R($0)(£U()7 ’U)X) .

c) Sei Py: X — span{xo} die orthogonale Projektion, d.h. (beachte: ||zo||x = 1) Py ist definiert durch Pyx =
xo(w,79)x. Definieren Sie den abgeschlossenen Unterraum X; := span{xg}* = {z € X |(z,z0)x = 0}
und den Operator A; = A — poPy. Zeigen Sie:

o A1|X1 = A|X1
o A :X; — Xy (es gilt sogar: A;(X) C Xy)
e A;:X; — X; ist kompakt

d) Man kann das Vorgehen aus a) fiir den Operator A; auf X; wiederholen (unter der Annahme A; # 0) und
erhélt einen Eigenwert py von A; zum Eigenvektor x; € X;. Nach Konstruktion ist x7 1 zg. Zeigen Sie:

e 1 ist Eigenvektor von A zum Eigenwert pi;.

o 1 < uo
o ||A1||lx = p1 (Hinweis: (1)).

e) Offensichtlich kann man induktiv eine Folge u,, n € Ny, und eine Folge von Operatoren A, = A —
Z?:_Ol i P; konstruieren mit |4, || x, = ||4nllx = tn. Die Folge p,, ist monoton fallend (und nichtnegativ).
. . . . n—1 . . .
Falls ein p, = 0, dann ist offensichtlich [|A,|x = ptn =0, d.h. A =3""" p; P; ein Operator mit endlichem
Rang.

ldie Argumente gehen alle auch fiir komplexe Hilbertraume



Betrachten Sie nun den Fall, daB alle u,, > 0. Zeigen Sie: (p,)n ist eine Nullfolge, indem Sie die paarweise
Orthogonalitit der zugehorigen Eigenvektoren (), und die Kompaktheit von A ausnutzen.

Bemerkung: Dieser Aufgabenteil zeigt, daB A = > 2 s Pi. Weil (pn)n eine Nullfolge ist, kann ein Eigenwert
nur endliche (geometrische) Vielfachheit haben. Der Aufgabenteil zeigt auch, dal jedes x € X die Darstellung
z=> " (@ &n)xTn + a hat, wobei a € Ker A.

3. (M) (Hinweis: Satz 10.9 des Skriptes wird am Mo, 13.3 besprochen) Betrachten Sie das Eigenwertproblem

—Au=Au auf Q, u=0 auf Q.

Zeigen Sie, dafl die (optimale) Poincaré-Kontante Cq, welche durch
lullz2(@) < CalVullza@)  Vu € Hy(Q)

gegeben ist, gerade 1/4/A1 ist.

Zeigen Sie, daf die Poincaré-Konstante C; monoton im folgenden Sinn ist: Falls ' C 2, dann ist Cqr <
Cq. Hinweis: Minimumprinzip oder Minimax-Prinzip fiir Eigenwertprobleme.

Konnen Sie auch die (optimale) Poincaré-Konstante fiir die 2. Poincarésche Ungleichung
||u—ﬂ||L2(Q) < CPHVUHL?(Q) Yu € Hl(Q)

durch ein Eigenwertproblem beschreiben? Wie sieht dieses aus?



