8 FEM fiir parabolische Probleme

Sei 2 ¢ R%. Betrachte das Modellproblem

uw—Au=f aufQx(0,7)
u(z,t)=0 Vzed, t>0 (8.1)

u(-,0) =up  auf Q
Die numerische Behandlung dieser Aufgabenstellung erfolgt in 2 Schritten:

1. Schritt: Durch Diskretisierung im Ort erhélt man ein System von ODEs, dieses Vorgehen
nennt man Semidiskretisierung.

2. Schritt: Losen des ODE-Systems mit Techniken aus dem 1. Teil der Vorlesung.

8.1 Variationsformulierung im Ort

Wie im 7. Kapitel wird der Losungsbegriff erweitert. Betrachte dazu folgendes Beispiel:
Beispiel 8.1 Eine Variationsformulierung fiir

a) —Au=f aufQ

b) u=0 auf 0Q

ergibt sich aus dem ,Rezept*: Multiplizieren mit einer Testfunktion, Integrieren, partiell
Integrieren. Eine klassische Losung von a) erfiillt fiir v € C§°(12)

Q/VU'V’U:Q/—AUU:Q/]CU.

Deswegen erfiillen klassische Losungen von a)

a(u,v)—/Vu~Vv—l(v)—/fv Vve P ()
Q Q
Cgeist dicht
mn Hé

=" a(u,v) =1(v) Vv e HH Q)

Wir erkennen, dass dieser Ausdruck bereits sinnvoll definiert ist, wenn u lediglich in H(£2)
ist, d.h. wir nennen u € H'(Q) eine schwache Losung von a), falls

/Vu-Vv:/fv Y e HY ()
Q Q

Die Randbedingung b) muss nun separat gefordert werden, d.h. eine schwache Losung von
a), b) ist ein u € HJ(Q), welches [ Vu - Vv = [ fo fiir alle v € H}(Q) erfiillt.
Q Q
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34 8 FEM fiir parabolische Probleme

Analog zu Beispiel 8.1 wird eine Variationsformulierung fiir (8.1) erzeugt. Fiir v € C5°(Q)
und eine klassische Losung u von (8.1) gilt (Im folgenden wird auch L? fiir L?(2) und H*!
fiir H'(Q) geschrieben.):

—Au=f

:/Wj_/mw—/fv

:><ut('7 t)a U)LQ + (L(U(-, t)v /U) = <f(a U)v U>L27
wobei a(w,v) = [ Vw - Vv fiir w,v € H(Q). Weil C§°(Q) dicht in H{ () ist, folgt, dass u
Q

<ut('7t)7v>L2 + a(u(‘,t),v) = (f('?t)vv>L2 Ve H&(Q)

erfiillt. Wir sehen, dass der Losungsbegriff abgeschwécht werden kann. So reicht es z.B., dass
fiir jedes feste ¢ die Funktion u(-,t) € HZ(Q) ist. Dann ergibt sich

Finde u € C*([0,T], Hi(Q2)), sodass
(W'(t),v) 2 +alu(t),v) = (f(t),v)12 ¥V veH(Q) (8.2)
u(0) = uo (in HY()

Dabei wird gefordert
o feC(0,T]; L*())
o ug € HA()

Bemerkung: Die Formulierung (8.2) ist nicht die schwiichstmégliche, aber bequem, um die
ODE-Theorie des ersten Teils der Vorlesung einzusetzen. Eine Verallgemeinerung der For-
mulierung wird in der Vorlesung PDE betrachtet. Insbesondere kann der Losungsbegriff so
erweitert werden, dass auch ug € L?(€) sinnvoll behandelt werden kann.

Bemerkung: (Ableitungsbegriff) Sei u : (0,7) — (X; | - ||x) eine Funktion wobei ¢t € (0,T).
Ein Element u/(t) € X heifit Ableitung von u an der Stelle ¢, falls
lim u(t+ h) —u(t)
h—0 h

— u’(t)H =0.

Ubung 8.2 Sei u € C1((0,T); H(Q)). Dann ist u € C1((0,T); L*())
Ubung 8.3 Fiir u € C*([0,T]; H} () gilt:
ot Hu(t)||%2 ist stetig differenzierbar und
a7 = 2(d (1), u(t)) 12
Die Idee hinter dem 2. Punkt ist: & (u(t), u(t)) 2 = (u/(£), u(t)) p2+(u(t), o' (t)) 12 = 2’ (), u(t)) 2.
Satz 8.4 (Energieungleichung) Es gelte fiir ein v > 0
. 'VHUH?F(Q) < a(v,v) Vv e Hy(Q)

o u lost (8.2)
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Dann gilt:

t
lull 2y < e [luollr2e) +/ T f (5)] 2y ds
0

Beweis:
1. Schritt: Wir nehmen zunéchst an, dass ||u(s)|/ 2 > 0 fiir alle 0 < s < ¢ ist. Dann gilt:

1d Ubung 8.8
5%\\7«&()%2 25T (),ut) e und

d d (0, u(t))2

—Nu t 9 = ’LL -
Slu®lze = 2/ \/mdt O = u@lLs

Mit einer Testfunktion v = u(s) fiir festes s folgt aus (8.2)

F()yu(s)) e = (F(s), vz (= (u/(5), v) 12 + alu(s),v) =

lu(s)ll L2 g llu()]l 2

t=s

Cauchy-

Schwarz
< fS)llz2lluls) 2

= a(u(s), u(s)) + [lu(s )IIinIIU( lizz|,_

Da a(u(s), u(s)) > vllu(s)[F: = vlluls)|

d
= uls)lez + llu®licz| _ < f(s)llz YO<s<t

Ein integrierender Faktor fiir die linke Seite ist e7*

d d
= 2 (@ u®lp)|_ = (wuu<s>um + () ) < ) £(s)l1»

Durch Integration von 0 bis ¢ ergibt sich

t
" u®)] 2 — €[lu(0)l| 2 < /e”st(S)IIdeS
0

t
=llu®)llrz < e luollr2 + /G_V(t_s)llf(S)llmds
0

2.Schritt: Wir betrachten den Fall ||u(s)||z2 > 0 auf [0,T]. Aus (8.2) ergibt sich mit v = u(s)

Cauchy-
Schwarz

a(u(s),u(s)) + (u'(s),u(s))rz = (f(s),ul(s)pa < If(s)llluls)llze

>ylull2,, >ylull2,

3 arllu(®12
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Um das Problem zu umgehen, dass ||u(s)||z2 = 0 sein kann, weil man ja durch ||u(s)||z2

dividieren will, definiert man fiir ein & > 0 die Funktion h.(t) := y/|lu(t)||?. + €2. Dann ist

o b0 _ = HVIED|_ = w0 = @)
o« S| _ = &r20)| _ =2n() )

Also folgt:

h2(s) + he(s) L

She(t)] < 1) z|Juls) ez + €
s ——

t=
<he(s)

2

w\umw -
2

d
vm@+&mngwﬂwm+ﬁ§QSW@hﬁws

Da = ¢, ergibt sich bei Division der Ungleichung durch h.(s)

Wie im 1. Schritt ergibt sich durch Multiplikation mit ¢?® und Integration

a%aw—mww;/awwwwy+vdw
0

t
=h.(t) < e "h.(0) + / e~ (t=9) If(s)|lr2 + el ds Ve>0
0

Fiir ¢ — 0 folgt die Behauptung. O
Ubung: Satz 8.4 liefert die Eindeutigkeit der Losung von (8.2).

Bemerkung: Fiir f = 0 ist die Warmeleitungsleichung dissipativ (in L2(2)), d.h. |lu(t)||z2 <
e~ 7|u(0)]| z2. Dann folgt fiir 2 verschiedene Anfangsbedingungen ug, o, dass die Lésungen
u(t), a(t) die Bedingung [|u(t) — @(t)| 2 < e "|lug — to||2 erfiillen. Gute numerische Ver-
fahren sollten dieses qualitative Verhalten widerspiegeln.

8.2 Semidiskretisierung im Ort (,,Linienmethode*)

Das Ziel dabei ist die Approximotion von (8.2) durch ein (endliches) System von ODEs. Sei
Vy C HY(Q) mit dim(Vy) = N < oo und Basis {¢; | i = 1,...,N}. Sei ugy € Vy eine
Approximation an ug. Dann ist die semidiskrete Approximation uy an die Losung u gegeben
durch

Finde uy € CY([0,T); Vi) sodass
(8.3a) (u\(t),v)r2 + alun(t),v) = (f(t),v) 2 YoveVy (8.3)
(8.3[)} uN(O) = Uo,N

(8.3) stellt ein ODE-System dar. Definiert man die Steifigkeitsmatrix A € RY*Y und die
Massematrix M € RY*¥ durch

Aij = alpj, ¢i), M = (0j, i)z, 4,j=1,...,N (8.4)
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und F(¢) durch

Fi(t) = (f(£), i) r2 (8.5)

so ergibt sich aus dem Ansatz un(t) = > u;(t)p;, dass (8.3) zum ODE-System

=

Il
,_.

)

Mu'(t) + Au(t) = F(t) t>0
(8.6)
u(0) =up
N
dquivalent ist, wobei ug vy = ) ug,; ¢; die Darstellung in der Basis {¢; | i =1,..., N} von
i=1

Ug,.N € Vi ist.

Um die Aquivalenz von (8.3) mit (8.6) zu sehen, schreiben wir un(t) = 3 u;(t)¢;. Damit

o8

=1

gilt:

upn lost (8.3a)
N N
g Z 90]7 Z V@i +a U—] (Pja Z Vig; Z VZQOZ> VveRN
J

j:l =1 L2

N
N Zl wj(t)vi{e;, i)z + 21Uj(t) a(pj, i) = Z pi)pz  VveRY
7] 27]: :

& vIMuU' (t) + v Au(t) = vIF(t) VveRN
& Mu/(t) + Au(t) = F(t)

Ubung 8.5 Die Matrizen A und M sind SPD. Uberdies gilt fiir alle v,w € RM mit
N N
v =" vipi, w= > w;p;, dass v Mw = (w,v) 2 und v Aw = a(w,v).
i=1 i=1
Bemerkung: Aus Ubung 8.5 folgt, dass (8.6) dquivalent ist zu
u =M'F(t) - M~ 'Au(t)
u(O) = Up
D.h. die Existenz und Eindeutigkeit von (8.3) ist gegeben.
Analog zu Satz 8.4 gilt

Lemma 8.6 Seien r € C°([0,T]; L?(Q)) und w € C*([0,T); Viv) und erfiillen
(W', v) 2 + alw,v) = (r(t),v) 2 fir alle v € Vy.

Dann gilt:
¢

lw(®)llzz < e w(0)]| 2 + / 19|11 ()| adls
0

Beweis: Der Beweis erfolgt analog zu jenem von Satz 8.4. O
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Im folgenden wollen wir ||u(t)—un(t)|| 2 abschétzen, indem wir ||u(t)—Ryu(t)|| 12 abschétzen.
Ry bezeichnet dabei wieder den Ritzprojektor Ry : Hi(Q) — V. Dieser ist It. Definiti-
on 7.27 fiir alle v € Viy durch a(w,v) = a(Ryw,v) definiert. Wir wissen bereits, dass Ry
linear und beschrankt ist. Die Beschranktheit folgt aus der Existenz einer Konstante C' > 0,
sodass || Ryw|| g1 < Cllw| g fiir alle w € H (Q) gilt.

Satz 8.7 Sei u € C1([0,T); H}(Q)) eine Lisung von (8.2) und uy eine Lisung von (8.3).
Dann gilt

lu(t) = un(®)llz2 < |lu(t) = Ryu()|r2 + un(0) = Ryu(0)] 2™+
t
+ / e I/ (s) — Ryvul'(s) | rods
0
Beweis: Wird uy(t) — u(t) = un(t) — Ryu(t) + Ryu(t) — u(t) geschrieben, dann ist
() —0(t)
Jun (8) —w(®)l[r2 < 0] L2 + [lo(t)] 2.

1. Schritt: Aus der Linearitéit und der Beschrinktheit von Ry und u € C1([0,7]; H}(Q))
folgt, dass (Ryu) = Ryu’, weil

- 1 inear
lim H (Rynu(t+ h) — Ryu(t)) — RNu/(t)H Ry b
h—0 h Hl
N t h) — t eschrdn,
— Tim ‘RN <“(+)“() _ ul@))” Ry beschrinkt
h—0 h H1
N t+h) —u(t
= lim C ult+h) —ul®) _ u’(t)H =0 nach Definition von u'.
h—0 Hl

2. Schritt: Aus dem 1. Schritt folgt § € C*([0,7T]; Viv). Weiters ist fiir jedes v € Vi
(O'(t),v) 2 + a(0(t),v) = (uy,v) 12 + a(un,v) — (Ryu',v) 12 — a(Ryu,v) =

00012~ (R v)iz — aRavu,v) =
Def.
R (f(1),v) 12 — (R, v) 2 — afu,v) =

(82) (W', v)p2 — (Rnu',v) 2 = (u' — Ryu/(t),v) 12

3. Schritt: Aus Lemma 8.6 folgt fiir 0

t
10llz2 < e [18(0)]] 2 +/6”(”)IIU'(S) — Ryt (s)|| p2ds.

N——
=llun (0)=Ryu(0)[2 O
O

Bemerkung: Satz 8.7 zeigt, dass ||u(t) — un(t)||z2 durch den Fehler ||u(t) — Ryu(t)| 2 +
2 Terme abgeschétzt werden kann, die eine Fehlerakkumulation fiir die Zeiten 0 < s < ¢
darstellen. Man spricht vom ,,Gedéchtnis“ von parabolischen Gleichungen.

Regularitdtsannahmen an u erlauben Abschétzungen, die explizit in A sind.
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Korollar 8.8 Sei Viy = S3(T), wobei T die Bedingungen aus Satz 7.25 erfiillt. Erfiille die
Lésung u von (8.2) die Regularititsvorraussetzung u € C3(Q2x[0,T]). Seiug y € Vi entweder
ug,N = Rnug oder ug n = Tug, wobei Tug den stiickweisen linearen Interpolanden bezeichne.
Dann qilt:

Ju(t) = une(0) 20 < Ch guax (juC 9lexay + bl )z )
Ist ) sogar konvex, dann ist

Ju(t) = un (8)l 2y < C? max (Jul-,s)loa) + i 5)l ez )

0<s<t
Beweis: Nach Satz 7.29 gilt fiir jedes v € C?(Q)
o [lv—Ryvllr2) < llv = Byvllie) < Cllv = Iv|lg o) < Chlv]ezg)
o falls 2 konvex ist, gilt sogar: |[v — Ryv||r2() < Ch2|v|CQ(Q)
Damit folgt die Behauptung aus Satz 8.7 O

Ubung 8.9 Sei 0 € C1([0, T]; Viv) und gelte fiir alle v € Viy und fiir ein r € C°([0, T]; L2()),
dass (0',v) r2(q) + a(0,v) = (r(t),v) 12(q)- Zeigen Sie:

06 sy < 100) sy / Il 0

Hinweis: Betrachte v = ¢'.
Zeigen Sie, dass

u(t) —un(t)[Fn < 2 Ju(t) — Rvu(t)|[F +2 Juo,ny — Ryvuol i +2/ [u/(s) = Ry (s)]|7 2ds

8.3 Volldiskrete Verfahren
Die Semidiskretisierung fiithrt auf das ODE-System

Mu' + Au=F, u(0) = up (8.7)
wobei M und A SPD sind.

Um zu verstehen, wie sich die Losungen von (8.7) verhalten, versuchen wir, (8.7) in ein
entkoppeltes ODE-System umzuwandeln.

Satz 8.10 Seien A und M € RV*N SPD. Dann gelten fiir das verallgemeinerte Eigenwert-
problem

Finde (v, ) € RN\ {0} x C, sodass Av = \Mv (8.8)
folgende Aussagen:

(i) Der Eigenwert \ erfiille A > 0.
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(ii) Es gibt N Eigenpaare (v;, \;), i = 1,..., N, die orthogonal bzgl. (-,-)a und (-,-)nm sind,
d.h.

(Vi, vi)m = (Mv;,vj)o =0  Vi#j
(VZ',V]‘)A = <AVZ',V]‘>2 = 0 Vi #]

(i4i) Die Matriz V = (v1,...,vy) € RV*N diagonalisiert M und A simultan, d.h.

VMV = Diagonalmatriz
VT AV = Diagonalmatriz

(i) Falls die v; so normiert werden, dass (v;,vj)m = 0;5, dann gilt

A1 0
VIMV =1d, VI'AV=D= ‘
0 AN
Beweis: Ubung. Hinweis: Betrachte das EWP M~2AM ™ 2x = \x O

Definiert man nun u = V~'u, f= VTF, 4y = V~lug, dann ist (8.7) dquivalent zu

A 0
W+ a=1, u(0) = (8.9)
0 AN

(8.9) stellt ein im Sinne des 1. Teils der Vorlesung steifes ODE-System dar, falls einige EW
A; > 0 groB sind. Das ist bei parabolischen Problemen der Fall, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 8.11 Sei T eine Triangulierung, die die Bedingungen aus Satz 7.25 erfillt. Seien die
Steifungkeitsmatriz A und die Massematriz M durch (8.4) definiert, wobei {p; | i =1,...,N}

die Basis aus Hutfunktionen von Vy = Sé (T) ist. Sei hpin = }{nir%_hK. Dann existiert eine
€

Konstante C' > 0, die nur von € > 0 abhingt (siehe Satz 7.25), sodass

_ c
C 1”””%2(9) < W%{l(g) < hTHUH%%Q) Vue Sé(T)

min

Insbesondere folgt fiir die EW \; von (8.8)

C
C'< min A\ < max )\ < 5 (8.10)
i=1,...N i=1,..,.N hEin

Bemerkung: (Interpretation von Ay und Apes)

2
u
n= min | ‘%1
0uesy(T) [[ull7s

mu

2

u
I —— .
0£uesd(T) [lull72

max
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Beweis: (von Satz 8.11)
1. Schritt: Nach Satz 7.20 gilt C~H|ul|r2(q) < |ulg1(q) fiir alle w € H§(Q). Damit folgt die
erste Ungleichung.

2. Schritt: (inverse Ungleichung)

Sei K € T fest. Wir behaupten, dass es eine Konstante C' > 0 gibt, welche nur von € > 0
abhéngt, sodass

C
IVellzage < 5lwllzag  VwePr

Dazu seien w € P; und x* € K mit |w(z*)| = HwHC(F). Dann gilt (Das zweite Ungleichheits-
zeichen folgt aus dem 2. Schritt des Beweises von Satz 7.25.):

IVwlZz) < PNVl g < Cllwlig g = C*lw(=™)®
Weil w € P; ist, kann es Taylorentwickelt werden (sinnvollerweise um z*):

w(z) = w(z”) + Vw(z")(z - z7)
= |w(@)] = Jw(z®)| = [Vw (@) |z — 27| >

> fu(a) - 2

firB:=KnNB *) gilt:
iir Tlcth([E ) gi

o |w(z)| > 3lw(z*)]
e area(B) > Ch? fiir geeignetes C' > 0, das nur von ¢ abhiingt
Damit gilt
1
w200y > gy > jarealB) lw(a) > CH fua")]?
Damit folgt die Behauptung.

3. Schritt: Aus dem 2. Schritt folgt fiir w € Vy:

IVwldag = Y V0l Z 2l
KGT KET
Z Hw”L2(K ”wHL2
mZ’I’L KGT szL

4. Schritt: Fir jedes Eigenpaar (v,\) des Eigenwertproblems (EWP) A\Mv = Av gilt

AWMy = v Av, d.h. )\||1J||L2 @ = = |v|? T (q) falls v = Z vig;. Also folgt C~1 < X\ <
1 min

fiir jeden EW . 0

Bemerkung: Die h-Abhéngigkeit von A4, ist scharf. In 1D auf regelméfiigen Gittern ist

1
)\max ~ Rz

min
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Satz 8.11 zeigt, dass wir ein implizites Verfahren zum Losen von (8.5) verwenden sollten. Das
einfachste Verfahren ist das implizite Eulerverfahren:

up —ug n+1
Y +a(uy,v) = (f(tat1), V) 12(0) VoveVy (8.11)
L (Q)

wobei k > 0 der Zeitschritt, ¢, = nk und v}, = un(t,) ist. In Matrixschreibweise ist (8.11)

1
%M(u”+1 —u") + Au"tt = ! (8.12)

d.h., in jedem Schritt muss das LGS
(M + EA)u™ ™! = Mu" + kf"H!

geldst werden.

Bemerkung: Es bietet sich an, M + kA einmal zu zerlegen (Choleskyzerlegung), und dann
in jedem Zeitschritt eine Vorwérts- und Riickwértssubstitution zu machen.

Satz 8.12 Seiu € C*([0,T); HE(Q)) Lésung von (8.2) und erfiille die Regularititsvoraussetz-
ung u € C?([0,T); L%(Q)). Sei ko > 0 fest gewdhlt. Sei Apin der kleinste EW des verallge-
meinerten EWP

AMzx = Az,

wobei M und A die Massematriz und die Steifigkeitsmatrixz der Ortsdiskretisierung sind.
Dann gilt: Es existiert b > 0, welches nur von kg und Amin abhdngt, so dass fiir jeden
Zeitschritt k € (0, ko] gilt:

lufy = ultn)llze < llu(tn) — Rvu(tn)llzz + e [luon — Ryuoll 2+
ty

+ / e O ([l (8) = Ry (8) 12 + " (#) 2] dt
0

Beweis:
1. Schritt:

uy — u(ty) = ufy — Ryu(ty) + Ryu(ty) — u(ty)

=:0" =:o"

2. Schritt: (Rekurrenzrelation fiir ™)

%(u?\fl —u,v) 2 +a(uitt v) = (f(tp1),v) 2 Vv € Vi

(W (ta) V) 2 + a(utnin),0) = (b)) vz Vo € HY(Q)
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tn
T () = ulto) + (tn ) (tuin) [ (= b ()
—_———
=—k tn+1
1 tn+1
tn —u(ty
= U,(tn+1) _ U( -‘rl)k U( ) B E (t - th)u"(t)dt _
tn
_RNU(tn-H) — RNu(tn) u(tn+1) — u(tn) RNU(tn—I—l) — RNu(tn)
e + — _
k k k
tn+1
1 1
~ % (t — tpyr)u” (t)dt =
tn
R R A A
tn - tn
_ Bl “)k N )+k / o/ (t) — Ryl (t)dt — /(t—tn+1)u”(t)dt
tn tn
wn+1 _ wn+1
1 2
Es gilt:
a(u(tns1),v) = a(Ryu(tni1),v) VoveVy

N = uf,v) e +alut o) = (f(tar), o) VoveVy
T (Byu(tni1) — Ryultn),v) 12 () + a(Ryu(tnii), v) =
= (f(tn+1),0) 12 — (W 0) 2 — (w5, 0) 2 Yo e Vy
Differenzenbildung fithrt auf

1
(0" — 0", 0) 2 4+ a(0"T v) = (Wit V) e + (wWhT v) e VoueVy

k
mit v = 0"+ ergibt sich
H0n+1H%2+k a(9n+176n+1) <9n 6n+1>L2 —l—k( n+1 >L2+k< n+17U>L2
=107 2 > Xmin 0712,
Cauchy-
Schwarz

= (1 + kXmin) |03
< (167121674 | 2 + Kllwy ™ 2167 M| 2 4 kllwg T L2107 2
= (1+ ki) 07 |2 < 11671 2 + K[| 2 + Kllws ™| 2
3. Schritt: (Auflosen der Rekurrenz)

1

n+1 n+1
< o 2+ g+ 2)

1671 2 16" 2 +

_k (
1+ kEdpin

kz 14 ki)™ (]l g2 + ]2 )

= 10752 <L+ Amink) " 10°)12 + 15—

= (L Ak 182 B S0 Ak (Jd g2+ ).
j=1
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Mit t,, = nk und t,,_(;_1) = k(n — (j — 1)) ergibt sich, dass man

(1 + Apink) ™" = (1 + )\mmk)ft”Ami”/(/\mmk)
(14 Amink)”"700) = (1 4 \pipk) ~tn-t1Amin/ Amink)

abschitzen muss. Elementare Uberlegungen zeigen, dass die Funktion
x> (14z)Y/®
monoton wachsend ist. Aus k < kg folgt somit, dass A\pink < Aminko ist, d.h.

(1 + Apink) ™ " = (1 + )\mmko)ft")‘m"/()‘mmko) < e bin
(1+ )\mmk)*(n*(jfl)) =(1+ )\mmko)*tnfﬂl/\mm/()\mmko) < e*b(tnﬂfjfl)7

wobei b > 0 durch die Beziehung (1+/\mmk0)_kmi“/ (Aminko) — ¢~ definiert ist. Damit erhalten
wir

n
16z < e 60 + kD" et ([ o + ] 22

7j=1
Wegen
tj tj
7 1 / / i k "
lwillz < = [ IW'(8) = Bvw' (Ol ety lugllpz < 2 [ e (@)l 2d2,
ti—1 ti—1

folgt damit

t]
n
10712 < e P[00 2 4+ e Plin Tty / | (t) — Ry (t)]| 2 + k||lu” (t)]| p2dt <
Jj=1 tj—1

n tn
< e 6% 2 + Z/eb(t”)HU’(t) — Ryu/(t)| 22 + kl[u” ()| 2 dt

=1y
O
Korollar 8.13 Sei u € C3([0,T] x Q). Dann gilt:
(i) Iy — ulta) 2 < Cla+ K]
(ii) falls Q konvez ist, dann ist ||uf — u(ty)||2 < C[h% + K]
Beweis: Der Beweis verbleibt als Ubung. 0

Wir betrachten nun das explizite Eulerverfahren und stellen uns die Frage, wie gro k (relativ
zur Ortsdiskretisierung h) sein muss, damit die u}; verniinftige Approximationen an w(t,)
sind.

Das explizite Eulerverfahren ist von der Form

1
E(u?\,ﬂ —uly,v) 2 +a(uy,v) = (f(tn),v) 2 VoveVy (8.13)
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oder in Matrixschreibweise
Mu"t! = (M — EA)u” + kf" (8.14)

=u""! =u" — kM AU + kML

Wir erinnern an den Beweis der Konvergenz von Einschrittverfahren. Diese haben die Form
Yit1 = U(ti, yi, ki), wobei k; die Schrittweite im i-ten Schritt bezeichnet. Der Beweis beruhte
auf 2 Komponenten

(i) Konsistenz, d.h. kleiner Fehler in jedem Schritt

(ii) Stabilitdt durch Lipschitzstetigkeit der Inkrementsfunktion. Dazu wurde benétigt (L
bezeichnet die Lipschitzkonstante):

Yitr1 = V(ti, iy ki)

7 ” impliziert \y;o1 — U; < (14 Lk;) ly; — u;
i1 = w(ti,yi,ki) } p |yz+1 yz+1| ( 1) ‘yz yz|

Bemerkung: Stabilitit ist ein Maf fiir die Fehlerfortpflanzung. Ein Fehler im i-ten Schritt
wird hochstens um den Faktor (Lk; 4+ 1) verstéirkt.

Auf (8.14) iibertragen heifit das, ||[I — kM ~!A|| zu untersuchen. Eine sinnvolle Norm ist

diejenige, die zur L2-Norm gehort, d.h. || |m (dau =Y u;p; = [[u/[?, = u"Mu = (u, u)m).
i

Lemma 8.14
A 0

Sei 'V, sodass VIMV =1, VIAV = Dann gilt:
0 AN

IT— kM 'Allpv = max |1 — Nk
i=1,...,N

Beweis: Fiir x = Vy gilt
Iz[lRs = (MVy, V)2 = (VIMVy, )2 = [ly[3 = [V 2.
Weiters gilt M~! = VVT und VTA = DV L. Damit ergibt sich:
I-kM A =T-kVVTA=1-kVDV ! =VV!l VDV !=V(I-kD)V~!
woraus wir folgern:

— -1 11 _ -1
10— EM A [y = sup JEZAM A)zlime V(T = kM Az,

z#0 Hl'HM z#£0 HV_I'%'HZ
VIVI-kD)V! I-kD
= sup | ( — ) zll2 = sup = kD)yll2 = I — kDl = max |1 — kN
240 [V~tzl y20 |yl i=1,..N

O]

Fiir Stabilitit fordern wir ||[I — kM ~1A|p < 1+ Lk, wobei L eine ,moderate“ Konstante
ist. Weil \; > O fiir alle i = 1,..., N ist, folgt also

1+ kL > ‘_HllaXN|1 — kil = max{|1 — EXpinl, |1 — kXnaz|

= 1+ kL > |1 — kdmin| AL+ kL > 1 — EXmao]
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Die Forderung 1 + kL > |1 — kA| fiir A = Apin bzw A = A4, impliziert

—(1+kL)<1—kA<1+kL
1
<

Fiir A\pq. folgt damit
= k(L + Mpaz) <2

<< ——
TS T e

WEeil 1t. Satz 8.11 Mgz ~ hQL und damit sehr grof ist, ergibt sich praktisch die sogenannte
Courant-Friedrichs-Lewy (CFHL) Bedingung:

Emaz < 2 (8.15)

als Bedingung fiir die Schrittweite. Fiir regelméfiige Gitter gilt A\par ~ %, d.h. dass das
explizite Eulerverfahren der Schrittweitenbeschrankung & < Ch? unterliegt. Beim implizitem
Eulerverfahren gab es keine Schrittweitenbeschrankung.

Das explizite und das implizite Eulerverfahren sind 1. Ordnung in der Zeit. Das Crank-
Nicholson- Verfahren (,implizite Mittelpunktregel“, #-Schema mit 6 = %) ist 2. Ordnung
in der Zeit. Zudem hat es genau wie das implizite Eulerverfahren keine Schrittweitenbe-
schrankungen fiir k.

Satz 8.15 (Crank-Nicholson-Verfahren) Seien die u’, definiert durch

n+1

n
(u?v+ —u’ﬁ,,v)Lz—Fa( N N

2

x| =

,v)—(f(tn+§),v)L2 VoveVy

Dann gilt:
tn

[l —u(tn)ll L2 < IIuo,N—RNuolle+||u(tn)—RNu(tn)||L2+/ lu =R || 2 +CE? || (t)]| L2t
0

Beweis: Wie in Satz 8.12. Fiir die Stabilitit verwendet man anstatt von v = 6*t! die
Testfunktion v = (6" + 67) . O

8.3.1 Zusammenfasssendes Beispiel

Zum Abschluss fassen wir noch einige Ergebnisse bzgl. dem explizitem und implizitem Eu-
lerverfahren und dem Crank-Nicholson-Verfahren zusammen. (Folien 17 aus der VO) Dazu
betrachten wir die 1D-Wérmeleitungsgleichung

Ut — Ugy = f auf Q = (0,1)
mit der Randbedingung «(0) = u(1) = 0.
Die Semidiskretisierung im Ort mittels der FEM fiihrt auf ein ODE-System der Form

Mu' 4+ Au = f.
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Name P o(P) o(P) stabil?

Pep I-kM~1A) {1—kXx| A€o} | |1 - klmaz| falls k < 52—
P (M + kA)~'M {1+m I\ e a} oo <1 |fivalle k>0
Pov | (M+5a)7 (M-5a) | {5 I eo} | || <1 | firalle k>0

Tabelle 8.1: Analyse von P in u"*! = Pu” + - --

Die Zeitdiskretisierung erfolgt mit einem der drei oben erwidhnten Verfahren:

expliziter Euler M(u™t! —u”) + kAu” = kf(t,)

impliziter Euler M(u"t! —u") + kAu" ! = Ekf(t,41)

Crank-Nicholson ~ M(u"*! —u") + &(Au” + Au"™) = kf(t, 1)
2

oder in ,expliziter* Form angeschrieben: u"*! = Pu” + - - -, wobei

Pep =1—-kKM A
Pimpt = (M + EkA) ™!
Poy = (M+5A) " (M- £A)

Damit nun das jeweilige Verfahren stabil ist, muss ||[P|| < 1 in einer geeigneten Norm sein.
Dazu muss der Spektralradius o(P) < 1 sein. Das Spektrum des verallgemeinerten EWP ist
durch o = {\ | 3z # 0: Ax = AMx} gegeben.

In Tabelle 8.1 sind das Spektrum, der Spektralradius und die aus dem Spektralradius ablesba-
re Forderung fiir Stabilitdt an die Schrittweite k aufgelistet. Die Ergebnisse von Abschnitt 8.3
werden dadurch bestétigt: Um stabile Verfahren zu erhalten, gibt es beim explizitem Euler-
verfahren eine Schrittweitenbeschriankung, beim implizitem Eulerverfahren und beim Crank-
Nicholson-Verfahren nicht.

Wir wéhlen nun den Anfangswert fiir die 1D Wirmeleitungsgleichung ug = 1 und f = 0
und betrachten die graphisch dargestellten Ergebnisse aus Abbildung 8.1. In den oberen
beiden Graphiken ist zu sehen wie sich das explizite Eulerverfahren zu zwei verschiedenen
Schrittweiten knapp tiber bzw. knapp unter der Stabilitdtsschranke verhélt.

Links ist k = inolgi > /\ gewihlt. Die Losung oszilliert sehr stark (die groften Werte
liegen im Bereich 107) und geben in kemster Weise das tatséchliche Losungsverhalten wie-
der. In der rechten Graphik ist k = 1 999 - < gewahlt und die numerische und die exakte

Losung sind ziemlich dhnlich. Hoe

In der unteren linken Graphik von Abbildung 8.1 ist die Wérmeleitungsgleichung mit dem
implizitem Eulerverfahren und in der rechten unteren Graphik mit dem Crank-Nicholson-
Verfahren gelost worden. Hier ist die numerische Losung in beiden Fillen eine gute Appro-
ximation an die exakte Losung.
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expl. Euler; k = 2.001h/lambda__ ; h = 0.0078125
10 max

X expl. Euler; k = 1.999h/lambda__ ; h = 0.0078125
8 max
0.1 !
6
4} ] 0.08f
2, 4
LNANAN AN
- _.“"‘H‘HHH | \HHHW.
A
2t 1 0.04-
_4f
0.021
-6}
-8 L L L L 0 L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X
impliziter Euler; k = 0.2*h; h = 0.0625 Crank-Nicholson; k = 0.2*h; h = 0.0625
0.1 ; ; ; 0.1 . ! !
—impl. Euler —CN
—exakte Lsg —exakte Lsg
0.08f 1 0.08f 1
0.06 0.06
> >
0.04 0.04
0.02f 1 0.02
0 : : : : 0 : : : :
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X

Abbildung 8.1: Vergleich zwischen exakter und numerischer Lésung

Zum Abschluss betrachten wir noch das Konvergenzverhalten fiir u(z,t) = e tx(1 — x).

In der linken Graphik von Abbildung 8.2 wird das explizite Eulerverfahren betrachtet. Wie-
der mit den zwei Zeitschrittweiten k = % und k£ = % knapp iiber bzw. knapp unter der
Stabilitatsschranke. Der Fehler fiir die Losung zur Wahl von k£ = % verhélt sich wie O(h).
2

Amaz

Liegt k aber nur knapp iiber

konvergiert das explizite Eulerverfahren nicht mehr.

Das Problem besteht in der Praxis darin, dass A4, nicht einfach zu bestimmen ist. Wiirde
man Ap,q, kennen, konnte man daraus k berechnen. Kann A4, aber nicht (exakt) bestimmt
werden, wirkt sich diese Ungenauigkeit auch auf das daraus berechnete k aus. Durch die sehr
restriktive Schrittweitenbeschréankung, hingt die Konvergenz des Verfahrens aber schon von
sehr kleinen Abweichungen ab. Man sagt dazu auch ,hit or miss“ — also entweder hat man
Gliick und bestimmt k so, dass das Verfahren konvergiert, oder man liegt knapp daneben
und das Verfahren konvergiert nicht.

In der rechten Graphik von Abbildung 8.2 ist zu sehen, dass sich das implizite ebenso wie
das explizite Eulerverfahren wie O(h) verhélt. und das Crank-Nicholson-Verfahren hat Kon-
vergenzordnung 2, unabhéingig von der Wahl von k. Das waren auch unsere Erwartungen,
denn der Fehler des expl. sowie des implizite Eulerverfahrens ist O(k + h?) und jener vom
Crank-Nicholson-Verfahren ist O(k? + h?).
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Waermeleitungsgleichung, u = exp(-t)*x*(1-x)

. o _expl, k=1 .<J999/xmax h

_expl., k=2.001/kmax h

-+

Y —o(h?)

—2 —1

10

h"2+2_Fehler bei T = 1

Waermeleitungsgleichung, u = exp(-t)*x(1-x)

10 : ;
M -+ -impl. Euler|
107 |——CN ]
—O(h)
10’5, _O(hz) T ]
107 :
107} ]
-8
10 ‘ ‘
107° 1072 0" 10

1
h; zudem k = 0.2h

Abbildung 8.2: Konvergenzbetrachtung



