Numerik von PDEs: instationare Probleme SS 2023

Serie 4 (CSE)

Diskussion des Blattes: Fr., 21.4.2023

1. Zeigen Sie folgende Variante des diskreten Gronwall-Lemmas (z.B. mittels Induktion): Sei v > —1 und seien

(an)N_y, (b,)N_; Folgen mit (1 +7)a, < a,_1 + by, fiir n =1,..., N. Dann gilt:

ao bk
n < , n=1,...,N.
“E Ty T

Bemerkung: Fiir v € (0,1) wird diese Abschiitzung oft mit der Ungleichung (1 4 )~ < e~7/? kombiniert.

2. Betrachten Sie die Warmeleitungsgleichung mit Neumann-Randbedingungen:

up—Au=0 auf Qx (0,7), Opu=0 auf 9Q x (0,T), u(0,) = ug(+).

a) Geben Sie eine schwache Formulierung von der Form
(' (t),v) 2 + a(u(t),v) = (f(t),v)r2 Yo eV

all.

b) Zeigen Sie, daB ¢ — [, u(t,) dz konstant ist.! Kann damit eine Abschiitzung von der Form ||u(t)||r2(q) <

C [6_7t||uo||L2(Q) + fot e = ()|l 22 (o) ds} fiir ein v > 0 gelten?

c) Geben Sie den Evolutionsoperator F mithilfe der Eigenfunktionen eines geeigneten EWPs an. Hier ist

E(t)ug = u(t), wobei u die Losung von (1) mit f = 0.

d) Bezeiche 7 € R den Mittelwert iiber §2. Zeigen Sie, dafl mit E(t)(ug — To) = E(t)ug — E(t)ug gilt:

| E(t)(uo — o)l r2(0) < Ce™ " |luo — ol L2(e)

fiir ein v > 0. K6nnen Sie eine Aussage iiber v machen?

3. Betrachten Sie die (inkompressiblen) Navier-Stokes-Gleichungen

w—Au+ (u-Viu+Vp==f inQ x (0,00),
V-u=0 inQ x (0,00),
u(t,-) =0 auf 09,

wobei ((u-V)v); = >, u;0;v; ist.

a) Sei u eine hinreichend glatte Funktion auf Q, die auf 92 verschwindet und die V - u = 0 erfiillt.

Sie:

Z/ uiaiujuj =0
ij 7%

b) Unter der Annahme, dafl die Losung hinreichend glatt ist, zeigen Sie

t
lu®)|| 2 < g*vt”u(O)HLz(Q) +/0 @7'\/(t*8)|‘f(5)||L2(Q) ds

flir geeignetes v > 0.

ID.h., Sie haben eine Erhaltungsgréfe gefunden!

Zeigen



Sei € C1((0,T); Vi) N C([0,T]; V3,) und gelte
(0',v) L2y +a(0(t),v) = (r(t),v) 2(0) Yo eV,

fiir ein r € C([0,T]; V4). Hier ist a(u,v) = (Vu, Vv)12(q). Zeigen Sie, daf dann

t
10(8) |71 0y < 10(0)[Fr1.0) +/0 17($) 117262y, ds

gilt. Hinweis: Gehen Sie wie im 2. Schritt des Beweises von Satz 2.1 vor, indem Sie jedoch die Testfunktion v
anders wéhlen.



