Kapitel 10

Eigenwertprobleme

Ausgangspunkt: zahlreiche technische und naturwissenschaftliche Probleme fiithren auf Eigenwertpro-
blem, z.B. in der Strukturmechanik (“Eigenfrequenzen eines elastischen Korpers”), Quantenmechanik,...
Ziel: numerische Approximation der Eigenwerte und Eigenfunktionen
Modellproblem: Finde Funktion v und A € R, so daf3

—Au=Au, auf, ulon = 0. (10.1)

Bemerkung 10.1 Das EWP (10.1) hat physikalische Bedeutung: Die Eigenwerte A in (10.1) sind
tatsiichlich positiv, und die Werte v/ entsprechen den Eigenfrequenzen einer eingespannten Membran.

Das Problem (10.1) werden wir variationell verstehen:
Finde (u,\) € HE(2) \ {0} x R s.d. / Vu-Vv= )\/ uv Vv € Hy (Q). (10.2)
Q Q

Beispiel 10.2 Sei = (0, 7) und betrachte
—u”" =X auf Q, u(0) = u(r) = 0.

Die allg. Losung der Differentialgleichung —u” — Au = 0 ist u(x) = C} sin(v/Ax) 4 Cy cos(v/Az). Damit
es nichttriviale Losungen gibt, muB v/A = n, n € N sein. Damit sind die Eigenpaare (u,, A,)

Un () = sin(yv/ Anz), A = n?, n=12,...,
Beobachtung/Nachrechnen: die Eigenfunktionen erfiillen 2 Orthogonalitéitsbeziehungen:
(Un,Um)r2) = 0 n#m,
(Un Uim) g2 () += /Qu;lu;n = 0 n#m
Weiters ist (u,), sogar eine Orthogonalbasis von L?(2) (und, wie wir spiter sehen werden, auch eine
von H}(Q).) .
Wir betrachten ein etwas allgemeineres Setting im vorliegenden Kapitel:
e V. H Hilbertriume (iiber R)
e IV C H dicht, kompakt

e a:V xV — R symmetrisch, stetig, bilinear, koerziv

(+,-)g = Skalarprodukt auf H

a(-,-) erzeugt ein Innenprodukt auf V', welches dquivalent zum Innenprodukt auf V' ist.
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Wir betrachten:
Finde (u,A) € V\ {0} x R s.d. a(u,v) = AMu,v)g Yo e V. (10.3)

Fiir die Losbarkeitstheorie verwenden wir die Theorie kompakter Operatoren. Sei T : H — V der
Losungsoperator fiir die Variationsaufgabe:

Finde u € V s.d. a(u,v) = (f,v)m Yo eV, (10.4)
d.h. Tf € V ist charakterisiert durch
a(Tf,v)=(f,v)u Yo e V. (10.5)
Weil V' C H koénnen wir T auf V' einschrinken und als Operator auf V' auffassen. Dann gilt:
Satz 10.3 (i) T :V — V ist kompakt
(1)) T :V =V ist selbstadjungiert bzgl. a(-,-)
(iii) “T ist positiv auf V7: a(Tf, f) > 0 fir alle f € V' \ {0}.

Beweis: ad (i): Der Operator T': V' — V ist eine Verkettung der kompakten Einbettung V' C H mit
dem stetigen Operator T': H — V (Lax-Milgram!):

T:V—H—=V

Damit ist T : V' — V kompakt als Verkettung eines stetigen und eines kompakten Operators.
ad (ii): Seien f, v € V. D.g.:

a(Tf,v) = (f,v)m = (v, f)m = a(Tv, f) * =" a(f, Tv)
ad (iii):
o fiir f € V\{0}ist a(Tf, f) = (f, f)u = 0.
e Weil die Einbettung V' C H injektiv ist, wiirde aus || f||z = 0 folgen, dafl f = 0 (als Element von

V).
a
Das variationell formulierte EWP (10.3) ist dquivalent zu einem EWP fiir T
Lemma 10.4 (u,\) € V\ {0} x R\ {0} lgst (10.8) <= (u,\) € V' \ {0} x R\ {0} lost
1

Tu = G (10.6)

Beweis: “=": Sei (u, A) Losung von (10.3). Dann gilt:
a(u,v) = AMu,v)g = Aa(Tu,v) = a(ANTu,v) Yo e V.

Weil a(+, ) ein Skalarprodukt ist, folgt

u = Nlu.
“«<=": Gelte (10.6). Dann folgt fiir alle v € V

CL()\_l’U,, U) = CL(TU, U) - (’LL, U)Hv

d.h. (10.3). 0

Lemma 10.4 besagt, daf die gesuchten Eigenpaare (u, A) von (10.3) durch die Eigenpaare (u, 1/\) von
T gegeben sind. Da T" kompakt und selbstadjungiert (bzgl. a(-,-)) ist, kann die Spektraltheorie kompakter
Operatoren eingesetzt werden. Es gilt:
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Satz 10.5 (Spektralsatz fiir kompakte, selbstadj. Operatoren) Sei X ein Hilbertraum iber C und
A: X — X kompakt und selbstadjungiert. Dann gilt:

(i) Das Spektrum o(A) = {p € Clp— A : X — X ist nicht stetig invertierbar} ist eine abzihlbare
Menge mit einzig méglichem Hiufungspunkt 0. Die Elemente p € o(A) \ {0} heiffen Eigenwerte.

(it) o(A) C R. Ist A nichtnegativ, d.h. (Az,x)x >0 fir alle x, dann ist 0(A) C [0, || A x] C [0, 00).

(iii) Fiir jedes p € o(A) \ {0} ist Ker(u — A) endlichdimensional. Die Zahl dimKer(u — A) € N heifst
Vielfachheit! des Eigenwertes . Der Raum Ker(u — A) heif$t Eigenraum zum Eigenwert .

() Fir py, pa € o(A)\{0} mit g1 # p2 und uy € Ker(pg —A) und ug € Ker(pua—A) gilt (u1,uz)x = 0.

(v) X hat eine ONB aus Eigenvektoren von A. Genauer: Sei die abzihlbare Menge o(A)\ {0} als Folge
1, M2, - - -, geschrieben, wobei jeder Figenwert gemaf seiner Vielfachheit ggf. mehrfach aufgefiihrt
wird. Dann ezistiert eine Folge (en)n C X mit

(en,em)X - 6n,m
und X = Ker A ®x span{e;} ®x span{ea} Ox .

(vi) Jedes x € X kann als “Fourierreihe” geschrieben werden:

o0
x=a-+ Z(x,en)xen,

n=1
wobei a € Ker A. Weiters ist
o0
Ax = Z tn (T, €n) xR
n=1
Beweis: Eine reelle Version dieses Satzes wird in den Ubungen bewiesen. a

Eine reelle Version von Satz 10.5 kann auch durch “Komplexifizieren” aus der komplexen Version raus-
geholt werden:

Ubung 10.6 Sei X ein Hilbertraum iiber R und A : X — X ein symmetrischer Operator. Die Komple-
xifizierung von X ist der Raum _
X ={x+iy|z,y € X}.

Zeigen Sie: X ist ein Hilbertraum iiber C, wenn man das Skalarprodukt als
(@ +1iy), (@' +iy)) g = ((z,2")x + (v,9)x) +i((y,2")x — (z,¥")x)

wihlt. Der Raum X ist in natiirlicher Weise in X eingebettet. Die Komplexifizierung von A ist ent-
sprechend definiert durch A(x + iy) := Ax + iAy. Zeigen Sie: A ist selbstadjungiert. Zeigen Sie: falls A
kompakt ist, dann ist A kompakt. "

Einschub

Lemma 10.7 Sei A selbstadjungiert auf dem Hilbertraum X (iber C oder R). Sei Ra der Rayleighquo-
tient:
(Az,x)x

Ry(z) = @)x

;. weX\{0}

Dann gilt:
[Allx = sup [Ra(z)]

Fiir kompakte Operatoren A wird das Supremum sogar angenommen und der Mazimierer ist ein Eigen-
vektor. Insbesondere ist dann | A||x ein Eigenwert.

lgenauer: rg := dimKer(u — A) ist die geometrische Vielfachheit von pu. Man nennt die kleinste Zahl o € N mit
Ker(u — A)® = Ker(u — A)®*! den Aszent von p. Die algebraische Vielfachheit des Eigenwertes u ist dann definiert als
rq := dimKer(u — A)*. Offensichtlich ist rq > ry. Im Fall von selbstadjungierten Operatoren gilt a = 1, so dal 7o = 7g.
Denn: wire a > 2, so gibe es ein z # 0 mit z € Ker(u — A)® und = ¢ Ker(u — A)*~1. Wegen a > 2 kénnen wir dann
sinnvoll (u — A)*~2z betrachten, und es folgt mit der Selbstadjungiertheit von p — A: 0 = ((u — A)%x, (u — A)*22)x =
(p=A) g, (u—A) o) x = |(p — A)* z||% > 0, ein Widerspruch.
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Beweis: Dass fiir kompakte Operatoren das Supremum von einem Eigenvektor angenommen wird, wird
in den Ubungen gezeigt.
Sei
s :=sup |Ra(z)] < [|A]x,
v

wobei die Aussage s < ||A||x einfach zu sehen ist (hier wird die Selbstadjungiertheit nicht benétigt). Um
lA]|x < s zu sehen, miissen wir die Selbstadjungiertheit benutzen. Seien z, y € X beliebig. Dann gilt:

2|(Az,y)x + (Ay,2)x| = [(Alz +y), (z +y))x — (Alz —y), (z — y))x| (10.7)
< s (e +ylk +llz —yl%) =25 (l2l% + lyl%) -
Wir wihlen nun y = tAz mit einen ¢ > 0, welches wir spéter geeignet wihlen. Dann folgt wegen der

Selbstadjungiertheit von A
At|| Az|% < 25 (|l2ll% + ¢°)| Az]%)
d.h.
(2t — st2) [ Awl < s]all%.

Fiir eine scharfe Abschitzung wéihlen wir ¢ > 0 so, dal die linke Seite moglichst grofl wird. Dies fiithrt
auf die Wahl ¢t = 1/s > 0. Es ergibt sich also

1
SlHzl% < sllall-

Weil z beliebig war, ergibt sich ||A||x < s.

Strikt genommen haben wir im Beweis s > 0 angenommen. Im degenerierten Fall s = 0 jedoch kénnen
wir genauso vorgehen, indem wir in (10.7) s durch durch s+ ¢ fiir beliebiges € > 0 ersetzen. Dann ergibt
sich ||A||x < (s +¢€) fiir beliebiges € > 0. O

Korollar 10.8 Es gibt eine Folge (un, Ap)n C V \ {0} x R mit folgenden Eigenschaften:
(Z) (un: ) = )\n(U,U)H YoeV

(ii) Die Folge (A\p)n erfillt 0 < A\ < Ao < -+ und lim,, oo Ay, = 00. Insbesondere hat jeder Eigenwert
von (10.3) nur endliche Vielfachheit.

(i) (un)n ist ONB in H. Insbesondere lifit sich jedes uw € H darstellen als
Z Uy U ) { Uy
(iv) ()\;1/2un)n ist ONB in (V,a(-,-)) Insbesondere lifst sich jedes uw € V' darstellen als
i “1/2 VA2,
Beweis: Wir verwenden Satz 10.5 fiir den kompakten Operator 7' und X = (V, a(-, -)).
1. Schritt: Wir behaupten Ker T = {0}. Um dies zu sehen, sei u € Ker T". Dann ist
= a(0,v) = a(Tu,v) = (u,v) g Yo e V.
Weil V dicht in H liegt, folgt also v = 0 (als Element von H und dann wegen der Injektivitit der
Einbettung V' C H auch als Element von V).

2. Schritt: Seien (e, fin)n die (orthonormierten) Eigenpaare des Operators T' wie in Satz 10.5 be-
stimmt. D.h.

a) Te, = pipey fir alle n € N

135



b) (en)n ist eine ONB von (V. af(-,-)).
Mit A, := 1/p, ergibt sich dann (vgl. Lemma 10.4):
a(en,v) = Anlen,v)H Vv e V.
3. Schritt: Wir behaupten, dafl die (e, ), auch paarweise orthogonal bzgl. (-, )y sind:
(enyem) i = An(€ns A\, tem )i = alen, Ay tem) = A onm
4. Schritt: Wir definieren die im Satz angegeben Funktionen wu.,,:
Un =/ Anén

Dann gilt:

o (Up,Um)H = On,m

® a(Up, Um) = A\nOn.m

° (A;l/zun)n ist ONB von (V,a(-,)).

Es bleibt zu zeigen, dal (uy), den Raum H aufspannt. Sei Iy : H — span{uq,...,un} die Orthogo-
nalprojektion (in H). Wir behaupten:

lim |lu—Tyullg =0.
N—o0

Fiir jedes u € V' gilt

oo [e )

u = Z a(u, A;l/zun)/\;l/zun = Z(u,un)Hun
n=1 n=1
N N
HNU = Z u, un HUn Z 1/2 )\ 1/2un
n=1 n=1

D.h.: die Projektion Iyu stimmt mit der abgebrochenen (Orthogonal-)Entwicklung von « im Raum
(V,a(-,-)) iiberein! Damit gilt
Nlim |lu —nully =0 YueV.
— 00

Ein Dichtheitsargument dehnt die Aussage nun auf H aus. Sei u € H. Sei ¢ > 0. Wahle u. € V mit
|lu — ucl| g < e. Dann gilt

lu—Tyullg < |Ju—uellm + ||y (u—ue)|u + |ue —TInuc|lm
—_—
<e <l (u—ue)llu<e <Cllue —IINuelly =0 fiir N — oo

Fiir selbstadjungierte, kompakte Operatoren A ist der Rayleighquotient

(Az,x)x

Ra(z) = o)k

ze X\ {0}

ein wichtiges Hilfsmittel, um die Eigenwerte zu charakterisieren?. Fiir A = T und X = (V, a(,)) entsteht

(CC7 x>H
a(r,r)’
Wir betrachten den Kehrwert
a(x,x)
R(z) = —=—= x € V\{0}. (10.8)
T)H

Es gilt

2Fiir selbstadjungierte Operatoren ist der Rayleighquotient auch ein wichtiges numerisches Hilfsmittel wie z.B. bei
Ritz-Verfahren.
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Satz 10.9 (Minimumprinzip) Seien die Eigenwerte X,, der Grifle nach sortiert: Ay < Ao < -+ und
entsprechend ihrer Vielfachheit aufgefiihrt. Seien die u,, die zugehorigen Eigenvektoren. Dann gilt:

(i) R(upn) = A, fiir alle n
(i) A\ = min,ey R(u)

(iii) mit
Vin = span{ui,...,Umn}, (10.9)
Vi = {veVl]av,w)=0 YweV,}={veV|wwyg=0 YweV,} (10.10)
folgt
Am = min R(v), m=2.3,.... (10.11)
vGVV#_l

Beweis: ad (i): ist unmittelbar.
ad (i): Sei v € V. Dann gilt wegen a(uy,v) = A, (un,v)y und den Orthogonalitéiten, die die Funk-
tionen w,, erfiillen:

v = Z(v,un)Hun = Z a(v, A7 2 )N 2y,
n=1 n=1

o0
ollF =D |(v, un)

n=1
&S] o0

a(v,v) = Z |a(v,/\;1/2un)|2 = Z Al (v, wn) |
n=1 n=1

D.h.: R 2
R(’U) _ a(%;’) _ Zn;} )\n|(1},un)}12|
[vll% Somiq (v, un)H|
Weil )\n T, fOlgt
min R(v) = A\y.
veV

ad (iii): Sei v € V.- |. Dann hat v die Darstellung

o0 (o]
v = Z(v,un)gun = Z (0, Un) Fr U, -
n=1 n=m

Damit ergibt sich

Ca(v) S Al u)al?
B = o, = S o) P

und aus der Monotonie A, T folgt wieder

min  R(v) = A,
veVv it

m—1

d

Der explizite Bezug auf die Eigenvektoren u,, fiir die Charakterisierung der Eigenwerte A,,, m > 2 in
Satz 10.9 ist oft unhandlich, da die Eigenvektoren nicht explizit bekannt sind. Man kann das umgehen:

Satz 10.10 (Minimax-Prinzip)

Am = min  max R(v), m=1,2,....
E,.CV wveE,
dim E,,,=m
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Beweis: “>":Sei E,, :=V,,, = span{uq, ..., u,}. Dann hat jedes v € V,,, die Darstellung v = ZZL:1 aplly
mit a,, = (v, uy,)g und

Maximieren iiber alle (ay,)"_; € R™ liefert als Maximum A, wegen der Monotonie A, T, d.h.

max R(v) = A (10.12)

“<”: Sei By, C V mit dim E,,, = m. Wihle v € E,, \ {0} so, daf§
(v, upn)g =0, n=1,...,m—1.

(das geht aufgrund des Dimensionsatzes der linearen Algebra, weil nur m—1 lineare Bedingungen gestellt
werden ). Dann ist v € V,;-_| N E,, und somit nach Satz 10.9

Am = min R(w) < R(v) < max R(w).
weV - wEE,

m—1

10.0.1 FEM Diskretisierung

Die Diskretisierung des variationell gestellten Eigenwertproblems (10.3) erfolgt durch Wahl eines abge-
schlossenen Unterraums V;, C V und Betrachten von

Finde (up, A\n) € Vi \ {0} x R s. d. a(up,v) = Ap(un, v) g Vv € V. (10.13)

Das (diskrete) Eigenwertproblem (10.13) ist dquivalent zu einem algebraischen (verallgemeinerten) Ei-
genwertproblem: Wihlt man eine Basis {¢1,...,¢n} von V}, so ist (10.13) dquivalent zu:

Finde (up, A\p) € RV \ {0} x R s. d. Au;, = \yMuy, Aij = alyj, vi), M = (¢j,¢i)H-
(10.14)

Bemerkung 10.11 Fiir moderate Problemgréfien N kann man das Matrix-Eigenwertproblem (10.14)
mit Standardmethoden der numerischen linearen Algebra losen, z.B. dem QR-Algorithmus (wenn M = Id
oder wenn man M~!A betrachtet) oder Varianten wie dem @QZ-Algorithmus (fiir allgemeines M). Dies
liefert alle Eigenwerte und Eigenvektoren mit Aufwand O(N?). Fiir grole N arbeitet man mit iterativen
Verfahren, die nur einen kleinen Teil des Spektrums liefern. Dies aus zwei Griinden: 1) die Kosten
sind nicht tragbar und QR-artige Algorithmen konnen sehr schlecht die Besetzungsstruktur von A, M
ausnutzen (typischerweise sind dies diinn besetzte Matrizen); 2) man ist ohnehin nur an einem kleinen
Teil des Spektrums interessiert, weil die numerischen Approximationen eines grofien Teils des Spektrums
sehr schlecht sind (— spéter). =

Ubung 10.12 Uberlegen Sie sich, da das Minimax-Prinzip auch fiir das das endlichdimensionale Pro-
blem (10.13) gilt, d.h.

Ah,m = min  max R(v) (10.15)
dEWLE‘C‘/—h vEE,

Wir nutzen Ubung 10.12, um zu zeigen, daf die Konvergenz der diskreten Eigenwerte Ah,m “von oben”
erfolgt:

Satz 10.13 Es ist
)\mé)\h,m, TTL:l,...,N.
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Beweis: Anwenden des diskreten Minimaxprinzips (10.15) und des kontinuierlichen Minimax-Prinzips
liefert wegen Vj, C V:

Apym = min  max R(v) > min  max R(v) = A,
EmCVh vEER E,.CV wveE,
dim E,,,=m dim E,,=m

Ubung 10.14 Falls die Approximationsriume Vj, geschachtelt sind, dann ist die Konvergenz sogar mo-
noton: Seien V;, C Vi» C V. Dann gilt

)\mg)\h’,mg)\h,m, m:].,...,N.

10.0.2 Konvergenz der Eigenwerte

Wir definieren den Ritzprojektor P, : V' — V}, als die Orthogonalprojektion auf V4, im a(-, -)-Innenprodukt,
d.h. P,u € V), ist charakterisiert durch

a(u — Ppu,v) =0 v € V. (10.16)
Wir erinnern an folgende Fakten:
e [, ist linear
e Bestapproximationseigenschaft: ||u — Prullv < Cinf,ev, ||lu —v|lv
e Orthogonalprojektion in a(-,-): ||Py||g < 1, wobei || - ||z die Energienorm ist.

Es ist naheliegend, daf} fiir die Konvergenz der Eigenwerte und Eigenvektoren die Frage gekliart werden
sollte, in welcher Beziehung der Raum V,,, (aufgespannt durch die ersten m Eigenvektoren) zu seiner
Projektion P,V;, in den Approximationsraum V}, steht. Es gilt:

Lemma 10.15 Definiere

P
IPwolle ) < . (10.17)

Ohm = inf ,
’ veVn vl H

Dann gilt: Falls (fir ein m € {1,...,N}), onm >0, so gilt (fiir dieses m)

Beweis: (Bemerkung: oy, beschreibt die Norm des Inversen der Operators Py, : V,, — PV, d.h.
1 —a;’}n ist ein Maf dafiir, wie nahe V,,, und P}, V;,, beieinander sind.) Wir verwenden wieder das Minimax-
Prinzip, diesmal mit dem Raum F,, = P, V,,,. Hierzu miissen wir aus der Voraussetzung oy, ,, > 0 sehen,
daf dim E,,, = m: wiire dim E,, = P,V,,, < m, so gibe es v € V,, \ {0} mit P,v = 0, was aber o, > 0
widerspricht.

Das Minimax-Prinzip (10.15) liefert nun fiir E,, = PV,

a(v,v a(Ppv, Pyo a(v,v
Ahm < max R(v) = max (—2) = max(hif) < max (—3
’ v€Em vEE, ||0||3,  veVm  [|Phu||% VeV || Prol| %
aw) ol
- — m )
veV (vl | Paoll o
wobei wir im letzten Schritt die Beobachtung (10.12) verwendet haben. O

Lemma 10.15 zeigt, dafl wir fiir festes m zeigen wollen:3
li =1.
iy Tl

Das folgende Lemma zeigt, dafl dies moglich ist:

3obwohl die Réume Vj, C V bis jetzt beliebig waren, stellen wir uns natiirlich vor, da der Raum Sp’1(771) fiir ein Gitter
der Maschenweite h gemeint ist
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Lemma 10.16 5
2 - P

s oy 2alvim e Pl
’ A1 VE Vi, vll%

Beweis: Vorbemerkung: Dreiecksungleichung liefert ||v||g > ||v]|g — ||[v — Prollag > ||v||z — Cllv — Puol|v .
Der Punkt des Lemmas ist deshalb, da§ ||v — P,vl|3, erscheint.
Sei v € V;, mit ||v]|g =1 von der Form

m m
U:Zanum Z|O‘”|2:1'
n=1 n=1

Wegen ||v||g =1 gilt

1-— HthH;;{ = (v,v)g — (Phv, Phv)g = (v — Ppo,v+ Poo)g = (v — Ppu,2v + Ppoo — o) g
= —|lv — Puol|} +2(v — Pov,v)n
—_——

<0

und damit
| Prol|3 =1 —2(v — Poo,v)g + ||v — Prol|3 > 1 —2(v — Po,v)g.

Mit a(z,un) = An (2, up) g fiir alle z € V und a(v — Pyv,w) = 0 fiir alle w € V}, berechnen wir:

NE

(v— Ppu,v)g = (Vv — Prhu,un) g

I
—

n

a(v — Pyv,uy,)

I
M=
|2

3
Il
—

a(v — Py, un — Pruy)

I
NE
|2

n=1
ol
<y o llalllle = Puolly flun — Paunllv
n
n=1
<Hv_P M S 2 S _ 2
< nollv 5 >l > llun = Prun|?
1 n=1 n=1
= <Vm o oswp w— Pl
wWE Vi,
llwllz=1
ol o -
_)\—1 m sup |[w— Pywlly

we Vi
lwllz=1

und damit folgt

a
1Pl =1 -2V sup - Prol.
w m
lwllz=1

Wegen ||v]|z =1 folgt die Behauptung. O

Lemma 10.16 zeigt, dal wir weiterkommen, wenn wir eine Approximationseigenschaft fiir die Radume
(Vi)h>o fordern. Wir werden nun fordern:

Yo eV: }lblir%)wlg‘f/h lv —w|lyv =0. (10.19)

Satz 10.17 Es gelte (10.19). Dann gilt: Fir jedes m € N existiert ein hg > 0 und ein Cp, > 0, so daf
fiir alle h < hg gilt:
a2
0 < A — Am < Co sup in L —
VEV,, WEVR ||UHH
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Beweis: Wir kénnen wieder v € V,, mit [[v|g = 1 betrachten. Schreiben wir v = > | oy uy, mit
S am|? =1, so gilt

m m m
lo = Paolly <D lanlllun — Prhunllv < [ D lanl? | D llun — Prua|}
n=1 n=1

n=1
=1

Nach Voraussetzung (10.19) kénnen wir jede der m Funktion u,, n = 1,...,m, beliebig gut approximie-
ren, wenn h klein genug ist. D.h., wir haben gezeigt:

Ve>0 3Fho>0 Vh<hg: sup |v—Py|y <e.

VEV,
lvllz=1

Wegen der elementaren Ungleichung
1
T2 <1+2¢ fiir € > 0 hinreichend klein
—€

folgt somit aus Lemma 10.16, daf fiir hinreichend kleine h

O <14+C seu‘;) v — Pyvl|%.
v m
lvllz=1

und wegen der Bestapproximationseigenschaft des Ritzprojektors

0,2 <1+C sup inf [v—w|}.
’ vEV,, WEVR
llvllm=1

Mittels Lemma 10.15 folgt dann die Behauptung. O

Bemerkung 10.18 e Satz 10.17 zeigt, dafl die Konvergenz der Eigenwerte doppelt so schnell ist wie
man es fiir die Eigenvektoren erwarten kann.

e Satz 10.17 zeigt, dafl man fiir festes m Konvergenz A, = limy_0 Ap,», erwarten kann, wenn man
mit Gittern der Maschenweite h arbeitet. =

10.0.3 Konvergenz der Eigenvektoren

Wir betrachten hier nur den Fall eines einfachen Eigenwertes \,,; die Konvergenztheorie fiir Eigenwerte
mit Vielfachheit k£ > 2 ist moglich.

Die Eigenfunktionen (u, ), wurden bereits in Korollar 10.8 definiert. V6llig analog ergeben sich diskre-
te Eigenfunktionen (uy,,))_;. Diese bilden eine ONB von (Vj, (-, ) i) und die Funktionen (A;i/zun)fl\f:l
bilden eine ONB von (V,a(-,)). ,

Eine wichtige Grofle in der Konvergenztheorie von Eigenwertproblemen ist, wie gut der Eigenwert \,,
vom Rest des Spektrums getrennt ist: min{|\,, — A;||i € N\ {m}} > 0 (beachte: A, ist als einfacher EW
gefordert). Entsprechend benétigen wir eine Grofie, die mifit, inwieweit das diskrete Spektrum {\, ;|1 <
i < N} von A\, getrennt ist. Genauer: Die Zahl

Am

m = _ 10.2
Ph, 12};’;5\] |/\m, — )\h,i| ( 0 0)

ist ein Maf} dafiir, wie weit die diskreten Eigenwerte, die nicht gegen A, konvergieren, von \,, getrennt
sind.

Ubung 10.19 Zeigen Sie: Unter den Voraussetzungen von Satz 10.17 und der Annahme, daf \,, ein
einfacher EW ist, gibt es ein hg > 0 und ein ¢, > 0, so daf fiir alle h < hq gilt: pp,m < Cm. =
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Das folgende Lemma zeigt, dafl (bis auf Skalierung) die diskrete Eigenfunktion wy, ., tatsdchlich eng mit
der Eigenfunktion u,, zusammenhéngt:

Lemma 10.20 Sei )\, einfacher Figenwert und gelte die Approximationseigenschaft (10.19). Dann exi-
stiert hg > 0, so dafs fir alle h < hg gilt: Es existiert ein Vorzeichen o € {1}, so dafl

[wm — Uuh,mHH <2(1+ Pm,h)H“m — Py || - (10.21)

Beweis: Die kontinuierlichen Eigenfunktionen (u, ), und die diskreten Eigenfunktionen (up, )y, sind nur
bis auf ein Vorzeichen eindeutig. Wir wahlen nun das Vorzeichen o von uy, ,,, durch die Normierungsbe-
dingung

(Pptim, uh,m)H > 0. (10.22)

Mit dieser Wahl wollen wir nun (10.21) mit o = +1 zeigen.
Die Funktionen (up_,)Y_; bilden eine ONB von (Vy, (-, ) #r). Sei vp m € span{up_ .} die H-Orthogonalprojektion
von Ppuy,, d.h.
Vh,m = (Phuma uh,m)Huh,m

Wir bemerken

N
Potim = Upm = Y (Phlm, nn) HUAR
n=1
n#m
N
1Patim = vnm7r = Y |(Phttns wnn) |-
7

Wir werden unten mit der Dreiecksungleichung
||Um - Uh,mHH < ”um - Phum”H + ”Phum - Uh,m”H + ”Uh,m - uh,m”H (10-23)

zum Ziel kommen. Wir miissen also diese drei Terme abschétzen.

Uber die Eigenschaft, daf die Funktionen (u,,), und (th,n)n Eigenfunktionen sind, kénnen wir wie-
der das (-, ) g-Skalarprodukt in ein a(-, -)-Skalarprodukt umwandeln, um die Galerkinorthogonalitit des
Ritzprojektors P, auszunutzen:

(Pottm, ) it = Ny 3, @(Phttms tnn) = Ay, 3@ (U, Uhn) =~ (U, )

)\h,n
Damit ergibt sich
()‘h,n - )\m)(Phum, uh,n)H = )\m(um - Phum, uh,n)H
N
= [ Prtirs — vy = 3 1Pt ) al?
i
N
S pl2z,m Z |(Um - Phumyuh,n)H|2
n=1
n#m
N
< Phm Z |(Um = Patiams ) 1) < 03 gl tm — Patin |71 (10.24)
n=1

Damit haben wir den zweiten Term in (10.23) in der gewiinschten Art abgeschétzt. Es bleibt v, — wn.m
abzuschétzen. Es ist:

Vhom — Uhym = (Phtm, Unm)H — 1) Unm

= ||vn,m — Unmllg = 11 — (Phtim, Un,m)H| -
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Die umgekehrte Dreiecksungleichung liefert mit unserer Normierungsannahme (P, U, m) g > 0

HumHH _Hum - 'Uh,m”H S ”'Uh,?nHH S ||um||H +Hu7n - ’Uh,TI'LHH) (1025)
—— ——— N——
=1 [(Prwm un,m) i |=(Phtm,Un,m)H =1

so dafl wir erhalten
11— (Phtum, Uhm) o] < ||tm — Vhom| H-

und damit
lvh,m — wnmllz = |1 = (Pottm, whm) i | < |[wm — vhm| o (10.26)

Die Dreiecksungleichung angewandt auf (10.26) liefert mit (10.24)

th,m - uh,mHH < ||um - 'Uh,mHH < Hum - PhumHH + HPhUm - Uh,mHH

< ||um - PhumHH + ph,m”um - PhumHH

Damit:
tm — unmll g < [|um — Poum|l g + || Phtim — nmll i + [|[Vh,m — Uhm || H
< ||Um - PhumHH + (1 + ph,m)HU»m — PhUmHH + ph,m”Um - PhUmHH;
was die gewiinschte Aussage ist. O
Lemma 10.25 liefert die Konvergenz der Eigenwerte in der (ziemlich schwachen) || - || g-Norm. Fiir Aus-
sagen in der || - [[y-Norm kann man folgendes Resultat verwenden, welches auch bei Fehlerschétzern fiir

EWP Anwendung findet:

Lemma 10.21 Sei (u,\) € V' \ {0} x R ein Eigenpaar. Dann gilt fiir beliebige v € V' \ {0}:
a(v,v) = M||% = a(u —v,u —v) = Mu —v,u —v)y
Beweis: Folgt durch direktes Nachrechnen und Ausnutzen von a(u, z) = Au, 2) g fiir beliebige z € V. O

Setzt man u = u,, und v = up,, in Lemma 10.21 ein, so erhalten wir eine Konvergenzaussage fiir
U, — Up,m aus Lemma 10.20 und Satz 10.17:

Satz 10.22 Sei A, ein einfacher Eigenwert und gelte (10.19). Dann existiert ein ho > 0 und ein C > 0,
so daf fir alle h < ho gilt (hier ist das VZ von up, m immer wie im Beweis von Lemma 10.20 gewdhit)

m — unmllv <C sup inf [lo—wplly
VEVy, VhEVR
vl =1

l[tim = wnmllm < Cllum — Prum |-
Beweis: Lemma 10.21 liefert mit u = wu,, und v = uy, ,, mit den Normierungen ||y, |lg =1 = |[upm| #

Arn = Am = M [th,ml| 5 = Aml[th,m| 5 = a(uhm, whm) — Al wnm 37

- a(um — Uh,m, Um — Uh,m) - )\m”um - uh,mH%{-

Das liefert
a(um — Uh,m, Um — Uh,m) = Ah,m - Am, + )\m”um - uh,mH%{a

woraus sich aus Lemma 10.20 und Satz 10.17 die Behauptung ergibt. O
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10.0.4 Bemerkungen

e Die Konvergenzaussage in Satz 10.17 verlangt die Approximierbarkeit von V,,, = span{u1,...,um}
und nicht einfach nur span{u,,} (im Falle von einfachen Eigenwerten). Tatséchlich kann man die
Aussagen auch dahingehend verschérfen, dafl bei einfachen Eigenwerten gilt:

Mom — A < C inf |lug, — |3 (10.27)
vEV)

e Wir haben hier nur den symmetrischen Fall betrachtet, bei dem der Operator T' selbstadjungiert
ist. Die Konvergenztheorie bei nichtsymmetrischen Bilinearformen af(-,-) ist méglich. Nicht alle
Konvergenzaussagen aus dem symmetrischen Fall sind {ibertragbar, u.a. weil geometrische und al-
gebraische Vielfachheit von Eigenwerten nicht mehr iibereinstimmen. Z.B. ist dann die Verdopplung
der Konvergenzrate wie in (10.27) nicht mehr gewiéihrleistet. =

10.0.5 ein operatortheoretischer Zugang

Ziel: Illustration eines allgemeineren Zugangs mittels funktionalanalytischer Techniken, der auch auf
nicht-symmetrische Probleme verallgemeinerbar ist und auch quantifizierbare Konvergenzaussagen liefern
kann.

Eine Grundannahme wird (10.19), sein, das wir etwas anders formulieren:

lim Pou=u Yu e V. (10.28)
h—0

Satz 10.23 (i) Sei (up, An)r>0 eine beschrinkte Folge von diskreten Figenpaaren (d.h. ||up|v < 1
und A\, < C fiir ein C > 0 unabhingig von h). Dann ezistiert eine Teilfolge (up/, Ap/) und ein
Figenpaar (u, \) € V\ {0} x R von (10.2) mit upy — w (in V) und Ay — A.

(ii) Sei A ein Figenwert von (10.2). Dann existiert eine Folge (up, Ap) von diskreten Eigenpaaren mit
)\h — A

Fiir den Beweis benotigen wir eine Operatordarstellung der diskreten Eigenwertproblem:

Lemma 10.24 (i) Sei (up, \n) ein diskretes Eigenpaar. Dann gilt:

AnPpTup = up, (10.29)
)\hPhTPhuh = Phuh = Up. (10.30)

(i1) Jedes Figenpaar (u,\) € V'\ {0} x R\ {0} von
1
PyTPyu = su (10.31)

ist ein diskretes Eigenpaar, d.h. w = Pyu € V}, und (u, A) € V3, x R lost (10.13).

Beweis: ad (i): Wir nutzen die Selbstadjungiertheit von T' und P, bzgl. a(-, ) aus: Sei (up, Ap) € Vi, xR.
D.g.:

a(up,v) = Ap(up,v)g Yo €V,

< a(uh, th) =\ (uh, Ph’U)H YoeV
N—— —
=a(Ppup,v)=a(up,v) a(TPpv,up)=a(Ppv,Tup)=a(v,PrTup)

< up = \pPrTup,

Damit ist (10.29) gezeigt. (10.30) folgt aus (10.29) durch Anwenden von Pj,.
ad (ii): Erfiille (u, A) (10.31). Dann ist u = AP,T P,u € V}, in V},. Insbesondere sind die Umformungen
aus dem Beweis von (i) moglich und zeigen, dafl (u, A) ein diskretes Eigenpaar ist. O
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Beweis von Satz 10.23: entscheidendes Hilfsmittel ist die Normkonvergenz P, T — T'. Diese folgt aus

PT-T= (P,—1) _T
—— ~~
—0 punktweise kompakt
ad (i): Sei (up, A\p) beschrénkte Folge von diskreten Eigenpaaren mit
lunlle =1 und [An]| <C  Vh>0.

Nach Ubergang auf eine Teilfolge (die wir wieder mit (uz, A,) bezeichnen) kénnen wir annehmen:

un Luev, (10.32)
un B, (10.33)
Tun % Tu, (10.34)
A = AER. (10.35)

Nun schliefen wir

up = A\ PrTup = A\, (PhT — T) Up, + T(uh — u) +Tu
~— ~ | —— ~~ —_———
—u —A —0 in Norm beschrdnkt  —0wg. T kompakt

Damit konvergiert die rechte Seite in Norm gegen \T'u, so daf die (schwach konvergente) Folge auf der
linken Seite auch in Norm gegen ihren schwachen Limes u konvergiert. Wir haben also

u= \u.

Es bleibt zu zeigen, dal v # 0 und A # 0. Das folgt aus

‘2 (10. 33) (10.35)

1= [lunl|E = alun, un) = Mn(un,un)g = Anlual Alull3.

Damit folgt A # 0 und ||u| g # 0.
ad (ii): Wir argumentieren mittels eines Stérungsargumentes wie im Beweis vom Satz von Bauer-Fike.
Wir schreiben
T = P, TPy, + 6

wobei [|65 ||y — 0, denn
op=T—- P, TP, = (I — Ph)T + PhT(I — Ph)

&8t sich schreiben als Verkettung von kompakten Operatoren und punktweise gegen Null konvergierenden
Operatoren. Der Operator P,T Py, ist kompakt und selbstadjungiert (bzgl. a(-,-)) und hat deshalb eine
ONB (en, tth,n) von (V,a(-,-)) aus Eigenvektoren:

PhTPhen:Mhmenv n:17"'7

Die Eigenvektoren zu den EW py, , = 0 spannen nach dem Spektralsatz Ker P,T' P, auf. Nach Lem-
ma 10.24, (ii) sind die Paare (ey, 1/pp ) mit gy, # 0 diskrete Eigenpaare. Mit den diskreten Eigenwer-
ten mit A\, ; > 0,4 =1,..., N, haben wir also:

,uh,n:)\,:i, n=1,...,N, hn =0, n=N+1,...,
Sei nun A ein Eigenwert des kontinuierlichen Problems. Setze i := A~!. Wir behaupten:
inf{|pp — ppnl|ln=1,...,N} -0 fiir h — 0. (10.36)

., N} > 0 zu betrachten. Dann ist A kein diskreter Eigenwert und

w— PpT Py, ist invertierbar:

o0 o0 1
w— PyTPy)v = phpn)a(v, en)e, und w— Pp,TPy “ly = —a(v,ey)en.
( ; ) ( ) n; . en)
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Insbesondere erhalten wir

_ 1 1
|(p — P, TPp) 1||E = max = —
no | = ol ming, [p — fip,n|

Sei nun 0 # u ein zu A gehoriger Eigenvektor. Dann ist pu = Tu = P,T Pru + dpu und damit

u=(p— PTP,) "Spu == lullg < [|(n — PuTPa) " ellonllelulle
= 1< |[(p—PTP) | elonlle = min [p = pih,n| < [[0nlls = 0.

Wir haben somit erhalten, dafl die diskreten Eigenwerte die kontinuierlichen approximieren.
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10.1 Weyl’s asymptotische Formel
Ziel: Fiir Q C R? zeige
Q
NQ,D<)\) ~ |4—|)\, A — 00 (10.37)
T
mit der folgenden Zahlfunktion fiir die Eigenwerte des Dirichleteigenwertproblems

Nao.p(A) :=card{n| A, < A} (10.38)

Bemerkung 10.25 Analoge Formeln existieren fiir Q C R, d > 2, und andere Randbedingungen. =

10.1.1 Rechtecke

Lemma 10.26 Sei R = (0,a) x (0,b). Dann gilt fir die Figenwerte des Dirichleteigenwertproblems auf
R:

w202 p2m?
)\e’m:7+b—2’ €,m:1,2,..., (1039)
b
Nrp(\) = {(6,m) € N2 | Apm < A} = AZ—F +O(VN), A— oo (10.40)

Beweis: Beweis von (10.39): Durch Separation der Verédnderlichen bestimmt man die Eigenfunktionen
70 g (2, y) = sin(mlz/a) sin(rmy /b) mit zugehorigen Eigenwerten g, = 72%/a? + 7w2m? /b2

Beweis von (10.40): Ng,p()) stellt die Anzahl Gitterpunkte aus Z* x Z* dar, die in der (abgeschlos-
senen) Ellipse £ = {(z,) € R?|(z/A)? + (y/B)? < 1} mit Halbachsen A = v/ Xa/7 und B = V\b/7
liegen. Fiir grofle A ist deshalb

Nr,p(\) = iFlache(c‘J) + O(Umfang(€)) = Z—C;:) +O(VN).

Analog ergibt sich die Formel fiir die Neumanneigenwerte:

Lemma 10.27 Sei R = (0,a) x (0,b). Dann gilt fiir die Eigenwerte des Neumanneigenwertproblems auf
R:

252 2,,2

T Tm
)\g7m = a—2 + p2 E,sz,l,Z,..., (1041)
Ne v :={,m)| Aem < A} = )\Z—b +0(VN), A — oo. (10.42)
T

Beweis: Die Argumentation ist analog zum Dirichletfall. Man bemerkt, dafi die Eigenfunktionen durch
ug,m(x,y) = cos(nlx/a) cos(mmy/b) gegeben sind. O

10.1.2 Monotonieeigenschaften
Wir bezeichnen mit A\, p(Q) und A, n(£2) die (sortierten) Eigenwerte zu

—Au =M u in Q, u=0 auf 99,
—Au=X u in €, Opu =0 auf 00.

Laut Ubungen gilt mit dem Rayleighquotienten R(v) = IVUllZ2 0y /1101 Z 20

A.p(2) = min  max R(v) = max min R(v), 10.43
(&) E,CHL(Q)vEER (v) 21,0201 €EL(Q)  weHE(Q) () ( )
dim E,=n ('U»Z??)L2(Q):O7
i=1,...,n—1
A.n(2) = min max R(v) = max min R(v). 10.44
7N( ) E,CH"(Q)vEEn ) 21,.02n—1€L2()  veHY(Q) () ( )
dim E,,=n (v,zi)Lg(Q)ZO,
i=1,....n—1

Die Dirichleteigenwerte geniigen einem einfachen Monotonieprinzip:
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Lemma 10.28 Fiir Gebiete  C Q' gilt
An.p(2) > N\ p(Q) Vn € N. (10.45)

Beweis: Ubung. Verwende H} () C H}(€). Man beachte, daf ein analoges Monotonieprinzip nicht fiir
die Neumanneigenwerte gilt. a

Zwischen A, p(92) und A\, n(£2) besteht folgender Zusammenhang:

Lemma 10.29
An,D(22) > A N () Vn € N.

Beweis: folgt aus dem Minimax-Prinzip und H}(Q) C HY(Q). O

I"J'bung 10.30 Seien 0 < A1 < X <---und 0 < Xl < Xg < ... mit Xn < \p fiir alle n € N. Dann gilt:

card{n| A, <A} = N(A) < N(A) := card{n| X, <A}  VA>0. (10.46)

Wir betrachten nun, in welcher Relation die Eigenwerte von Teilgebieten zu den Eigenwerten eines
Gesamtgebietes stehen:

Lemma 10.31 Sei~§ = UQU---UQ,,, wobei die Teilgebiete 0, i = 1,...,m, paarweise disjunkt
seien. Seien A1 < Ao < --- die sortierten Werte (gemdfS Vielfachheit) von {\, p(€)|n € N, i €
{1,...,m}}. Dann gilt:

An = min R(v) (10.47)

max
S rein 1 €L7() ve L3 (@)
vlo, €HJ (Q),i=1,....,m
(v,25) p2(0y=0,4=1,...,n—1

Hier ist der Rayleighquotient eigentlich als

i ”vv”zm(gi)
Yt Hv”%ﬁ(ﬂi)

R(v) = (10.48)

zu verstehen.

Beweis: Ubung. Die wesentliche Beobachtung ist, da8 die rechte Seite von (10.47) die Charakterisierung
eines Eigenwertproblems ist, das in die unabhingigen Eigenwertprobleme der m Teilgebiete €2; zerfillt.
O

Analog zu den Dirichletproblemen aus Lemma 10.31 kann man lokale Neumannprobleme betrachten:

Lemma 10.32 Sei Q = QUQU- - -UQ,,, wobei die Teilgebiete 0,1 = 1,...,m, paarweise dijunkt seien.
Seien Ay < Xy < --- die sortierten Werte (gemdf$ Vielfachheit) von {\, n(€:)|n €N, i€ {1,...,m}}.
Dann gilt:

An = min R(v) (10.49)

max
21,0 2n—1€L2(Q) veEL?(Q)
vla;, €H' (Q4),i=1,...,m
(’U7Zj)L2(Q):07]':17...77171

Hier ist wieder R wie in (10.48) zu verstehen.
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10.1.3 Beweis des Satzes von Weyl

Satz 10.33 (Weyls asymptotische Formel) Sei Q C R? ein beschrinktes Lipschitzgebiet mit stiick-
weise glattem Rand. Dann gilt fiir die Dirichleteigenwerte:

i M) _ 191

= ) 10.
A—00 A 4m (10.50)

Beweis: Fiir h > 0 definiere (unendliche) regelméBige Vierecksgitter
Tn = {(ih, (i + 1)h) x (jh, (j + 1)h) |i,j € Z}.

Wir betrachten Vereinigungen von Rechtecken Rj und Eh, die  von innen und auflen approximieren:

Seien Ry,..., Ry die Rechtecke aus 7Ty, die ganz in Q liegen und El, ..., R die Rechtecke aus Ty, die
nichtleeren Schnitt mit 2 haben. Setze

Ry, := U™ | R;, Ry := U™ | R;.

1. Schritt: Lemma 10.28 zeigt
An,D(22) < Aip(Rp) Yn € N.

Mittels Ubung 10.30 erhalten wir
No,p(A) > Ng, p(Q) VA >0.

Da Ry, eine Vereinigung von Rechtecken ist, kénnen wir A, p(Rj,) mittels expliziter Formeln abschétzen:

(10.43) )
/\mD(Rh) = max min R(U)
21,..2n—1€L2(Ry) veH! (Ry)
(v,20) 2R,y =0,i=1,...,n—1
< max min R(v)

21ye2n—1E€L2(Rp) vEHL(R)),j=1,....,m
(’Uvz«i)Lz(Rh):O,i:L...,nfl
Lemma 10.31 7
= )\n,D»

wobei XLD < X27D < .- die sortierte Folge (entsprechend Vielfachheit) der Eigenwerte {\¢.p(R;)|j =
1,...,m,¢ € N} ist. Fiir jedes j € {1,...,m} ist nach Lemma 10.26

Ngr,.p(\) = % +O0(WV\)

Weil die Spektren der R; alle gleich sind, erhalten wir
card{n | A e _ At VA
n|Anp <A} =Y Ng,p(A) = O

Jj=1

(Beachte: die Konstante, die in der O(-)-Notation “versteckt” ist, hingt zwar nicht von A, wohl aber von
h ab.) Damit ergibt sich

AR
NQ,D(A) > NRh,D(/\) > % + O(\/X)
2. Schritt: Aus

Lemma 10.28 ~ Lemma 10.29 ~
An,D(£2) > An,D(Rp) > An,N(Rp)

schlieBen wir mit Ubung 10.30
Nop(A) < Ng y(V).
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UmNg,

.. (A) abzuschitzen, verwenden wir

)‘n,N(éh) (1044 max min_ R(v)
Z1,..032n—1€L2(Ry) vEHY (Ry,)

> max min  R(v)
Z1yemzn_1€L2(Ry) wveL?(Ry)
vl g, €H' (R;)
Lemma 10.32 7
= >\n,N7

wobei XLN < XQ’N < ... die sortierte Folge (entsprechend Vielfachheit) der {)\z,N(Ej) li=1,...

N} ist. Fiir jedes j ist nach Lemma 10.27

N, v = /\% +O(VN).

Weil die Spektren der Rechtecke éj alle gleich sind, ergibt sich

card{n | Ap.v <A} = Z Ng n(A) = A@ +O0(V\),

- 47
j=1
d.h. ~
R
Nop(\) < N, v(A) < A% +O(VN).
3. Schritt: Die Schritte 1 und 2 liefern
‘Rh| —1/2 Ng D()\) |§h| —1/2
12thd A < DV 12 A )
4 +0O( )< A ~ Ar +0( )
Damit folgt
—‘Rh| > lim sup —NQ’D()\) > lim inf —NQ’D()\) > —|Rh|.
4 Ao A A—00 4

LBt man nun h — 0, so gilt limy,_, |Rp| = limy_, |Rp| = || und damit

. Nap(A) 19
am T T

10.1.4 Can you hear the shape of a drum?

(i, b€

Die Form eines Gebietes legt das Dirichletspektrum eindeutig fest. Umgekehrt kann man fragen, ob
Kenntnis aller Eigenwerte A, p(£2), n € N, das Gebiet  eindeutig (bis auf triviale Kongruenztransfor-
mationen) festlegt. Die Antwort zu dieser Frage (“can you hear the shape of a drum?”) ist: nein. In
[9, 8] wurde gezeigt, dal die beiden Gebiete in Fig. 10.1 das gleiche Spektrum haben; sie sind aber nicht

kongruent.
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Abbildung 10.1: zwei nicht kongruente, isospektrale Gebiete
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—*—inverse iteration
--e--rayleigh quotient iter.
— (222"
100+
2 10°%
[0}
10710 |
10715 . . . . . ,
0 2 4 6 8 10 12 14

iteration number m

Abbildung 10.2: Konvergenz der inverse Iteration und des Rayleighquotientenverfahrens fiir A =
diag(1,3,5,...,315), M = Id. Es ist Ay = 1, Ay = 2 und Startwert fiir Rayleighquotienteniteration
ist gewiihlt zu A(9) := 1.5.

10.2 Bemerkungen zum Lo6sen von algebraischen EWPs

Aufgabe: gegeben SPD Matrizen A, M, bestimme den kleinsten EW A von Az = AMz.

10.2.1 klassische Techniken

1. inverse Iteration

e bestimme z("t1) := A= Mfz(")
e normalisiere ("1 g +1) .= g (+1) /|5 (n+1) | (Il - || geeignete Norm)
o N\t .= R(z(ntD)
Dieses Verfahren konvergiert (asymptotisch) linear, mit einer Konvergenzgeschwindigkeit, die von

der Separation des kleinsten vom zweitkleinsten EW bestimmt wird. (Im vorliegenden symmetri-
schen Fall ist der Fehler O((\1/A2)?™) fiir den Fehler im m-ten Schritt).

2. Rayleighquotienteniteration:
e bestimme z("tD .= (A — XMW A1)~z
e normalisiere £(" 1) z(n+1) .= g (n+1) /| z(n+1)|

o A1) = R(z(ntD)

Dieses Verfahren konvergiert (asymptotisch) kubisch.

Bemerkung 10.34 Blockvarianten existieren, um Gruppen von EW (und EV) zu bestimmen. Auch
Krylovverfahren wie das Lanczosverfahren liefern Approximationen an extremale Eigenwerte; allerdings
héngt das Konvergenzverhalten des Lanczosverfahrens von auch von A4 — Amin ab — langsame Kon-
vergenz bei groflen FEM-Matrizen. "

Frage: Was ist das Vorgehen, wenn exaktes Losen (d.h. Anwenden von A~' oder (A — A" M)~1) nicht
moglich?
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10.2.2 vorkonditionierte Gradientenverfahren
Idee: Minimieren von R fiithrt auf Gradienteniteration
.CL'("+1) — ZL‘(") _ w(”)VR(x(”)),

Az — R(x)Mx

VR(z) =2 (@ M)

wobei die Schrittlinge w(™ geeignet gewihlt wird (siehe unten).
Tatsédchlich ist diese Iteration langsam, wenn cond A grof3 ist. Besser ist es, mittels eines Vorkondi-
tionierers T (T SPD) die Iteration

2D = g _ MY R(z(M) (10.51)

zu betrachten. Das Iterationsverfahren (10.51) heifit PINVIT (“preconditioned inverse iteration”—siehe
auch Ubung 10.38 unten). Es liegt nahe, w(™ durch einen Optimierungsprozess festzulegen: man bestimmt
w™ so, daB R(x("*+1) minimal wird, d.h. man 16st

min {R(m) |z e span{m("),TVR(x("))}} . (10.52)
Offensichtlich ist dann R(z(™*V) < R(z(™).
Ubung 10.35 Zeigen Sie, daB die Minimierungsaufgabe (10.52) einem 2 x 2 EWP entspricht.

Ubung 10.36 Zeigen Sie, da bei Wahl der Schrittlinge w(™ mittels (10.52) die Skalierung von T
unwichtig ist, d.h. das Verfahren fiir 7" und o7, a > 0, die gleichen Iterierten liefert. Oft schreibt man
die Tteration deshalb auch als

2D = 2 _ 5T (Ar — R(z)Mz™)
und bestimmt &™) mittels (10.52).

Bemerkung 10.37 Man kann den obigen Algorithmus verfeinern, indem man iiber grofiere Rdume mi-
nimiert. LO(B)PCG (“locally optimal (block) preconditioned conjugate gradient method”) von Knyazev
16st folgendes 3 x 3-EWP

min {R(x) |z € span{z(™ ("=, TVR(x("))}} . (10.53)

Man beachte, daf} sich diese Iteration sehr billig realisieren 1&3t, wenn die Anwendung von 7', A, M billig
ist. ]

Die Eigenschaften des Vorkonditionierers T" werden mit den Parametern 1, o charakterisiert:

vz, T 2) < (2, Az) < yo(x, T 'x) V. (10.54)

Ubung 10.38 Betrachten Sie einen optimalen Vorkonditionierer, d.h. 7= A~'. Uberlegen Sie sich, daf§
man die Schrittlinge w(™ in (10.51) so withlen kann, da man effektiv einen Schritt der inversen Iteration
durchfiihrt. "

Bzgl. der Konvergenz von PINVIT mit Schrittlingenwahl (10.52) (und damit auch von LOPCG) gilt:

Satz 10.39 Setze fiir y1, v2 > 0 aus (10.54) v = (ya —71)/(71 + 72). Bs gelte \; < R(z(™) < A\ij1.

Dann gilt fir ™Y : Entweder ist R(z™tD) < \; oder \; < R(z(™ D) < X\j1 mit

R(x(+1D)) — )\ R(zx™) — )\ ;
@) <N, Ra®) .

0< y
Nt1 — R ) =7 X1 — R™) Ait1

<1

Beweis: siehe [2, 13, 15] O
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Bemerkung 10.40 Das typische Verhalten von preconditioned inverse iteration ist eine (asymptotisch)
lineare Konvergenz gegen den kleinsten EW. Man beachte, dafl die Qualitdt des Vorkonditionierers T'
explizit in die Abschéitzung eingeht. Insbesondere hiangt die asymptotische Konvergenz des Verfahrens
bei optimaler Wahl des Vorkonditionierers nicht von cond A ab sondern nur davon, wie gut der kleinste

vom zweitkleinsten EW getrennt ist. "
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