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1. Sei wie im Spektralsatz A : X → X ein kompakter, selbstadjungierter Operator und (en)n eine ONB von X und
Aen = µnen für alle n ∈ N. Zeigen Sie: Für µ ∈ C mit µ 6= µn für alle n gilt: ‖(A− µ)−1‖ ≤ maxn |µ− µn|

−1.

2. SeiX Hilbertraum (über C). Eine Verallgemeinerung von selbstadjungierten Operatoren sind normale Operatoren

A : X → X , die durch die Bedingung AA∗ = A∗A charakterisiert sind, wobei A∗ der adjungierte Operator ist,
d.h. (Ax, y)X = (x,A∗y)X für alle x, y ∈ X .

a) Zeigen Sie: ‖Ax‖X = ‖A∗x‖X für alle x ∈ X . Zeigen Sie für λ ∈ C, daß (A− λ)∗ = A∗ − λ.

b) Sei (x, λ) ein Eigenpaar von A. Zeigen Sie: (x, λ) ist Eigenpaar von A∗. Hinweis: betrachten Sie ‖(A −
λ)∗x‖X .

c) Zeigen Sie: Seien x1, x2 Eigenvektoren von A zu Eigenwerten λ1 6= λ2. Dann gilt: (x1, x2)X = 0.

3. Sei A : X → X invertierbar. Zeigen Sie: A∗ ist invertierbar und (A∗)−1 = (A−1)∗. Hinweis: Zeigen Sie mittels
der Definition des adjungierten Operators, daß A∗x = y äquivalent ist zu x = (A−1)∗y.

4. Sei A : X → X ein beschränkter Operator und µ ∈ C mit |µ| > ‖A‖. Zeigen Sie: ‖(A − µ)−1‖ ≤ (µ − ‖A‖)−1.
Hinweis: Neumannsche Reihe.


