Numerik von PDEs: instationare Probleme SS 2023

Serie 3 (TM)
Diskussion des Blattes: Fr., 31.3.2023
1. Betrachten Sie die Diskretisierung des Eigenwertproblems
—Au=Au auf Q, u=0 auf 9Q (1)

mittels der FEM basierend auf Sé’l(ﬁ) und einem formreguldren Gitter 7. Es bezeichne h,,;, den kleinsten
Elementdurchmesser.

a) Seien A\p1 < A\po <--- <\ n die (diskreten) Eigenwerte. Uberlegen Sie sich, daf

a,0) e A

Ap1 = min
vEV), ||’UH%2(Q)

’ vEV), ||’UH%2(Q)

b) Zeigen Sie: es gibt Konstanten Cj, Cs, so dal C1 < M1 < Ay < Cgh;fm. Ist die Abschétzung
Ay < Coh 2 scharf?

c) Betrachten Sie den Dirichlet-Laplace in 1D auf einem Intervall (0,1) mit Eigenpaaren (sin(nmrx),n*r?).
Betrachten Sie die FEM-Diskretisierung auf einem regelméfligen Gitter der Schritteweite h. Die Steifigkeits-

matrix A und die Massematrix M haben die Form

(VNN
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6 1—cos(nmh)

¥ ;Jrcos(mh). Hinweis: Betrachten Sie den Vektor

Zeigen Sie: die diskreten Eigenwerte sind Aj, =
(sin(nmjh));.

Bemerkung: Die Formel und Taylor zeigt, dafl man in der Tat nur fir einen kleinen Teil des Spektrums
gute Konvergenz erwarten kann.

2. Sei B € RV*¥ gine SPD Matrix mit Spektrum o(B) und x € R, X\ > 0 beliebig. Zeigen Sie:

llr(x) ]l > min |p— A, r(x) :=Bx — \x
xle = i

Bemerkung: Falls A in der Néhe eines einfachen EW ist, dann ist die obige Abschétzung nicht scharf. Es ist dann
miny, |A — p| < C|r||Z.

3. Betrachten Sie das EWP
a(u,v) — Nu,v)g =0 YveV

mit der Diskretisierung fiir V;, C V. Definieren Sie den Fehler e := u — uj und das Residuum
v — Res(v) := a(un,v) — Ap(up,v) g
als lineares Funktional auf V' und nehmen Sie die Normierungen |lup||g = ||unllg = 1 an.
a) Zeigen Sie: a(e,e) = Ae,e)g + Ap — A
b) Zeigen Sie: a(e,e) = %(e, e)a — Res(e)
c) Betrachten Sie nun (1). Uberlegen Sie sich, wie man mit den Techniken von Residualfehlerschéitzern aus

der VO “Numerik partieller Differentialgleichungen: stationéire Probleme” einen berechenbaren Ausdruck
71 definieren kann, so dafl die folgende Abschétzung gilt:

H Res HV’ S C?].

Damit folgt insbesondere | Res(e)| < Cnle]|v .
Bemerkung: Da man mittels des Aubin-Nitsche-Tricks zeigen zeigen kann, dafl fiir hinreichend kleine
Maschenweiten h die Abschétzung |le| g << |||y gilt, hat man somit einen Fehlerschétzer der Form

lellv < Cn

hergeleitet. Daraus ergibt sich dann auch relativ einfach ein Fehlerschétzer fiir den Eigenwert |A — Ap| von
der Form |\ — \,| < Cn?.



