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1. Betrachten Sie die Eigenwertaufgabe

—u" = Ae(z)u =0 auf (0,1), w(0) = u(1) = 0. (1)

a) Sei c¢(z) = 1. Geben Sie die Eigenwerte A\ von (1) an.

b) Fiir ¢(z) = 1 werde die Eigenwertaufgabe (1) mithilfe einer Galerkindiskretisierung mit stiickweise lin-
earen Ansatzfunktionen auf uniformen Gittern der Gitterweite h = 27", n = 1,..., gz Mit Npee = 10
naherungsweise gelost. Stellen Sie das zugehorige Matrixeigenwertproblem der Form Au = AMu auf.
Schreiben Sie ein MATLAB-Programm, das die Konvergenzeigenschaften untersucht. Das EWP Au = AMu
kann in MATLAB (oder Python oder NgSolve) mittels eig gelost werden. Es sollen 3 Plots erzeugt werden:

e Konvergenz (relativer Fehler gegen Schrittweite h, doppelt logarithmisch) fiir die 5 kleinsten Eigen-
werte.

e Fiir h = 27 "mae= tragen Sie die Eigenwerte und die numerischen Approximationen iiber der Nummer
auf, d.h. die Paare (i, \;) und (i, Ap ;) fir i = 1,...,2"%mer — 1.

o Fir h =27 "me= die Paare (i, (A — Ai)/Ai), i =1,...,2"mes — 1 semilogarithmisch.

c) Sei nun ¢(z) =1+ z(1 — ). Modifizieren Sie Ihr Programm so, daf§ es auch diesen Fall bearbeiten kann'.
Die exakten Eigenwerte \; sind dann nicht bekannt. Uberlegen Sie sich anhand der Aussage, daf

A\i = A +ch? + O(h%),

wie Sie einen “exakten” Wert aus den letzten beiden Approximationen (d.h. zu den Schrittweiten Ay, =
27"maz und 2h,,,) extrapolieren konnen. Machen Sie eine Konvergenzstudie wie in Teilaufgabe b) fir
den kleinsten Eigenwert A1, indem Sie Thren extrapolierten Wert als exakten Wert annehmen.

2. In der VO haben wir das Minimum-Maximum-Prinzip kennengelernt.

a) Zeigen Sie folgendes “Maximum-Minimum-Prinzip” (mit der Notation V,;- aus der VO):

Am = min R(v) =  max min R(v)
veV Lt 2152m—1€EV veV
m a(v,z;)=0, i=1,...,m—1

Am = max min R(v)
Z1yeeeyZm—1€H veV
(v,2:)g=0, i=1,...,m—1

3.  Seien 4, Q5 zwei beschriankte Gebiete mit Q; N Qs = (). Betrachten Sie das Eigenwertproblem: Finde 0 # u €
Hol(Ql) X Hol(QQ) und A € R s.d.

2 2
a(u,v) Z:Z/Q.V’UJ'V’U:AZ/Q.U’U Yo € Hy () x Hy(Q2).
i=1 /8% i=1 7%

a) Geben Sie die Eigenfunktionen und Eigenwerte Xn, n € N, mithilfe der Eigenfunktionen und Eigenwerte
fiir Probleme, die auf €;, 2 gestellt sind, an.

b) Zeigen Sie

An = max min R(v), R(v) = -
21y zn 1 €L2(Q1) X L2(Q2)  ve HE () x HE (Qa) llv]| 2
(v,25) 2=0,j=1,....n—1

Loder berechnen Sie gleich in Teilaufg. b) die Matrix M mittels eine GauBquadratur mit 3 Punkten—die Routine gauleg.m finden Sie
auf der homepage. In Python stellt polynomial.legendre.leggauss(n) die Punkte und Gewichte fiir die Gaulquadratur bereit



