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Abkiirzungs- und

Symbolverzeichnis
h Plancksches Wirkungsquantum
R(2) Realteil von z € C
I (z) Imaginérteil von z € C
z komplex Konjugierte von z € C
22 =| z |? fiir v € R?
T transponierter Vektor zu x € R¢
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O, partielle Differentiation nach ¢
f Differentiation der Funktion f nach ¢
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mit kompaktem Trager, 0 < p < oo
p Folgenraum, 1 < p < oo
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Kapitel 1

Einleitung

Die Quantenmechanik z&hlt zu den modernen Disziplinen der Theoretischen Physik
([No04]) und ergénzt bei der Betrachtung und Erkldrung bestimmter Naturerscheinun-
gen die Gebiete der klassischen Physik ([Sc02]).

Um quantenmechanische Phdnomene, zum Beispiel in der Quantenoptik ([Da76], [Ha70]),
in der Mikroelektronik ([St86]), in der Halbleitermodellierung ([GGKS93]) oder in

der Betrachtung der Brownschen Quantenbewegung ([Di93]) kinetisch beschreiben zu

kénnen, kommen quantenkinetische Transportgleichungen, wie zum Beispiel die Wigner-
Gleichung ([Ta83]), zum Einsatz.

Gegenstand dieser Diplomarbeit ist die lineare Wigner-Fokker-Planck-Gleichung als
Beispiel fiir ein Quantensystem unter dem Einfluss eines harmonischen Oszillator-
Potentials und einem Hitzebad von harmonischen Oszillatoren in thermischem Gleich-
gewicht.

Die vorliegende Arbeit gliedert sich neben dieser Einleitung in vier Teile:

In Kapitel zwei werden wir einige grundlegende mathematische Vorbemerkungen ma-
chen. Wir werden zum einen einige Eigenschaften von Operatoren definieren, wie zum
Beispiel die Positivitdt und die Selbstadjungiertheit eines Operators, um anschlie-
Bend die Begriffe Spurklasse-Operator, Hilbert-Schmidt-Operator und Dichte-Matrix-
Operator einzufithren. Zum anderen stellen wir die Wignertransformation vor. Mit Hil-
fe dieser lasst sich die Dichte-Matrix-Funktion p (z,y, ) eines Dichte-Matrix-Operators
R (t) auf die Wigner-Funktion w (x,&,t) transformieren.

Im dritten Abschnitt werden wir die Evolutionsgleichung (auch Master-Gleichung ge-
nannt) fiir den Dichte-Matrix-Operator R (¢) betrachten und die zugehérige Evoluti-
onsgleichung fiir die Dichte-Matrix-Funktion p (z,y,t) mit Hilfe der in Kapitel zwei
vorgestellten Wignertransformation in die Wigner-Fokker-Planck-Gleichung ummodel-
lieren. Dann werden wir den Spezialfall eines harmonischen Oszillators genauer untersu-
chen. Durch die Wahl des quadratischen Potentials bekommen wir die lineare Wigner-



Kapitel 1. Einleitung 7

Fokker-Planck-Gleichung, die wir anschliefend durch die Berechnung einer Greenschen
Funktion 16sen werden.

Wenn wir danach in Kapitel vier die inverse Wignertransformation anwenden, erhal-
ten wir eine Funktion p (z,y,t) beziehungsweise einen Operator R (t). Neben dieser
Riicktransformation werden wir in diesem Abschnitt Eigenschaften dieser Funktion
beziehungsweise dieses Operators genauer untersuchen. Um das Kapitel vier abzu-
schlieBen, werden wir zeigen, unter welchen Voraussetzungen an die Anfangsbedingung
unsere Losung der Master-Gleichung ein selbstadjungierter Hilbert-Schmidt-Operator,
ein Spurklasse-Operator, ein Dichte-Matrix-Operator oder ein Operator aus dem Ener-
gieraum & ist.

Im fiinften Kapitel werden wir dann die gezeigten Ergebnisse kurz zusammenfassen,
ein einfaches Beispiel geben und fiir dieses Beispiel einige Grafiken, die mit MATLAB
7.0.1 erstellt wurden, einbinden.

An dieser Stelle mochte ich mich ganz herzlich bei Roberta Bosi fiir die hervorragende
Unterstiitzung bei mathematischen Fragestellungen bedanken.



Kapitel 2

Vorbemerkungen

2.1 Operatoren

Da wir in dieser Diplomarbeit an vielen Stellen mit Operatoren arbeiten werden, emp-
fiehlt es sich, einige grundlegende Definitionen beziehungsweise Eigenschaften von Ope-
ratoren darzustellen.

Um diese Ausarbeitungen nicht zu allgemein zu fassen, werden wir die Aussagen so
darstellen, wie wir sie spéter bendtigen.

Fiir genauere Details empfehlen wir [RS80].

Wir betrachten den Raum L? (R?). Dieser Raum ist ein Hilbertraum (siehe [E102]),
also auch ein Banachraum.

Mit L (L2 (Rd)) bezeichnen wir die Menge aller linearen, stetigen Operatoren von
L? (Rd) nach L? (]Rd).

L (L? (R%)) wird mit der Operator-Norm || A ||= sup,, 4
A€ L(L* (RY)) selbst zu einem Banachraum.
Hierbei ist || 1 HL?(Rd): (1, @/})LQ(W) = [pa ¥ (2) ¥ (z) dz fiir ein ¢ € L? (RY).

||A1/1HL2(Rd) fiir e
W|\L2(Rd)

Damit konnen wir nun die starke und die schwache Konvergenz einfiihren.

Definition 2.1 Konvergenzbegriffe

Seien A,, (firn € N) und A aus L (L2 (Rd)). Dann definieren wir:

A, konvergiert fiir n — oo (stark) gegen A (A, —n—o0o A) genau dann, wenn
v’l/JEL2(]Rd> || Anw - A'[b ||L2(Rd>_>n~>oo 0.

A, konvergiert fir n — oo schwach gegen A (A, —n_.oo A) genau dann, wenn

v"/’@ELQ (Rd) <¢’ A”¢>L2 (]Rd) “n—o0 <¢7 A¢> L2 (Rd) .

Als néchstes benotigen wir die Adjungiertheit und die Selbstadjungiertheit eines be-
schriankten Operators.
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Definition 2.2 Adjungiertheit und Selbstadjungiertheit

Sei A e L (L2 (Rd)) ein beschrinkter Operator, das heif§t

E|c>0vweL2(Rd> | Az ||L2(Rd)§ clly HLQ(Rd)-

Durch <¢,A¢)L2(Rd) = <A*1/J,¢>L2(Rd) fir ¢,¢ € L? (R?) wird A* definiert, welchen
wir als adjungierten Operator zu A bezeichnen.

A heifsit selbstadjungiert, wenn A = A* ist.

Mit der Adjunktion ergeben sich unter anderem folgende Rechenregeln
VABE[:(LQ(Rd)) (AB)* = B*A", (A*)* = A

Definition 2.3 Positivitéat

Sei Ae L (L2 (Rd)). A wird positiv genannt, genau dann, wenn (1, Ap) , (Rd) >0 fir
alle ¢ € L* (Rd).

Als Kurzbezeichnung schreiben wir A > 0.

Es lasst sich zeigen, dass jeder beschriankte, positive Operator auf einem Hilbertraum
selbstadjungiert ist. Speziell ist fiir ein beschrinktes A € L (L2 (Rd)) der Operator
A* A beschrénkt, positiv und selbststadjungiert.

Wir mochten nun gerne mit | A |= vV A*A die Wurzel aus einem positiven Operator
definieren. Dass wir dies in dieser Form machen diirfen, erlaubt uns der néchste Satz.

Satz 2.4

Sei A ein positiver Operator aus L (L2 (Rd)). Dann existiert ein eindeutiger, positiver
Operator B aus £ (L* (RY)) mit B* = A.

Definition 2.5 Kompaktheit
Ein Operator A € L (L2 (Rd)) heifst kompakt, genau dann, wenn A beschrinkte Men-
gen von L? (Rd) auf prikompakte Mengen in L? (Rd) abbildet.

Fiir kompakte Operatoren kann man eine kanonische Darstellung finden.

Satz 2.6
Sei A ein kompakter Operator auf L? (Rd). Dann existieren orthonormale Mengen
{ntn=1.. N C L? (]Rd) und {¢n}n=1. .n C L? (Rd) und positive Zahlen {\,}n=1. N,

so dass qilt:
N

A= Z /\n<¢na '>L2(Rd)¢n
n=1
Die endliche oder unendliche Summe ist hierbei normkonvergent und die \,, sind hierbei
die Eigenwerte von | A |.

Betrachtet man positive, selbstadjungierte, kompakte Operatoren, so lisst sich auch
der folgende Satz zeigen.
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Satz 2.7
Sei A ein positiver, selbstadjungierter, kompakter Operator auf L* (Rd). Dann existiert
eine orthonormale Basis {¢n}n und positive Zahlen {\,},, so dass gilt:

A= Z >‘n<¢n> '>L2(Rd)¢n

Die )\, sind hierbei die Figenwerte von A und die Funktionen ¢,, sind die Figenvektoren
2U Ay

Als néchstes definieren wir die Spur eines Operators sowie die Menge der Spurklasse-
Operatoren und die Menge der Hilbert-Schmidt-Operatoren.

Definiton 2.8 Spur

.....

Ael (L2 (Rd)) definieren wir die Spur von A durch

o0

tr(A) = D (Yn A¥n) 2 (gay

n=1

Damit diese Definition tiberhaupt moglich ist, muss (und kann auch) gezeigt werden,
dass die Spur unabhéngig von der Wahl der Orthonormalbasis ist.

Mit Hilfe der Spur bekommen wir nun zwei wichtige Familien von Operatoren, ndmlich
die Spurklasse-Operatoren und die Hilbert-Schmidt-Operatoren.

Definition 2.9 Spurklasse-Operator und Hilbert-Schmidt-Operator

Sei A e L (L2 (Rd)). Der Operator A ist ein Spurklasse-Operator genau dann, wenn
tr (]| A|) < oo. Die Familie der Spurklasse-Operatoren bezeichnen wir im Folgenden
mit 7 (12 (R7)).

Die Menge der selbstadjungierten Spurklasse-Operatoren nennen wir J; (L2 (Rd)).

A wird als Hilbert-Schmidt-Operator bezeichnet, genau dann, wenn tr (A*A) < co. Mit
Jo (L2 (Rd)) wird die Menge der Hilbert-Schmidt-Operatoren bezeichnet.

Mit T3 (L2 (]Rd)) bezeichnen wir die Menge der selbstadjungierten Hilbert-Schmidt-
Operatoren.

Fiir die Menge der Spurklasse-Operatoren lassen sich nun zwei wichtige Sétze formu-
lieren.

Satz 2.10
Mit|| - |1 (definiert durch || A ||1= tr (| A ) fir ein A € Jy (L* (RY))) wird J; (L* (R?))
zu einem Banachraum, in dem gilt, dass || A ||<|| A |1 fir alle A € Ji (L* (RY)).
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Satz 2.11

Jedes A € Jy (L* (R?)) ist kompakt.

Andersherum gilt, dass ein kompakter Operator A in Jy (L2 (Rd)) liegt, genau dann,
wenn Y7 | A, < 00, wobet die N, die Eigenwerte von | A | sind.

Ahnliches ldsst sich auch fiir die Menge der Hilbert-Schmidt-Operatoren zeigen. Also
mochten wir auch hier zwei Sétze angeben.

Satz 2.12

~~~~~

Ausdruck (A, B)s = > "7 (¢, A*Bwn)L2<Rd) absolut summierbar und unabhdingig von

der Wahl der Orthonormalbasis.
Mit (-, o wird Jo (L* (R)) zu einem Hilbertraum, in dem gilt:

FAN<I Alle= V(A A <[[ Al [ All=]] A" 2

Satz 2.13

Jedes A € Jp (L* (R?)) ist kompakt.

FEin kompakter Operator A liegt in J (L2 (Rd)), genau dann, wenn
S A2 < oo. Hierbei sind die A\, die Eigenwerte von | A |.

n=1"'n

Die Menge der Hilbert-Schmidt-Operatoren auf L2 (Rd) lasst sich mit der Menge
L? (]RM) vergleichen.

Satz 2.14
AeLl (L2 Rd)) st ein Hilbert-Schmidt-Operator genau dann, wenn es eine Funktion
g € L* (R*!) gibt mit

Voera(en) (40) @) = [ (@) v ) dy

Es gilt weiterhin:
| A Tlo=l g ll2(e20)

Da wir ab dem néchsten Kapitel den Begriff Dichte-Matrix-Operator benotigen, mochten
wir diesen hier auch definieren.

Definition 2.15 Dichte-Matrix-Operator
Ein Dichte-Matriz-Operator A ist ein positiver, selbstadjungierter Spurklasse-Operator.

Aufgrund der Positivitdt eines Dichte-Matrix-Operators A gilt, dass
| A |l1=Tr (A) ist.
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Mit dem Satz 2.7 lasst sich ein Dichte-Matrix-Operator A in der Form
A= Aaln ) 12 (re)dn

schreiben.
Anderseits hat Ay fiir ein ¢ € L? (R?) nach dem Satz 2.14 die Gestalt

(40) @) = [ 9 w)dy

Somit ldsst sich g (z,y) als >, Ay () @, (y) schreiben. Wir definieren:

Definition 2.16
Fir einen Dichte-Matriz-Operator A heifit die Funktion g aus dem Satz 2.1/ eine
Dichte-Matriz- Funktion oder der Kern von A.

Es ldsst sich fiir eine Dichte-Matrix-Funktion g die Eigenschaft g (z,y) = g (y, z) zeigen.

2.2 Wignertransformation

Von E. Wigner wurde 1932 die sogenannte Wigner-Transformation eingefiihrt ([Wi32],
ILP93], [MRS90)).

Mit Hilfe dieser Transformation lisst sich die Dichte-Matrix-Funktion p € L? (R2?) in
die Wigner-Funktion w € L? (R2%) umschreiben.

1 h h ‘
S T — — —iEy 2.1
w(x,§) (270(1 s /Rd P (az‘ + me, x 2my> e Yy (2.1)

Somit kénnen wir unser quantenmechanisches Modell in eine kinetische Transportglei-
chung fiir die Wigner-Funktion w umformen.

Um von der Wigner-Funktion auf die Dichte-Matrix-Funktion zu schliefen, benétigen
wir die inverse Wigner-Transformation.

pg) = 0w (x;y,g) (R ge (2.2)

Im Folgenden wollen wir einige Eigenschaften der Wigner-Transformierten w (z, ) von
p (z,y) zeigen.

Lemma 2.17
Die Wigner-Funktion w st eine reellwertige Funktion.
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Bewezs:

! / T+ h T f —i&yq
= - - e
e h e\ 2m T 2 y

= w(z,y)

Hierbei wurde ausgenutzt, dass fiir die Dichte-Matrix-Funktion p (z,y) = p (y, x) gilt.
0

Bemerkung: Tm Allgemeinen gilt nicht, dass die Wigner-Funktion w nur Werte aus R
annimmt.

Wir kénnen die L2 (RQd)—Norm von p mit der L2 (R2d)—Norm von w vergleichen.

Lemma 2.18
Sei p € L* (R*) oder sei w € L* (R*). Dann gilt die Formel:

ooy = @0 () 8110 g (2.3

Beweis:
Sei p € L* (R*).

12124 g - [ 1pG0) P dody
]R2d

n\* h o\ o
—> /RM ]p(v—%z,v—ir%z) |* dvdz

d
> / yh/ w (v, &) e | dvdz

RQd Rd
d

> 2 / | Fen () (v, 2) 2 dvdz
RQd

iy Nt I
T=V—5 -2, Yi=vt5 -2

S|l 3= 3> 3

S~ N 7 N 7 N 7 N

) P ) B

- 2 () 0 e s
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Im letzten Schritt wurde die Parsevalsche Gleichung (siehe [El102]) benutzt.
Also ist auch w € L? (R*!) und die Gleichung der Behauptung ist erfiillt.

Sei nun w € L? (R*!). Mit analoger Rechnung zeigt man, dass p in L* (R*?) liegt und
dass die Gleichung aus der Behauptung wahr ist.

O



Kapitel 3

Die lineare
Wigner-Fokker-Planck-(Gleichung

In diesem Kapitel werden wir zunéchst auf die Evolutionsgleichung fiir den Dichte-
Matrix-Operator R (t) eingehen und diese dann in die Wigner-Fokker-Planck-Gleichung
umformen. Anschlieend werden wir diese partielle Differentialgleichung fiir den Spe-
zialfall eines harmonischen Oszillators mit Hilfe einer Greenschen Funktion l6sen.

3.1 Umformulierung der Evolutionsgleichung auf die
Wigner-Fokker-Planck-Gleichung

Wir betrachten in dieser Arbeit die Bewegung eines Ensembles aus Quantenpartikeln,
bei dem der Einfluss der Umgebung durch einen Fokker-Planck-Term modelliert wird.
Als Beispiel nehmen wir die Bewegung von Elektronen unter dem Einfluss eines elek-
trostatischen Potentials V' und einem Hitzebad aus harmonischen Oszillatoren in ther-
mischem Gleichgewicht.

Fiir den Dichte-Matrix-Operator R (t) erhalten wir die zugehorige von Neumann-Glei-
chung

d 1

TR0 = —[H RO+ A(R®) = L(R() (3.1)

mit der Anfangsbedingung
R(t=0) = Ry (3.2)

Hierbei beschreibt A den Effekt, der durch den &ufleren Einfluss hervorgerufen wird.
Dieser Fokker-Planck-Operator lautet:

AR®) = =7 [V, ROL] + Dy [V.[V, R(1)]
2 [ [, RO~ 222 [, [9, R (1) (33
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[B,C] = BC — CB beziehungsweise (B, C], = BC + CB sind der Kommutator bezie-
hungsweise der Antikommutator der Operatoren B und C ([Sc02]).

Der Operator H ist der Hamilton-Operator fiir das System (siehe [Sc02]) und L (R (t))
ist der Differentialoperator der Gleichung (3.1).

Von dieser Gleichung ausgehend, bekommen wir eine Evolutionsgleichung fiir
p(t) € L* (R*®), den Kern von R (t).

?

Op = —3 (Ho=Hy)p—7(@=y) (Vo= Vy)p
D
+Dgq | Vot Vy Po— 25 [z =y [ p
2D
200 () (Ve V) (3.4
p(z,y,t=0) = polz,y) z,yecR? (3.5)

Hierbei ist H, (beziehungsweise H,), definiert durch
h2

= "o

der Hamilton-Operator beziiglich der Variablen z (bezichungsweise y).

H, A, +V(x),

Eine notwendige Bedingung, damit unser System bestimmte Eigenschaften des Dichte-
Matrix-Operators erhélt (also quantentheoretisch richtig ist), ist die folgende Lindblad-
Bedingung fiir unsere Konstanten D,,, Dy, D,, und v (siehe [ALO7],[CF93], [AS04]).

D,, > 0 (3.6)
Dy = 0 (3.7)
Dy = 0 (3.8)
h2’)/2
Dpquq_Dgzyq 2 4 (3-9)
Zusatzlich nehmen wir an, dass
v > 0 (3.10)

ist.

Bemerkung: Die Konstanten sind fiir gewohnlich durch

A A\R? AQR?
=—, D,,=XegT, Dyy=-—F—, Dyy=-—"7-
TS gy T T AL P T maky T TP T 12amksT
gegeben. A > 0 ist die Kopplungskonstante fiir das Hitzebad, kp die Boltzmann-
Konstante, T' die Temperatur des Bades und €2 die Cut-Off-Frequenzen der Oszilla-

toren im Reservoir (siehe [SCDMO04], [ALMS04], [No04]).
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Da unsere Konstanten im weiteren Verlauf dieser Diplomarbeit die Bedingungen (3.6)-
(3.10) erfiillen sollen, ldsst sich die Dynamik unseres Quantensystems durch eine quan-
tendynamische Halbgruppe beschreiben (siehe [AS04]).

Definition 3.1

Sei X C J7 (L* (R)) mit der Spurklasse-Norm || - ||; ein Banachraum. Eine konser-
vative quantendynamische Halbgruppe auf X ist eine stark stetige Halbgruppe ([Pa83])
{S (t) }+>0 von linearen beschrankten Operatoren auf X, so dass die beiden Bedingungen

1. vA€X7A20 S(t)AzO
2. Vaex Tr(S(t)A)=Tr(A)
fiir alle t > 0 erfillt sind.

Mit Hilfe dieser Halbgruppen definieren wir spéter Losungen fiir (3.1).

Zunichst betrachten wir aber die Wigner-Fokker-Planck-Gleichung. Auf dem Niveau
der Wigner-Funktionen liest sich die Gleichung (3.4) als Wigner-Fokker-Planck-Glei-
chung

ow+¢&-Vow+0[Viw = Quw 6 cRYteRT (3.11)
mit der Anfangsbedingung

Der Diffusions-Operator @) hat die Gestalt

D D
Quw = —pszgw + 2ydive (§w) + DygApw + 2= div, (Vew)  (3.13)
m —_——— m

7

Reibung

klass. Diffusion Quanterrdiﬁ"usion

und beschreibt die Wechselwirkung des Quantensystems mit seiner Umgebung.
Der Pseudo-Differential-Operator ©[V], definiert durch

OV]w(,¢) = (27:)% /R [v <x + %y) v (x - %y)]
w (x, &) e EE de dy, (3.14)

erkldrt den Einfluss des elektrostatischen Potentials V' auf das Quantensystem.

Lemma 3.2
Die partiellen Differentialgleichungssysteme (3.4), (3.5) und (3.11), (3.12) sind dquiva-
lent.
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Beweis:

Wir werten die Gleichung (3.4) an der Stelle v := z + 5%y und z := z — 7=y aus,
multiplizieren mit (273)(1 he_zf'y und integrieren iiber y.
Anschlieflend vergleichen wir die einzelnen Terme.

O

Bemerkung: Der Vergleich der einzelnen Terme aus dem Beweis des obigen Lemmas
befindet sich in Anhang A.

3.2 Harmonisches Oszillator-Potential

Zur Vereinfachung der Rechnungen setzen wir im folgenden h = m = 1.
Auflerdem betrachten wir im folgenden Verlauf dieser Diplomarbeit ein harmonisches
Oszillator-Potential (siche [No04], [Sc02]).

2
V(x):%|a:|2+a-x+b, a€RLbER,wy >0

Der Pseudo-Differential-Operator © [V] ldsst sich dann wie folgt berechnen.

O] (¢ = (Qi)d LV (e+8) -v (o= rere ey
) (2;)d [ i) ot g e magay

= —(efrra) [ 60 (=€) (@) ae

~ (fota) [ 5E-€) Vel €)de
Rd
= — (u)gx + a) Vef (x,€)

Hierbei ist § die Diracsche Deltadistribution und 6 deren erste distributionelle Ab-
leitung.

Die Gleichung (3.11) vereinfacht sich somit zu
ow+E&-V,u — (wor+a) -Vew = Qu (3.15)
Mit der Definition w (z,€,t) := w (x - 5§, t) lasst sich a aus (3.15) eliminieren.
0

Somit erhalten wir fiir ein harmonisches Oszillator-Potential das folgende partielle Dif-
ferentialgleichungssystem

Ow+&-Vow —wir - Vew = Qu z,E eRYEt e RY (3.16)
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wobei (Q dem @ aus (3.13) entspricht.

Die Gleichung (3.16) ist unsere lineare Wigner-Fokker-Planck-Gleichung.

3.3 Greensche Funktion fiir die lineare Wigner-Fokker-
Planck-Gleichung

Greensche Funktionen (benannt nach dem Physiker und Mathematiker George Green)
sind Hilfsmittel, um gewohnliche oder partielle Differentialgleichungen zu 16sen.

In unserem Fall werden wir eine Greensche Funktion fiir unsere lineare Wigner-Fokker-
Planck-Gleichung (3.16) berechnen, um dann anschliefend eine Losung der partiellen
Differentialgleichung anzugeben.

3.3.1 Definition der Greenschen Funktion

In der néachsten Definition werden wir die Greensche Funktion noch fiir den allgemeinen
Fall der Wigner-Fokker-Planck-Gleichung definieren, da sich dies mit dem Fall der
linearen Wigner-Fokker-Planck-Gleichung deckt.

Auflerdem werden wir erkldren, was wir unter einer milden beziehungsweise klassischen
Losung verstehen.

Definition 3.3
Eine Funktion G (t,x,&,x0,&), die (3.11) fiir alle festen (x9,&) € R?*? und alle t > 0
erfillt und gleichzeitig der Anfangsbedingung

P\I‘%G(taz7£7$07£0> = 5('17 - fl?'(),g - 60)

in einem schwachen Sinne gentigt, heifst eine Greensche Funktion fir die Gleichung
(3.11).

FEine Funktion w € C (RS’;LP (RQd)) mit 1 < p < oo st eine milde Losung des par-
tiellen Differentialgleichungssystem (3.11),(3.12), wobei wy € LP (RZd), genau dann,
wenn

w(xuf)t) - / dwo (x07§0)G(t7x7§7x07§0) dIOdfo (318)
R2
Wir nennen w eine klassische Lisung, falls zusdtzlich gilt, dass w € C* (R*; C? (R2d)).

3.3.2 Berechnung der Greenschen Funktion

Um die Greensche Funktion fiir (3.16) zu berechnen, ordnen wir zunéchst die partiel-
le Differentialgleichung nach Termen mit Differentiationen 1. Ordnung und nach den
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iibrigen Termen.

(G +&-V,G — (wiz + 29€) - VG

= DpA:G +2vdG + Dy A,G + 2D, div, (VeG) (3.19)
Die zugehorige Anfangsbedingung
P\I‘%G(t,fﬂ,f,fﬂo,fo) :6(x_x07€_€0) (320)

ist aus der Definition 3.3 entnommen.

Fouriertransformation der Gleichung

Mit Hilfe der Fouriertransformation x — k,& — n

fxﬂk,ﬁﬂnf (ka 7]) = f (37,€> €7i(z.k+§.n)dl’df

R2d
lassen sich Differentiationen vor der Fouriertransformation in Multiplikationen nach
der Fouriertransformation (und umgekehrt) umformen.
Die Fouriertransformation angewendet auf (3.19) ergibt die folgende Gleichung.

0,G +i%k - Vné — Wit - VG — 2y idiv, (n9)

————

=—dG—n-V,G

= ’D,y |1 2 G+ Dy | k |* G+ 2D,yi%n - kG + 2d7G
Diese Gleichung lésst sich weiter zusammenfassen und wir erhalten die folgende partielle
Differentialgleichung fiir G (¢, k,n).
,G +win V.G + (290 — k) - Vné

= — (Dpp | n > +Dgq | k |* +2Dpn - k) G (3.21)

Die Fouriertransformation auf die Anfangsbedingung (3.20) angewendet, liefert eine
Anfangsbedingung fiir (3.21).

é (O? xz, 5) Lo, 50) = / 0 (.CE - x07£ - 50) e_i(x‘k—i_&.n)dxdg
R2d
_  ilwok+gon) (3.22)

Charakteristikenmethode

Unter Anwendung der Charakteristikenmethode auf (3.21) ergibt sich das folgende
Differentialgleichungssystem
Os =1, s(0)=0 (3.23)
Oy = wpz, y(0)=k (3.24)
Oz = 2vz—y, z(0)=n (3.25)
até = - (Dpp | z ’2 +Dqgq | y |2 +2Dpq% - y) u, G(0)= g iroktbom) ( )
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Aus (3.23) bekommt man sofort s = ¢.
Mit (3.24) und (3.25) erhélt man eine gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ord-
nung in t und eine dazugehorige charakteristische Gleichung fiir A

8t2y = wgatz =2y wgz —wgy = 270y — wgy
F)
tY

N —29A+w; = 0

Somit ergibt sich A\; 2 = v £ /7? — w@ und eine damit verbundene Fallunterscheidung
in drei Félle.

Bemerkung: Falls im weiteren Verlauf vom 1.Fall, 2. Fall oder 3. Fall die Rede sein
sollte, so bezieht sich dies jeweils auf einen der drei folgenden Fiille.

1. 0 <y <wy

= Ma=7vFiy/wi—92

——

w

Mit Hilfe des Ansatzes y (t) = Ae?'e™! + Be''e ™! und der Betrachtung der An-
fangsbedingungen von (3.24) und (3.25), ergibt sich ein lineares Gleichungssystem
fiir A und B.

k = y(0)=A+B

Setzen wir die Werte fiir A und B in den Ansatz fiir y (¢) ein, so bekommen wir
y (t) und z (t) geliefert.

et

y(t) = i [((y — iw) k — win) (cos (wt) + isin (wt))]
+ _e;;w [(— (v + iw) k + wgn) (cos (wt) — isin (wt))}

= 5 [—2iwk cos (wt) + (2vk — 2win) isin (wt)]
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vt
S [k (wcos (wt) — ysin (wt)) + nw sin (wt)]
w
1
z(t) = —0oy(t)
w2’
1 et
= —— [fyk (wcos (wt) — ysin (wt)) + ynwy sin (wt)]
1 et 5 . ,
+w_87 [k (—w”sin (wt) — yw cos (wt)) + nwiw cos (wt)]
1 et
= —— | —ksin(wt) (72 + w2) +nwp (vsin (wt) + w cos (wt))
Wo w —
=2
et

= — [ (v sin (wt) + w cos (wt)) — ksin (wt)]

2. 7> wy

= A2 =73 4/7? —

N——

=w

Diesmal wird der Ansatz y (t) = Ae0+)t + Be(=%)* henutzt.

et

y(t) = - [k (w cosh (wt) — v sinh (wt)) + nuwg sinh (wt)]
z(t) = %t [—Fk sinh (wt) 4+ 1 (w cosh (wt) + v sinh (wt))]

3. Y = Wo
= \A=7

In diesem Fall ist der Ansatz y (t) = Ae?* + Bte? zu wihlen.

y(t) = " [k(1—~t)+m*]
2(t) = " [n(1+~t)— kt]

y (t) und z () lassen sich fiir alle drei Félle in einer einheitlichen Form schreiben.

y(t) = a(t)k+ 50 (3.27)
2 = 40 A (3.28)

2 2
Wo Wo
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a (t) und 3 (t) sind dabei in den einzelnen Fillen definiert durch

1.
et , wiert
a(t) = " (wcos (wt) —ysin (wt)), B (t) = _—sin wt (3.29)
2.
et , wiert
a(t) = = (wcosh (wt) —ysinh (wt)), [(t) = - sinhwt  (3.30)
3.

at)=e"(1—qt), B(t) =~ (3.31)

Mit der Methode der Separation der Variablen (siche [Wa00]) lédsst sich auch (3.26)
sehr einfach 16sen.

N A

G (t) = G (O) e fot Dypp|2|*+Dqqy|?+2Dpg2-yds (332)

Benutzt man (3.27) und (3.28), so ldsst sich das Integral in der Exponentialfunktion
von G (t) in der Form

t
/ Dyp | 2 |2 +Dyq |y |2 +2Dpgz - yds =1y (t) | k |2 +ry () | n |2 +r3(t)k-n
0

schreiben.
Hierbei wurden

r(t) = /Dpp +qua( )2+2qu%§‘(3)¢13 (3.33)
ro () = oo B (5)° +2qu&§(s)ds (3.34)
(o) = 2 / Dpp%g(s)wqqa(smw)

+D,, (O‘(S}d? () B (SLOS‘ (S)> ds (3.35)

gesetzt.
G (t, k,n, z0, &) = e—i(xo-k+£o~n)6*(?’1(t)|k|2+rz(t)|n\2+rs(t)k-n)

ist unsere Losung fiir (3.21) mit der Anfangsbedingung (3.22).
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Inverse Fouriertransformation

Um eine Greensche Funktion fiir (3.19) mit der Anfangsbedingung (3.20) zu erhalten,
miissen wir nur noch einen letzten Schritt, ndmlich die inverse Fouriertransformation
y — x,z— & von G (t, k,n, xo, &), vollzichen.

Mit Hilfe einer Variablentransformation (y,z) — (k,n) und zweimaligem Anwenden
der Formel

a
/ eimueall? gy <I> Peraael 450 (3.36)
Rd a
erhélt man die Greensche Funktion fiir (3.16)

G (ta xz, 67 Zo, 50)
= (2m) ™ G (t, k,n, z0, &) €@V dydz
(2m) n
de

- (622:>d (47‘1 (t)rs (1) — T3 (t)2>

r1(®)1g0—B®a— L 2 4rg (1) zg—a®)e— X e 12 —r3(t) <507ﬁ(t)w7&§)> (m—a(t)r—%%)
_ “0 “0 “0 “0

e ary (Ora (-3 (6)? (3.37)

[NJfsY

An dieser Stelle miissen wir noch zeigen, dass der Term
4ry (t) ro (£) — 73 (t) > 0 ist. Dieses werden wir im folgenden Lemma erledigen. Deswei-
teren liefert uns das Lemma eine Aussage iiber die Positivitét von rq (¢) und 7 (2).

Lemma 3.4 )
Sei Dyy >0, Dgg > 0, Dpg > 0 und DyyDyq — D2, > %, Dann gilt fiir alle t > 0:

() >0 (3.38)
T2 (t) >0 (3.39)
Ary () 1o (1) — r3 ()2 > 0 (3.40)

Beweis: Wir definieren fiir s > 0

5 Iy Dyl
als) = (Oﬁ) b(s) = (ﬁ)) A= ( g;ijﬂij gﬁ;ﬁ )

Hierbei ist I; die d-dimensionale Einheitsmatrix.

Mit dieser Schreibweise lassen sich 7y (t), r9 (t) und r3 (f) umschreiben.

r(t) = /Oa(s)TAa(s)ds
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Ty (t) = /Ob(S)TAb(s)ds
rs(t) = 2 /0 a(s)" Ab(s)ds

Es gilt, dass a (s) #Z 0.

Dies lasst sich leicht begriinden.

Angenommen a (s) = 0, dann wére & (s) = 0 und somit a (s) = ¢ € R. Da a(s) = 0,
wiirde folgen, dass a (s) = ¢ = 0. Dies ist aber ein Widerspruch zu den errechneten
a(s). Also ist a (s) #Z 0.

Fiir b (s) lasst sich in analoger Weise ebenfalls zeigen, dass b (s) # 0 ist.

1. v>0
Die Matrix A ist positiv definit und somit ist sowohl a (s)” Aa (s) > 0 als auch
b(s)" Ab(s) > 0.
Weiterhin gilt, dass a (s)” Aa(s) % 0 und b(s)" Ab(s) # 0.
Somit gelten die Ungleichungen (3.38) und (3.39).
Da A = AT und A > 0, ldsst sich A als Matrix-Operator in der Form VAVA
schreiben (siehe [RS80]).
Durch (v Az, VAy)a := 2T Ay, x,y € R* wird ein Skalarprodukt auf dem R*?
definiert.
Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir die Vektoren a (s) und b(s) lautet unter
anderem nach Fischer [Fi00] dann

[a(s)" Ab(s) | = [ (VAa(s),VAb(s))a |
< (\/_a() VAa (s))5(VAb(s), \/_b()>

- (ot ) o )’

Die Integration iiber das Zeitintervall [0,¢] und die Ausnutzung der Holderschen
Ungleichung (siehe [El102]) liefern dann

[am s < [ (a7 4a)" (b7 40(5)) " as
< (/Ota@ua(sms)%(/Otb@ub(s)ds)%

Mit dieser Ungleichung erhalten wir 47y () o (t) — 73 (t)2 > 0.

NI

In der Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt das Gleichheitszeichen, wenn

VAa (s) = cv/Ab(s) mit einem ¢ € R\{0}. Da die Determinante von A positiv ist,
ist v/A invertierbar. Also ist die Gleichheit in der Cauchy-Schwarz-Ungleichung
nur fiir a (s) = ¢b (s) gegeben.
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Angenommen, dass fiir ein ¢ € R\ {0} a(s) = ¢b(s) gilt. Dann ist speziell
a(s) =cB(s).

Wie man leicht sieht, ist 5 (s) = —d(s). Also a(s) = —ci (s). Somit ergibt sich
a (s) = coe”<* mit einem geeigneten ¢y € RY.

Da die « (s) aus unseren 3 Fillen nicht diese Form haben, gibt es kein ¢ € R\ {0},
so dass a (s) und b (s) linear abhéngig sind.

Ungleichung (3.40) ist somit verifiziert.

2. v=0
Im Fall v = 0 befinden wir uns in unserem ersten Fall. « (t) und 3 (¢) sind dann
in (3.29) definiert. Wir erhalten explizit:

D

) = —=2 (1

1 1 1 D
Qt b sin (2wt)> + Dyq (§t + = sin (2wt)) — w—’;q sin? (wt)

w2

1 1 1 1
ra(t) = Dy (ét + w sin (2wt)) + w? Dy, <§t 5 sin (th))

D
+—2Lsin® (wt)
w

D D
ry(t) = _w_z;p sin® (wt) + Dy, sin® (wt) + % sin (2wt)

Wie man leicht erkennt, ist ro (¢) > 0 fiir ¢ > 0, da D, > 0.

Es ergibt sich mit Hilfe des Additionstheorems
4sin* (wt) + sin? (2wt) = 4sin? (wt), dass

Ary (H) o () — s (8)?

D? 4D
- (ﬂ + D? ) (w*t? — sin® (wt)) — —22 sin® (wt)
w

4 aq w?
+$ (w?t? + sin® (wt))
D 2 4
= (w—‘gp + qu) (w2t2 — sin® (Wt)) + (Dpquq - Diq) o2 sin” (wt)
> 0

Da 47y (t) 75 (t) > 73 (£)* und ro () > 0 ist, ist auch 1 (t) > 0.
U

An dieser Stelle mochten wir eine weitere Ungleichung beweisen, die eine leichte Folge-
rung aus dem Lemma 3.4 ist und im spéteren Verlauf dieser Diplomarbeit noch benétigt
wird.
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Lemma 3.5 ,
Sei Dyp > 0, Dgg > 0, Dypg > 0 und Dp,Dgg — D2 > L. Dann gilt fir alle t > 0 (im
1. Fall: t > 0,t # 52 k e N):

i Egzrl (6) + 12 (1) — %m () > 0 (3.41)
Beweis:
0 < (rQ (1) - zﬁa <Eft))r3 (t))
B 2 B, B
= ry(t) o) 2 (1) 3<t)+4a(t)2 5 (1)
<@a0) T2 (t)’— 58 o (t) 73 (t) + ﬁ.<§t))247“1 ()72 (t)
= r B(t)Qr r — B(t)r
= 2 (1) <d(t)2 1(t) +r2(t) a0 3(?5))

Da nach dem Lemma 3.6 gilt, dass r () > 0, folgt die Behauptung des Lemmas.
OJ

Zur iibersichtlichen Darstellung der Formeln definieren wir einige Abkiirzungen, die im
weiteren Verlauf dieser Diplomarbeit genutzt werden.

A(t) = 4dry(t)ry (t) —r3 () (3.42)
Q1. 6t) == B(D)z+ ﬁw(g)g (3.43)
Qs (x,&,t) = a(t)r+ d;g)f (3.44)

Desweiteren werden wir die t-Abhéngigkeit weglassen, sofern dies zu keinen Miss-
verstdndnissen fiihrt.

3.4 Die Losung der linearen Wigner-Fokker-Planck-
Gleichung

Fiir die Wigner-Funktion w erhalten wir mit (3.18) und (3.37) die Darstellung

2t d d
w(z,&,t) = (62—#) A_g/]Rdeo(CEo,fo)

_ Q1 (2,6) —€0 |2 +r0|Qa (w,6) —wg |2~ 15 (Q (2,6) —€0)(Qa (x,6) —zq)
A

dzodgy (3.45)
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Um w als milde Losung unser linearen Wigner-Fokker-Planck-Gleichung anzusehen,
miissen wir noch zeigen, dass w in dieser Form aus dem Raum der stetigen Funktionen
auf R mit Werten im L? (R*?), 1 < p < oo liegt, falls wy € L7 (R*).
Nach Sparber et al. [SCDMO04] gilt der folgende Satz, der uns eine klassische Losung
liefert und Aussagen iiber die Positivitit der Wigner-Funktion macht.

Satz 3.6 ,
SGZ ’-)/ 2 O, Dpp > 0; qu Z 07 qu Z O und Sez Dpquq o DI27¢1 Z A/I
Dann existiert zu jeder Anfangsbedingung wy € LP (R2d) mit 1 < p < oo eine eindeutige
klassische Losung w € C (R;{; Lr (Rgd)) Nnot (R+; > (RQd)) mat

/ w(x, & t) dedé = wo (z, ) ded
R2d

R2d

Falls wq zusdtzlich fast iberall nicht-negativ ist, so ist fir alle t € RT w (t) ebenfalls
fast diberall nicht-negativ.

Bemerkung: Unsere Definitionen von « (t) und £ (¢) unterscheiden sich von den Defini-
tionen, die in [SCDMO04] benutzt werden. Dies liegt daran, dass wir die Charakteristi-
ken im Fourierraum berechnet haben und Sparber et al. die Charakteristikenmethode
vor der Fouriertransformation angewendet haben. Es gilt jedoch mit dem X _, aus
[SCDMO04]:

(Q:(2,6:1), Q1 (2.6,8)) = (Xot (,6) Xt (2,6))

Auflerdem unterscheidet sich die Wigner-Transformation in dieser Arbeit (vergleiche
[LP93]) von der Wigner-Transformation aus [SCDMO04].

Wir weisen deshalb extra darauf hin, dass sich in beiden Fillen die gleiche Greensche
Funktion ergibt.



Kapitel 4

Dichte-Matrix-Funktion und
Dichte-Matrix-Operator

Im letzten Kapitel haben wir eine Losung fiir die lineare Wigner-Fokker-Planck-Glei-
chung gefunden. Da typischerweise die Wigner Funktion in L? (R??) liegt, ist die Par-
tikeldichte, die durch n (z,t) f]Rd (z,&,t) d¢ gegeben ist, auf dem Wigner-Niveau
nicht unbedingt definiert (swhe [AS04], [ALMSO04]). Daher betrachten wir den Operator
R (t). Denn es wird sich herausstellen, wenn Ry ein Dichte-Matrix-Operator ist, so ist
auch R (t) ein Dichte-Matrix-Operator mit Tr (R (t)) = [pa p (%, %,t) dx. Also existiert
die Partikeldichte p (x, z,t) fast iiberall.

Zunichst werden wir jedoch den Operator R (t) im Raum der selbstadjungierten Hilbert-
Schmidt-Operatoren untersuchen und zeigen, dass Gleichung (3.1) eine Losung aus
C (]R(J{ i Ty (L2 (Rd))) besitzt, falls Ry in J5 (L2 (Rd)) liegt. Anschliefend werden wir
Ry aus der Menge der Spurklasse-Operatoren wéihlen und untersuchen, in welchem
Raum R (t) sich dann befindet. Zum Schlufl des Kapitels werden wir uns dann noch
dem Energieraum £ widmen.

4.1 Riicktransformation der Wigner-Funktion

Um den Operator R (t) zu bekommen, bendtigen wir zunéchst die zu w (x, €, t) gehorige
Funktion p (z,y,1).

Mit Hilfe der inversen Wigner-Transformation

p(,y,t) = / w <—x . y,é,t) S
R4 2

29
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und der Formel (3.18) sowie der Wigner-Transformierten von der Anfangsbedingung
po, lasst sich p (z,y,t) in Abhéngigkeit von G und py darstellen.

p(,y.t) — / w (”” “’,f,t) () e
Rd 2

7

'

= [r2d G(L 24U ¢ 20 io)wo(l‘o ;y0)dzodyo

_ Tty 1
— /RSd G <t> 9 7€ax07§0) (27‘(‘)d

/d 00 (xo + %, Ty — %) eV dyo dagdEee™s V) dg (4.1)
R

Mit dem folgenden Lemma koénnen wir eine Aussage iiber die L? (de)-Norm von p (t)
treffen.

Lemma 4.1
Sei py € L* (R*). Dann folgt fiir alle t > 0, dass p (t) € L* (R*).

Beuweis: Sei also pg € L? (R*).
Dann folgt mit (2.3), dass || po HLQ(RM): 2m)? || wo |\L2<R2d). Somit ist also auch die

Wigner-Transformierte von pg in L2 (RZd).

Satz 3.6 liefert uns dann fiir alle Zeiten ¢ > 0 ein w (t) € L* (R*?).
Ebenfalls mit (2.3) erhalten wir dann, dass p(t) in L? (R*?) liegt.

Durch
ROV @ = [ plpnvma (1.2

fiir alle ¢ € L? (R?) definieren wir einen Operator auf £ (L* (R?)), wie uns das néchste
Lemma zeigen wird.

Lemma 4.2
Sei po € L* (R*). Dann folgt fiir alle t > 0, dass R (t) € £ (L* (RY)).

Beweis: Die Linearitit von R (t) ist klar.
Nehmen wir ein beliebiges ¢ aus L? (R?).

I RO = [ 1] pentio@dy o

L ((/R o) P czy)é v L2<Rd>>2dx

= H (G Hiz(Rd)H p(t) HiQ(IRQd)

IN
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Fiir ein festes tg > 0 gilt dann mit Lemma 4.1

| R(to) ||L2(Rd)§ | p(to) ||L2(R2d) K% ||L2(Rd)

-~

=M<

Also ist R (to) ¢ € L? (R?) und R (tp) ist ein stetiger Operator auf L? (R?).
Da ty beliebig gewéhlt war, folgt die Behauptung.

O

An dieser Stelle moéchten wir auch schon ein Lemma beweisen, dass uns eine Aussage
tiber die Selbstadjungiertheit von R (t) liefert.

Lemma 4.3
Fir py € L* (R*) gelte, dass po (z,y) = po (y,x). Dann ist der durch (4.2) definierte
Operator selbstadjungiert.

Beweis: Benutzen wir die Eigenschaft von pg (z,y), um die gleiche Eigenschaft fiir
p(x,y,t) zu zeigen.

1 T+
=(4.1) / G t, yf’ 70, &o (iﬂo-i‘@,l'o—@)
Rid ( 2 2

zﬁo Yo g€ (z—y) dyodwod&)df

. y+x Yo Yo
= /]R4d -G (t, €, anfO) ( 5 , Lo + 2)

eio: yoe i€ (y—z dyodxodfodg

y—l—x z z
= / t,=——,&, $0,fo) (370 + 5 %0~ 5)
]R4d

zgo 2ot (y—a) dzdzydéodé
_= p (y7 x’ t)

Damit ergibt sich dann fiir beliebige ¢, x € L? (R?):
<<R (t))* R, w>L2(Rd) = <"€? R (t> ¢>L2(Rd)
= /de R (x) p(,y,t) ¢ (y) dyde

= @(y)p(y,l‘,t)/i(l’) dxdy

Y, R (1) ’{>L2(Rd)
R(t) K, ¢>L2(]Rd)

o~ o~
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O

Wir werden nun zwei Lemmata beweisen, mit denen wir p(x,y,t) (und somit auch
R (t)) in einer einfacheren Form darstellen konnen.

Lemma 4.4
Sert > 0. Dann gilt die Formel:

/ G <t7 x—_._ya ga Lo, 50) e—iﬁo'yodé‘o
R4 2

2dnyt 1Qa (244 ) —xpl? . z r .
_ de_Q(#l)oe—ﬁy0|26—2y0~(Q1(%é)—ﬁ(@z(%@—wo)) (4.3)
24 ()2

Beweis: Quadratische Ergédnzung und Anwenden der Formel (3.36).

O
Lemma 4.5
Seit > 0.
Falls v > wy oder falls (v < wo und t # ’ZJ—“, k€ N), so gilt die Formel:
1Q z+y7§ o |2 . N . .
/ ST i (@0 (50.0) 8 (@ £5.6)-00)) g o) g
Rd
4 : 4
(47rr1w§)2 —%\(%—%ﬁ)yo—u—y)lz
= = e 0 0
Q
3 3 wza T (z— w2
i (3w 2 oo e e ey o) (4.4)
Beweis: Variablentransformation und Anwenden der Formel (3.36).
O

Durch Anwendung dieser beiden Lemmata auf p (z,y,t) lassen sich die Integrationen
iiber &, und ¢ ausfiihren.

Desweiteren fithren wir zwei neue Abkiirzungen ein, die im weiteren Verlauf fiir Uber-
sichtlichkeit sorgen sollen.

B 5 (t) T3 (t)
p(t) = o) 2m ) (4.5)
5 _ _a(t)p()
(t) B (t) o)
_ e (4.6)
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Fiihren wir also nun die beiden Integrationen aus.

p(x,y,t)

2vt, 2\ 9 2
e~ "W, _ 90 a2 — A 2 0 0
= 0 e 1liyo— 2 (@=y)I* ;— 1y [vol 0 <x0+ Y o — Y >
27 | & | R2d 2 2

. 2 2
_Z-<,,W+gxo.yo+ﬂgW_%lxo.(x_m

(&

Mit der Variablentransformation w := x4+ %, 2 := x¢g — % erhalten wir eine dquiva-
lente Darstellung, die wir hier angeben mochten, da sie im weiteren Verlauf ebenfalls

gebraucht wird.

p(x,y,t)

29t, 2 \ @ 2

e w _ N Y0 (N2 — A w—2z|2

= 0 e rilnw=2)=3 (@=y)? = 7oy 02| po (w, 2)
27 | & | R2d

. 2 2
,l-<,,<w—z>2-<z+y>+g (wta)(w=z) 4 “f2 @ru)(e=y) o8 (wta)(a=y)
€

¢ : >dwdz(4.8)

Bemerkung: Um den Fall v < wg,t = ]iu—”, k € N nicht zu vergessen, sei angemerkt,
dass nur in diesem Fall & = 0 ist. Damit die Notationen im weiteren Verlauf nicht
durch weitere Fallunterscheidungen beeintrachtigt werden, wird, wenn wir die Formel
(4.7) oder (4.8) benutzen, dieser Fall nicht beriicksichtigt. Wir werden aber jedes Mal
explizit darauf hinweisen und einige Berechnungen fiir diesen Fall im Anhang liefern.

4.2 Betrachtung des Operators R (t) in J; (L2 (Rd>)

Durch S (t) Ry := R(t) definieren wir S (¢). Die Menge {S (t) }+>0 wird im weiteren
Verlauf die Rolle der konservativen quantendynamischen Halbgruppe aus Definition
3.1 iibernehmen.

Zunéchst betrachten wir diese Familie von Operatoren allerdings auf dem Raum der
selbstadjungierten Hilbert-Schmidt-Operatoren. Wie wir sofort erkennen, ist S (¢) line-
ar und S (0) ist die Identitét auf J5 (L? (R?)), da S (0) Ry = R (0) = Ry gilt.

4.2.1 Positivitat

Wir zeigen nun, dass fiir einen positiven Operator Ry € J5 (L? (R?)) R (t) fiir alle
t > 0 ebenfalls positiv ist. Diese Eigenschaft sichert uns die Positivitédtserhaltung der
Halbgruppe {S (t)}+>o.

Proposition 4.6
Sei Ry ein positiver selbstadjungierter Hilbert-Schmidt-Operator. Dann ist fir allet > 0
R (t) ebenfalls positiv.
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Beweis: Wir zeigen dies fiir den Fall v = 0 und wéhlen ¢ € L? (Rd) beliebig.

(¥, R (1) ¢>L2(Rd)
= V() p(x,y,1) 9 (y) dedy

R2d
e'uwp \* < jw—2l?
— _ )20 (p— w—z
_ : / B (@) e~ @y = o= ) s ()
2w | (0% ’ R4d
_i(,j(w—z>»(z+y>+g (wt2)(w=z) | @B (oty)-(e=y) _ (w+z>»<z—y>)
2 & 2 & 2 & 2
e dwdzdxdy
Fir v = 0 gilt:
2
0%}
v = ——.0
&
B = wia

Damit ergibt sich dann:

(()>()

2'yt 2 2a 2
_ o 0 wa—i 0% (w2+w2)6—rl|lﬁw_%x|2€—ﬁw2
27 | & |

2
0

wg
zn(uw-ﬂ)-(uz-?@ pe
e e (w2

2 w2
() e e () i o 2 ey

2y,
Mit der Potenzreihendarstellung der Exponentialfunktion lassen sich e "% und

627"1(/“07%)3:) .<W?§y> in folgender Form darstellen:

(ﬁ)m

m)!

S ((me5te) (- 50))
pw ——x | - (pz——y
. (6% (6%

Betrachten wir den Fall d = 3, so gilt weiterhin:

A
eZr w-z

2 2
27y <,uwf%)x> . <,uzf%)y>
e =

(w-2)"

n k

@ =33 (1) (5) et (eato) ey
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Hierbei ist mit a,,, b,,, m € {1,2, 3} die m-te Komponente von a € R? beziechungsweise
b € R3 gemeint.
Somit ergibt sich

und

SEERO0) () (o B) T
(), o)) () (- 5)

Mit Satz 2.7 und Satz 2.14 ldsst sich pg (w,z) = Y., A\udn (2) ¢ (w) mit positiven
An schreiben. Wir kénnen also ohne Beschrénkung der Allgemeinheit annehmen, dass

po(w,2) = ¢ (2) 6 (w),

Zusétzlich fithren wir die Abkiirzung

2 2
(w) ¥ (z) e % (wo—a(e®+w?)) mrli—=Zal’ =gy m—ty sy s

¢
) 5 )
pw — —x pw — —x W — —
@ Jq @ /o @ /)3

Qp, k. jm,l s (I, w, t) =

ein.
<¢a R (t) ¢>L2 (Rd)
5 \™
2 \ 7 SN Cn e S o (271)" <%> n\ (k\ (m\ (1
= () 2S00 0)
n=0 k=0 j=0 m=0 [=0 s=0
/ Qn k,j,m,l, s (:L‘7 w) Qn k,5,m,l,s (yv Z) ddedCCdy
R4d
Mit

bn,k,j,m,l,s (t) = / Qn,k,jm,l,s (J}, U)) dwdx
R2d

wird der Term

/ , Qp k.jm,l,s (33', 'LU) An k,5,m,l,s (ya Z) dUJdZdZUdy = bn,k7j7m,l,s (t) bn,k,j,m,l,s (t) 2 0
R4
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Da sowohl ry als auch % nach (3.38) und (3.40) positiv sind, gilt also:
W, R (t) w>L2<Rd) Z 0
Fiir alle anderen Félle verweisen wir auf [AS04] und die darin enthaltenen Referenzen.

0

Bemerkung: Fiir den Fall 0 < v < wg mit t = ’fd—’r, k € N lasst sich die Behauptung der
Proposition ebenfalls recht einfach zeigen. Wir geben daher den Beweis fiir diesen Fall
in Anhang D.1 an.

4.2.2 Halbgruppeneigenschaft

S (t) erfullt die Halbgruppeneigenschaft S (s+1t) = S (s)S (t), wie uns die folgende
Proposition zeigen wird.

Proposition 4.7
Fiir alle t,s > 0 gilt die folgende Halbgruppeneigenschaft fir S (t):

S(s+t)=5(s)S(¢)
Beweis: Wir definieren die folgenden Abkiirzungen:

r4y W w

b1 (37757%1%930’90) = V(S)

2 at) 2
_ B(s) , wga(t)
STV
ps (st g o) = = (@ =)+ v (1) (0 — o)
S i (s) u(s)? — A(s)  wori (t)
p4(7t) . 1():“() 4T1(S) a(t)2
 2wgry (s) 2wiry (t) p(t)
ps (8,1, 2,y 20, Y0) = W(%—y) & () (2o — o)

. . . 2 b —i . . .
Losen wir zunéchst [p,, eP1?" tPsbe=iprbtpaabipsa) gqqp,

2 . — y . . .
/ ePab>+psb ,—i(p1-b+p2a-btps-a) 1 11
RQd

21 meh —ing- ia .
— / ePab™+psb, lp1b/ e~ (P2b+P3) 10 b
R4 R4
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— (27r)d/ P’ psbo—iprbg (p2 - b+ p3)db
R4

a 1 p4(@)2+p5zw3 —iZL (z—p3)
= (271') e P2 P2 e P2 5( )d
R4

| p2 |
2
vy
(2m)? dei_gg_%eipgg
| p2 |
Nun betrachten wir den Kern von S (s) (S (t) Ro).
Wir nehmen die Variablentransformation a := “’;Z, b := w — z und wenden obige

Formel an:

e?15w2 d
<27T | & (s) |>

2
/ 1)) w—2)— 55 (o) 2 = k5 w2
R2d

a(s

w—z) (x s) (wtz) (w—=z wWoals) (x x— w+z) (z— d
€_l<()< Loty | B0) (ogn) (wos) | 0<())(+y)( ) %<+)< v) ( ew? )

w2 A
/ oL Oa(t) @o—y0)— 285 (w—2) = 2 w0 —yol?
R2d

&(t) &(t) 2 0]

—i( ()(zo yo) (w+z)+5(t) (zo+yo)- (zo y0)+w0a(t) (wt2)-(w=z) W(Q) (10+y0) (w— Z)>
e

po (20, Yo) dzodyodwdz

e2(s+t) g d
<47T2|a ||a()|)

SW t :(‘S)(z y)( ) B()( ) (x )
( ) O( )2 ( (f) ( )2 >\<()))(]70 yO) < 0( 5 -y (t> roTY0 0—Y%0 )
RQd

po (o, Yo) / ePAV P5 b —ilprbtp2abps-0) g b dy,
RQd

(s+1) 4 d
N (27r!o'z(s)|\d(t)sz(s,t)\)

1 (s)wi wa<s><+>< ) ﬁ(t)(ery)(z o)
/ D @)= (rOu 4 20 ) @o-10)° i S eyl 00 Coton) omsa)
RQd

2
PaP3 _ P5P3

-P1P3
2 Py iP1P3
po (%o, Yo) € *2 2 e 2 dxodyo

Der Kern von S (s +t) Ry lautet andererseits:

(st 2 ¢
o | & (s +1) |

2
A(s+t) 2
—r1(s+8) [ u(s+t) (w0 —v0) — gty (@—v)? L~ 57y (agty |20 —Yol
/ e a(s+t) e 4rq(s+t) pO (a’:Oa yo)
R2d
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2 . —
—i(u(s—i—t) (wo—yo2>~(w+y)+§((zig (zo+y0)- (wo yo)+w2?5(i:r;> (z+y)- (w y) a(u;(}rt) (10+y02)-(w y)> Joed
ToaYo

Wir vergleichen jetzt die einzelnen Terme dieser beiden Kerne und kénnen so auf die
Behauptung schlieflen.

O

Bemerkung: Eine ausfiihrliche Rechnung fiir den 3. Fall (siehe (3.31)) befindet sich im
Anhang B.

Bemerkung: Wir haben den Fall v < wq,t = %”, k € N an dieser Stelle nicht betrachtet.
Es ldsst sich aber zeigen, dass auch in diesem Fall die Halbgruppeneigenschaft aus dem
Satz erfiillt ist.

4.2.3 Zeitstetigkeit beziiglich der 7, (L* (R?))-Norm

Zunéchst zeigen wir, dass der Kern von R (t) stetig in der Zeit ist.

Lemma 4.8
Fiir py € L? (R*) ist p (t) stetig in t auf RY beziiglich || - HLQ(RM).

Beweis: Da py € L* (R*), folgt, dass wy € L? (R*). Mit dem Satz 3.6 erhalten wir
die Aussage, dass w € C' (R{; L? (R*)).

Sei € > 0 gewihlt.

Fiir alle t > 0 folgt dann

|| P t—|—5) (t) ||iz(R2d)

K ( §t+e> g — Rdw(“’%y,g,t) SOV 2 g

Mit der Transformation v := xTer, z =y — z folgt dann:
lp(t+e)=p @) Ia(gaey = I Femz (W) (E+2) = Femoz () (8) 172 gan
= 0w~ w ) P
—e—0 0

Hieraus erhalten wir nun die Zeitstetigkeit fiir den Operator R (¢) in J5 (L2 (Rd)).

Proposition 4.9
Sei Ry € J5 (L? (R)). Dann ist R (t) stetig in t (fir alle t > 0) beziiglich | - ||

Beweis: Fiir Ry € J5 (L* (R%)) wissen wir, dass das zugehorige po € L? (R??) ist.
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Nach Lemma 4.1 ist p(t) € L? (R*) und R (¢) in J5 (L* (R?)) (siehe Satz 2.14 und
Formel (4.2) sowie Lemma 4.3).

Lemma 4.8 liefert uns, dass p (t) stetig in ¢ auf R beziiglich || - HLz(RQd).

Wéhlen wir ein tg > 0.
Mit Satz 2.14 folgt dann:

lim || R(to+2) = R(to) [l = lim [ p(to +¢) = p(to) [l 2 (gea)
=0

Also ist R (t) stetig in ¢y beziiglich der J, (L? (R?))-Norm.
Da t, beliebig gewihlt war, ist somit R (t) € C (Rg; J2 (L? (R?))).

O

4.2.4 Zusammenfassung einiger Eigenschaften in J; (L2 (]Rd))

An dieser Stelle mochten wir einige Eigenschaften des Operators R (t) zusammenfassen.
Es hat sich ndmlich gezeigt, dass unser Operator R (t) ein selbstadjungierter Hilbert-
Schmidt-Operator ist, falls denn unsere Anfangsbedingung R, ein selbstadjungierter
Hilbert-Schmidt-Operator ist.

AuBerdem ist unser Operator R (t) stetig in ¢t mit Werten in J3 (L2 (Rd)), falls

Ro € 75 (L (RY)) ist.

Im néchsten Satz zeigen wir weiterhin, dass R (t) fiir alle Zeiten t > 0 existiert.

Falls zusétzlich Ry positiv ist, so hat R (t) ebenfalls diese Eigenschaft.

Diese Tatsachen fassen wir nun im folgenden Satz zusammen.

Satz 4.10

Sei Ry € T3 (L2 (Rd)). Dann ist {S (t) }1>0 eine stark stetige Halbgruppe von linearen
Operatoren auf J5 (L* (R?)). Weiterhin gilt, dass || R (t) [2<|| Ro ||2.

Falls Ry zusdtzlich positiv ist, so ist auch R (t) fir alle Zeiten positiv.

Beweis:

Sei also Ry € J3 (L2 (]Rd)).

Da Ry selbstadjungiert ist, hat der Kern p, die Eigenschaft py (z,vy) = po (y,x). Nach
Lemma 4.3 ist dann der Operator R (t) ebenfalls selbstadjungiert.

Proposition 4.9 liefert uns, dass R (t) € C (Ry; J2 (L* (RY))).

Zusammmen mit der Halbgruppeneigenschaft aus Proposition 4.7 wissen wir also, dass
{S (t)}+=0 eine stark stetige Halbgruppe auf J5 (L* (R?)) ist.

Betrachten wir nun die 7> (L* (R?))-Norm von R (t). Wir benutzen hierbei je zweimal
die Formel (2.3) und die Aussage des Satzes 2.14.

TR@ 2 = 1 2() [l 2(z20)



Kapitel 4. Dichte-Matrix-Funktion und Dichte-Matrix-Operator 40

= @2n)|w®) 2 (m20)
< (2m)7 [ wo 12 (g2

= H Po HL2<R2d)
= || Ro [l

Die Ungleichung || w () || L2<R2d)§|] wo || 12(R24) haben wir hierbei aus dem Beweis von
Korollar 3.1 aus [SCDMO04] entnommen.

Sei nun zusétzlich Ry positiv. Dann folgt die Positivitdt von R (¢) mit Proposition 4.6.
OJ

4.3 Betrachtung des Operators R (t) in J; (L2 (Rd))

4.3.1 Spurklasse-Norm-Erhaltung

Wir zeigen in diesem Abschnitt, dass fiir einen positiven selbstadjungierten Spur-
Klasse-Operator Ry und fiir alle ¢ > 0 der Operator R (t) ebenfalls ein positiver,
selbstadjungierter Spurklasse-Operator ist, der folgende Gleichung erfiillt

IR | = /p<x,x,t>dx
]Rd
_ /po@:,x)dx
Rd
= || Ro |

Hierzu benétigen wir die Stetigkeit von p (z,y,t) in (z,y). Um diese zu zeigen, brauchen
wir zunéchst das folgende Lemma.

Lemma 4.11
Fiir die Greensche Funktion (3.37) gilt:

/ G (t, 2, & 20, &) dE € L* (R¥ )
Rd

Beweis: Fiir den Beweis bendtigen wir die Formel

d 2
Va,beRche(o,oo)/ eclalPradgy  — <z>26% (4.9)

Rd C

Durch Zuhilfenahme von (4.9) ldsst sich nun G (¢, x, &, o, &) tiber £ integrieren.

/ G(tvxafameO) df
R4
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62,yt d ; rl\Bz«k:g%{f{()\2+r2\az+%§720\277ﬂ3<Bz+§%§750>4<az+%§710>
_ A ¢ 5 dé
R4

d
e _d _rlBr—g 2 trolar—ag|2—r3(Br—&g) (aw—zq)
= P A 2e X
T

.9 " o . ) . )
(%H*‘ij—%m) \5\2+<2T1%(ﬁz—éo)-ﬂw“%(&l—zo)—rs(:%(&1—10)+j7(ﬁz—50)) ) €
_\% 0 0 0 0 0 0
/e ; €
R4

d d
(ew> -4 ( TAWg > 2 riiBz—g 2 +ralaz—ag|?—rs(Ba—t&g)-(az—zq)
= —_— 2 | = : e A
2 B2r1 + &2ry — afrs

\QTIG(B17§O)+27'20'¢(D¢I710)77‘3(ﬁ(am710)+d(ﬁm7§0))|2
e ax(B2r)+a2rg—afry)

Es bleibt zu zeigen, dass 4\ <B2r1 + &?ry — dﬁrg) > () ist.

Fiir den Fall v < wy,t = %”,k:ENist dzOundB;«éO.
Da nach Lemma 3.4 A > 0 und r, > 0, ist also auch 4\3%r; > 0.
In allen anderen Fillen betrachten wir die Ungleichungen (3.40) und (3.41).

Es gilt:

a2 (47’1r2 — r%) >0 < 43%% + 4627 re — 4d5r1r3 > 4521% — 450’47‘17“3 + d2r§

T 4322 — ABcrr + &%r2
o 0> My AP —afenrs 3

A4 ([327“1 + &%ry — dBr;;)

Somit ist der £§-Term in der Exponentialfunktion von | [o, G (t,x,&, 20, &) d€ | negativ
und es folgt mit der Formel (4.9), dass | [5. G (t,2,&, x9, &) d |? iiber & integrierbar
ist.

Nochmaliges Anwenden von (4.9) fiir zg auf das Ergebnis der {y-Integration liefert dann
die Behauptung aus dem Lemma.

O

Nun kénnen wir uns mit der Stetigkeit von p (z,y,t) in (z,y) befassen und kommen zu
folgendem Lemma.

Lemma 4.12
Sei po € L* (R*) . Dann ist fir allet > 0 p (t) € C (R*).

Beweis: 7Zu unserem p, erhalten wir mit Hilfe der Wigner-Transformation ein wy und
dann mit dem Satz 3.6 die Losung w (t).

Zunéchst zeigen wir, dass w (t) € C' (R%; L (Rg))

Sei x,, € R? fiir alle n € N mit lim,,_,o, ,, = 0, dann gilt:

[ we+anet) - wisn) i
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= / ’ / (G (th + xn7£7x07 60) - G (ta x)&a an&D)) Wo (-TOagO) dxodfo ’ d5
R4 R2d

< / / | G (t,7,8,20,80) — G (t, 7 + 20, &, 20, 60) || wo (w0, &o) | dzodEodE
Rd JR2d

S ” Wo ||L2(R2d)|| /Rd | G(t,x,f,l‘o,fo) - G(t,l’ +$n7€7x07£0) | dg ||L2(R§g,§o>

Hierbei wurde beim letzten Schritt, die Holdersche Ungleichung (siehe [El02]) verwen-
det.
Nach Lemma 2.18 und der Voraussetzung des Lemmas gilt:

—2d
| wo ||L2(]R2d): (2m) 2 | po ||L2(R2d)< 00

Mit Hilfe des Lemmas 4.11 und der Stetigkeit von G (¢,x,&, xg, &) in =, wissen wir,
dass

lim H ’G<t7x7£7x07£0)_G<t7x+xn7£7:€07£0) |d£ ||L2(R ¢ ):0
n—oo R4 0,50

Somit kénnen wir folgern, dass w (¢) in C' (RZ; L* (Rg)) liegt.

Daraus schlieen wir, dass die Fouriertransformierte F¢_.,w (z,7,t) von w (z,&,t) eine

Funktion aus C' (RZ; Cy (Rg)) ist.

‘7:5—>77w (ZE, 777 t) = / w (l’, 57 t) e—i&?dg
Rd
n n

= a0 _7t>
p<x 2"

Somit ist also auch p (t) in beiden Variablen stetig.

Proposition 4.13
Sei Ry € J¢ (L2 (Rd)) positiv. Dann gilt fir alle t > 0:
R(t) € J7 (L* (RY)), R (t) ist positiv und

IR () ||1=/ p(x,a:,wdx:/ po (2,2)dz =|| Ro |
Rd R4

Beweis: Die Positivitat und die Selbstadjungiertheit von R (t) folgt aus dem Satz 4.10,
da mit Ry € J7 (L? (R?)) Ry auch in J5 (L? (R?)).

Fixieren wir ein tg > 0.
Aus Ry € Ji (L* (R)) folgt, dass Ry € J5 (L? (R?)). Somit erhalten wir ein
R (to) € J5 (L* (R?)) bzw. das dazugehdrige p (to) € L* (R*).
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Nach Lemma 4.12 wissen wir, dass, p (x,y, to) stetig in 2 und y ist und nach Proposition
4.6 erhalten wir:

Vuers(ae) [ T)p (000000 ) dody > 0

Da Ry in J; (L* (R?)) liegt, ldsst sich nach Satz 2.7 und Satz 2.14 py(z, y) in der Form
po (2,y) =X, A (2) ¢n, (y) schreiben. Mit der Formel (4.8) gilt dann, dass

/ p(z,z,t) dx
Rd
29to, 2\ ¢ ; } (wtz) (woz
_ / (6 ijo ) / e—(rlu2+m)|w—z|2€—z(1/(w—z)'a:+g%)po (w7 2) dwdzdz
Rd R2d

27 | & |

2vt, 2 d A .8 (wtz) (w—z 0
B
2 ‘ « | R2d n

/ e~ WW=2)T g0 dwdz
Rd

7

g

(IQT'")dé(wfz)

2vtg, 2\ ¢ d )
_ e CfJo 2m / 67(r1u2+ﬁ)\w72\26 8 (wt2) (w=2) Z)\ncbn o ()
27 | @ | | v | R2d

d(w— z)dwdz
().

L
- /deo(z,z)dz

Theorem 2.12 aus [Si05] liefert uns dann einen eindeutigen Operator Ay, in J; (L? (R?))
mit || Ay, 1= [gap (2,2, t0) dz = [pa po (x,2) dz =] R |1

Aufgrund der Tatsache, dass p (t9) der Kern von R (tp) ist und A, eindeutig ist, stim-
men A;, und R (to) auf J¢ (L? (R?)) iiberein.

Da tg > 0 beliebig gewéhlt wurde, erhalten wir die Aussage der Proposition.

O

Bemerkung: Bei der Berechnung von |4, p (x, %, t) haben wir die Formel (4.8) benutzt.

Eine Rechnung fiir den Fall v < wy,t = IL—”, k € N wird im Anhang D.2 gegeben.
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4.3.2 Zeitstetigkeit beziiglich der [J; (L2 (Rd))-Norm
Wir zitieren an dieser Stelle das Theorem 2.20 aus [Si05] mit p = 1.

Satz 4.14
Fir die Operatoren A, und A seien die Voraussetzungen
A, — A
| An | — [A]
| AL — [A7]
[ An e — 1AL

erfillt.
Dann gilt:

I Ap = A= 0

Mit Hilfe dieses Satzes ldsst sich nun die folgende Aussage iiber die Stetigkeit von R ()
in t beziiglich || - ||; leicht beweisen.

Proposition 4.15
Sei Ry € J? (L2 (Rd)) positiv. Dann gilt: R (t) ist stetig in t fir alle t > 0 beziiglich

- [l

Beweis: Sei ty > 0 fest. Zu t, wihlen wir eine beliebige Folge (¢,)
lim,, .o t, = 0 und tq + ¢, > 0 fiir alle n € N.

Wir setzen dann A,, := R (tg + t,) und A := R (tg).

Da sowohl R (ty + t,,) als auch R (to) selbstadjungiert und positiv sind (siehe Satz 4.10),
gilt:

n=1g2,... i R mit

A= A" —| A, |, A=A —|A]
Da die zu R () gehérigen p (-) in C (R{; L* (R*?)) liegen, folgt fiir alle ¢, x € L? (RY)
Gy = [ F@ [ ottt ) dyds
Rd Rd

v [ 5@ [ pnte) ) dydo
= (0 AR) 2 (o)
Weiterhin gilt nach Proposition 4.13:
| An [[i= Ro [li=]l A |lx
Somit folgt mit dem Satz 4.14, dass
lm A=Al = 0
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4.3.3 Zusammenfassung einiger Eigenschaften in J;’ (L2 (]Rd))

Mit den bisher gezeigten Eigenschaften kénnen wir nun schlieflen, dass fiir einen selbst-
adjungierten Spurklasse-Operator Ry der in (4.2) erzeugte Operator R (t) ebenfalls ein
selbstadjungierter Spurklasse-Operator ist, der auf Ry stetig in t beziiglich der || - ||;-
Norm ist.

Weiterhin konnen wir aussagen, dass {S (t)}+>0, generiert durch den Evolutionsopera-
tor L (siehe (3.1)), eine eindeutige konservative quantendynamische Halbgruppe ist.
Diese Halbgruppe ergibt die eindeutige Losung unserer Gleichung (3.1).

Satz 4.16

Sei Ry ein selbstadjungierter Spurklasse-Operator und es gelten die Bedingungen (3.6)-
(3.10).

Dann ist {S (t) }1>0 eine konservative quantendynamische Halbgruppe auf J{ (L2 (Rd))
und R (t) ist die eindeutige Losung der Gleichung (3.1) mit der Anfangsbedingung Ry
mm Raum C (]Rar; I (L2 (Rd))).

Beweis: Zunéchst stellen wir fest, dass sich ein selbstadjungierter Spurklasse-Operator
A in einen Positivteil und einen Negativteil teilen lésst.

A=AT - A"

Wir koénnen A* so wihlen, dass A* selbstadjungiert sind, A* > 0 und
Tr(|A)=Tr (] AT |)+Tr(] A= |) (sieche [RS80]).

Aufgrund der Erhaltung der Positivitéit (sieche Proposition 4.6) und der Aussage von
Proposition 4.13 kénnen wir also ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen,

dass Ry > 0 und R (t) > 0.

Aufgrund der Selbstadjungiertheit von R (t) (siche Proposition 4.13), der Halbgrup-
pengeigenschaft (siche Proposition 4.7) und der Stetigkeit von R (t) in ¢ beziiglich der
Ji (L? (R?))-Norm, konnen wir schlieBen, dass die Menge {S (t)}i>0, definiert durch
S (t) Ro := R (t), eine stark stetige Halbgruppe auf 7 (L? (R?)) ist.

Da Ry > 0 ist, ist nach Proposition 4.6 auch R (¢) positiv.
Weiterhin gilt nach Proposition 4.13 und der Positivitdt von Ry und R (¢):
Tr(R@®) = R() =] Ro [h=T7 (Ro)

Also ist {S (t)}+>0 eine konservative quantendynamische Halbgruppe auf 77 (L? (R)).

Die Existenz von R (t) in J7 (L? (RY)) fiir alle Zeiten ¢ > 0 wird uns durch
Tr(R(t)) =Tr (Ry) gegeben.
Somit ist R (t) eine Lésung der Gleichung (3.1) in C' (Rg; J5 (L? (R?))).

Angenommen, wir hétten zwei globale Losungen Ry (t) und R (¢) zu der Anfangsbe-
dingung Rj.
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Wir betrachten dann die Differenz P (t) = Ry (t) — Rs (t). Die Anfangsbedingung dieser
Differenz wére 0. Somit wire der Kern von P (¢) fast tiberall 0. Also ist der Kern von
R, (t) fast tiberall gleich dem Kern von Ry (t). Wir erhalten somit Ry (t) = R (t).
Unsere Losung ist also eindeutig.

O

4.4 Betrachtung des Operators R (t) im Energie-
raum &

Die kinetische Energie eines Quantensystems lasst sich fiir den Dichte-Matrix-Operator
A in folgender Art darstellen:

1 1
Erin (A) := —ETT (ALA) = 5Tr(| VIAIV])>0

Hierbei ist | V |:= v/—A ein Pseudo-Differential-Operator mit dem Symbel | 7 |. Dieser
ist fiir ¢ € H' (R?) definiert durch (| V | ¥) (z) = F, 2, (| n | (Fosn®) (n)) ([Ar06]).

Die potentielle Energie ist durch den Ausdruck
1
Epot (A) = §Tr(| x| Alx])>0
gegeben.

Wir definieren den Energieraum (siche [AS04])

1= (A e g (12 (B) | VI~ A7 [e PAVI= A7 [ € 5 (12 ()

Zur Abkiirzung des Pseudo-Differentialoperators y/1 — A+ | z |2 verwenden wir das
Symbol T.

Fiihren wir zusétzlich die Energie-Norm

| Allei=ll VI= A% 2 PAYVI=AT 2P I
fiir ein A aus & ein, so wird £ mit dieser Norm zu einem Banachraum.
Wir kénnen A € £ in einen “Positivteil” und einen “Negativteil” splitten.
A = Al - A? (4.10)
Hierbei sind die Operatoren A! und A? definiert durch

AV =1 (TAT)E Y
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und (TAY)™ sind der Positivteil beziehungsweise Negativteil von
TAY € J7 (L* (R?)) (siehe [RS80]).
Es gilt (siche [AS04)):

A2eg, AP >0, A=l A e + ] A% e
Fiir positive Operatoren A € & gilt weiterhin:

FAlle=Il Al + 1TV IATV [+ 2 [ Az |li=Tr (A) + 2Exin (A) + 2Epor (A)

4.4.1 Energieraum-Erhaltung

Im folgenden Lemma werden wir eine Aussage treffen, unter welchen Voraussetzungen
an unsere Anfangsbedingung Ry R (t) im Energieraum & liegt.

Es gilt namlich, dass, wenn unsere Anfangsbedingung R, ein selbstadjungierter Spurklasse-
Operator ist, der im Energieraum & liegt, so ist auch R (t) ein Operator aus dem Ener-
gieraum &.

Proposition 4.17
Sei Ry € €. Dann ist R (t) ein Operator aus E.

Beweis: Aufgrund der Splittung (4.10) und der Positivitdtserhaltung der quantendy-
namischen Halbgruppe {S (t)}+>0 (siehe Satz 4.16) kénnen wir uns ohne Beschréankung
der Allgemeinheit auf den Fall Ry > 0 und somit R (¢) > 0 beschrénken.

1. Teil:
Da Ry € &, ist Ry € J; (L* (R7)).
Nach Proposition 4.13 gilt dann, dass R () € J; (L? (R?)) mit || R (¢) [[i=| Ro [|1< oo.

2. Teil:
In diesem Teil des Beweises zeigen wir, dass Tr (| V| R(t) | V |) < oc.
Da fiir alle ¢ € L? (RY) gilt, dass

IVIR®)IV)Y(y) = —(VREHV)Y(y)
- —%-/de(%y,t)vw(y)dy
= V,- /Rd (Vyp (2,9,1)) ¥ (y) dy,

erhalten wir fiir die Spur von | V | R (¢) | V | das folgende Integral
Tr(VIRO1V) = [ 9 Vo0l do

Benutzen wir die Darstellung (4.8) fiir p (x,y,t), so erhalten wir

[Vx : Vyp <x7 Y, t)](z,a:)
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29t 2\ d ) (wie) (wz
L (Y[ e e
R2d

27 | & |
7”1(,061
2d - dwdz
&
29t 2\ d ) (whe) (wz
_ e’ u?o / (& (4""1 trip )|(w_z)|2€_i(y(w_z)‘z+§%>;00 (w7 Z)
271 | & | R2d
Ar2h?2 12 w4 2rwi
29t 2\ d ; ) (wiz) (wez
N e ufo / 6—(E+r1u )\(w Z)I2e—l(l’(w—z)w+§%)po (w, 2)
27 | & | R2d
4 Qrqwd
<—°2—f (w+2)+ i% (w — Z)) - wdwdz
29t 2\ d ; ) (wiz) (wez
o B e s PN
27 | & | R2d

wia?
O 22dwdz

Mit der Variablentransformation v := v (¢) (w — z), s := % (w + z), den Abkiirzungen

o(t) = .2 (4.11)

L o (1) 6
V@ a8 - a(t)ﬁ(t)_ 2 (4.12)

cw - (sak) (Y - (0

und anschliefender Integration {iber x, bekommen wir
R4

_ (QW)dO/ d e <4r1 +rip ) %Ze_ig%MPo (as + 7TV 08— 7"0) 54 (v)
R2

2 72
(2d7’1wO _ (47‘%“"}261/12 n VZQ) 7202 + 282 _ ims . ’U) dsdv
a? Q Q
d _(_Jmu ) 02 _iBer,.. oS+ TV 08— TV . (1)
+@n)tc [ e\ e a2 pg , i0g " (v)

R2d 2 2

2 4 4
(—”90‘5 +1 7“1a).02am'v) dsdv

a Q

, _ 4.2
B (27r)dC' . (471+r1u ) Qeﬂg%v'spo (08 —;— TU7 os : TU) 5C(l2) (v) %dsdv
Q
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Hierbei wurden fiir v = (v3,va, ..., va)” € R die Ausdriicke 6, (v), 85 (v) und 63 (v)
definiert.

64(v) = Ha (4.14)

=1

Hk 1k 0 (08)
6;1)(1;) — Hk Lk 0 (Ur) (4.15)

5(1) (va Hk 1k;éd5(vk)

(56([2) (v) = Z (vg) H 5 ( U]> (4.16)

k=1 j=1,j#k

o

5, 6 und 6@ sind die Diracsche Deltadistribution in einer Dimension sowie deren
erste beiden distributionellen Ableitungen.

Als niéichstes betrachten wir die Summanden von [, [V, - Vyp (z,y, £)] (4.2 A einzeln,
fiihren jeweils die v-Integration aus und machen die Substition z = 7.
1. Summand:

A B o _
2m)iC / d o (Frtni?) e il gvs ("3 v o8 > T”) 54 (v)
RQ

(2 i <4r%géu2 . u_?) o Lo _Z.MM) dsdu

4 Q

(_wSaS N Z,4mw§a,u7y> ded

. d i d/ z _2(4)30{
= ~ien) C(w) 2 (Ve =V po @l - (5w | do
d 24 4
T (L [ e (imwﬁ N M) s
Rd

as a2

3. Summand

A B or _ 4
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wia? 2 \* 72
= —(2n)'0 - (= 7 [(Be =2V, - Vo + 8y) po (2,9)] .0 d
o Rd 4

||

~ (2m)’ <%)d /R V2= V) 0 ()] (—%x) dz

" J . 2
_@nto (2 ST (A ) 2
(2m)“C 3 <|0|) /deo(x,x) ( zdx> (4r1+r1u>2d7 dx

Addieren wir diese drei Terme und fassen wir die zeitabhéngigen Konstanten vor den
Integralen zusammen, so ergibt sich

/Rd [vl’ ' Vyp (ZL’, Y, t)](:v,m) dx

. 2 .
2dwi af a?a? Qe af
= =20 1— ™) m+——e M+ —e ™ [ 1——e ™" | r;
w w

a2 Wy g
/ po (z,x) dx
R
+ﬁ26_47t/ po (z, ) vdx
Rd
+io e 11 /d (V2= Vy) po (z, y)](m,x) - xde
R
1
—Zoﬂe*‘”t /]Rd [(Az =2V - Vy + Ay) po (2,9)], ) dx

Aufgrund der Darstellung po (z,9) = >, Me¢r () ¢r. (y) mit { M\ }ren C 1! (R), kénnen
wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass

po (z,y) = ¢ ()  (y).

Damit erhalten wir die Formeln

/Rd (Ve — vy) Po (:C,y)](xw) cxdr = 21 /Rd 3 (5 () Voo (x)) - xdz
[0 =29, 9,5 A oy de = =4 [ 19200 Pda

und bekommen

/]Rd [vx : Vyp (l‘7 y? t):l(x71') dw

A 2 .
2dw; af a?a? ad I}

= _20 1——e o+ € 4%7‘2—1-—26 It 1——e 2t oy,
Q Wy w Wy Wi
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/ | 6 (z) |2 da

Rd

e / |6 (x)z |? da
Rd

—2afBe /Rd S (¢ () Voo (2)) - xdz

+042e47t/ | Voo () |? da
Rd

Mit Hilfe der Holderschen Ungleichung lasst sich zeigen, dass

/Rd%(a(x)vxqb(x)) xdr < (Q/Rd | ¢ (z)z |? dx)é (Q/Rd | Voo () |° dx)

gilt.

Die Ausdriicke [o, | ¢ (x) | dz, [z | ¢ (2) 2 |* do beziehungsweise

Jga | Vo () |* do entsprechen der Spur von Ry, der Spur von | x | Ry | x | bezie-
hungsweise der Spur von | V | Ry | V | und sind nach Voraussetzung endlich.

Somit kénnen wir das Integral [5, [V, - Vyp (2., t)](mc) dx nach oben und nach unten
abschétzen.

Weiterhin gilt, dass

/]Rd [Vx : Vyp (l’, Y, t)](x,x) dx >0

ist.
Zusammenfassend bekommen wir also die folgende Aussage:

0< [ 92000 0)yde = Tr(| V| R | V) < o6
R

3. Teil:

Wir zeigen in diesem Teil, dass Tr (| x | R(t) | x |) < 0.

Wir wéhlen dieses Mal die Darstellung (4.7) fiir p (z,y,t) und betrachten das Integral
Jgap (@, 2,t) | z |* do, welches der Spur von | z | R(t) | # | entspricht.

Mit der Substition z := v (t) yo, anschlieender z-Integration und z-Integration erhalten
wir

[ 1eP st
R4

2

.
- T R [(Ay =2V, -V, + 4Ay) po (z, y)](moﬂfo) dzo
o
"‘Z? /Rd [(Vm — Vy) Lo ($7 y)](:co,xo) ) xodmo
6‘27_2

+ o /Rd po (w0, 7o) 25dxo



Kapitel 4. Dichte-Matrix-Funktion und Dichte-Matrix-Operator 52

A
+2 (rl,u2 + —) dTQ/ po (g, o) dxg
4T1 R

Da nach (3.41) riu? + ﬁ = grl +ry — 573 > 0 ist, gilt:

A
0<2 (rluz + E) dr? /d po (zo, o) dzg < 00
1 R

Sei nun wieder ohne Beschrinkung der Allgemeinheit po (z,y) = ¢ ()¢ (y), so ist
(analog zum 2. Teil)

,7_2

- [(Az =2V - Vy +Ay) po (2, y)] 2o.20) %0
4 Jga (zo0,z0)
372 32,2
‘H—B- / (Ve = Vy) po(z, ?J)](mo o) Todzo + —B. 3 / po (2o, To) x5dxg
(0% Rd ’ (0% Rd
2 2 672 -
= T / | Vmogb (J]0> | dl’o —2— / & (¢ (J]0> V$0¢ ([L’O)) . Jjodl'()
R4 (0% R4

62 72

+o'42

/r¢@@mﬁdm
Rd

Ebenso, wie in Teil 2 des Beweises, lasst sich dieser Term nach oben und unten
abschétzen und mit der Aussage

JRCET IR
R4
gilt:
OS/ p(z,z,t) |z |* dr < 0o
Rd
Alsoist 0 <Tr (x| R(t)|x|) < 0.

Somit ist || R (t) |[e< oo und R (t) € &.

Bemerkung: Einen ausfiihrlicheren Beweis finden wir im Anhang C.

Bemerkung: Da wir die Formeln (4.7) und (4.8) benutzt haben, verweisen wir fiir den
Fall v < wp,t = IL—”, k € N auf den Anhang D.3.
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4.4.2 Zeitstetigkeit beziiglich der Energienorm

Als néchstes zeigen wir, dass R (t) beziiglich der Energienorm || - ||¢ stetig in der Zeit
ist. Hierfiir benotigen wir zwei Lemmata.

Im ersten dieser beiden Lemmata zeigen wir, dass fiir alle ¢ty > 0 die Energienorm von
R (t) gegen die Energienorm von R (ty) konvergiert, falls ¢ gegen ¢y konvergiert. Das
zweite Lemma sagt aus, dass TR (t) T schwach gegen YR (t,) Y in L? (Rd) konvergiert,
falls Ry ein Operator aus dem Energierraum ist.

Lemma 4.18
Sei Ry € €. Dann gilt fiir alle ty > 0:

lim [| B (¢) le=Il R (to) lle
—10

Beweis: Aufgrund der Splittung (4.10) und der Positivitétserhaltung von {S (¢)}>0
kénnen wir uns wieder auf den Fall Ry > 0 und R (t) > 0 beschrénken.

Nehmen wir zusitzlich ohne Beschrinkung der Allgemeinheit an, dass
po (z,y) = ¢ (z) ¢ (y). Betrachten wir den Beweis der vorherigen Proposition, so erhal-
ten wir

. 2 .
4 2.2 S
6" Wy wo wo “o

[l a
+ 8% / |6 (2) 2 2 do — 2a5e~" / 3 (6(2) Va () - wda
Rd R

+ale / | V.6 (2) |2 do
R4

2Epor (R (1))
- i—ge‘m‘/ (527"1 + &%y — ﬁo’m;) /Rd | ¢ (z) |? do + 72 /Rd | Vo (z) | do
6‘7_2 . 627_2
2 [ 8@ V.o @) ad+ T [ Jo@)a P ds

Damit ergibt sich fiir die Energienorm von R (t):

IR (t) [le
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— <1 -+ 2—g6*4’7t (527"1 + d2r2 — Bd?”;;)) / ’ ¢ (x) |2 dx

. 2 .

4 242 '

—i—QC_le 1-— %e‘ht rL+ a (j e My + %e‘ht 1-— @e‘m T3
a2 Wy Wy Wy Wy
[ 6@
R4
207 -
— (20156_4% + %) /d S (¢ (z) Vuop () - wda
R

T (aPe 4 12) / | Vo (2) |2 do
Rd
32,2
+ (52647t + 504—72_> /Rd | ¢ (z) 2 |* dx

Wir zeigen zunéchst, dass die zeitabhéngigen Terme stetig in ¢ = 0 sind.
Uber die Ausdriicke « (t), 5 (t), & (t) und ((t) konnen wir Folgendes aussagen:

11_{1304(15) =1
lim 3 (t) = 0
fié @) = 0
lim 3 () = wp

71 (t), 7o (t) und r3 (t) konvergieren fiir ¢ — 0 gegen 0.

Wir betrachten nun die zeitabhéngigen Terme vor den Integralen der Energienorm von
R (t) separat.

L [ou S (¢ (2) Voo (2)) - 2dz-Term

lim (— <2aﬁe‘47t + ﬁ)) S (—26—4% (aﬁ - a—f))
t=0 (6] t—0 wg

2. Jpa | Vo (2) |* do-Term

.9
lim (aze_‘”t + 72) = lim (6_47'5 (a2 + &—4))
t—0 t—0 w,
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3. Jea | @ (x) x |? do-Term

22,2 22
. 2 _—dnt ﬁ T . . —4~t 2 5_
i (7 ) = (e ()

4. [oa | & (x) |* do-Term
Diesen Term splitten wir in drei Teile.

(a) Der erste Teil lautet:

lim (1 + _46_47t <527‘1 + &%ry — 55‘47’3) + 2da26_47tT2) =1
W

t—0 0
. . . 2dw2ce—27t 3,—27t . .
(b) Im zweiten Teil betrachten wir =25 1 — afe ) r3. Wir wissen, dass
0
der Grenzwert von & = —[3 (beziehungsweise r3) den Wert 0 annimmt, wenn

wir ¢ gegen 0 laufen lassen.

lims; = lim <2 D 208D, + 2@1&)

t—0 t—0 u)—é WO
= 2Dy,

limé = lim (-f})

t—0 t—0
= —uw?

255”’. Die Regel von de ’'Hospital (siehe [Fo99])
0

Also hat %3 den Grenzwert —
besagt dann, dass
T3 2qu

lim -_— = — 5
t—0 wo

Somit konnen wir folgern:

. [ 2dwiae afe 1
(2 ) )
0

(c) Wir zeigen im dritten Teil, dass gilt:

. 2
2dw?
fim afo (1_3_66_2%> n] =0
0
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Uns ist bekannt, dass lim; .o & = 0 und lim; o & = —w?.
Weiterhin gilt:

lim (1—%6_2%) =0

t—0 wO
T N PR B b B —e—m('/ﬂ B -2 5)
il R I Bl ] G CE Rt

~ tim (_ i Tla(3- m))

t—0 W(2) w(2)
=0

Im letzten Schritt wurde benutzt, dass gilt:

liméa =0,  lim (B—276> — 0

t—0

Also konnen wir mit der Regel von de I’'Hospital folgern, dass

t—0 o wo

) 2
4
lim 2dey (1 — %6_27t> 71 =0

: 2
Wo

Somit gilt:

t—0 ng
Fassen wir alle drei Teile zusammen, so wissen wir, dass der zeitabhéngige Term
vor [pq | ¢ () |* dz gegen 1 konvergiert, falls ¢ gegen 0 konvergiert.

Also erhalten wir:

i | R() e = [ (6@ dos [ (Vo) Pdot [ [6()ado
t—0 R4 R4 R4
= | Rolle
Fiir tp > 0 sind die zeitabhéngigen Terme vor den Integralen stetig in ¢y durch die
Definition von « (t), G (t), r1(t), r2 (t) und 75 (t) (siche (3.29), (3.30), (3.31), (3.33),
(3.34) und (3.35)).

Wir schlieflen also:

i | R e = I R(to) e
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Bemerkung: Wir haben an dieser Stelle nicht gezeigt, dass die Aussage aus dem Lemma
auch fiir den ersten Fall (3.29) mit ¢, = 5%, k € N gilt. Den Beweis fiir diesen Fall geben
wir in Anhang D.4.

Lemma 4.19
Sei Ry € £. Dann gilt fiir alle ¢,k € L* (Rd) :

tlLI%(lD, TR(t) T“>L2(Rd) = (), TR(to) Tk) o (Re)

Bewezs:

Wie schon in den letzten beiden Beweisen, kénnen wir aufgrund der Splittung (4.10)
und der Positivitdtserhaltung von {S (¢)};>o ohne Beschrénkung der Allgemeinheit
annehmen, dass Ry > 0 und somit auch R (t) > 0.

Wir wéhlen ein € > 0.
Zu 1 und x wihlen wir Folgen {¢,, }nen und {k, }nen in C§° (RY), die in der L? (RY)-

Norm gegen v und k konvergieren.

Da nach Voraussetzung an v, und &, sowohl Y, als auch Yk, in L? (]Rd) sind und
R (t), R (ty) nach Satz 4.16 selbstadjungierte Spurklasse-Operatoren, die stetig in ¢, ¢o
sind, gilt:

lim (¢, T (R (t) — R (to)) Tf%)p(Rd) = lim(Yy, (R(t) — R(to)) TR>L2(R‘1)

t—to
=0
Wir kénnen also ein ¢; finden, so dass fir alle | t — ¢y [< ¢
€
(U, T (R (1) — R (to)) THH>L2<Rd) < 3

Nach Propositon 4.17 ist R (t) aber auch ein Operator aus €& und wir wissen, dass
| TR() T ||< @ fir alle | t — ¢y |< t; und einem geeigneten M (¢;). Mit dieser
Ungleichung gilt dann:
[ (¥ =%, T(R () = R (1) TH) 2 (gay | < M (80) | % = U [l 2 (may | 5 [l 2(ma)
(s TR () = R(00)) T (5= ) paguay | < M (0 15 = s gy 6 g

Wiéhlen wir nun ein m € N grof§ genug, so dass fiir alle n > m gilt:

£

¥ =vallae)y = 33709 TS I re)
9

I =rn iz = GrrenTo 2 (ga)
9

= B0 9 Nongae
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Dann gilt aber:

(0 T (R ()~ R (0) TW) gy | < | o T RO ~ B (0)) T s |
1 T (R ()~ R (1)) T (5 )} |
(0~ ) T (R ~ R0 TR s |
9 e
< 3O BT T gy | e
+M (t1) SM (1) || = HL?(Rd) | & ||L2(Rd)
< ¢

Da ¢ beliebig gewahlt war, erhalten wir

lim (¢, YR (¢ )T/{>L2(Rd) = (Y, TR (t0>T“>L2(Rd)

t—to

O

Wir kénnen nun beweisen, dass R () stetig in ¢ fiir alle ¢ € R mit Werten im Ener-
gieraum & ist.

Proposition 4.20
Sei Ry € £. Dann ist R (t) stetig int fir allet € RS beziiglich der Energienorm || - ||¢.

Beweis: In der Proposition 4.17 haben wir bereits gesehen, dass aus Ry € £ folgt, dass
R (t) ein Operator aus & ist.

Wir wihlen nun ein ¢y € Ry fest.

Lemma 4.18 liefert uns dann

lim [| R (¢) [[e= R (to) [l

t—to

Mit Hilfe des Lemmas 4.19 wissen wir, dass
TR()YT —ioy YR(tg)Y
Eine analoge Version von Satz 4.14 (siehe [Si05]) liefert uns dann

lim || R(t) — R(to) [[e=0

t—to

Also ist R (t) stetig in to mit Werten aus dem Energieraum.
Da ty beliebig gewahlt wurde, folgt die Behauptung der Proposition.
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4.4.3 Zusammenfassung einiger Eigenschaften im Energieraum

Wie schon in den vorherigen Kapiteln méchten wir auch dieses Mal wieder einen ab-
schlieBenden Satz iiber die Eigenschaften von R (t) angeben.

Satz 4.21

Sei Ry € €. Es gelten die Bedingungen (3.6)-(3.10).

Dann ist {S (t) }1>0 eine konservative quantendynamische Halbgruppe auf € und

R (t) = S(t) Ry ist eine eindeutige Losung der Gleichung (3.1) mit der Anfangsbedin-
gung Ry im Raum C (R{;E).

Beweis: Auch dieses Mal gilt wieder, dass wir mit Hilfe der Splittung (4.10) und der
Positivitédtserhaltung von {S (t)}+>0 ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen
konnen, dass Ry > 0 und somit auch R (t) > 0.

In Proposition 4.17 haben wir bereits gesehen, dass fiir einen Operator R, aus dem
Energieraum, der Operator R (t) ebenfalls ein Operator aus dem Energieraum ist.
Proposition 4.20 liefert uns, dass R (t) stetig in ¢ beziiglich der Energienorm ist.

Nehmen wir wieder ohne Beschrinkung der Allgemeinheit an, dass pg (7, y) = ¢ (7) ¢ (y)
ist, so gilt:

4ds<a<x>v$¢<x>>-xdx < @Tr(la| Rola])?@Tr (V| Ro| V)

1 1
= (Epot)? (Ein)®

Fiir die Energienorm haben wir bereits erhalten (siehe Beweis zu Lemma 4.18):

| R(t) e
= Tr(R(t)) +2Ekn (R(t)) + 2E,0 (R (1))
= TT (Ro)
+T7" (Ro)
) 2 . _ )
2@;3 1-— a—ge’w 1+ OZQ?:Q e Mhry + a—(;e*%t 1— %e’m T3
o wa Wi wi Wi
+202e M By (Ro) + 2526_47’5Ep0t (Ro) — 20456_4“/ R (5 () V, (a:)) - xdx
Rd
+Tr (Rp) %e_‘m <B2r1 + &Pry — d5r3>
Wy
) '2 .
#2856 B (o) + 25 By (R0) = 25 [ 3 (3(0)V,0(0)) -
Wo Wo ) R

2d . .
< Tr(Ry)+Tr (Ry) Ee“”t <ﬁ2r1 + &%y — (5457“3)
0
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+TT’ (Ro)
) 2 )
2dw? a a’a? e Q
dzo <1 - w—ge_27t> ry + " e Mhp, + Fe_%t 1-— w—fe_m T3
0 0 0 0

- o ﬁ'z
‘|‘6€ drt (Oé2 + —4) Ek:in (Ro) + ﬁz + 3 Epot (RO)
) Wo

Wir haben schon im Beweis zu Lemma 4.18 (siehe auch Anhang D.4) gezeigt, dass die
zeitabhéngigen Koeffizienten vor T'r (Ry), Ekin (Ro) und E,q (Ry) stetig in ¢ fiir alle
t € R sind.

Somit kénnen wir eine stetige Funktion C' () finden, so dass

| R(@)[le < C) |l Rolle
Dies garantiert uns, dass R (t) fiir alle Zeiten ¢t > 0 im Energieraum liegt.

Also ist {S (t)}+>0 eine quantendynamische Halbgruppe auf €& und R (¢) eine Losung
fiir (3.1) aus C (Rg;€).

Die Eindeutigkeit der Losung bekommen wir wieder durch die Annahme, dass wir zwei
Losungen hétten, und anschlieBender Differenzenbildung dieser beiden Losungen.

O



Kapitel 5

Zusammenfassung

Wir haben mit Hilfe der Greenschen Funktion fiir die lineare Wigner-Fokker-Planck-
Gleichung (3.16) eine Funktion p (z,y,t) und dann einen Operator R (t) konstruiert.

AnschlieBend haben wir gesehen, dass fiir Ry in J5 (L? (R?)) die Menge {S (£) }>0 (de-
finiert durch R () = S (t) Ro) eine stark stetige Halbgruppe auf J5 (L* (R?)) ist, die
sogar die Positivitdt erhdlt. Wir haben auBerdem festgestellt, dass || R () ||2<|| Ro ||2
fur alle Zeiten t > 0.

Danach haben wir den Raum der selbstadjungierten Spurklasse-Operatoren betrach-
tet und gezeigt, dass {S () }+>0 eine konservative quantendynamische Halbgruppe auf
I (L2 (Rd)) ist, also dass neben der Positivitdt auch die Spurklassen-Norm erhalten
bleibt.

Abschliefend haben wir im letzten Kapitel die Eigenschaften von R (¢) im Energieraum
untersucht und unter der Annahme, dass Ry im Energieraum & liegt, bewiesen, dass
{S (t)}+>0 sogar eine quantendynamische Halbgruppe auf & ist.

Wir konnen also unter der Voraussetzung, dass unser Potential ein harmonisches Oszil-
lator-Potential ist und die Gleichung (3.1) in Lindblad-Form vorliegt (siehe (3.6)-
(3.10)), R () als Lésung von (3.1) im Raum C (R{; X) ansehen, falls die Anfangsbe-
dingung Ry in X liegt. Hierbei steht X fiir 75 (L? (R?)), J7 (L? (R?)) beziehungsweise
E.

Zum Abschluss dieser Diplomarbeit mochten wir noch ein einfaches Beispiel betrach-
ten.

Wir definieren fiir unser Beispiel die Anfangsbedingung R, durch das dazugehorige
Po (l’, y)
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Hierbei sind a;, as € R
po (x,y) ist also die Summe von zwei GauBischen Glockenkurven, wobei die eine um a;
und die andere um ay verschoben ist.

Ry ist, wie wir schnell erkennen, ein positiver selbstadjungierter Operator aus dem
Energieraum und die Darstellung aus Satz 2.7 sieht dann wie folgt aus:

Ry = (¢1,')L2(Rd)¢1+(¢2,'>L2(Rd)¢2

1 (z—ap)?
¢1 (J}) - d e 2
(2m)2
1 r—a 2
qbg (ZE) _ ; e_( 22)
(2m)?

Mit

/deo(if,fc) = (471)%
Adg(@(x)vx¢n(x)).xdx 0
/Rdwr%(a’) 2dr = :

/Rd|q§n(x)-x|2da: _ (4;3 <g+a3>

und dem Beweis von Lemma 4.18 erhalten wir

Ekin (R (t))
. 2 .
4 242 3
— 726%)0 1- %6_2% o ?f e ry + Oé_ge_m 1- %e—m "3
(47)2 a2 Wo Wo “o “o
6—4wt
+ - ((d+ai + a3) B° + da?)
2 (4m)2
Epor (R (1))
—dnt : . - d . d+ a3 +a3
- £ 4 (Qd <52r1 + &%ry — ozﬁrg) + 5042 + %52)
(47)* wi

Wir haben hierbei die potentielle Energie noch mit w2 multipliziert, denn unser eigent-

liches Potential lautet V (z) = %(2’ | z |* +a -z + b (vergleiche Kapitel 3.2) und nicht

V (z) = % | 2 |* wie wir es bei der Definition von dem Energieraum benutzt haben.
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Nach einer etwas ldngeren Rechnung erhalten wir aufferdem

I Bollz =1l po ll 2 (ra)
_ \fd |4 -
(47)>
TR@ N2 = N2 () [l 2 (e

d
2

dn ) @+ 1) (W +r) +73
1 2 M %
1+ 6_5((11_0‘2) e (47"1+1)(/\+7~1)+7-§

Fiir die nachfolgenden Grafiken 5.1-5.7 haben wir

1 0
d:3, a; = 0 , A = — 2
0 0

gewahlt.
In den Abbildungen 5.1-5.3 haben wir zusétzlich D,, = 5, Dy, = 2 und D), = 1 gesetzt.

In Abbildung 5.1 sehen wir den Verlauf der kinetischen Energie, der potentiellen Ener-
gie und der Summe aus kinetischer und potentieller Energie sowie den Verlauf der
Jo (L? (R?))-Norm von R (t), der gleich dem Verlauf der L? (R**)-Norm von p (t) ist,
fiir v = 4 und wy = 5. Wir befinden uns also im ersten Fall (siche (3.29)).

0.035

Kinetische Energie
Potentielle Energie
Kinetische Energie + Potentielle Energie| | 0.03|

2.5 %\ \

) W 0.005

Abbildung 5.1: Energie und J» (L? (R?))-Norm im 1. Fall (siche (3.29))

N

L2-Norm

Kinetische Energie, Potentielle Energie, Gesamtenergie
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25 T T T 0.035

2l — - J
o 0.025F
15 1

Kinetische Energie
Potentielle Energie
Kinetische Energie + Potentielle Energie| 0.015

0.5

Kinetische Energie, Potentielle Energie, Gesamtenergie

0 . - : 0.005
0

Zeitt Zeitt

Abbildung 5.2: Energie und J, (L? (R%))-Norm im 2. Fall (siehe (3.30))

Abbildung 5.2 spiegelt die Darstellung der Energien und der Js (L2 (Rd))—Norm fiir
den zweiten Fall (siehe (3.30)) mit v =5 und wy = 4 wider.

Der Zeitverlauf der Energien und der J, (L? (R?))-Norm im dritten Fall (siehe (3.31))
mit 7 = wp = 5 ist in Abbildung 5.3 dargestellt.

w

0.035

'q:->v —~ Kinetische Energie
2 Potentielle Energie
S S ; - .
£ 25 Kinetische Energie + Potentielle Energie| | 0.03
e —
o T
8 -
% 2r — 1 0.025F
@ —
&
o 5
2 15 Zz 0.02
2 o'
2 ]
o
a
g 1 0.015
2
[
=4
|
[
5 05 0.01
2
@
£
<
0 y : : 0.005 . : !
0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 15 2
Zeitt Zeitt

Abbildung 5.3: Energie und J» (L? (R?))-Norm im 3. Fall (siche (3.31))

In allen drei Schaubildern ist bei den Energien ein Anstieg zu Beginn des Zeitverlaufs
zu erkennen. Dies liegt daran, dass fiir kleine ¢ die Terme ;74% ((d+ a3 + a3) 5 + da?)

d
(4m)§
bei der kinetischen Energie und 2(27;? - (dd2 + (d+ a? + a3) 52> bei der potentiellen
) 2wy

Energie fithrend sind.
Der weitere Verlauf wird dann durch den anderen Term in der kinetischen beziehungs-
weise potentiellen Energie bestimmt.
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In den néchsten vier Abbildungen betrachten wir nun nur noch die Energien im ersten
Fall und veréndern die Konstanten v, wo, Dpp, Dgq und D,y,.

Fiir die Grafik 5.4 haben wir v =4, wy =

Kinetische Energie, Potentielle Energie, Gesamtenergie

16

14

12

10

5, Dpp = Dyg = 15 und D,,; = 10 gesetzt.

Kinetische Energie
Potentielle Energie
Kinetische Energie + Potentielle Energie

10

Abbildung 5.4: Energie im 1. Fall (Variation von D,,, D, und D,, - 1. Variante)

Um die Abbildung 5.5 zu erhalten, haben wir v = 4, wy

D,, = 10 benutzt.

Kinetische Energie, Potentielle Energie, Gesamtenergie

@
o

~
o

D
o

ol
o

IN
=)

w
o

N
o

=
o

o

=9, Dpp = 3, Dygg = 75 und

Kinetische Energie
Potentielle Energie |
Kinetische Energie + Potentielle Energie;

o

10

Abbildung 5.5: Energie im 1. Fall (Variation von D,,, Dy, und D,, - 2. Variante)

Die Konstanten D,,, D, und D,, werden nur in r;, r, und r3 benotigt und sind da-
her nur in einem Term der kinetischen beziechungsweise potentiellen Energie vertreten.
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Diese Konstanten nehmen Einfluss auf die Hohe der Gesamtenergie sowie auf die Am-
plitude und die Frequenz der Schwingungen in der Energie.

Fiir die Abbildungen 5.6 und 5.7 haben wir D,, = D,, = 15, D,, = 10 und wy = 10
gesetzt.
Bei Grafik 5.6 wurde v = 4 und bei Grafik 5.7 wurde v = 8 angenommen.

Kinetische Energie
Potentielle Energie
Kinetische Energie + Potentielle Energie

Kinetische Energie, Potentielle Energie, Gesamtenergie

| | | |
0 2 4 6 8 10
Zeitt

Abbildung 5.6: Energie im 1. Fall (Variation von wy)

35

301

25

20

15

Kinetische Energie
Potentielle Energie
Kinetische Energie + Potentielle Energie|

101

Kinetische Energie, Potentielle Energie, Gesamtenergie

Abbildung 5.7: Energie im 1. Fall (Variation von +)

Vergleichen wir die Grafiken 5.6 und 5.7 mit der Abbildung 5.4, so konnen wir erken-
nen, dass wy und ~ ebenfalls Einfluss auf die Hohe der Gesamtenergie sowie auf die
Amplitude und die Frequenz der Schwingungen in der Energie ausiiben.
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Wir méchten nun noch die Wigner-Funktion w (z, €, t) fir bestimmte Zeiten und den
Zeitverlauf der Partikeldichte p (x, z,t) darstellen.

Dafiir wéhlen wir d = 1, a1 = 1, as = =2, v =4, wp = 5, D, = 5, Dyy = 2 und
Dy = 1.

Vergleichen wir die Abbildungen 5.8-5.10 mit der Abbildung 5.11, so kénnen wir er-
kennen, dass die Integration von w (x, &, t) tiber ¢ identisch ist mit p (z, x, t).

t=0 t=0.02
0.1 : 0.08
0.08
0.06
0.06
z 3 0.04

i ‘
| O
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i)

O
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A
)
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o
)
SRR

e

A

i I
LR

Abbildung 5.9: Wigner-Funktion im 1. Fall zu den Zeiten ¢t = 0,1 und ¢t = 0, 2
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t=0.5 t=1
0.05 : 0.08
.04
0.0 0.06
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Abbildung 5.10: Wigner-Funktion im 1. Fall zu den Zeiten t = 0,5 und t = 1
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Abbildung 5.11: Zeitverlauf von p (x, z,t)
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Anhang A

Ausfiithrlicher Beweis zu Lemma 3.2

Im Beweis von Lemma 3.2 haben wir die einzelnen Terme nicht explizit verglichen.
Dieses mochten wir hier nun nachholen.

Lemma A.1
Die partiellen Differentialgleichungssysteme (3.4), (3.5) und (3.11), (3.12) sind dquiva-
lent.

Bewezs:
Als Abkiirzung definieren wir

+h
v o= T+ —
2my
h
z = r——
2my

Damit ergibt sich fiir ein passendes f:

V. (f (0.2) - ( )
B ( Y o +6fa§f> 32)
Of(v,z) 8f(vz
_ < ov1 0z1 >
(V)
A, (f(0,2) = (Ay+2V,- V. +A,) f(v,2)

V,(f(0,2) = %(VU—Vz)f(v,z)

Im Beweis werden auch noch folgende zwei Formeln benotigt.

/ yp (v, 2,t) e Vdy
Rd

(2m)" h

Vew (z,€,t)
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—1

Agw (7,&,t) m

/ y’p (v, 2,t) e Vdy
Rd

Wir werten nun die Gleichung (3.4) an v und z aus, multiplizieren mit ( 27r1)d he_i‘ﬁ'y und

integrieren iiber y.
Im Folgenden werden diese Terme einzeln behandelt.

1.
—2iD,, 1 / e
- : v z ) 7t “Vd
e 0 (T oy
—2iD,, e
= —= SV (p(v,2,t)) e %vd
)T s (p (v, 2,t)) y
—2D,, (/ e )
= —————div, |1 v, 2, t) e EYd
20 g yp (v, 2,1) y
2D . _ic.
= (27T)—dp;imdwx (Vg/de(v,z,t)e Eydy)
2D
= mpq div, (Vew (z,€, 1))
2.
Dgq 2 —igy
(27T)dh Rd|vv+vz| p(U,Z7t)€ dy
D .
- (271';13 h /]Rd (A, +2V, - V. + A,)p (v, 2,1) eilghydy
_ qu A —i€-y
= e [ A ey
= DyAyw(x,€,t)
3.
D it
—Wipdphg/w | v =2 p(v,zt)e " Vdy
DPP hQ 2 —i-
= — - e g
(%)dhng/Rdyp(v,z?)e Y
D
= WPQPAﬁw (xafat)
4.

- (27T,;d h /Rd (v=2)- (Vo= V.)p(v,2,1) e Vdy
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o h i

= - oy (Ve — V) p (v, 2, 1) e v
(%)dh/ﬂwmy ( )p (v, 2,t) e Vdy
27y h _

— — - —_ v — 2 , ’t 'Lé’yd
(27T)dh/IR{d Y 2m(V V.)p(v,z,t)e Y

- 2 / g (V (p (v, 2, ))) e~ EVdy
2m)" ki Jra s

= 2vydive (§w (x,€,1))

/i h2 -
(2m)" b2 /Rd —5 (Bu—As)p(w,z,t)e Ev gy

—1
(27T)dh R
1 .

. / V. (p (0, 2, 1)) e €Vdy
]Rd

((Vy - Va) (p(v,2,1))) eV dy

(2m)" h
§-Vow (z,€,t)
i -y
(27T)d 72 /]Rd (V (U) -V (2)) p(U’ Z,t) e dy
i h ! h / i
(27T)dh2 /Rw (V(v) =V (2)) p (x—i_ %y,x - %y) ey
O (Y —y)dy'dy
i h / h / .
m/R?d (V{w) =V (z)p (a:—i— %yal’— %y) ey
/ e—iE"(y'—y)dgldy/dy
(27.:)61 A /]de (V (U) -V (Z)) w (I, 5/7 t) efiy'(ifé')dy

O V]w(x,¢,t)

/d <H’U - Hz) P (U7 2, t) eiig.ydy

2m)" 2 Jr

1




Anhang B

Halbgruppeneigenschaft im dritten

Fall

In Proposition 4.7 haben wir die Halbgruppeneigeschaft von {S (¢) };+>o behandelt. Wir
behalten die Abkiirzungen aus der Proposition 4.7 bei und mochten nun eine vollsténdi-
ge Rechnung fiir den Termvergleich im dritten Fall angeben.

Dann ergeben sich explizit:

po (s,1)

P4 (37t>

v?e7® (1 4+ vs) N Y2 (1 —t)

—y2sers —~2tert
1+~vs 1—nt

()

s+t
st
—7rq (s 6(8)2 _ B(s)rs(s) 13 (5>2 o (s) 4 (s) B wa .

1 ( ) <a (3)2 o (S) T (S) 4y (S)2> 2 ( ) + 47”1 (S) A (t)2 1 (t)
L ZZS) 1(5) 1 275 s(s) —r2(s) — e;zwﬁ (t)

boa(s)? a(s)d(s)
/ Dy A + Dy (s>2 + QDPquS
0 0 0

D D
4—;’5 (e (29 =29t +1) — 1) + 4—f’; (e”" (29°t* — 69t +5) — 5)
+% (e (" =29t +1) — 1)
t ()2 -
B (s G(s) (s
Dyp £4) + Dyqf (s)* + 2qu%d5

0 0 0

DPP

“op (62’yt (272252 oyt + 1) _ 1) + % (62% (272252 — 29t + 1) — 1)
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+ D, e 72]52
3 (t) = / Dpp (5) + Dyga () B(8) + Dypq (d (82)5 (5) + c (8(,),;26 (S)) ds

= Dye™ (— t2) + Dyq (€' (=7 + 29t = 1) + 1) + Dypge™™" (=291 + 2t)

Somit ergibt sich fiir den Vergleich der einzelnen Terme von dem Kern von S (s) S (¢) R
mit den Termen vom Kern von S (s +t) Ro.

1. Zeitabhéngige Konstante vor dem Integral

e d B 2(s+) 4 st \ ¢
o [a(s) [[a(t) [ p2(s,t) | ) \2myPtery2ser s +t

ew(s—l—t) d
N (27‘[’ (s + t))

B o2V (s+t) Wl d
o \27|a(s+t) |

2y(s+t) wé

(@0 —yq):(z+1
9. Term mit e~ %

vis)v(t) _ =% (%) st
po(s,t)  —2sers (—2tert) s+t
eV (s+t)
s+t
= v(s+t)

. (xo+ (zg—
3. Term mit e’l< B

3 (t) wav (1) e (149t) N —72e?rt (_ st )

a(t)  a(t)ps(s,t) —2tet (—yter)* \ s+t
1+t S

T YGeror
L+7v(s+1)

a s+t

B(s+1)

a(s+1t)

L (@) (a—y)
4. Term mit e™* 2

wia(s) N wiv (s) e (1—7s) t
a(s) & (s) pe —y2sevs (s+1t)s
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5. Term mit e

_;{=oty)-(2=y)
L P

4
“o

a(s)a(t) pa (s,

6. Term mit ez=u)*..

G (s)2ps (s,t)°

G (s +1)° 82
PR
a(s+t)s

a(s—+1)*s2

a(s+1)

t)

wé 2 (87 t)

(—7%ser) (—yRte)

1—7s

t

S

(s+1)s

1= (s+1)

s+t

wia (s +1)
a(s+1)

74

e—v(s—&-t)

s+

t

2
wWo

a(s+1)

2wyt (s)

Wo

Y2t [ (s+1)°
d(s+t)?\ s

r (s) +

Q (s)2p2 (3,25)2

(p2 (s, £)° 71 (s) — pa(s,t) — 2pa (s,8) u(s) 1 ()

YiZe?t 2 (s +t) ( 1+ 7s
- r

a(s+1)° st
7462715

G (s+t)’s?
7462715

a(s+t)’s?
A2t

s*t%ry (s)

746271‘

,}/462fyt

,.Y4
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571 (1)

S

Q (s)2p2 (s,t)

1 2
(14 7s) .

s2

1(s) —

(vs°* — $°t) 13 (s) —

’Y4

a(s—+1)?

r1 ()

1+ ~s
I Y

T1 (t)

st
s+t

[(1+s)st> — st (s+1t))rs(s) + s’e>ry ()]

[(8% + 7757 — 295°t) 11 (s) + 5°°ro (5)]

)

(s + )2+ 12 (L +7s)? =2t (s+1) (1+78)) 1 (5)

m [(1+ 728 = 29t) €7'ry (s) + %€ ry (5) + (vt* — t) €773 (s)]
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Wir werden nun zeigen, dass der Ausdruck hinter —

ist.

O,é(:—:t)g identisch mit rq (s + t)

Aufgrund der Lange der Terme betrachten wir nun diesen Term einzeln fiir D,,,
Dy, und D,,.

(a) D,p-Term

D,,-Term von
(1 4+~ = 29t) ¥y (s) + £2€*ry () + (vt° — t) €'r3 (s) + 71 (1)
e27(s+t)

[(27232 — 2vs + 1) (1 + %2 — 27t) + ~%¢2 (27232 + 2vs + 1)}

43
o2V(s+1) Y
— yRe 4v°s (715 t)
e?! 2,2 2,2 2,2
—— 1 t* — 29t " — (29"t =29t + 1) | — —
o LT = 2yt = (27 =t )] -
62PY(SH)(Q 2% 92 | dPst — 2ys — 2yt 1) — —

s st —2vys — - —
4_73 [627(5—&-15) (272 (S+t>2—2’7($+t)+1) _1}

D,,,-Term von 7 (s +t)

(b) Dgg-Term

D,q-Term von
(1 A2 27t) eAry (s) + t2e¥ry (s) + (7752 - t) e'rs (s) + 11 (t)
e27(s+t)

[(27252 — 6ys + 5) (1 + 22 — 2715) + 722 (27232 — 2vs + 1)]

dy
e2'y(s+t)
+ . 4y (—7252 + 2vs — 1) (7752 — t)
2yt
—% [5 (147262 — 5yt) + 722 — dy (72 — £) — (2922 — 6yt + 5)]
_2
dry
e?/(s+) 2.2 2,2 2 5
(27 5%+ 2977 + 4y st—6vs—67t+5) - —
4ry 4ry
1
o [0 (292 (s + 1) — 6y (s+1t)+ 5) — 5]

Dy,-Term von ry (s +t)

(¢) Dpy-Term

D,,-Term von
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(1472 = 29t) €7y (s) + 2 'ra (5) + (92 — t) €¥'rg (s) + 11 (¢)
2 1
= st Kﬁ — 7‘9 + ¥> (L4~ —291) + 725%21

+e2(s+t) (—2732 + 28) (7152 — t)
et 1

2 2t 1 1
= st (s2+t2+28t— = —+—2> - =
gl T Y
1
= = [T (42 (s +1)° — 2y (s +1) + 1) — 1]
v

= Dp,-Term von rq (s +t)

Somit gilt also, dass
(1+ 2t = 29t) ¥y (s) + £2€¥ra (s) + (v* — t) €rg (s) + 11 (1) = 11 (s + 1)

Wir kénnen also nun folgern:

wé wé oz (57t7$7y73707yo) 2(")61“ (8)
—V N (S) + R 2 2 R 2 1 (
a(s) a(s) P2 (s,1) & ()" p2(s,t)
4
= —— ( v 7 [(1 4+~ = 29t) €y () + 7e*ry (5) + (787 — 1) €73 (s)]
al(s+
4
/')/
TR ®)
4
w

7. Term mit e(@0—%0)"-

4ry (t) po (s,1)° & (t) pa (s,t)
B B B, @)\ . s ()
= ) (a O @) i (t)2> (0 + 10
ytehr G 10 F R S
a<t>2p2<s,t>2< aor T aen T 1“))
2yte2rt (0 B) ()
& (£)° ps (s, 1) a(t)  2ri(t)
(1+~1)? 1+t (147s)® et
= ——— () () () - s (5.1 (s)



Anhang B. Halbgruppeneigenschaft im dritten Fall 79

2vt e?'yt 1

1+~vs e
- 573 (8) = =1 (s) — T——=
§ t2p2 (Sa t) t2p2 (87 t)
2 1+t 1
- ) — ——rs (¢
t2p2 (87 t) t " ( ) t2p2 (87 t) " ( )

:_rl(t)<(1+w)2+ 52 _25(1+7t)>_r3(t)(1+7t_ s )

t2 2(s+1)?  t2(s+1) t t(s+1)
2vt

—ro (t) — ((s + 73)2 71 (8) + 8%ry (8) + (5 + vs) 873 (S))

(s +1)°

- _(sjt)2 [(1+27(S+t)+72(3+t)2) T (t)+(3+t)2r2(t)}

[((s+ )+ (s + 1)) 13 (8) + ¥ (L+5)" 14 (5)]

(s +1)°

L e (e 2 )

Andererseits gilt:

s A(s+1)
—ri(s+t)pu(s+t) BT -
= —L<S+t)2r S L(S—i_t)rr s —7r9(s
= T Gt 1 ( +t>+d(s—|—t) s(s+1t) —ra(s+1)
B e G 0 ) DTS & e Gl i) NP
- Grop 0Ty srg letd

B _(sit)2 (L+2y(s+0) +9 (s +1)) 11 (s +1)

1
[+ (s + 1)+ ((s+ 1)+ (s+ 1)) ra (s +1)]
(s+1t)
Wir betrachten nun ebenfalls die D,,-, Dy- und D,,-Terme der Klammer-Ausdrii-
cke und stellen fest, dass diese identisch sind.

(a) Dy,-Term

Dyp-Term von (1+ 2y (s+1t)+7*(s+ t)2) () + (s+1)7ry (1)
+ ((s +t)+v(s+ t)z) 73 (t) + 27 (1 4 ’78)2 1 (s)
+e? 5%y (8) 4+ e*s (5 + vs) r3 ()

29t
= Z? (2942 — 29t + 1) (L+ 2y (s + 1) + 72 (s +1)?)
24t
+Z? (29" + 295 +42) (s + ) —49°E (s + ) + v (s +1)%)]
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+—[-(1+ vs)? — 7%

b [1+27(3+t)+72(s+t)2+72(s+t)2]

4~3
e2v(s+t) ) 5 , Ly ) o
o (@ =2+ 1) (L 9s) + (2987 4+ 2975 +97) ]
62'7(5+t) 5 5
T 473 [—47%s%s (1 + )]
1 2 2 62'7(5+t)
= [1+2y(s+1)+ 29 (s +1)°] S
627(5+t) , ) ) )
- (292 (s+1)" =2y (s + 1)+ 1) (L+2v(s+t) +~2 (s +1)?)
e27(s+t) A ) , , ,
T @R 5 +7) (s )
e27(s+t) , , ,
+ e [~ (s+1)" ((s+ 1)+ (s +1)7)]

= Dyy-Term von (1+2v(s+1t) 4+ (s+ t)2) 1 (s+1)
+(s+0)ra(s+t)+ ((s+) +7(s+ 1)) 13 (s + 1)

(b) Dgyq-Term

Dyg-Term von (14 2y (s+1t) +~*(s+ t)z) () 4+ (s +8)2 7y (t)
+((s+t)+v(s+ t)2) 75 () + €2 (1 +vs)* ry (s)
+e21 5%y (5) + s (s + s) r3 ()

2yt

_ 64_7 (2922 — 67t +5) (1 +2y(s+1) +~2 (s +1)°)

2vt

_1_64_7 (274752 _ 273t+72) (s +t)2

2vt

+? (=47 + 8%t —49) (s +t) + v (s +1)?)

—1—642—: [—5(1+ v8)? — v28% + dys (1 + 7s)]
—% B(A+2v(s+t)+77 (s +1)?) —4y ((s+1) +7 (s +1)*)]

e2’y(s+t)

+ ™ [(27%s® —6ys+5) (1+ vs)? + (27*s* — 29°s +72) 57

e2'y(s+t)

4y

- (—47°s* + 8v%s — 47) s (1 + 7s)
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5e27(s+1)

4y
2
t
- %;)(272(””2—67(8”)%)(1+27(s+t>+72<s+t>2)
2
t
+67(8+)
4y
2
t
+67(8+)
4y

_% BA+2y(s+8)+7° (s +1)) +7° (s +1)]

1
=5 (5467 (s+)+297 (s +1)°] +

27 (s +1)* =29 (s +1) +7°) (s +1)°

(—473 (s + t)2 + 842 (s+1t)— 47) ((3 +t)+v(s+ t)2)

[ (0 6+ 0)]

= Dy Term von (1+2y (s +4) +9° (s +1)°) r1 (s +1)
F(s+0) s+t + ((s+)+v(s+0)) 3 (s +1)
(¢) DpyTerm
Dyg-Term von (1427 (s +1) + 7% (s + 1)) 11 (8) + (s + 1) 12 (1)
+((s+t)+v(s+ t)2) rs () 4+ €2 (14 vs)2 7y (s)

+e*75%ry (5) + €*7's (s + vs) 13 (5)
eQ'yt

= [ -2+ ) (1427 (s + ) 97 (54 07) +7' (s 1 0]
2vt

T [(=29°2 +29°t) (s + ) + 7 (s +1)*) — (1 +7s)7]

—% [L+2v(s+1t) +72 (s +1)7]

ety 252 2 4.2.2
T (7 = 2ys 4 1) (L 7s)” 49757
62—\/(s—|—t) 5 9 )
+ 2 (—29°s* + 29%s) (1 +7s) s
1 ) ) e27(s+t)
= 26+ +? A+ 07) +
2y(s+1)
€ 2 2 ) )
R (V(s+t)—=2y(s+1)+ 1) (1+2y(s+t) +92 (s +1)%)
e2v(s+t)
+ 7 (s+t)274 (s—i—t)2
e2V(s+) ) , , ,
e (D +7 (s +87) (207 (s 67+ 297 (s +0))
1

~ [L+2v(s+1t)+72 (s +1)7]
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= DygTerm von (1+42v(s+1t)++%(s +t)2) r1 (s +1)
—|—(s+t)2r2 (s+1t)+ ((s+t) +7(s—|—t)2) r3(s+t)

Also gilt:
s MO v® pa(s ) 20 () p(t)wdr (1)
—r () p(t)” = 4, (2) pa (s, 1)° @ (t)p2 (s, t)
= —r(s+t)u(s+t)? - %

8. Term mit e(@¥)(zo—vo)-.
_2w§l/ () pa (s,t) 20 (t) w . B Mrl
é (s)p2 (s,1)° a (t) o (s)p2 (s,t) & (s) pa(s,t)
— _M {m( )_wgﬁf(t)p2(57t)

a(s)pa(s,t) a(t)v(t)
_ 2257 _(1+73)2T s) — 1+78r s) — 1y (s) — 1
- i | 0= ) = () >]

227t g242 s+t [14+~t 1
l ( P () + =13 (t))]

+
st (S + t>2 @7(5+t) 62’%875 t

2627t 22 s+t [1+~s 1
{ ( B r1(s) + =73 (s))]

st(s+1t)° e+t | st s 2
6_7(S+t)
= (5 +1)° [2 (14 7s) (1 —~t) e*'ry (s) — 2ste®'ry (s)}
s
677(s+t) 9
+(S+t)2 [ (s —t —2yst)rs (s) +2(L+v(s+1)r1 (¢) + (s + )73 ()]

Anderseits gilt wiederum:

2w (s + 1)
m’rl (S+t)
eV 2(1+ (s +1))
= (S+t)< " rl(s—i-t)—rg(s—i—t))
e~ (s+t)
_ m(2(1+’y(s+t))7“1(S+t)+(5+t)7“3(5+t))

Wir vergleichen ebenfalls die Terme in den Klammern fiir D,,, D, und D,,
einzeln.
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(a) D,p-Term

D,p-Term von 2 (1 + vs) (1 — vt) e*"'ry (s) — 2ste® 'ry (s)
+e? (s —t — 2yst) 3 (8) +2(L+ vy (s+1)r (t) + (s + 1) 73 (2)

27y(s+t)
=~ (27%s* — 25+ 1) 2 (1 + s — vt — °st)
Y
215+ 4.2 3 2 3.2
+ e — (29** + 29°s + 4°) 25t — 49°5 (s — t — 27st)]
627t
—4—73 [2 (1 + s =t — 72325) — 7223t}
627t
17 [— (272 =29t + 1) 2(1 + vs + 1) + 49°* (s + 1)]
1
e2w(s+¢) 1
e27(s+t) ) )
= (27" (s4+1)° —2v(s+t) +1)2(L+ (s +1))
627(s+¢) 5 )
- e [—49° (s + )" (s + 1)]
1
T 2427 (s+1)]

= Dyy-Termvon 2(1+~(s+1t))ri(s+1t)+(s+t)rs(s+1)
(b) Dgg-Term

1 — ~t) e?'ry (s) — 2ste*ry (s)
s)+2(L+y(s+1)r () + (s +1)rs(t)

D,-Term von 2 (1 4 vs)
¥ (s —t — 2vyst) 13

2v(s+t)
= [(27232 — 6vs + 5) (2 + 2vs — 2yt — 2 st)}

(
(

4y
e27(s+t)
I [— (27432 — 2935 + ’yz) 2st}
627(5+¢)
+ ™ 4y (=7*s” + 2ys — 1) (s — t — 2yst)
62'yt
I [5 (2 + 2ys — 2yt — 2’)/2375) — 7225t — 4y (s —t — 2’)/325)}
62'yt
T [— (29 — 69t +5) (24 2vs + 291)]
24t

—— [~y (=P + 29t — 1) (s + 1)]
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1
- [5(2+ 27ys + 2vt) — 4y (s + 1))
627(5-&-1&) 1
= 10 -6 t))— —[10+6 t
o 10— 6 (s 48] = (10467 (s 1)
627(S+t) ) )
= 5 (27 (s+8)" =67 (s+t)+5)2(L+y(s+1))
62'y(s+z‘,)

4y
_% [5(2+ 27 (s +1)) — 4y (s +1)]

+ [Ay (=7 (s +1)* + 2y (s + ) — 1) (s +1)]

= Dy Termvon 2(1+~vy(s+1t))ri(s+t)+(s+t)rs(s+1)
(¢) Dpy-Term
Dpg-Term von 2 (14 vs) (1 — 4t) e*''ry (s) — 2ste®'ry (s)
1 (5 — £ — 2yst) 15 () + 2 (17 (5 6)) 1 (1) + (5+ 1) 75 (1)

e27(s+t)
T (77" = 2ys + 1) 2(1 +ys) (1 — 7t) — 75" 2st]

627(s+t)

T [(=27%s" +29%s) (5 — t — 27st)]
il 2,2

_7 [2(1—1-78) (1—’Vt) — (*y t _27t+1)2(1+78+’yt)}
€2yt

_? [_ (—QVStQ + 27275) (s + t)]

—%[2+2fy(s+t)]

62’y(s-i-t) 1
= " [2—27(3—1—75)]—?[2—1-27(5—1—15)]

627(3+t) ) )
= e (VP (s+t) =2y (s+t)+1)2(1+7(s+1))]
eQ’y(Sth)

72

. [(=29% (s + 1) + 292 (s + 1)) (s + )]

1
3 2+ 2y (s +1)]
= Dy Termvon 2(1+~(s+1¢t))ri(s+t)+(s+1t)rs(s+1t)

Zusammengefasst erhalten wir:

. Zw(%y (t) yZ (87 t) 2:“ (t) wé rl (t) . Mrl (S)
a(s)pa (s, t)z a(t) é(s) pa (s,t) & (s)pa(s,t)
Zopp (s 1 1) o (s+1)

a(s+1)



Anhang C

Ausfiithrlicher Beweis zur
Proposition 4.17

In dem Beweis zur Propostion 4.17, der sich hier in diesem Anhang befindet, geben wir
eine ausfiihrlichere Rechnung als in Kapitel 4.4.1 an.

Proposition C.1
Sei Ry € £. Dann ist R (t) ein Operator aus &.

Beweis:

Aufgrund der Splittung (4.10) und der Positivitdtserhaltung der quantendynamischen
Halbgruppe {S (¢) }+>0 (siche Satz 4.16) kénnen wir uns ohne Bechrinkung der Allge-
meinheit auf den Fall Ry > 0 und somit R (¢) > 0 beschréanken.

1. Teil:
Da Ry € &, ist Ry € J; (L* (R?)).
Nach Proposition 4.13 gilt dann, dass R () € J;* (L? (R?)) mit || R (¢) [[i=] Ro ||1< co.

2. Teil:
In diesem Teil des Beweises zeigen wir, dass Tr (| V| R(t) | V |) < oc.
Da fiir alle 1) € L? (RY) gilt, dass

(IVIR@G V() = —(VR{E) V) (y)

= —Vx-/ p(z,y,t) Vyib (y) dy
Rd
= V,- 5 (Vyp (z,y,1)) % (y) dy,

erhalten wir fiir die Spur von | V | R (¢) | V | das folgende Integral.
Tr(VIRO1V) = [ 9 Vi a0l do

85
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Fiihren wir die Abkiirzungen

) = (—“’H) (1)

21 | G (t
_ A w—z[?

q(w,z,t) = e O py(w,2) (C.2)

ein und benutzen die Darstellung (4.8) fiir p (x,y,t), so erhalten wir

Vyp ({L‘, Y, t)
_ Cg (w, 2) e~rinw== =)
R2d ’
e_i<,,<w—z>2-<x+y> 18 w2 wos) 4 wfe @hy)amy) 4B (w+z>2.<x,y))
2riwi i 2r 1wy v wia Wi
(—T(w—2)+ 2 (x—y)—1i E(w—z)—7y+%(w+z) dwdz

vx ' Vyp (.T, y7t)

2
_ / Cq (w, 2) e TIHw=2)-2 @)
R2d ’

3 w2az (z— waZAI,
67i<y(wfz)2‘(z+y)+g(w+Z)é(w—Z)+(gT( tu)(emy) o (w2 y)) 2drywi

¢ B dwdz
g, z) eriinto-a-E e
R2d
2r Wit 2r wj (v wia Wl
(—T(w—z)—l— o (x—y)—1 §(w—z)—7y+£(w~l—z)
2riwa L 2r 1w ez wia w2
( - (w—2)— % (x—y)—1 5(w—z)+7:c—£(w+z)

. 2 2
e_i(y<w—z>2;<z+y) 18 tuke) (wez) | wBe (etu)a=y) o] (wta) o)

¢ 2 >dwdz

[vx : vyp (SU, Y, t)](x,m)
- / Cq (w,z) orilitw—2)? =i (w2t § L)
R2d ’

4 2 4.2 2
riW driwgn” v 2 W 9
<2d % —< = +Z>(w—z) +— (w+z)>

+/ Cq(w, 2) e*“'“(w*Z”Qe_i("(w_Z)'”g(w“)é(wﬁ))
R2d ’

(—2'2“”3“ (w+2) - (w— z)) dwdz

d2
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+ / Cq(w,z) e‘“"‘(w‘z)|2e_i(”(w_z)'”g (w+z)é(w_z))
R2d

4 4 4
(_M (1 + 2) 1 7100 <w_z>) edwd:
(%

—i(v(w—2)=x B (wt2) (w=2) w a
‘|‘/ Cq(w, 2) e Tiln(w=2) ( (w—z)-z+5 . ) 0 2 .
R2d o

Mit der Variablentransformation v := v (¢) (w — 2), s := ng) (w + z), den Abkiirzungen

o(t) = dw(g) (C.3)
T(t) = L _ a () :—O‘é<t)6_2mt (C.4)

v aBB —aBE) W

) = oo (LU0 )

und anschlielender Integration iiber x, erhalten wir
Rd

2 2 . 3 —
— C’l/ e (4r1+7“1#> e mve—ZZTUSpO (‘75+TU oS8 7'7})
R3d

2 7 2
riwd 4r2w V2 wi 2riwi
2d ! 0 — ! O'LL + — | 2%+ 07 82—2' ! .OMUTS-U dzdsdv
&2 4 462 a2
/ 47~1 +T1M Zefix-vefiggv spo oS+ TU’ 05— TV
R3d 2 2
4
( woaa le.OQQ'UT > - xdxdsdv
&
0 [ ey (278 92
RSd 2 2
4 2
Machxdsdv
= Int (27T)d Cl/ e (4T1 +rip ) 2€_ig%v-sp0 (05 ‘g 7-'U7 (o] ; 7"0) 6d (1})
RQd
4 4 2 1 2 2
(2 T;CZO (7“1:20M —|—4)TU +42—i%s-v>d8dv
r _Bor,. s v oS —TU\ .
cncy [ e Emeig ey, (U T )’52” (v)
RQd

2 4 4
(—wqas + 1 le‘o&w—v) dsdv

& &2
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2 72

—2n)tcy / e () il g ("” v ““”’) 5% (v)
R

wia?

> dsdv

Q

Hierbei wurden fiir v = (vy,va,...,v4)" € R? die Ausdriicke 6, (v), (5((11) (v) und 5&2) (v)
definiert.

64(v) = H 5 (v (C.6)

Hk 1Lk#1 o (vr)
5&1) (v) = Hk 1,k#2 § (vk)
oW (vg Hk 1k;éd5(vk)

d
5;2) (v) = Z (vg) H d( vj> (C.8)

k=1 j=1,j#k

ol

(C.7)

5, 6 und 6@ sind die Diracsche Deltadistribution in einer Dimension sowie deren
erste beiden distributionellen Ableitungen.

Als niéichstes betrachten wir die Summanden von [, [V, - Vyp (z,y, t)] (4.0) dx einzeln,
fiihren jeweils die v-Integration aus und machen die Substition x = %*.
1. Summand:

A ; 3 oT -
(27T)d01/ @’<E+’"1“2>T2”2@_Z§T”'Spo <as + v 08 TU) 5. (0)

R2d 2 2
4 Ar2004 12 2 1 21 w?
erl.wo - 7"1%”0:“ NEE D S @'Ms v | dsdv
a2 ) 4 4 o
os oS Wy 1,
n 2 C <_7 _> 2d . " d
me (27) /deo 55 ( W2 +4s s

2. Summand:

@2m) / e () i (“”T“ “S_T“)m;” (v)
R

2 ’ 2

2 4 4

(—“90‘3 +1 rlw,OQOéuTv> dsdv
& &
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= —i2n)'C /
R2d
div, (e (B tru?) 702 il gpvs <05+“’ US—T’U) (_woz.asﬂélmféamv))

2 72 & a2
dq (v) dsdv

. oS+ TV 08— TV
= —i@2m)'Cy | 6a(v) Vs [ po :
R2d 2 2
, 2 4

4 (27r)d01/ 51(0) o (as +71v 08— 7'1)) 6,<ﬁ+r1u2)7_2vze_i§'%v.s
R2d

2 72

A ; 2 4 4
—2( — +rp? T2v—z’££3 . _WQO‘S+Z~ 7’1“}'004/”1)
4ry o 2 & &2

—i@ntc 54 (0) po (03 —;— 7'?)’ 085 — 7'1}) e*(ﬁﬂlﬁ)*ﬁe—ig%w
R2d

2
4 4
iidrlc,dgaqusdv
(07
frg —Z (27]')d01/ (5d( ) 2 [(V v ) ( y d.s+‘rv gs— Tv)
R2d
: 2
.€_<W+”“ v iz, ( Wi 4r1w0a/ﬁ )dsdv
« 2
w%

—1 (27T)d01/ Po (E, E (_Zéﬂ ) 4d’f’1w004/,m'> ds
R4 272
. T
— ( )Cl/ 2[(V —V)poxy %,% < )

)d/ (e <2ﬁw0a7' w 4dr1w0au7> dr
Rd

: (i)

- o]

o
S
l\Dlﬂ
S
/T\

5§
SHE
o)
S
~_
QL
S

d
2 w ot Adriwiaur
R4 «Q o

3. Summand:

; _ 4 2
— (2n)? Cl/ o~ (i) emig Ty (US JQr — = 2 TU) 3 (v) wgf; dsdv
R2d

= —2n)'C /]R G4 (v)
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2 72 a2
waa? oS+ TV 0S— TV (2t 02
= —enig 3 /deéd@)A” <p0< s ))e (2+rp?) 7

_iBor,.
e a2 "%dsdu

wia? oS+ TV 08— TV
e = / 8a (v) 2V, <p0 < , ))
(8} R2d 2 2

v, (6 () e‘é_) dsdv
Wy oS+ TV 08— TV
0,20 5 ,
- (2m)° 12/Rgdd(”p°( 2 2 )
A, (e‘(ﬁl*”“l“Q)TZ”Qe—f%%v'S) dsdv

— (0o / 60.(0) (B0 =2V, Vo £ ) p (2,9)] (et )

2 2

: 4.2
vt ;b 0S+ TV 08— TV Wy
A, <e (471”1“ ) VeTia T ( * > 9 > dsdv

(A 2\.,.2,,2 8
e (2 +rae?) 7 e a2V dsdy

w4oz2 r v2
~ (om0 / 0 (0) T [(V = V) 0 (2,9)] g ooy € (FT70)

5o A :
.671§7v-s 2 =+ 7“1,“ 7-21) — Z@S dsdv
4rq 2¢

_ —(2+r 7202 _;BoT,,.
B (QW)dClwqa B 52(0) po (03%2—7'1)’ os . TU) . (2 4riu2) 2 JTE

. 2
<— (i + rip ) 220 — i&s) dsdv
4 T 20

4.2 _ N .
_ (2n)? C, 0 /2d 51(0) po (03 +7v o8 T’U) e,<m+rlu2>72v26_’b§7v.s
R

a2 2 2

(— (i +rip )) 2dr%dsdv
4ry
2

= —en' O [ T 29,9+ ) ) )

NCORCE Ny U AP y)}(?,?)(—i@%s) ds
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d W (2 ‘ s
= - (27) Cl ) ol Rd a KA"” - 2vy ’ fo + Ay) Po (:L’, y)](%‘,x) dz

o' | o | 4
4, woa? 2 \* T
—(2m)" ¢ 2 (m) /Rd 7[(Ve = Vy) po (z, y)](g;,x) : _ng dx

: 2
4.2 2 d by

e Sy / po (z, ) —zﬂ—.Tx — | =+ rp?)2dr? | dx
az \Jo| Rd & 4rq

Die Konstante vor dem Integral lésst sich zu 1 vereinfachen.
2 \* e\ (o]l 7]\ 2 \*
Ceem)? (=) = 0 om)? [ —
e (1) = () () e (5
d . 5\ ¢
_ eZd'yt ( w(Q] ) \ﬁa—aﬁ|
| & | | & |

2d
W
62d'yt 0

| B —af |

=1

Addieren wir die drei Terme, so ergibt sich
R4

2driwd  Adriwd 2dwia’m?® [\
_ ( 7'“1wo i 7’10'1004%”_'_ wo'a T <—+T‘1M2>)/ o (x,x)dx
R4

a2 a2 a2 4rq
1 2Bwiar  wia?B?r?
' (§+ PR / po(@,2)a'da
R4

) /Rd (Ve = Vy) po (z, y)](z,x) - xdr

wea?T?

e /Rd [(Az =2V - Vy + Ay) po (2,y)] .0y d

Fassen wir als néchstes die zeitabhéngigen Terme vor den Integralen zusammen.

1.

<2dr1w§ N 4driwioput N 2dwia’T? ( A ))

2
- - - — +7ru
& a2 &

47‘1
2dw; 20 B r
a2 (7‘1 * —w%e%trl (E C2n
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deé a’a? T§ 3 Bry r§
T e\ T T e T A T
o wyet? 4rq v ary  4ry

2dw§< 203 Qe a’a? 3202 o2 B )
- ——

; - (A1 3 ) = T3
& waert waert wgetrt wgetrt waetrt

d?

A 2 )
2dwi af _ a?a? ad af _
= 0 1——LZe 2] 4+ e My + —e 2t [ 1 — L e ry
2 oA 2 2

2.
1 2Bwgar  wia?F?r?
o2 a3 + at
wg 203 o?3?
= = |1+ -+
a2 Oéﬁ—Oéﬁ (ozﬁ—ozﬁ>2
4
= “o 5 ((dﬁ — aﬁ>2 + 203 (0'46 — aﬁ) + aQBQ)
a2 (o'zﬁ — aﬁ)
_ wy _ a3
a2 <dﬁ — aﬁ)
ﬁ2
= o
3.
Twia wia?Br?  wha Q n afa?
T Y PP
woa ) ) )
= af —af +af
i (a8 - aB)Q ( )
of
T eh
4.
wyar? _ waaa?
467 162 (4 - a[-})z
o?
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Mit diesen Vereinfachungen lésst sich das Integral [, [V - Vyp (2,v, t)}(a:’z) dr in der
folgenden Form schreiben.

/]Rd [vl’ : Vyp (I7 y? t)](x7x) dx

) 2 )
2dwi aff _ a?a? ad af _
= _20 1——e™ ) m+—e ot —e " [ 1— —e ™" | r;
Q w; Wy Wy Wy

[ s

R4

+ﬁ2e47t/ po (2, z) vdx
R4

+iaBe 1 /R d (V2= Vy) po (2,9)], ) - xda

1
Lzt / (A =2V, - Yy + A,) po (2.9)] .0y do
]Rd

Aufgrund der Darstellung po (z,9) = >, Ae¢r () ¢r. (y) mit { M\ }ren C 1! (R), kénnen
wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass

po (z,y) = ¢ (x) 9 (y).

Damit erhalten wir die Formeln:
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/R (As =290 ¥y 8)) po (2,9)] . o
- / (A =29, -V, 4 8) (0@) 3 ()], o
N [0 () Asd (2) = 2(Vad (2)) - (Vy0 () + ¢ (2) Ayo ()], ) do
S, /R (Va0 (@) (Va3 (2)) do
= =i IV

Verwenden wir diese beiden Formeln, so ergibt sich:

526‘47t/ po (, ) *dx + iaﬁe_m/ (Ve =Vy) po (2,9)] (g 0 - 2

Rd
1
—jale™! /R (Ar =2V5 -V 4 Ay) po (. 9)] ) do
— 52@4’”/ | ¢ (z)x |* do — 205@84%/ S (¢ () Voo (7)) - wdz
R4 Rd

+ae | Voo (z) |? do
R4

Mit Hilfe der Holderschen Ungleichung lésst sich zeigen, dass

Ad%($<x>vx¢<m>).xdx < | [ 3G Vo) ads|
- / — ¢ (2) Voo (z)) - adz |
< / D)z || Ve (2) | +] (@) ]| Vb (2)|da
< ( x|2dx> (2/Rd|vz¢(:c)|2dx)%

gilt.
Benutzen wir diese Ungleichung, so gilt:

—0o0

< 62647t/ | ¢ (z)x |* do + a2647t/ | Vo0 (z) |? dz
Ré Rd

2lallglet (2 1o@epar) (2 1900 Pa)
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2 —dvt 2 2 4yt 2
< gt [ JowePdosate ™ [ 9,00 dr
—2afe” " /Rd S (¢ (z) Voo (7)) - zdz
2 —dvt 2 2 —dnt 2
< gt [ e Pdosate ™ [ 9,00 F i
w2lallple (2 Joalan) (2 1906 P )
< o0

Hierbei wurde benutzt, dass die Ausdriicke [o, | ¢ (z) [* dz, [ou | ¢ (2)x |* dz be-
ziehungsweise [o, | Vo¢ (x) [* do der Spur von Ry, der Spur von | z | Ry | = |
beziehungsweise der Spur von | V | Ry | V | entsprechen und dass sie nach Vorausset-
zung endlich sind.

Somit kénnen wir das Integral [o, [V. - Vyp (2,y, t)](m) dx nach oben und nach unten
abschétzen.

Weiterhin gilt, dass

/Rd [vx ’ vyp (x7 y? t)}((ux) dm Z 0

ist.
Zusammenfassend bekommen wir also die folgende Aussage:

0< [ (Ve Vb (@)l do = Tr (| V | RO | V) < o0
Rd

3. Teil:

Wir zeigen in diesem Teil, dass Tr (| x | R(t) | x |) < oo.

Wir wihlen dieses Mal die Darstellung (4.7) fiir p (z,y,t) und betrachten das Integral
Jga P (z,2,t) | x |* dz, welches der Spur von | x | R(t) | « | entspricht.

Mit der Substition z := v (t) yo, anschlieender z-Integration und z-Integration erhalten

wir
/ |$|2p(x,x,t)dx
Rd
_ C ’ - |2 / ‘ T ’2 e—<T1u2+ﬁ)72|z\26—i7z~(uz-ﬁ-gxo)
R3d
Po (ZBO + = 9 y L > de'dZd.Z'O
—z-Int —-C ’ T |2 (27T)d/ (')"2 (Z) (7“1M2+4 ) 2|Z\2€—i%z.w0

0 (.170 + — 7—2—Z> dzdxg
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—\r 2722 — 32T 4.
_ . Sy (Z) A, (6 ( 1N2+4r1> 2| ‘26 ﬂdzxopo (730 + %71,0 _ 7—2_'2)) dzdzg
R2d

= —/ 64 (2) (Az <P0 (950 + z, To — z))) 6_(T1“2+ﬁ)72|Z‘267i%z'x°dzdxo
R2d 2 2

- [ 802 (% (0 + T - )

—(rip2+-2-)72|22 ;87 ,.
V. <e <1“ 4’”1) 71" =i a0 dzdzxg

— 5d (Z) Lo <l’0 + z,xo — Z) Az (6(T1M2+4i‘1)72z|26_i%2'm0) dZd[Eo
R2d 2 2
= 502) (2) 180 =2 A
T e ! (2) (5) [(Ae =2V, - Vy + Ay) po (xay)]($0+%,xo_%)

—(r 2+L)222 BT
e (1# Iry THG ZdzszZdZL’()

T
— e 5d (Z) 25 [(Vw — Vy> Lo (37, y)](;pOJr%z,xosz)
.6—(r1u2+ﬁ>72|z\26—i%z-mo <_2 (TI,U? + i) 72— z&x0> dzdxg

r «

TZ TZ _ 240 A V20,2 _Br .
_/ 4 () po (ill'o—l-—,ilfo__)@ (rut i) 721 e eI
R2d 2 2
2

) 2
A A
-2 7“1,u2 + )%z - zﬂ—,Ta:O -2 T1,u2 + ) dr? | dzdzx
4rq Q 4rq
.

=sme — [ (Ao =2Va -V +4y) po (2, 9)]
Rd
pr?
S V=)0 020y 0
Rd

«
6’2 72

2
5 A 2
+2 (Tlu + —) dr / po (xo, xg) dxg
4’/‘1 Rd

Sei nun wieder ohne Beschrinkung der Allgemeinheit po (7,y) = ¢ () ¢ (y). Dann lisst
sich analog zu Teil 2 zeigen, dass

0,20

+

/]Rd po (T, To) xgdxo

—00
2
-
< -7 » [(Az =2V - Vy + Ay) po (2,Y)] (1) 20) @0
.5'7_2 5'27_2

7 [ 72~ 9) o @)y 0+ O [ o (o)
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5 2
_ 72/ | Vot (o) |2 dag — 257
Rd e}
5‘272

d2

Ad % (a (l’o) Vx0¢ (.1'0)) . l'odl'o

_|_

/ ’ ¢($0)$0 |2 dxg
R4

< o0

Da auflerdem nach (3.41) ryu? + ﬁ = %Tl + 179 — By > 0 ist, gilt:

&

A
0<2 <7’1,u2 + F) d72/ po (zo, o) dzg < 00
1 Rd

Somit lisst sich [p. p (z,2,t) | « |* dz nach unten und nach oben abschétzen.
Mit der Aussage

RCEIER Y
Rd
gilt dann:
OS/ p(z,z,t) |z |*dr < oo
R4
Alsoist 0 <Tr(|z | R(t) |z |) < o0.

Somit ist || R(t) |[e< oo und R (t) € &.



Anhang D

Berechnungen fiir o =0

In diesem Anhang betrachten wir ausschliellich den Fall, dass & = 0. Dies tritt dann
km

ein, wenn wir uns im ersten Fall (siehe (3.29)) mit ¢ = 7%, k € N befinden.

Es ergeben sich explizit:

e I (D2)

Im Fall, dass y # 0 ist, erhalten wir auflerdem mit Hilfe einiger Formeln aus [BSMMO05]:

km W2 [ ok 1 5y 1 4
n(2) = R T ) (e (B0 P im) 03

w2 [ 2kmy 5y 1 wa 4w?
= iz (% -1) ((E + 5) Dyp+ 5=-Daa + FD”) (D.4)

(5)
rs <IL—”> - _wig (e%% —1> D,, (D.5)
(Z)

2kmy 2

e @ —1) 1 42 2
_ ( 2 VAW 2 16
- ( Dpp+ 72 qu+w_gqu)

4 w2
2kmy 1 2
N (6 ¢ ) <2w§ + 169 + 872w§D D )
4 wEAwQ ppqq
(QQT —1>2 8wd + 1672 8w? + 1672
+ 4 ( Owg,}/ 7 DPPDPQ+ OUJS’Y 7 ququ) (DG)

Fiir den Fall, dass v = 0 ist, bekommen wir:

kr\  km ( Dy,
1 (;) = 9y <F+qu> (D'7)

98
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km km
T (U) = % (Dpp + W2qu) (DS)

n() = o (D.9)

w

A (ki) = (g)Q (Dyp +w?Dyy)’ (D.10)

w

Fiir unser p (ZB, v, ]%) erhalten wir die folgende Darstellung, die wir vereinfachen, indem
wir die &y-Integration schon ausfiihren.

()
P\T, Y, —
w
2kmy \ @

e w _d

kry kny kny kry
rl(-DFe @ g—go 2 ral(-1kew %wo\%g((—l)ke w s—so)-(<—1>’“e w %ﬂ%)
-
R4d

A

6—i§0'y0€i§'(r—y)p0 (:EO + %’ To — %) dyodl‘gdfodf

2k d d
e w 1 2
2m 41y
kmy
k,~oh ot 2 . kmy kmy
/ _I=D%e “‘;T127y_10‘ —ﬁ|yo|2 —zy0~<(—1)ke w 5—%((—1)]“3 w ITJW—:EO)>
€ 1 € 1 (&
R3d

@1 g (370 + %7 o — %) dyodxodg (D.11)

D.1 Positivitat von R (kw—”)

Wir zeigen nun, dass fiir einen positiven selbstadjungierten Operator R, auch der
Operator R (%) im ersten Fall (siehe (3.29)) positiv ist.

Proposition D.1
Fiir einen positiven selbstadjungierten Hilbert-Schmidt-Operator Ry ist auch R (’ZJ—“) fiir
alle k € N positiv.

Beweis: Sei ¢ € L? (RY).

(VR (%T) V) 12 (ma)

= ¥ (x)p <-’B7y, %) W (y) dwdy

R2d
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e _ [t R AN Y
=(D11) 4/ U (z)e n emily (xo+ 0@0——0)
24 (2m)% (mry) 2 Jrsa 2 2
—i ShReTeT e I8 (ke o THY g
e (o ) ey
2dkm Y . kmy
_— e ww / _(I . [(—1)ke u;Tl ;y,xo\ . 4¢1|y0|2 g YO <(—1)ke ol +y_a:0>
n d
2 (’/TT'1)§ R4d
po (w0 + Zmo = ) 84 (-1 Ty — (@ =)
W (y) dyodxodxdy
2dkmy
e w
- d
2d (7T7"1)2
_ kek%’yiiw-&-zQ kmy o wz
/ D) e e e (0 ((-prest zpongs)
R4d

po(w,2) 8 (=" e (w = 2) = (@ = ) ¥ (y) dwdzdady

Mit der Transformation

g = (—l)kek%w—x
h = (—1)kekﬁTwz—y

erhalten wir:

kmy
|—(-nke T ph - (176 w ) Wiz

2
R4d
L

2kmy
— (176 w

V) w2
8 (g — h) o (—h + (=" e_z> dwdzdgdh

2dkmy
e w
—g-Int d
2d (77'7'1)2
2k
|—(—1)Fe w h7<176 LZW)“’“\?
- kry — — A lw—z|?
/ w<—h+(—1) ew w)e an e a v
R3d
r 2kmy
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" (—h 4 (1) e’“%z) dwdzdh

Wir definieren nun die Funktion

kn(z) = (—h + (—1)* ekz_vz> e

( zkm>2
l—e w

km~y 2km
471‘1((4+>\)Z2+(1)k6 w (l—e ww)h-z
2kmy

kmy
73 [ lz=e @ 2 (koo pe
—12T1< 5 Z2—(—1)%ew hz>

e

und benutzen die Potzenreihenentwicklung der Exponentialfunktion.

km

<¢a R (U) ¢>L2(Rd)

62diﬂ'7 L 2k ) A—i(l—e2kj'y>2

= 7d/ e MR (w)e 7 ““po (w, 2) Ky, (2) dwdzdh
9d (7'('7"1)5 R3d
n
)\*i<1762k57>2
2dkmy 00 2r1

e w

2d (71"/‘1)2 n=0 n.

2kmy
/ e e ¢ W / Fn (W) (w - 2)" po (w, 2) Ky (2) dwdzdh
R4 R2d
Da Ry nach Voraussetzung ein positiver Operator ist, ist der Ausdruck
/ Fn (W) (w - 2)" po (w, 2) kp, (2) dwdz > 0
R2d
und somit

2kmy
/ e e hQ/ B (w) (w - 2)" po (w, 2) iy, (2) dwdzdh > 0
R4 R2d

2k 2
A—% (1—6 JW)
Wir zeigen, dass 5 > 0.

Da r; > 0, bleibt nur noch zu zeigen, dass A >

1. v=0
Fiir v = 0 vereinfacht sich die Ungleichung zu A > 0. Dies wurde schon gezeigt
(siche(3.40)).
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2. v#0
2kmy 1 2
km (6 cT ) 1, 4P +wd 5, 16,
A(U) = 4 <w872Dm’+ 2 qu+w_gqu>
2kmy 2
<€ w 1) 2 4 16 4 8 2,2
+ ( e Z = wonquq>
4 woy?
(1)
e - 8w? + 1672 8wi + 1672 )
+ D,,D,, + ———"D, D
A < wé’y pp+pq wg’y 99+"pq
(=)
e w —
4, 4 4 )
+ 4 <¥qu - ?Dpquq + ? (Dpquq - qu)>
()
e w —
1 2 2 2 16
- 7 <w872 (Dpp — wiDyq)” +4D7, + w—gppq)
( 2kmy 1>2
€ - 1672 + 8w?
+ 4 ( wé ODpquq)
( 2kmy 1>2
€ - 8wi + 16+2 8wi + 16+2 )
+ D,,D 0 D,,D
4 ( wé’y pp+pq g 99+’ pq
2kmy 2
(7 -1) 4 :
+ 4 ?(Dpquq qu)
2kmy 2
(1) 4 :
> 4 ?(Dpquq qu)
2kmy 2
e w — 1) 2
2| 4y
- 4 V2 4
2kmy 2
G

Hierbei wurden (3.6), (3.7), (3.8) und (3.9) benutzt.

Zusammenfassend erhalten wir also, dass fiir ¢ € L? (Rd) (Y, R (’”) () 12(Rd) > 0.

w
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D.2 7 (L*(RY))-Norm von R (lzj—”)

Fiir einen positiven Operator Ry € J; (L2 (Rd)) ist der Operator R ( ) fiir alle k € N
ebenfalls ein positiver Operator aus J;’° (L2 (Rd)) Dies ist die Aussage der Proposition
4.13 fiir den Spezialfall t = Damit der Beweis der Proposition vollstédndig ist,
miissen wir noch die Rechnung fRd p (x x, —) dr = fRd po (x, x) dz fiir diesen Spezialfall
nachvollziehen.

p\xT, T, —
Rd w
us d = T T
o 6%77 1 2/ . 471|y0‘2 —iyo- (( 1)’66%5—;731((—1)’6@%50—900))
— (0D 2 471y RAd
2

_lDre & oo Yo Yo
e 1 Po (xo + 5% - 5) dyodod&dx
2dkm kmy km
e o / e g A o) (-1 T a0 )
—¢&-Int d " "
(471'7’1)2 R3d

km~
Po (xo + %Jo — @> dd ((—1)k 6790) dyodod&dx
2dkmy

kmy
2dkmy k.o, wtz 2 k kmy
e« G j 27| |w—z|? zwlyo (<_1) e« x_wTH>
— e 1 e 47"1
R3d

(47rr1)%

po (w, 2) dq ((—1)11C e (w — z)) dwdzdx

kny k
e w _lenbe wans? 7By, (( 1)’“6%:5—2:)
=w-Int 7 e iry e po (2, 2) dzdx
R2d

(47 ?
/R po(z2)dz

dkmy
€ w _ dkmy

—e v (4mry)
(471'7”1) 2

= / po (z,x) dz
Rd

Wir beachten hierbei, dass nach [LP93] pg (:z:o + 2,10 — yZ—O) stetig in yo = 0 ist.

[V]IsY

—z-Int

D.3 Kinetische und potentielle Energie von R (’Z}—”)

In diesem Anhang berechnen wir fiir den Fall 0 < v < wq die Integrale

fRd [vm “Vyp (l‘ay’ %ﬂ)}(m) dz und fRd [z |*p (x Z, _) dz.

Dies entspricht der zweifachen kinetischen Energie beziehungsweise der zweifachen po-
tentiellen Energie des Operators R ( ) falls R ( ) positiv ist.
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Wir fithren die Abkiirzung

oo e%Tm a 1 %
o 2m 47T’I"1

ein.

km
Vyp <I7 Y, U)

kmy
ke w Ty 2 . ok ETY L g (ke BTY gy
C/ 6_|( e z —0l A |y0\2€ io-| (-1)7e"w¢ 2r] A 6i€'(:c—y)
R3d

— 4rq e_m
1 n i -
(MY )ty ) it (1) ey —
4 2 4
T1 "
o (ZBO + %, To — %) dyodxodé
km
V- Vyp (x,y,
. km r kLg;
_ C/ . [(—1)Fe a:hl#—xol . ﬁ|yo‘26—iyo~<(—l) eTwﬁ—g%((—l)ke Ch ;y_m))e'é'(mfy)
RSd
1 2km SL’—l— km T kn
R
1 2kmy L+ Y ko kmy - T3
I P —(=1)ew —(=1)"ew
( 4ry (e 2 (F1)"e x0)+247’1( Vet
o (mo n %,xo %) dyodrode
_ ke@m—z 2 3 kg - aE
+C/ ) (1) 2 ol e_ﬁwo‘ze—zyg-((—l) e £—ﬁ<(—1)ke +y—mo>>e‘§-(m—y)
R3d

1 2kmy kv T k km 2 de 2127;7
R o — (=1 w > 2 (—1 w 2
(( " <e r—(—1)"e« xg +Z4T1 (—1)%e yg> +¢ 3

Po (900 + %, Ty — %) dyodzod§dx
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k kry k kv
G DT e Iy |2 155 yg (-1)%e w z—=xo
— O e 4rq e 47‘1 0
R3d

. kmy kmy kmy
C _ dkmy 7|(*1)k64“’ o—ag|? 7%37%%\42 i%(fl)kesz-((fl)keTxf:B())
+Ce w e 1 e 4n e
R3d

kny Z

Po (xo + (-1 e 2 z0 — (—1)" eT§> (2m)? @'25((12) (2) dzdzodz

Fiihren wir nun die yo- beziechungsweise z-Integration aus, so erhalten wir:

k
/ {V -Vyp (x v, W)} dx
Rd w (z,z)

Qkﬂ"‘/ (= 1)ke Lu' T— ‘LQ‘Z
= po (o, o)
471'7’1 RQd

|
N
o
[ V)
=i
— 3
~__—
N
%\
g
o
|
D
S
o
I
e
2
i
8
()
o
e}
S
—
s
S
S
S
S~—

Nl

(Ve = V) 90 (2, 9)] 3 ) D00

2k

e o R T e 0P 1 i
_ Ty e o

471'7"1 RQd 4

[(Az =2V - Vy 4+ Ay) po (2, 9)] (g ) dT0d

1 % Bk 1 ok de%wy
—= _427 % 2 w d d
(47””1) /dee ' (167“%6 o 81, )Po (w0, x0) dxodz

d
1 2 _E ?“3 2kmy 2 2d)\ 2kmy
— i | ——=e Tw 2"— —e v Xo, To) drodz
(47?7“1) /dee ' ( 47"16 : 47"16 ),00( 0, %o) do

[Nl
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da
1 \2 _Ll2? 2y
_( ) / e 4r1i2T3 e 2 (Vo = Vy) po (2, 9)] 4y 2g) AT0dz
R2d

471'7”1 T1

1 2 _ﬂ 1 2kmy
— ( ) / e Ze_kT [(Az =2V - Vy + Ay) po (2, Y)] (4 2g) T0dz
R2d

471'7’1

Durch Ausfiihren der z-Integration bekommen wir:

k k
w R W/ @)

2d7’1 2k1\"y d 2kmy / ( ) d
= — —e w Zo, To) dx
16r2° 8 a0 0y F0) 4T

2 2k7r’y 2dA _ 2kmy
+ (4 22d7"1€ + 4—7‘16 w ) /Rd Lo (Qfo,l'o) dl’o

—e / [(Ae =2V0 - Vy + Ay) po (2, 9)] (1 20) 40
R4

= 2de 7y (/{7?) Tr (Ry)
w

+2e7 75" By (Ro)
Falls Ry € £ positiv ist, ist die kinetische Energie von R (%“) < 00.

Berechnen wir nun die potentielle Energie von R (’L—”)

km
o (R (_
w
km
= |2 ?p|z,2,— ) dx
RA w
kmy kmy e kny
o[ (e e 0 E e (0" )
R4d

Po <$o + @, To — %) dyodrodEdx

2
2kmy

d

1 2 2k7r’y || _de w 22 I3 1168—]6:)772.

= e |ydao e e Pl (Y Y
471"/’1 R3d

7r’yZ
Po (xo +(-1)" 6_757% —(=1)re” * ) da (2) dzdydx

1 2 x ly|2
= ( > e /2d (y + 2y - w9 + :co) ¢ i po (xg, xo) dydzg
R

= e_T/ (2dr1 + 23) po (o, T9) dxo
R4
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_ 2kmy

k 2k
= 2de v T <_7T) Tr (Ro) + 2e” k“’ Epot (RO)

w

km

w

Also ist die potentielle Energie von R (
dem Energieraum ist.

) endlich, falls Ry ein positiver Operator aus

D.4 Stetigkeit der Energienorm in ¢ = ’Z}—”

In diesem Anhang beenden wir den Beweis des Lemmas 4.18.

Wir miissen noch zeigen, dass die Energienorm von R (t) in den Zeitpunkten ¢t = %”,
k € N stetig ist, falls wir uns im ersten Fall (siche (3.29)) befinden.

Sei also die Anfangsbedingung Ry aus dem Energieraum & mit Ry positiv.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit nehmen wir wieder an, dass po (x,9) = ¢ () ¢ (y)
Aus Satz 4.16 und Anhang D.2 wissen wir bereits, dass fiir alle Zeiten die Spur von
R (t) identisch ist mit der Spur von Ry. Fiir ¢ # %2 erhalten wir aus dem Beweis des
Lemmas 4.18 die kinetische und die potentielle Energie von R (t).

2Ein (R (1))
) 2 )
2 2.9 .
= '(.42)0 1— %e‘ht ri+ a ié e ey + %e‘w 1— %6_2775 rs | Tr (Rp)
Q Wi Wy Wi Wy

+26% " Epoy (Ro) + 20" By, (Ro) — 20" / S (¢ (z) Voo (2)) - adz

Ra

2Epur (R (1)
2de=" /. ‘ .
— o <527“1 + &%ry — aﬁ’rg) Tr (Ryp)
-9 '2 .
+2% e By (Ro) + 26—4&4”% (Ro) — 20‘—66*‘” / S (¢ (z) Voo (2)) - ada
Wy wy Wy RA

Die kinetische und potentielle Energie fiir t = £* entnehmen wir aus dem Anhang D.3.

w

]’C Ty k Ty
2Ejin (R (l>) = 2de " ry <—7T> Tr (Ry) + 2~ 5% Ejan (Ro)

w w
2E, 01 (R (Z—W)) — 2de ¥y, (Z—”) Tr(Ro) +2e™ = Epo (Ro)

Aus (3.29) wissen wir, dass
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lim 5(t) = 0

t—kr

lim &(t) = 0

t—

lim 3(t) = wi(-1)Fe?
t— =T

Wir vergleichen nun die einzelnen zeitabhéngigen Koeffizienten fiir t — %” Wir begin-
nen mit der potentiellen Energie.

2de= Mt /. . Ty k
111{1 ( 64 (/62T1 + CYZTQ — Oéﬁ?”:;)) = 2d€72k“’ ™ <_7T>

t— 2T WO w

w

Nun betrachten wir die Terme der kinetischen Energie.

lirk1[17r (—20456’47"/) = 0

t— "

lim (20%7) = 207
Jm @Fe) =0

Fiir den zeitabhéngigen Koeffizienten vor Tr (Ry) bendtigen wir wieder die Regel von
de I'Hospital.

Es gilt:
i d = s (-9)
= (-1

. d OzB _ . e~ 2t . . .
tl_l)r&% (1 — w_ge 2fyt> — tlirkn_w (— > (aﬁ—i—aﬁ— 27&5))

0
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Die Regel von de ’'Hospital liefert uns dann:

1— a—ge*%t
lim —%0 =
t*)% O[

Somit erhalten wir fiir den Term vor T (Ry):

. 2 .
, 2dw; af _ a?a? _ ade af _
lim 0 1— e ) m+——e M+ —e ™ [ 1——e ™" | r;

ok | G2 wg Wy wy

= 2d6_2k%7“2 (k—W)
w

Also ist sowohl die Spur als auch die kinetische und die potentielle Energie von R ()
stetig in ¢t = kw—“
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Die selbststandige und eigenhéndige Anfertigung dieser Arbeit versichere ich an Eides
statt.

Miinster, 02. November 2007





