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1 Einleitung

Die Wellengleichung beschreibt eine Vielzahl an physikalischen Phéanomenen, zum Beispiel
eine schwingende Saite in 1D, eine vibrierende Membran in 2D und die Ausbreitung von
Schall in 3D. In dieser Arbeit wollen wir uns mit dem Abklingverhalten der 3D Wellenglei-
chung im Aulenraum beschéftigen. Die 3D Wellengleichung im Auflenraum ist durch

Utt—AUZO in Q xR (11)

mit ) = R3\B gegeben, wobei B ein beschrinkter Kérper ist. Entsteht eine Welle durch
eine initiale Stérung und erreicht den Korper B, so wird die Welle wiederholt reflektiert.
Positioniert man einen Beobachter an einer beliebigen Stelle, dann passiert die Welle die-
sen einige Male. Man wiirde nun annehmen, dass die Stédrke der Welle, die der Beobachter
wahrnimmt, im Laufe der Zeit nachlédsst. Ebenso erwartet man, dass die lokale Energie
abnimmt. Ob diese Uberlegungen tatsichlich stimmen, hingt stark von der Geometrie des
Korpers B ab.

Ziel dieser Arbeit ist es, unter gewissen Voraussetzungen Abklingfunktionen fiir die Losung
der Wellengleichung (1.1) und ihre lokale Energie zu bestimmen. Fiir sternférmige Korper
zeigen wir angelehnt an | |, dass die Welle selbst mindestens wie 2 abklingt. Diese
Aussage bildet das erste Hauptresultat der Arbeit. Basierend auf | | beweisen wir fiir
beliebige Korper B, dass die lokale Energie der Welle schon dann exponentiell abklingt,
wenn sie nur arbitrar abklingt. Eine weitere essentielle Annahme fiir beide Resultate ist die
Kompaktheit der Trager der Anfangsdaten.

Im ersten Abschnitt dieser Arbeit werden einzelne Resultate der umfangreichen Theorie
von partiellen Differentialgleichungen angefiihrt. Dabei spielen Existenz und Eindeutigkeit
von Losungen eine wichtige Rolle. Auflerdem wird der Begriff der lokalen Energie formell
eingefiihrt. Anschliefend wird das algebraische Abklingverhalten der Welle bewiesen. Dabei
wurde wihrend des Verfassens dieser Arbeit entdeckt, dass der in | | angefiihrte Be-
weis einen Fehler enthélt. Grofie Teile des zweiten Kapitels beruhen weiterhin auf | ],
dennoch wurde das Ausbessern dieses Fehlers ein zentrales Augenmerk dieser Arbeit. Im
letzten Abschnitt wird zunéchst die Existenz einer bestimmten Zerlegung von Losungen
gezeigt. Der erste Teil dieser Zerlegung verschwindet nach einer gewissen Zeit auf jedem
Teilgebiet von €2 und der zweite Teil hat geringere Energie als die urspriingliche Losung.
Dieser Prozess kann iteriert werden, woraus sich die gewiinschte exponentielle Abklingrate
der lokalen Energie ergibt.



2 Grundlagen

Ziel dieses Kapitels ist es Definitionen und Resultate, die im weiteren Verlauf der Arbeit
Verwendung finden, vorzustellen. Als Erstes werden einige Resultate fiir Sobolevriume wie-
derholt. Dabei beziehen wir uns auf [Jiih, Kapitel 5.2]. Wie in [Jiih, Kapitel 7.2/7.3] wollen
wir uns danach mit der Existenz, Eindeutigkeit und Regularitéit von Losungen allgemeiner
Wellengleichungen beschéftigen. Angelehnt an [Jiih, Kapitel 7.1] und [SCG, Kapitel 5.6] be-
sprechen wir anschlieBend das Huygens-Prinzip. Basierend auf | ] und | , Kapitel
4.1] wird der Begriff der lokalen Energie eingefiihrt. Orientiert an [Jiib, Kapitel 7.1] wird
in Abschnitt 2.6 die Fundamentallésung der Poisson-Gleichung untersucht.

2.1 Notation

Symbol Bedeutung

C*(Q) k-mal stetig differenzierbare Funktionen auf Q

C§e(92) unendlich oft differenzierbare Funktionen mit kompakten Tréger in 2
|| euklidische Norm in R"

U,((x,y,2)) | offene Kugel im R3 um den Punkt (z,y, z) mit Radius r

supp f Trager der Funktion f

2.2 Sobolevraume

Definition 2.2.1. Sei Q2 C R” offen. Auf C°°(£2) ist mit
(u,v) e == Z /Do‘uDO‘v dz
jof <k ¢

ein Skalarprodukt definiert. Sei X := {u € C*(Q) | [[ullgr) < oo}, dann definieren wir
die Sobolevriume H*(Q) bzw. HY(Q) als

H*(Q):=X, bzw. H}(Q) := C(Q),
wobei die Abschliisse beziiglich der Norm ||| g (q) gebildet werden.

Sei im weiteren Verlauf dieses Abschnitts 2 C R™ als offen und beschriankt vorausgesetzt,
sowie 9Q € C1.

Satz 2.2.2 (Spur von Sobolevfunktionen). Es existiert ein beschrdinkter linearer Operator
T : HY(Q) — L*0%), der

T(u) =ulpq firalleue HY(Q)NCYQ)
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erfillt. Wir nennen diesen Operator die Spur. Ferner gilt
we Hy(Q) < T(u)=0unduc H(Q).
Ein wichtiger Satz in der Theorie partieller Differentialgleichungen ist der Satz von Gauf:

Satz 2.2.3 (Satz von GauB). Seien v der duflere Normaleneinheitsvektor auf 00 und

F € CY(;R™), dann gilt
/didex:/ F-vds.
Q oN

Fiir u € CY(Q) folgt zudem

/udide:L':—/Vu'Fda:+/ u(F -v) ds.
Q Q 09

Auch fiir Sobolevfunktionen gibt es eine Version dieses Satzes.
Satz 2.2.4 (Gaus fiir Sobolevfunktionen). Seien uy, ..., u,, w € H'(Q) undu := (ug,...,u,)".
Dann gilt

/Q (divu)w do = — /Q -V dz + /8 (7)) T(w) ds,

wobei v der dufSere Normaleneinheitsvektor auf OS2 ist. Wenn die Interpretation des Rand-
integrals klar ersichtlich ist, werden wir fiir eine bessere Lesbarkeit auf den Spuroperator
verzichten.

Satz 2.2.5 (Poincaré-Ungleichung). Es existiert eine Konstante C, > 0, sodass fir alle
u € HF(Q) gilt:

ullz2(0) < CpllVullp2(q)-

2.3 Aligemeine Wellengleichungen
In diesem Abschnitt betrachten wir Wellengleichungen der Form

uy — div(A(z)Vu) + c(x)u = in Q x R,
auf 00 x R, (2.1)

0
u=0
u(.,0) = ug,ut(.,0) =y in €.

Dabei ist 2 C R™ ein beschrinktes Gebiet mit 9Q € C? und A(z) = (a;;(x)) eine n x n
Matrix. Wir wollen zudem a;j,¢c € C*®(),¢ > 0 in Q und ug,u; € L*(Q2) voraussetzen.
Weiteres nehmen wir den Operator L(u) := — div(A(z)Vu) + ¢(x)u als elliptisch und sym-
metrisch an.
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Definition 2.3.1. Der Operator L heifit elliptisch, falls eine Konstante o« > 0 existiert,
sodass

T A()€ > al¢]?

fiir alle z € Q und £ € R™ gilt. Wir nennen L symmetrisch, falls die Matrix A(x) symme-
trisch ist.

Bevor wir iiber Losungen dieses Anfangsrandwertproblems reden kénnen, miissen wir ent-
sprechende Réume definieren, in welchen diese Losungen liegen werden.

Definition 2.3.2. Seien 2 C R" eine offene Menge, I C R ein Intervall und u eine Funktion
auf Q x I. Fiir k,1 € N definieren wir C'(I; H*(Q)) als den Raum aller Funktionen fiir die

lim [[u(.,t 4+ h) — U(j)(.,t)HHk(Q) =0 furalletel, j=0,...,1
h—0

gilt.

Definition 2.3.3. Seien H ein Hilbertraum, 7" > 0 und 1 < p < co. Der Raum LP(0,7T; H)
besteht aus allen messbaren Funktionen u : (0,7") — H mit der Eigenschaft

T 1/p
lull Lo o,7;m) = (/ llu(t)||% dt) <oofirl<p<oo bzw.,
0
[l Lo 0,750y = ess sup ||u(t)]|a < oo
o<t<T
Mit den eben getroffenen Voraussetzungen wollen wir im Folgenden Existenz, Regularitét
und Eindeutigkeit von Losungen des Anfangsrandwertproblems (2.1) analysieren.

Lemma 2.3.4. Definiert man den Operator L auf dem Hilbertraum H&(Q), dann besitzt
dieser eine Folge positiver Eigenwerte (\;)ken. Die zugehorigen normierten Eigenfunktio-
nen (vx)ken ergeben eine Orthonormalbasis von L2(S).

Mit Hilfe dieser Orthonormalbasis kann eine Losung der Gleichung uy + L(u) = 0 gefunden
werden.

Satz 2.3.5. Es existiert eine lokal integrierbare distributionelle Lisung von
ug +L(u) =0 in Q xR, wu(.,,0)=ug, u(.,0)=u; inQ.
Die Lésung ist durch

1 W(Uh Vk) 20k () (2.2)

NE

(i 1) == 3 cos(y/Aet) (o, vg) 20 () +
k=1

£
Il

gegeben, wobei u € C(R; L?(£2)).

Es stellt sich die Frage, ob man die Regularitit von u verbessern kann. Tatséchlich ist dies
der Fall, wenn die Anfangswerte strengere Voraussetzungen erfiillen.
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Satz 2.3.6. Seien ug € H}(Q) und uy € L*(Q). Ist u durch (2.2) gegeben, dann lost u das
Anfangsrandwertproblem (2.1) in dem Sinne, dass u € CH(R; L*(Q)), u(t) € HL () fir alle
t € R, und u schwache Lisung der Differentialgleichung ist.

Mit Hilfe von | , Kapitel 7.2, Theorem 5] und [Jiih, Satz 7.7] erhalten wir eine noch
bessere Regularitéitsaussage, welche im néchsten Kapitel zentral sein wird.

Satz 2.3.7. Seien ferner ug € HL(Q) N H*(Q) und uy € HF(Q). Fiir die Losung u von
(2.1) gilt u € C*(R; L*(Q))NC(R, H*(Q)NHE(Q)) und uy € L*(0,T; HY () fiir alle T > 0.
Die Differentialgleichung ist insbesondere punktweise erfillt.

Zuletzt kann auch eine Eindeutigkeitsaussage formuliert werden.

Proposition 2.3.8. Seien u,v € C*(R; L*(Q?)) Losungen von (2.1), dann gilt u = v in
Q2 x R.

Mit dieser Proposition ist die allgemeine Analyse des Problems (2.1) abgeschlossen. Das
folgende Lemma liefert uns noch eine Abschétzung, die in Kapitel 3 mehrmals Verwendung
findet.

Lemma 2.3.9. Seien ug € H(Q) und uy € L*(Q). Dann gilt fiir die eindeutige C1-Lésung
u von (2.1)

e D32y + @Vl )32y < € (Jlual2aqgy + Clluoli g
fiir alle t > 0.

Beweis. Wir definieren die Partialsummen von u(t) = > 72, ug(t)vy als

sin(v/Axt)
Ak

(ula Uk)L2'

)= Zuk(t)vk, mit ug(t) := cos(v/ Agt)(uo, vg)r2 +
k=1
Es sei durch
a(u,v) = u' A(2)Vou + c(z)uv) dx
() = [ (V4" A@)T0+ cla)un) d

ein Skalarprodukt auf H'(Q) definiert. Die Orthonormalbasis (vy)ken ist auch orthogonal
beziiglich diesem Skalarprodukt, da

a(vj, vp) = (Lvj, vg) 2 = Xj(vj,v) 12 = Ajdjg.

Wir kénnen a(U,(0), U, (0)) abschitzen:

n

a(Un(0), Un(0)) = Y u;(0)uk(0) a(vj, v) ZAkuk <> M (0)?
k=1 k=1

7,k=1
= a(u(0),u(0)) = aluo, uo) < Cllun|%(gy.
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Die letzte Ungleichung ergibt sich, da a;;,c € L*°(2). In [Jiib, Satz 7.5] wurde gezeigt, dass
U, die Gleichung Uy, # + L(Uy) = 0 16st. Multiplizieren wir diese Gleichung mit Uy, ; und
integrieren danach iiber €, so ergibt sich

/ (UniiUny) dz+ / (= div(A(2) VU Uns + c(2)UnUns) da
Q Q

Gglﬁ/ (UntUnt) dx+/ (VU;‘:tA(a:)VUn—i—c(x)UnUn,t) dz = 0.
Q Q

Zudem gelten folgende Gleichungen

5 (U2 = UnulUn,
;jt(Uﬁ) UnUpt,
;CZVUTA( )VU, = VU A(x)VU,,
womit
jt (U2, + VUL A(2)VU, + c(2)U2) dz =0
folgt. Sei G(t) := [, (U2, + VUL A(x)VU, + c(x)U?) dx, dann gilt 0 < G(¢) fiir £ > 0 und

daher dG/ dt = 0 <G. Das Lemma von Gronwall liefert die Abschitzung
/ (U2, + VUL A(2)VU, + c(2)Uy) do < e'G(0) fiir t > 0.
Q

Wir wollen G(0) genauer untersuchen und erhalten

G(0) = |Unt(0)[72(0) + a(Un(0), Un(0)) < Jlurll72(q) + Clluoll7p o)-
Damit ergibt sich

1Una®) 3y + IV Un(8) 32y < G(t) < € (Il + ClluolEr ey )

wobei « die Konstante aus Definition 2.3.1 ist. Da die rechte Seite unabhéngig von n ist, gilt
die Ungleichung auch fiir den Grenziibergang n — oco. Wir erhalten somit die gewiinschte
Aussage. O

Alle Aussagen in diesem Abschnitt gelten auch, wenn wir das Problem (2.1) auf der Menge
2 x (0,T) betrachten. In diesem Fall gelten die Aussagen natiirlich nur auf dem Intervall
(0,T) anstatt auf ganz R.

2.4 Huygens-Prinzip

Wir wollen die homogene Wellengleichung auf dem gesamten Raum genauer betrachten.
Sie ist gegeben durch
uy — Au =0 in R" x [0, 00)

u(,0) = uo, (-, 0) = 1. (2:3)



2 Grundlagen

Definition 2.4.1. Sei u eine Losung von (2.3). Das Huygens-Prinzip ist erfiillt, wenn
u(zo,t) nur von den Werten der Anfangsdaten auf der Sphére |z — z¢| = ct abhéngt.

Im Falle n = 3 erhilt man die Kirchhoffsche Formel

1 0 1
u(z,t) = Inc2t /x—§|:ct u () d€ + ot <47r02t /x—gzct up(§) df)

fiir die Losung des Anfangswertproblems. Aus dieser Formel erkennt man direkt, dass das
Huygens-Prinzip im dreidimensionalen Raum gilt. Man kann aulerdem zeigen, dass es fiir
jede ungerade Dimension erfiillt ist. Die physikalischen Interpretation des Prinzips besagt,
dass von jedem Punkt einer Wellenfront eine Elementarwelle ausgesendet wird. Diese Ele-
mentarwellen iiberlagern sich und ergeben die neue Wellenfront.

Bemerkung 2.4.2. Wir wollen eine dquivalente Formulierung zur Definition 2.4.1 ange-
ben. Betrachtet man die Anfangsdaten an einem beliebigen Punkt (z,0) € R3 x {0}, dann
beeinflusst dieser Punkt die Lésung u an allen Punkten

{(z,t) € R® x (0,00) | |z — 20| = ct}.

Der Einflussbereich der Anfangsdaten an einem beliebigen Punkt zg zum einem festen
Zeitpunkt ¢ ist also durch die Sphére |x — x| = ct gegeben.

Bemerkung 2.4.3. Falls supp ug,suppu; C U,((0,0,0)) und n = 3 hat die Losung u
wegen des Huygens-Prinzips besondere Eigenschaften. Es gilt ndmlich

u =0 fur |zo| < ct — p.

Diese Tatsache ergibt sich, da aus z € {y € R? | |y — 2| = ct} direkt |z| > p folgt. Damit
verschwinden die Anfangsdaten auf dem Abhéngigkeitsbereich von u(z,t). Die behauptete
Ungleichung folgt aus

|z = |z — 20 + 20| = |z — @o| — 20| = ct — (ct — p) = p.

Bemerkung 2.4.4. Das Huygens-Prinzip gilt nicht im zweidimensionalen Raum. Hier
erhalten wir folgende Darstellung der Losung:

1 u(®) 19 u0(®)
R NS ) Ep ey ER </ ~t<e /(AP ~ o — &P dg)

In diesem Fall héngt u(zo,t) von den Werten der Anfangsdaten in dem Kreis |z — zg| < ¢t
ab.

Fiir das Problem (2.3) breiten sich Stérungen der Anfangsdaten mit einer Geschwindigkeit
der Grofe ¢ aus.
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2.5 Lokale Energie

Sei A C R? eine abgeschlossene und beschrinkte Menge, sodass Q := R3\A zusam-
menhiingend und 0 € C? ist. Wir wollen folgendes Anfangsrandwertproblem betrachten:

Utt—AUZO ian[O,oo),
Au=0 auf 9Q x [0,00), (2.4)
u(.,0) = ug,ug(.,0) =y in Q.

Hierbei bezeichnet A einen Differentialoperator erster Ordnung, der Energie in einem ge-
wissen Sinn erhalten soll. Wir wollen zunéchst die lokale Energie einer Losung des Problems
(2.4) definieren.

Definition 2.5.1. Sei D C R3 eine beschriinkte Menge und u eine Losung von (2.4). Dann
definieren wir die lokale Energie auf D zum Zeitpunkt ¢ als das Integral

E(u,D,t) := . Q1(u) dr + . Q2(u) dz.

Mit Q1(u) und Q2(u) werden positiv definite quadratische Formen von w und seinen ers-
ten Ableitungen notiert. Die Energie auf Q wird mit E(u,c0,t) bezeichnet und ist durch
Jo Q1(u) dx gegeben. Sie soll zudem die Ungleichung

E(u+wv,00,t) < 2(E(u,00,t) + E(v,00,1))
erfiillen.
Wir definieren den Begriff quadratische Form wie in [ , Kapitel 1.1]:

Definition 2.5.2. Sei V' ein R-Vektorraum und a;; € R. Eine quadratische Form @ in n
Variablen ist gegeben durch

Qz) = Z QijTiT 5,
ij=1
wobei x := (x1,...,2,)7. Sie heifit positiv definit, falls Q(v) > 0 fiir alle v € V\{0}.

Ist F eine Losung von (2.4) in R3 x [0, 00), so notieren wir die Energie auf dem gesamten
Raum durch E(F,oco,t). Wir wollen nun erértern, was es bedeutet, dass A Energie erhlt.

Definition 2.5.3. Sei u eine Losung von (2.4). Der Operator A erhilt Energie, wenn
E(u,00,t) = E(u,00,0)
fiir alle t > 0 gilt. Im Folgenden setzen wir diese Eigenschaft immer voraus.

Der Fall Au = u kommt hiufig vor und hat daher eine besondere Rolle. Zunéchst méchten
wir besprechen, wie sich das Problem (2.4) in diesem Fall verhélt.
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Bemerkung 2.5.4. Falls Au = u, dann dhnelt das Problem (2.4) dem Anfangsrandwert-
problem aus Kapitel 2.1 fiir A(z) = I und ¢(z) = 0. Sie unterscheiden sich nur dadurch,
dass € in der einen Situation beschrénkt ist und in der anderen nicht. Besitzen die Anfangs-
daten kompakte Tréger, so hingen diese Probleme zusammen. Sei dazu p > 0 so gew#hlt,
dass supp ug, suppu, A C {x € R : |z| < p}. Weil die Ausbreitungsgeschwindigkeit einer
Losung u von (2.4) genau 1 ist, kann sich die Losung zu einem beliebigen Zeitpunkt 7" > 0
noch nicht im ganzen Raum ausgebreitet haben. Es gilt sogar v = 0 fiir » > T + p, wobei
r = /22 + y? + 22. Definieren wir Q, := QN {z € R3 : |z| < k} fiir k > 0. Dann gilt u = 0
auf 0Q 7 x (0,T), und Q7 ist ein beschréinktes Gebiet mit 92,47 € C2. Insbesondere
ist « somit auch eine Losung von

uy —Au=0 in Qe x (0,7),
u=0 auf 9,17 x (0,7T), (2.5)
u(,O) :uo,ut(.,O) = Uux in Qp—l—T-

Lemma 2.5.5. Seien Au = u und die Trdger der Anfangsdaten ug,u; kompakt. Fir
Lisungen

u € C°([0,00); H*(Q)) N CH([0, 00); Hy () N C*([0,00); L*(2))

von (2.4) beschreibt

E(u,D,t) ::/ (IVul* + u7) da.
QND

eine lokale Energie. Insbesondere folgt E(u,00,t) = E(u,00,0) firt > 0.

Beweis. Wir miissen zwei Eigenschaften iiberpriifen: Einerseits die Ungleichung E(u +
v,00,t) < 2(E(u,00,t) + E(v,00,t)) und andererseits die Energieerhaltung in 2. Die erste
Figenschaft folgt direkt mit der Young-Ungleichung

/ (IVu+ Vo|? + (u +v)?) do < / (IVul + |VV])? + (ue + v¢)?) da
QND QnD
= / (IVul* + 2|Vu||Vo| + [V + uf + 2uvp + v7) do
QND
Young

< 2(/ (IVul® + [Vo]* + uf +v7) dw) = 2(E(u, 00,t) + E(v,00,t)).
QND

Um zu zeigen, dass die Wahl von @)1, Q2 und A geeignet ist, miissen wir noch die Erhaltung
der Energie nachweisen. Wir wollen also

/ (IVul* + u7) dz = const.
Q

zeigen. Sei T' > 0. Unser Ziel ist es die Energie abzuleiten. Die Funktion u ist nun auch eine
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Losung von (2.5). Wegen der angenommen Regularitéit von u erhalten wir fiir ¢t € (0,7)

1d
—— u? dr = / U Uy dx = / Auuy dz
2dt Qotr Qpt+r Qotr
au 1d
G:B—/ Vu - Vuy dw—i—/ u(Vu-v)dS =——— |Vu|? d.
Qptr My 2dt Jo,.r

=0

Das Randintegral verschwindet, weil v = 0 auf 09,7 auch u; = 0 auf 9,7 impliziert.
Daraus ergibt sich fiir ¢ € (0,7)

1d 2 2 1d/ 2 2
2dt/9(ut+| ul)dr =35 QM(“tH ul®) dz

Weil T' > 0 beliebig war, ist die Energie in ) konstant. O

2.6 Poisson-Gleichung

In diesem Abschnitts besprechen wir eine wichtige Eigenschaft der Fundamentallosung der
Poisson-Gleichung

Au=f inR3.
Die Fundamentallosung mit Pol in { ist dabei eine distributionelle Losung von Au = d;.

Satz 2.6.1. Seien (¢,1,()T € R3. Dann ist die lokal integrierbare Funktion

1
dr @2+ (y -2+ (- Q)?

eine Fundamentallosung des Laplace-Operators mit Pol in (&,n,()T.

U(z,y,2) =

Korollar 2.6.2. Sei w € C?(R3) und (&,7,¢)T € R3. Dann gilt

lim (UVw-v—wVU -v)ds =w(&,n,(),
€20 Jou. ((6,m,0)7T)

wobei v die negative duflere Normale von U, ((f,n, C)T) ist.

Beweis. Die Aussage in Korollar 2.6.2 folgt direkt aus dem Beweis von Satz 2.6.1. Da wir
im weiteren Verlauf konkret diese Aussage bendtigen, beweisen wir an dieser Stelle nur
Korollar 2.6.2.

Man bemerke, dass U auf der Menge OU((£,7,¢)") konstant ist und den Wert —1/(47¢)
annimmt. Wir betrachten zunéichst das Integral

/ (UVw -v) ds.
U:((&:m.0)7)

10



2 Grundlagen

Es ergibt sich direkt die Abschétzung

/ (UVw -v) ds
8U5((£7777C)T)

Der Ausdruck meas(0Us: ((&,7,¢)T)) = e%4r beschreibt das Maf§ der Sphére um (&, 7,¢)”
mit Radius e. Weil Vw stetig ist, gilt max, e, ((en,0r) [Vw(z)] < C fiir alle e < 1. In
Summe folgt

1
< — ouU. ((&,n,O)T v .
< . meas( = ((&m,0) ))xeK:{}?’%T)\ w(z)|

1
< —4ne?C = Ce.
4dme

/ (UVw-v) ds
8U5((§7n7<)T)

Dieses Integral konvergiert also gegen Null fiir € — 0. Wir wollen nun —VU - v berechnen.
Es gilt

x—& 1

I A RV 3 L Ea e cE Fra Rk

Fir (z,y, 2z) # (£,m,¢) konnen wir die partiellen Ableitungen von U berechnen

1 z =&
P N )RR CRr I el W

Damit erhalten wir

1 1
—VU v = = fiir (z,y,2)" € dU. ((&,n,0)7).
@G- G=0n  dm2 W) €0 (&0
Wir kénnen nun das zweite Integral mithilfe des Mittelwertsatzes der Integralrechnung
berechnen. Der Mittelwertsatz garantiert uns die Existenz eines Punktes (z.,ye,2z:)! €

AU- ((€.1.Q)"). sodass

/ (—wVU -v) ds = w(xe,ys,zs)/ (=VU -v) ds
8U€((£7777<)T) 8U€((§7777<)T)

1
= w(xaa Ye, ze) meas(aUs ((5) 7, C)T))47r€2 = w<x67 Ye, Zs)~

Fassen wir alle diese Tatsachen zusammen, so folgt

lim (UVw v —wVU -v) ds = im w(ze, Ye, 2z.) = w(&,n, ().
e—0 AU ((Em,O)T) e—0

Wir haben also Korollar 2.6.2 bewiesen. O
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3 Das Abklingen von Wellen auBBerhalb eines
reflektierenden Korpers

In diesem Kapitel betrachten wir die Differentialgleichung
Ugg + Uy + Uy — U = 0 in xR (31)

mit = R3\B, wobei B abgeschlossen und beschrinkt ist. Wir wollen Q als zusam-
menhingend und 9B € C? annehmen. Es gilt

u =0 auf 0B x R. (3.2)

AuBerdem erfiillt u die Cauchydaten

u(a:,y,z,O) = f(x,y,z),
ut(a:,y,z,()) :g(.fC,y,Z), (33)

wobei f,g € C?(R®). Zudem haben die Funktionen f, g kompakte Triger in . Bezeichne
p > 0 den kleinsten Radius, sodass supp f,supp g, B C U,((0,0,0)).

Das eben beschriebene Anfangsrandwertproblem modelliert unter anderem die folgende
Situation: Im dreidimensionalen Raum befindet sich ein reflektierender Korpers B. Sobald
die anfingliche Storung diesen erreicht, wird die Welle reflektiert. Betrachtet man einen
festen Punkt auflerhalb des Korpers, dann wiirde man annehmen, dass die Welle an diesem
Punkt im Laufe der Zeit immer weiter abnimmt. Ob und wie schnell die Welle abnimmt,
héngt von der Form des Korpers B ab. In dieser Arbeit beweisen wir das Abklingen der
Welle fiir sternférmige Korper:

Satz 3.0.1. Seiu eine klassische Losung von (3.1), (3.2) und (3.3), und sei B sternformig.
Dann gilt fir jeden festen Punkt (X,Y,Z) € Q

(XY, Z,t)| < Kt~ 2,
wobei K von (X,Y,Z), f, g und p abhingt.

Der Beweis dieses Satzes basiert auf | ]. In | ] wurde jedoch ein Fehler in dem
Beweis gemacht. In dieser Arbeit wird ein neuer Ansatz gefunden, um Satz 3.0.1 dennoch
zu beweisen. Die vorbereitenden Lemmata orientieren sich daher einerseits an | |, an-
dererseits wurden auch Resultate aus | , Kapitel 4] herangezogen.

Wir definieren sternférmige Korper wie in | , Beispiel 4.5].
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3 Das Abklingen von Wellen auflerhalb eines reflektierenden Kérpers

Definition 3.0.2. Eine Menge B C R? ist sternfoérmig, falls ein Punkt (b1, bo,b3) € B
existiert, sodass

l‘*bl
Yy — by v>0
z —bs

fiir alle (z,y, z) € 0B gilt. Dabei ist v der duere Normaleneinheitsvektor auf 0B.

Bemerkung 3.0.3. Sei u eine Losung des Problems (3.1), (3.2) und (3.3). Da der Rand
09 glatt ist, konnen wir ihn als glatte Fliche r : R? — R3 parametrisieren . Definiert
man v(s) := u(r(s)), dann ergibt sich vs = 0 aufgrund der Randbedingung u = 0. Mit der
Kettenregel folgt

0=vs =Vu(r) - rs.

Die Ableitung r liegt tangential zur Fliche r, also steht Vu normal auf r. Somit ist Vu
parallel zu n. Das bedeutet also Vu = dn mit einem Skalar d, welcher von x, y, z abhéngt.
Wir haben auflerdem

@:Vu-n:dn'n:d.
on

Dies ergibt u, = 5%, Uy = ng—z und u, = C%a wobei % die Normalableitung und (£, 7, ()

die duBere Normale auf 0f) ist.

3.1 Eine erste Abschatzung

Lemma 3.1.1. Jede klassische Losung u von (3.1) erfiillt

1
2 2
lu(X,Y, Z,t)| < K; </Ru2(.,t) dmdydz) + K (/Ru?t(.,t) dxdydz) : (3.4)

wobei R =Ugr ((X,Y,2))NQ und (X,Y,Z) € Q. Die Konstanten K1 und Ky hingen von
dem Punkt (X,Y,Z) und R ab.

Beweis. Sei eine Kugel mit Radius R um den Mittelpunkt (X,Y, Z) gegeben. Wir wihlen
vier konzentrisch Kugeln ¢/ C C” C C” C C mit Mittelpunkt (X,Y,Z), sodass C' C
QNUR((X,Y,Z)). Diese Kugeln existieren, weil die Menge 2 N Ugr ((X,Y, Z)) offen ist.
Weiteres definieren wir

V= ((ac—X)2+ (y—Y)2—|—(Z—ZQ))7%¢a

wobei 1 € C?(C) mit ¢ = 1 in C”, p = 0 in C\C" und |¢| < 1 in C. Zum besseren
Verstdndnis wurde das Verhalten von v in der folgenden Grafik skizziert.
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3 Das Abklingen von Wellen auflerhalb eines reflektierenden Kérpers

H‘

Ur(X,Y)

Abbildung 3.1: Das Verhalten von % auf C.
Sei nun u eine Losung von (3.1). Wir betrachten
I ::/ (uAv — vAu) dzdyd:z.
C

Unser Ziel ist es I = 4wu(X,Y, Z,t) zu zeigen, wobei t als Parameter betrachten wird. Wir
zerlegen das Integral zunéchst in zwei Teile

1 :/ (uAv — vAu) da:dydz+/ (uAv — vAu) drdydz .
" C///\C//

-~

=I =1

Das Integral iiber C\C" verschwindet, weil in diesem Bereich v = 0 gilt. Fiir I folgt
1, “b / (Auv — vAu) dxdydz + / (uVv-v—ovVu-v) ds
C///\C// B(C///\CN)
:/ (uVU-y—vVu-u)ds—/ (uVv - v —ovVu-v) ds.
BC/// 80//

Da v auf dC" verschwindet, erhalten wir

Igz—/ (uVv v —ovVu-v) ds.
ac/l
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3 Das Abklingen von Wellen auflerhalb eines reflektierenden Kérpers

Fiir das Integral I ist zu bemerken, dass v bei (X,Y, Z) eine Singularitét besitzt. Deswe-
gen miissen wir diesen Punkt zunéchst entfernen. Sei dafiir C7 := C"\U. ((X,Y, Z)) mit
U.((X,Y,Z)) C C'. Es ergibt sich folgende Rechnung fiir I:

I; = lim uAv drxdydz —/ vAu dxdydz

e—=0 Jonr "
1>

Gad / vAu drdydz — / vAu drdydz + lim [ (uVv-v—oVu-v)ds
. ’ e—0 ocy

:/ (uVv-v—ovVu-v)ds+ lim (uVv - v —ovVu-v) ds.
ac =0 Jou.((x,v,2))

In Summe folgt
I = lim (uVv-v —ovVu-v)ds,
=0 Jov.((x,v,2)
wobei v die negative dufiere Normale auf 0U, ((X,Y, Z)) ist. In C” gilt v = —47U. Mittels
Korollar 2.6.2 ergibt sich
I =4r lim (UVu-v—uVU -v)ds =4ru(X,Y, Z,t).
=0Jou.((x,v,2)
Verwenden wir die Tatsache, dass u (3.1) 16st, so folgt

Aru(X,Y, Z,t) = /

(uAv — vAu) dedydz = / (uAv — vuy) drdydz.
C

C
Mit der Cauchy-Schwarzschen-Ungleichung erhalten wir

1
2
dr|u(X,Y, Z,t)| < ( / u? d:vdydz) < / (Av)? d:vdydz)
C C

, 2 ) 2
+ ( / Ugy dxdydz) < / v d:cdydz) .
C C

Wir miissen noch zeigen, dass die Integrale

2

> >
</ (Av)? da:dydz) und (/ v? dacdydz)
C C

beschrinkt sind. Offensichtlich gilt Av = 0 in C\C"". Weil v = —47xU in C” und AU =0
in C"\{(X,Y, Z)} ist, folgt

/ (Av)? dxdydz = lim (Av)? dxdydz = 0.
1" e—0 U.((X,Y,Z))

Dav € C?(C\{(X,Y, Z)}), ist Av beschréinkt auf C""\C". Wir kénnen also [,,(Av)? dzdydz
durch eine Konstante 1672K?# beschriinken. Fiir das andere Integral haben wir

/ v? dadydz < / (=X +@y-Y)+(z— Z)2)_1 dzdydz.
C C
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3 Das Abklingen von Wellen auflerhalb eines reflektierenden Kérpers

Sei 7 der Radius von C, dann folgt mittels Polarkoordinaten-Transformation

/(@raXf+%y—Yf+%z—Zf)1dﬂ@¢ﬁ:/) (22 +y? +2°) 7" dedyd=
C U-((0,0,0)))

1
:/ —2r2dr:7'<oo.
o T

Somit ist das linke Integral endlich und wir kénnen es durch eine Konstante 1672K3 be-
schranken. In Summe erhalten wir

2
w(X,Y, Z,t)| < K </C u? dacdydz) + Ky </c uz, dwdydz)

1
2 2
< K (/ u? dxdydz) + K> (/ ul, dxdydz) ,
R R

womit die Abschétzung (3.4) gezeigt ist. O

3.2 Eine zeitabhangige Abschatzung der lokalen Energie

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass die lokale Energie in R mit dem Ausdruck
K/t beschrankt werden kann. Hierbei ist K > 0 eine Konstante, und R die in Lemma
3.1.1 beschriebene Menge. Diese Abschéitzung soll nicht nur fiir klassische Losungen von
(3.1), (3.2) und (3.3), sondern auch fiir Losungen u € C'(Q x R) gelten. Um dies zu
bewerkstelligen, betrachten wir das gegebene Anfangsrandwertproblem zunéchst auf dem
beschréinkten Gebiet £, := QN Uk((0,0,0)) und beweisen die gewiinschte Abschétzung fiir
schwache Losungen dieses neuen Problems. Davor miissen wir noch ein paar Hilfsresultate
zeigen.

Lemma 3.2.1. Seien f € H?() N H} () und g € HE(Qx). Fir B C Uk((0,0,0))
bezeichnet u eine Ldsung von

Ugpg + Uyy + Uz — U =0 0 Qp X R,
u=0 oauf 0 xR,
u(.,0) = f, w(.,0) =g in Q

in dem Sinne, dass u die Differentialgleichung punktweise erfillt und u € C?(R, L?()) N
C(R, H*(Qx) N HY (%)), sowie uy € L*(0,T; H () fiir beliebiges T > 0. Dann gilt

(u2 + u? 4 u? + u?) dedydz = 24 24 £2 + ¢%) dedydz
x Yy z t x Yy z

Qp Qp
fiir alle t > 0. Wir definieren zudem

Ew= | (fi+f+f2+7°) dadydz.
Qp
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3 Das Abklingen von Wellen auflerhalb eines reflektierenden Kérpers

Beweis. Sei t; > 0 beliebig. Wir definieren
R = {(x,y,2,t) ERY:0 <t <ty A(z,y,2) € U} = Qe x (0,11).

Es gilt

I :/ (ut(Au — uy)) drdydzdt

1
= /, ((utum)x + (uruy)y + (wuy), — §(u926 + uz +u? + uf)t> dxdydzdt

1
GauB / (ut(u$§ + uyn 4+ uz() — i(ui + “12/ + ug + u?)7> ds,
R’

wobei (£,7,(,7) die dulere Normale auf OR’ ist. Die obige Rechnung ist zulissig, da alle
vorkommenden Ableitungen in L?(, x (0,t1)) liegen. Insbesondere verwenden wir fiir die
letzte Gleichung nicht den klassischen Satz von Gauf, sondern Satz 2.2.4. Weil u (3.1)
punktweise 16st, gilt I = 0. Fiir den Rand von R’ erhalten wir

OR' = Q. X {0} U Q X {tl} U o, x [O,tl].

Weil u; € HE(Q) fiir t > 0, gilt T(ur) = 0 auf 9Qx x [0,¢1]. Dabei wird mit 7 der
Spuroperator notiert. AuBerdem erhalten wir 7 = 0 auf 9y x [0, ¢1], womit das Integral
iiber diesen Teil des Randes verschwindet. Fiir Q x {0} bzw. Qp x {t1} gilt E=n=(=0
und 7 = —1 bzw. 7 = 1. Mit Hilfe dieser Erkenntnisse folgt

1 1
0= / (ui+u§+u§+u?) dxdydz — / (u§+u§+uz + u?) dxdydz
Qk,t:()

2 Q. t=t1
= (u? + u?l + u? 4 u?) dedydz = / (f2+ ny + 2+ ¢?) dadydz < oo
Qp t=t1 Qp
Letztere Ungleichung gilt wegen der Wahl der Anfangsdaten. ]

Die Aussage aus Lemma 3.2.1 gilt auch fiir Anfangsrandwertprobleme auf Q x (0,7). In
diesem Fall gilt die Energieerhaltung natiirlich nur fiir ¢ < 7. Wir benétigen auflerdem eine
zeitunabhéngige Abschitzung der L?-Norm von u. Die folgenden zwei Lemmata leisten dies
und beziehen sich dabei auf | , Lemma 4.9 und 4.10].

Lemma 3.2.2. Seien w € H} () und k > R. Weiters sei B sternférmig bzgl. des Ur-
sprungs. Falls B C Ug((0,0,0)), dann gilt

[wllr2(0,) < CrIIVWlL2(0y)-
Dabei hingt Cr von R und OS2 ab.

Beweis. Wir zeigen die Aussage zuniichst fiir w € C§°(Q). Fiir $? := {z e R? | |2| = 1}
sei r: S% — (0, 00) so gewihlt, dass r(0)0 € 0Q. Es gilt () > ro, wobei ry = ei%fﬂ |6|. Falls
€

r > r(6), dann folgt

0
wr9:/ —w(s6) ds.
00)= [ 50
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3 Das Abklingen von Wellen auflerhalb eines reflektierenden Kérpers

Fiir » < k ergibt sich aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
U] r 1 k
lw(rd)|? S/ — ds/ (s*|Vw(s0)|?) ds < / ([Vw(s0)[*s?) ds.
r(0) S () r(6) Jr(o)
Mithilfe dieser Ungleichung erhalten wir

R
wl|? :// w(rd)|*r?) dr
lwlisn = [, [, (wO)Fr)

R 1 k
< r2 dr / Vw(s8)|?s?) ds | df
/s2 </r(9) > (7“(9) () (IVw(so)s)
R3 k 5 9 R2 )
< /52 /r(e) (|Vw(sh)|*s*) ds db = B—TOHVwHLQ(Qk).

— 3rg
Mittels eines Dichtheitsargumentes folgt die behauptete Ungleichung auch fiir w € Hg (Qg).
O

Bemerkung 3.2.3. Nimmt man in Lemma (3.2.2) w € H}(Q) an, dann kann man fiir
k > R ebenfalls

|wllr2p) < CrlIVWl12(0,) (3.5)
zeigen. Im Beweis muss lediglich w € C3°(€2) gewahlt werden.

Lemma 3.2.4. Seien T > 0 und f,g € C*(R3®) mit kompakten Trigern. Wihle p > 0,
sodass supp f,supp g, B C U,((0,0,0)). Die Funktion u bezeichnet eine Losung von

Upg + Uyy + Uzz —uy =0 in Qy x (0,7),
u=0 auf 0 x (0,T),
u(.,0) = f, w(.,,0) =g in Q
in dem Sinne, dass u die Differentialgleichung punktweise erfillt und v € C?((0,T), L*>(Qx))N
C((0,T), H*(Q%) N HY (%)), sowie uy € L*(0,T; H3 (,)). Falls k> p+ T + 1, dann gilt
muw;mpq@+D@A}ﬁ+ﬁ+ﬁ+fwmwz

fiir alle t € (0,T). Dabei hingen D, und C, von p und §2 ab.
Beweis. Sei h € H*(Q) N H}(Q) eine Losung von

Ah =g in Q
h=0 auf 0Q.
Die Existenz dieser Losung folgt aus [Jiib, Kapitel 5]. Aus Abschnitt 2.3 folgt die Exis-

tenz einer eindeutigen Losung w € C2((0,7T), L?()) N C((0,T), H*(Q) N HY (%)), wt €
L?(0,T; H} (%)) von
Aw —wy =0 in Q x (0,7)
w=0 auf 9Q x (0,T)
’U}(,O) :h,wt(.,O) :f in Qk,
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3 Das Abklingen von Wellen auflerhalb eines reflektierenden Kérpers

da h € H?(Q) N HY(Q) und f € H(Q4). Die Funktion w erfiillt die Differentialgleichung
punktweise. Daher ist die Zeitableitung w; € C*((0,T), L?(Q%)) ebenfalls eine punktweise
Losung obiger Gleichung, jedoch mit anderen Anfangsdaten

UJt(.,O) fa
wy(.,0) = Aw(.,0) = Ah = g.

Proposition 2.3.8 besagt, dass eine solche C' Losung eindeutig ist. Da w; und u das gleiche
Anfangsrandwertproblem 16sen, folgt w; = u auf Q x (0,7"). Wendet man Lemma 3.2.1 fiir
w an, so folgt

/ u? dedydz = / w? drdydz < / (hi + h; + R+ f2) dxdydz
o QO Qs

fiir t € (0,7). Da f € H}(Q,) ergibt sich aus der Poincaré-Ungleichung direkt

f? dedydz = / f? dzdydz < D, / IV f|? dedydz = D), / |V £|? dzdydz.
Qp Qp Qp Q

Wir miissen noch [|Vh||7, (@) abschiitzen:

/ IVh|? dedydz “2° — | Ahh dedydz + / h(Vh-v)dS = — / gh dadydz.
Qp Qp 0, Qp
-0

Die letzte Gleichheit erhalten wir, weil suppg C €2,. Mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen
Ungleichung und Lemma 3.2.2 folgt

‘/Q gh dzdydz| < ||gllz2,)IPllz2,) < 920 Coll VRl L2(0y)-

P

Wir erhalten also

IVRIZ20,) < Collgllzzian VAl 2@, = IVRI2 () < Collall2y)- (3.6)

In Summe ergibt sich

0/fmwwﬁ/h%%%@+ﬂmwM§@M@@ﬁﬂﬂWﬁmw
o Q

swﬂuﬁlgﬁ+ﬁ+ﬁ+fmmwa
k

also die behauptete Aussage.

Wir kénnen nun die gewiinschte Abschétzung fiir schwache Losungen beweisen.
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3 Das Abklingen von Wellen auflerhalb eines reflektierenden Kérpers

Lemma 3.2.5. Seien (X,Y,Z) € Q, T > 0 und R > 0 beliebig. Wir definieren R :=
Ur ((X,Y,2))NQ. Wihle a > 0 so, dass Ur ((X,Y, Z)) C U,((0,0,0)). Sei k > max(a, p+
T+1) und Q = QN Uk((0,0,0)). Wir bezeichnen mit u eine Ldsung von

Upg + Uyy + Uzz — U = 0 in Qp X R,
u=0 oauf 0 xR,
u(.,0) = f, w(.,0) =g in Q

in dem Sinne, dass u die Differentialgleichung punktweise erfillt und u € C*(R, L?()) N
C(R, H*(Q) N H}(Q)), sowie up € L*(0,t; HY(Q)) fiir t > 0 beliebig. Dabei setzen wir
frg9 € C*(R®) mit kompakten Trigern voraus, wobei supp f,supp g, B C U,((0,0,0)). Dann
gilt fiir alle t € (0,7)

t/ (u? +u§ +u? 4+ u?) dedydz < K,
R

wobei K von f,g,p und R abhdngt.

Beweis. Wir wahlen den Koordinatenursprung so, dass B sternformig bzgl. des Ursprungs
ist. Es gilt also

€+ yn+ 2 <0 auf 0B, (3.7)

wobei (£,1,¢) der innere Normaleneinheitsvektor von OB ist. Insbesondere ist (£, 7, ()
dann der duflere Normaleneinheitsvektor von 9. Da u die Differentialgleichung punkt-
weise erfiillt folgt

J= / ((wug + yuy + zu, + tug + u)(Au — uy)) dedydzdt =0,

wobei R = Q. x (0,¢1) mit t; < T. In Abbildung 3.2 ist die Menge R’ fiir zwei Raumdi-
mensionen skizziert. Dabei ist 2 x {0} durch die grau strichlierte Fliche gegeben. Zudem
sind B x [0, t1] violett und R’ rot gefirbt.

Aufgrund der angenommen Regularitit liegen alle ersten und zweiten Ableitungen von w
in L2(Q x (0,7)) € L% x (0,t1)), also u € H?(R'). Diese Tatsache ermoglicht uns die
néchsten Rechenschritte. Multipliziert man den Integranden aus, so erhélt man

J = / (muxum + TUgUyy + TUgUs, — TUL U + YUy Uge + YUy Uyy + YUyUzz — YUy Ugt
!
+ 2UUzy + ZU Uy T ZUZ Uz — ZU U + EUUze T DUy + EUU 5, — TUU

+ Uy + Ulyy + UL, — uutt) dzdydzdt.
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3 Das Abklingen von Wellen auflerhalb eines reflektierenden Korpers

x

Abbildung 3.2: R’ in zwei Raumdimensionen

Wir verwenden folgende drei Gleichungen um das Integral weiter zu vereinfachen:

L Ly L o5 L,

TUL Uy = §xuw — 5%’ TUgUyy = (TULUy)y — ixuy + §uy
x x

Ulgy = (Uly)y — u?v

Damit erhalten wir

1
J = [<§m(u§ — u?/ —u? +ud) + YUyUy + 2U Uy + tugty + uuw)
R/ T
1
+ (xuxuy + §y(u§ — 2 —u? 4 ud) + zusuy + tuguy + uuy)
y

+

VRS

1
TUZ Uy + YUyUy + §Z(Uz — ui — ui + uf) + tugu, + uuz>

z

+

VRS

1
— LU U — YUyUp — 2UUp — —t(u2 + “73 + u? 4 u?) — uut> ] drdydzdt

2 t
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3 Das Abklingen von Wellen auflerhalb eines reflektierenden Kérpers

Mit dem Satz von Gauf fiir Sobolevfunktionen folgt unmittelbar

xT
J = <2 (U2 + 2uguyn — uzf + 2upusC — uZ€ — 2upwT + upé)
oR

Yy

+ B (uzn + 2uguy€ — uin + 2uyu, ¢ — uzn — 2uyuyT + u?n)
z

+ 5 (uig + 2ugu € — u2C + 2uyu,n — ui( — 2uuyT + uf()
t

+ 3 (—thT + 2ugué — uch + 2uyugn — ’U,ZT + 2ugui € — uiT)

+ u (upd + uyn + uz( — wyT) )dS’.
Dabei sei (¢,7,(,7) der dulere Normaleneinheitsvektor auf OR’. Wir kénnen OR’ in vier
Bereiche zerlegen:
OR' = Q. x {0} U Qp x {t1} U 92 x [0,t1] U dU((0,0,0)) x [0,#]

Das Oberflichenmaf} von 0 x {0,¢;} und 0Uk((0,0,0)) x {0,¢;} ist Null, also kénnen wir
in obiger Zerlegung auch die offenen Zeitintervalle betrachten. Wir wollen nun die vier Be-
reiche untersuchen.

Dabei fangen wir mit 0U((0,0,0)) x (0,¢1) an. Weil die Tréger der Anfangsdaten durch p
beschrankt sind und sich u mit Geschwindigkeit 1 ausbreitet, gilt

u=0firr>t+p

mit 72 = 22 4+ y? + 22. Insbesondere verschwinden u und alle Ableitungen von u auf der
Menge 0U((0,0,0)) x (0,t1). Das Integral J zerféllt also nur mehr in drei Teile

J=J1+ Jo+ Js,
wobei J; das Integral iiber 092 x (0,¢1), Jo das Integral iiber  x {t1} und J3 das Integral
iiber Q x {0} ist.

Betrachten wir zunéchst J;. Dann folgt 7 = 0 und u; = 0. Aus Bemerkung 3.0.3 erhalten

wir u, = 5%’ Uy = ng—z und u, = Cg—z, wobei g—z die Normalableitung und (&, 7, () die

duflere Normale auf 0f2 ist. Fiir J; erhalten wir somit

J —/ [%(‘%)2(5% 24 %) +2 (au>2(§2+ 2+ ¢2)
b 20x(0,41) L27 \On + 2"\ on 77

z [ 0u)? 9 9 9 B 1 /0u\? (.7
v (an> (€4 +¢ >] dS—/Mm [2 (Em) <x5+yn+zc>] as'< 0.

Als Nichstes untersuchen wir Jo. Auf Qf x {t1} gilt £ =7 = (¢ = 0 und 7 = 1. Daher hat
das Integral Jo die Gestalt

t
Jo = / <—Ut($ux + yuy, + zu;) — %(ui + uz +ul +uf) — uut> dxdydz,
Ro,t=t1
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3 Das Abklingen von Wellen auflerhalb eines reflektierenden Kérpers

mit Ro := Q,y4; C Q. Wir kénnen uns auf Ry beschrénken, da v = 0 fiir r > 1 + p.

T Yy z

Zudem erhalten wir (zuy, + yuy + 2u.) = Vu - (z,y,2)T = rVu - (;, o ;)T = ru,. Es gilt
u? = |u,|? < |Vul?. Analog erhalten wir

J3 = / (rupug + uug) dedydz = / (rfrg+ fg) dxdydz,
R1,t=0 R1

wobei R1 := ,. Da die Anfangsdaten zweimal stetig differenzierbar sind, ist J3 beschrénkt.

Wir miissen J; noch genauer untersuchen. Dafiir zerlegen wir es in
Jo = Jo1 + Ja2 + Jaz + J2a + Jos,

wobei die Integrale

Jo1 = —/ (ruyuy) dedydz,
R

t
Jog = —51 / (u? + uz +u? 4 u?) dedydz,
R

Jog = —/ (ruyut) dedydz,
Ro\R

t
Jog=—— (us + ul +ul + uf) dedydz,
2 Jro\R

Jos = —/ (uwy) dxdydz,
Ro

alle an t = t; ausgewertet werden. In R gilt r = /22 + y2 + 22 < a und mit der Young-
Ungleichung erhalten wir

2, .2
1
|Ja1] < a/ <W> drdydz < —aFE.
R 2 2

Die zweite Ungleichung folgt aus Lemma 3.2.1. Auflerdem gilt Joos < 0 und Joy < 0.
Abermals mit der Young-Ungleichung und Lemma 3.2.1 ergibt sich

t 1
al < [ o+l dodyds < [ (Vu i) dodydz + 8.
Ro\R 2 Jro\R 2

Wegen |Jog| < —Jos + 3pE folgt
Jog +Joz3 =N+ M

mit N <0 und |M| < %pE. Mit der Young-Ungleichung und Lemma 3.2.4 erhalten wir

2 42 C2+D2+1
|Jos] S/ <u +ut> dedydz < —F——F—F
Ro 2 2
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3 Das Abklingen von Wellen auflerhalb eines reflektierenden Kérpers

Das Integral J setzt sich also aus beschrankten und negativen Teilen zusammen:
J=Jpn+A+B

mit A < 0 und |B| < oo. Weil J = 0, sind die negativen Terme in ihrem Absolutwert
beschrankt, also

—2J52 = t1/ (uf + ul +ul + uf) dedydz < K.
R

Dabei gilt K < |B|. Fiir das néichste Lemma wird die Gestalt von |B| interessant sein,
weshalb wir diese hier besprechen wollen. Wir haben

J=J1 4+ I3+ Jo1 + Jag + Joz + Jog + Jos
=J1+Joo+Joug+ N+ M+ Js+ Jog + Jos .
<0 —B

Da f € H}(S,), folgt mittels der Poincaré-Ungleichung

2 2 2 2 E E
|J3] SP/ (M) d:cdydz—i—/ (f *t9 > dﬂ?dyd?«“ﬁpf—i—(Di—kl)—
Ri1 2 R1 2 2 2

+D?+1
(p 2p )E

In Summe erhalten wir

K <|B| < |M]| + |Js] + [Ja1| + | J2s| < (a+2p + 2D2 + C7 + 2)

E
5 (3.8)

Die Konstante K héngt also nur von p, f, g und R ab. ]

Lemma 3.2.6. Sei u eine Lisung von (3.1), (3.2) und (3.3) im folgenden Sinne: Es gilt
u € CHQ x R) und u erfillt die Differentialgleichung punktweise. Auferdem setzen wir
fiir die Anfangsbedingung eine schwichere Regularitit voraus, ndmlich f € CY(R3) und
g € C(R). Sie besitzen aber weiterhin kompakte Trager mit supp f,supp g, B € U,((0,0,0)).
Seien (X,Y,Z) € Q, R > 0 beliebig und R := Ugr ((X,Y, Z)) N Q. Dann gilt fir allet >0

t/ (u? —{—u; + u? + u?) dedydz < K,
R

wobei K von f,g,p und R abhdngt.

Beweis. Sei T > 0 beliebig. Wir wihlen a > 0 so, dass R C U,((0,0,0,)). Sei k :=
max(a, p+T1 +1). Wir betrachten Q = QNU((0,0,0)). Fiir diese Wahl von k gilt R C
und v = 0 fiir r > k und ¢t < T. Aufgrund der Voraussetzungen gilt f € H&(Qp) und
g € L*(Q,). Es existieren also zwei Folgen f,,, g, € D(£,) mit

n—oo n—oo

an—fHHl(Qp) — 0, Hgn—QHB(Qp) — 0.
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3 Das Abklingen von Wellen auflerhalb eines reflektierenden Kérpers

Setzen wir f, und g, mit Null fort, so kénnen wir sogar f,, g, € D() erreichen. Da auch
f € Hy(Qu), g € L*() und supp f,supp g C €2, folgt

n—oo n—oo

[fn = fllary — 05 llgn — gll2@,) — O (3.9)
Sei u, eine Losung von
Ugg + Uyy + Uy — Uy = 0 in Q X R,
u=0 auf 0 x R,

u(x’ y? Z’ 0) = fn(x’ y7 Z)7 ut(x’ y’ Z’ O) = gn(x’ y7 Z) in Qk"

Die umsténdliche Definition von f,, und g, liefert uns supp f,,supp g, € €,. Aus Abschnitt
2.3 folgt die Existenz einer eindeutigen Losung dieses Anfangsrandwertproblems mit u,, €
C%(R, L2(Q%))NC(R, H?(Q) NHE ()), sowie un € L2(0,¢; HY () fiir alle t > 0. Wegen
Lemma 3.2.5 erhalten wir fiir u,, und ¢ € (0,7)

t / (upy + Upy + up, + upy) dedydz < Ky, 4. (3.10)
R
wobei Ky, 4. von fn, gn, p und R abhéngt. Aus (3.8) und (3.9) erhalten wir

Kf oo <Cor /Q (f2.+ fo, + f2. + g2) dedydz =3 Cyr /Q (f2+ fo+ 2+ g°) dadydz
k k

_ 2 2 2, 2 .

- p,’R/Q(fx +fy + fz +g ) dmdydz =: Kf,g
Nun héngt Ky, von f, g, p und R ab. Wegen der vorausgesetzten Regularitét, gilt u €
CHR, L*(Q)). Also erfiillen die Funktionen u — u,, € C*(R, L*(€)) die Gleichungen

AU—UttIO in QkX(O,T),
u=20 auf 0Qy x (0,7),
u(.,O) = f - fn;ut(-,o) =g—gy, In Q.

Daher folgt aus Lemma 2.3.9
[ =+ 190 = ) dadydz < (10 = 930,y + CICE = )l
k
fiir ¢t € (0,7). Aufgrund der Wahl von f,, und g, ergibt sich fiir ¢ € (0,T") sofort

n—oo

lae =ty o D2y (Ve = V) (o 8) 2200 "= 0. (3.11)

DaR C €, gilt die Konvergenz (3.11) auch auf L?(R). Bilden wir in (3.10) den Grenziibergang
n — 00, so erhalten wir

t/ (ui+uz+uz—|—uf) dydrdz < Ky, furte (0,7T).
R

Da T > 0 beliebig war und Ky, von T unabhéngig ist, gilt diese Ungleichung fiir alle
t>0. O
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3 Das Abklingen von Wellen auflerhalb eines reflektierenden Kérpers

3.3 Hauptresultat

Nachdem wir alle notwendigen Hilfslemmata bewiesen haben, konnen wir die versprochene
Abklingrate von klassischen Losungen zeigen. Wir wollen an dieser Stelle noch einmal die
Aussage formulieren.

Satz 3.3.1. Sei u eine klassische Lisung von (3.1), (3.2) und (3.3), und B sternformig.
Dann gilt fir jeden festen Punkt (X,Y,Z) € Q

(XY, Z,t)| < Kt~ 2,
wobei K von (X,Y,Z), f, g und p abhingt.

Beweis. Sei R := Ugr(X,Y, Z)NQ. Fiir ein a > 0 gilt R C U,((0,0,0))NQ. Zudem existiert
Ry > 0, sodass Ug+1((0,0,0))NQ C Ug, (X, Y, Z)NQ =: Ry erfullt ist. Sei u eine klassische
Losung von (3.1), (3.2) und (3.3). Dann folgt

(Au —uy)r = 0= Aug) — (u) =0 in Q xR,
ug =0 auf 0B x R,
u(x,y,2,0) = g(x,y, 2) in €,
ug (2,9, 2,0) = Au(z,y, 2,0) = Af(z,y,z) in Q.

Es gilt uy € C1(Q x R) und w; erfiillt obige Differentialgleichung punktweise. Aus Lemma
3.2.6 ergibt sich

t/ u?, dedydz < K.
R
Wir miissen noch
t/ u? dedydz < Ky (3.12)
R

zeigen. Es gilt u(.,t) € H(Q). Mit Hilfe von Bemerkung 3.2.3 ergibt sich

3.5
t/ u? dedydz < t/ u? dedydz < Cy t/ |Vu|? dedydz.
R Ua((0,0,0))ﬂQ Ua+1((07070))mg

Da u eine klassische Losung ist, folgt
Cq t/ |Vu|? dedydz < C, t/ \Vul|? dedydz < C,K =: K,
Ua+1((0,0,0))ﬂQ R1
aus Lemma 3.2.6. In Summe ergibt sich also

t/ u? drdydz < Ky,
R
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3 Das Abklingen von Wellen auflerhalb eines reflektierenden Kérpers

wobei K4 von R, p, f und g abhéingt. Fassen wir das alles zusammen und wenden Lemma
3.1.1 an, dann folgt

2 2
w(X,Y, Z,t)| < Ky (/72 u? dzdydz) + K> (/R u, dxdydz) < Kt s.

1 1
Dabei wihlen wir K := max <K1K32,K2K42>. Da R; nur von (X,Y,Z) abhéngt, hat K

die geforderte Form. Wir haben also die gewiinschte Abklingrate bewiesen. O

Am Anfang der Kapitels 3 wurde schon erwéhnt, dass in | | ein Fehler in diesem
Beweis gefunden wurde. Konkret passiert der Fehler bei dem Versuch, die Ungleichung
(3.12) zu zeigen. Dabei wird in [ | Lemma 3.2.6 fiir Anfangsdaten ohne kompakte
Trager verwendet. Ein Versuch, Lemma 3.2.6 fiir solche Anfangsdaten auszuweiten, hat
sich als sehr komplex herausgestellt. Daher wurde ein alternativer Ansatz gesucht. Mithilfe
von Bemerkung 3.2.3 gelang schlussendlich der Beweis.
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4 Exponentielles Abklingen der lokalen
Energie in 3D

Ziel dieses Kapitels ist es die lokale Energie schwacher Losungen von
Au — uy =0 in Q x [0, OO), (41)

zu analysieren. Sei dafiir Q = R3\B, wobei B abgeschlossen und beschrénkt ist. Zudem
wollen wir € als zusammenhingend und 9B € C? annehmen. Weiters erfiille u die An-
fangsbedingungen

u(x,0) = f(z), wu(xz,0)=g(x) fiirallezeQ, (4.2)
wobei f € H?(2) N HY(Q) und g € HY(Q). Beide Funktionen haben kompakte Triiger in
Q. Auflerdem gelte die Randbedingung

Au=0 auf 9B x [0, 00). (4.3)

Mit A bezeichnen wir einen Differentialoperator 1. Ordnung, der die Energie in 2 erhilt
(siehe Definition 2.5.3). Sei p > 0 so gewihlt, dass supp f,suppg, B C U,((0,0,0)) gilt.
Wir verwenden fiir die lokale Energie die Notation aus Abschnitt 2.5. Der Inhalt dieses

Kapitels beruht auf | ]. In | | wird nicht genauer spezifiziert, welche Art von
Losungen untersucht werden sollen. Aufgrund von Resultaten aus der Halbgruppentheorie
(siehe | , Theorem 16.2.1], | , Kapitel 2.3 (c)] und [Jiia, Satz 5.23]) und den

gegebenen Anfangsdaten erscheint es sinnvoll, Losungen der Form
u € C([0,00); HX () N CH([0,00); H(Q)) N C2([0, 00); L2($2)

zu betrachten. Wenn wir im Folgenden die Funktion w als Losung bezeichnen, dann meinen
wir eine Losung in dem eben beschriebenen Sinne. Wegen des Huygens-Prinzip tritt im
dreidimensionalen Raum ein spannendes Phénomen auf: Die lokale Energie einer Losung u
klingt schon exponentiell ab, wenn es nur irgendeine Abklingfunktion gibt.

Satz 4.0.1. Seien D C R? eine beschrinkte Menge und u eine Losung von (4.1), (4.2) und
(4.3). Angenommen es ezistiert eine stetige Funktion p(t) mit tlim p(t) =0, sodass
—00
E(w*, D,t) < p(t)E(u*, 00,0)

fiir alle Losungen u* von (4.1), die (4.3) und suppu*(.,0) C Us,((0,0,0)) erfillen, gilt.
Dann sinkt die lokale Energie in D exponentiell ab

E(u,D,t) < Be”*E(u, c0,0),

wobei o = —log(kp(T — 2p))/T > 0 fiir eine festes T und § = kexp(a(ro + p + 6T')) mit
0 <6 < 1. Dabei sei g so gewdhlt, dass D C U,,((0,0,0)). Die Konstante k hdingt von der
Form von B ab.
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4 Exponentielles Abklingen der lokalen Energie in 3D

4.1 Zerlegung der L6ésung

Man kann die Losung w zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢; als Summe von zwei Funktio-
nen darstellen. Die erste Funktion verschwindet nach einer gewissen Zeit t; + ¢ auf D
und die andere Funktion hat eine geringere Energie als u. Beide Funktionen sind ebenfalls
Losungen von Wellengleichungen. Wir werden zeigen, dass wir die zweite Funktion wieder
aufspalten konnen. Dieser Prozess kann also iteriert werden und erzeugt somit die expo-
nentielle Abklingrate. Ziel diese Abschnitts ist es, die Existenz dieser Zerlegungen zu zeigen.

Dafiir benéttigen wir ein Resultat fiir Sobolevfunktionen: Funktionen aus den R&umen
H(Q) und H?(Q2) kénnen auf den gesamten Raum R3 derartig fortgesetzt werden, so-
dass die Fortsetzungen ebenfalls Sobolevfunktionen sind. Dieser Prozess kann mittels eines
linearen und beschriankten Operators beschrieben werden. Einen Beweis fiir diese Aussage
findet man in | , Kapitel 5.4]. Fiir unsere Zwecke bendtigen wir jedoch Fortsetzun-
gen, die bestimmte Bedingungen erfiillen. Ein solches Resultat wird in | , Lemma 4.12]
formuliert. Der Beweis dieser Aussage wird in | | dem Leser iiberlassen.

Lemma 4.1.1. Seien f € H*(Q) N H}(Q) und g € HY(Q). Es existieren Funktionen
fo € H?(R3) und go € H'(R?), sodass fo = f und go = g auf Q. Zudem gilt

IV foll L2n(0)) < CIV fllL2(p)s
g0l L2 (g (0)) < Cllgll2(p)
wobei R > p und C unabhingig von f und g ist. Wie schon zuvor gilt Qg := QNUR((0,0,0)).
Lemma 4.1.2. FEine Lésung u von (4.1), (4.2) und (4.3) kann man zerlegen in
u = Fy + Rg.
Wir kénnen Fy so wdhlen, dass
Fo=0 fir |z|=r<t—p.

Dann verschwindet Fy auf B fir alle t > 2p. Firt < 2p gilt supp Ro(.,t) € Us,((0,0,0)).
Zudem erhalten wir

E(Ry,0,2p) < kE(u,c0,0)
fiir ein k > 0.
Beweis. Sei Fy € C°([0,00); H2(R3))NCL([0,00); HY(R3))NC?([0, 00); L?(R3)) Losung von

AFy — Foyy =0 in R3 x [0, 00)
Fy(x,0) = fo(x), For(x,0) = go(x) fiir z € R3.

Dabei sind fy € H?(R?) und go € H'(R?) jene Fortsetzungen von f bzw. g, die sich aus
Lemma 4.1.1 ergeben. Da @ dquivalent zu der H'-Norm in « und ¢ ist, gibt es ein ju, sodass

/ QF(,0)) dx < / QFo(.,0)) dz (4.4)
B Q
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4 Exponentielles Abklingen der lokalen Energie in 3D

gilt. Die Existenz von F{ erhalten wir aus [Jiia, Satz 5.23]. Aus dem Huygens-Prinzip und
supp fo,suppgo € U,((0,0,0)) folgt Fy = 0 fiir |z| < ¢t — p. Weil B € U,((0,0,0)), ver-
schwindet Fy auf B fiir alle ¢t > 2p.

Wir definieren Ry := u — Fy. Dann folgt direkt Ro(.,t) € H?(Q) und Ry (.,t) € H(Q). In
Q x [0,00) gilt

ARO — ROtt = AU — Ut — (AFO — FOtt) = 0
Fiir z € Q ergibt sich zudem

RO(an) = ’LL(SC,O) - F(_)(I',O) = f(l‘) - fU(x) = 07
Rot(7,0) = ug(,0) — Foe(,0) = g(x) — go(x) = 0.
Also erfilllt Ry die Differentialgleichung (4.1) mit homogenen Anfangsbedingungen. Weil

Au = 0 auf 9B und Fy = 0 auf B fiir t > 2p, folgt ARy = —AFp fir 0 < t < 2p und
ARy = —AFy =0 fiir t > 2p. Daher ist F(Ry, o0,t) konstant fiir ¢ > 2p.

Fiir die Energie gilt

E(Ry,0,2p) = E(u — Fy,00,2p) < 2E(u,00,2p) + 2E(Fp, 00, 2p).

Weil Fy auf B x {2p} verschwindet, folgt E(Fy, 00, 2p) = E(Fy, 00, 2p) = E(Fy, 00,0). Die
letzte Gleichung ergibt sich aus dem Energieerhaltungssatz. Wegen Au = 0 gilt E(u, 00, 2p) =
E(u,00,0). Mittels (4.4) erhalten wir

E(F(),O0,0) = E(F(),O0,0) +E(F0,B,0) < (1 +M)E<F0,OO,O) = (1 +,U,)E(U,O0,0)
In Summe ergibt sich

E(Ryp,00,2p) < 2E(u,00,2p) + 2E(Fy, 00, 2p) = 2E(u, 00,0) + 2E(Fp, 00, 2p)
< 2B (u,50,0) +2(1 + 1) E(u, 50,0) = (4 + 21) B(u 00,0).

mit k := 4+ 2u.

Wir wollen noch supp Rq(.,t) C Us,((0,0,0)) fir t < 2p zeigen. Die Anfangsdaten von Fj
und u breiten sich mit einer Geschwindigkeit von 1 aus. Weil supp f, supp g, supp fo, supp go C
U,((0,0,0)), folgt u(z,2p) = 0 und Fo(z,2p) = 0 fiir |z| > 3p. Wegen u = Fy + Ry, folgt
die Aussage. O

Betrachten wir den Fall Au = u. Fasst man alle Raumdimensionen auf der z-Achse zusam-
men, so breiten sich Fy und Ry wie in Abbildung 4.1 aus. Fiir Fy werden zwei exemplarische
Charakteristiken dargestellt.
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t

W Fy | Ro Fy

i N

~3p =\ B /e 3p
supp f supp g

Abbildung 4.1: Ausbreitung von Fy und Ry fiir den Zeitraum [0, 2p]

Lemma 4.1.3. Mit der Notation aus Lemma 4.1.2 folgt: Fiir jedes T' > 2p kann man Ry
zerlegen in Ry = F1 + Ry. Hierbei gilt Fy =0 fir r = |z| <t —T — p und F} verschwindet
auf B fiir alle t > T + 2p. Die Funktion Ry lost

AR — Ris =0 auf Q x [T, 00),
Ri(xz,T) = Riy(x,T) =0 fiir x € Q,
ARl == —AFl (]/LLf 88

Zudem folgt

E(Ry,00, T+ 2p) < kE(Ry, Dy, T) (4.5)
wobei Dy = {x € R3 | |z| < 3p}. Zuletzt erhalten wir supp R1(., T + 2p) C Us,((0,0,0)).
Beweis. Wir wahlen F; = Ry fur ¢t < T'. Fiir t > T sei I} Losung von

AF, — Fiiy =0 in R3 x [T, o0),
Fi(x,T) = ho(x), Fis(z,T) = hi(z) fiir z € R>.
Dabei sind hg € H2(R3) und hy € H'(R?) Fortsetzungen von Ro(.,T) € H?*(Q) bzw.
Roi(.,T) € HY(Q), die

/BQ(Fl(.,T)) de<pu|  QR(,T)) dx (4.6)

DN

erfiillen. Wie schon im vorigen Lemma erhalten wir die Existenz dieser Fortsetzungen aus
Lemma 4.1.1. Die Existenz von Fj folgt wieder aus [Jiia, Satz 5.23].
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4 Exponentielles Abklingen der lokalen Energie in 3D

Wir wollen Fy(z,t) =0 fir r <t —T — p zeigen. Weil B C U,((0,0,0)), folgt daraus direkt
Fy =0in B x [T + 2p,00). Aufgrund der Wahl von F; erhalten wir AF} — Fiy = 0 auf
R3 x [0,00)\B x [0, T]. Solange

Bx[0,T)N{(x,t) € R x [0,00) | |z — 0| = (to — )} =0 (4.7)
gilt, hingt F(wo,tp) nur von Fj(.,0) auf der Sphire {z € R3 | |z — x| = to} ab. Diese
Tatsache folgt aus dem Huygens-Prinzip, welches fiir F} auf der Menge R3 x [0, 00)\Bx [0, T
erfillt ist. Fir ¢ < T gilt jedoch Fi; = Ry. Also ergibt sich Fj(xg,ty) aus den Werten
von Ro(.,0). Lemma 4.1.2 besagt Ry(.,0) = 0 in Q. Weil alle Punkte (xo,ty) € {(z,t) €
R? x [0,00) | |z|] < t —T — p} die Eigenschaft (4.7) besitzen, folgt Fy(zo,ty) = 0 fiir
r <t—T — p. Wir miissen noch (4.7) fiir diese Wahl von (z¢, ty) beweisen. Dafiir zeigen
wir, dass aus (y,7) € {(z,t) € R3 x [0,T] | |z — 20| = (to — t)} direkt |y| > p folgt. Mit der
umgekehrten Dreiecksungleichung erhalten wir

ly| = |y — xo + wo| > |y — xo| — |w0| = to — 7 — 20|
>to—17—(to—T—p)=T+p—72>p.

Da B C U,((0,0,0)), kann (y, 7) nicht in B x [0, T] liegen. Fasst man alle Raumdimensionen
in der z— Achse zusammen, so erhélt man folgende Skizze fiir die Charakteristiken von Fj.

: : - "
—3p —PT 5 /\ p 3p
supp f supp g

Abbildung 4.2: Charakteristiken von F; an Punkten in {(z,t) € R®x[0,00) | |z| < t—T—p}

Wir definieren Ry := Ry — F} und erhalten
ARl — tht =0 inQx [T, OO),
Ri(.,T)=0, Riy(.,T)=0 in Q.
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Aus Lemma 4.1.2 wissen wir, dass ARy = 0 auf 9B x [2p,00), also ARy = —AF; auf
OB x [2p,00).

Fiir t > T erfiillt F} die Wellengleichung im gesamten Raum. Aus dem Huygens-Prinzip
folgt, dass Fy(xz,t) von Fy(.,T) auf {y € R® | |t —y| = t — T} abhiingt. Sei € B und
t € [T,2p+ T, dann ergibt sich Fy(z,t) aus den Werten von Fy(.,T") auf Us,((0,0,0)). In
Abbildung 4.1 wird der Abhéngigkeitsbereich von F fiir (x,t) € B x [T,2p+ T] dargestellt.
Abermals wurden die Raumdimensionen in eine Dimension zusammengefasst.

t

T+ 2p

—3p -p p 3p

x
Abbildung 4.3: Abhéngigkeitsbereich von F fiir (zg,t9) € B x [T,2p + T

Es bleibt noch die Ungleichung (4.5) und supp Ri(.,T" + 2p) C Us,((0,0,0)) zu zeigen.
Dazu wollen wir dhnlich wie in Lemma 4.1.2 vorgehen. Davor miissen wir jedoch passende
Gegebenheiten schaffen. Sei F; Losung von

AF, — Fiy =0 in R? x [T, 00),
Fi(z,T) = Fy(x,T), Fiu(z,T) = Fy(2,T) fiir |z| < 3p,
Fi(z,T) =0, Fiy(z,T) =0 fir |z| > 3p.

Mit dieser Definition gilt AF} = AF| auf 9B x [T, 2p +T]. Wihle Ry := Ry + Fy, dann gilt

ARy — Ry = 0 auf Q x [T, 00),
Ro(z,T) = Ro(x,T), Ros(x,T) = Roy (2, T) fiir || < 3p,
Ro(z,T) =0, Ros(z,T) =0 fir [z| > 3p,
ARy =0 auf OB x [T, 2p + T).

Man erhéilt direkt

E(Ry,00,T 4 2p) < 2E(Ry, 00, T + 2p) + 2E(F1, 00, T + 2p).
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4 Exponentielles Abklingen der lokalen Energie in 3D

Da ARy = 0 fiir ¢ € [T,2p + T, ist die Energie von Ry fiir dieses Zeitintervall konstant,
also E(Ry, 00, T+2p) = E(Rg,00,T) = E(Rg, Do, T). Die letzte Gleichung folgt wegen den
Anfangsdaten von Ry. Wir betrachten nun E(F, 00, T + 2p) genauer. Wir haben F; = F}
fiir x € B, t = 2p + T und daher Fy(z,T + 2p) = Fi(z,T + 2p) = 0. Fiir die Energie folgt

E(Fy,00,T +2p) = E(Fy,00,T + 2p) = E(F|,00,T),

wobei sich die letzte Gleichung aus dem Energieerhaltungssatz ergibt. Diesen Ausdruck
konnen wir weiter umformen zu

E(FLOO,T) = E(Fl,OO,T) + E(Fl,B,T) = E(Fl,OO,T) + E(Fl,B,T).

Die letzte Gleichung ergibt sich, da Fy(.,T) = Fy(.,T) auf B. Mit Hilfe von (4.6) und den
Definitionen von F; und Fj konnen wir den Ausdruck weiter abschitzen:

. (4.6)
E(FlaOO7T) + E(FlvgaT) < E(Fl)DO N Q7T) +:U’E(R05DO OQ,T)
=14 p)E(Ry,DoNQ,T) < (1+ pu)E(Ry, Do, T).
Setzen wir die Ungleichungen zusammen, so ergibt sich
E(Ry,00,T + 2p) < 2E(Ro, Do, T) +2(1 + u) E(Ro, Do, T) = (4 + 24) E(Ro, Do, T).
Weil sich die Storungen von R; zum Zeitpunkt T mit Geschwindigkeit 1 ausbreiten, folgt
supp R1(.,T + 2p) C Us,((0,0,0)). O

4.2 Hauptresultat

Mithilfe der Aussagen aus dem letzten Abschnitt kénnen wir Satz 4.0.1 beweisen.

Satz 4.2.1. Sei D C R? eine beschrinkte Menge und u eine Lisung von (4.1), (4.2) und
(4.3). Angenommen, es ezistiert eine stetige Funktion p(t) mit tlim p(t) =0, sodass
— 00

E(w*,D,t) < p(t)E(u*,00,0)

fiir alle Losungen u* von (4.1), die (4.3) und suppu*(.,0) C Us,((0,0,0)) erfillen, gilt.
Dann sinkt die lokale Energie in D exponentiell ab

E(u,D,t) < Be " E(u, c0,0),
wobei o = —log(kp(T — 2p))/T > 0 fiir eine festes T und § = kexp(a(ro + p + 6T")) mit

0 <6 < 1. Dabei seirg so gewdhlt, dass D C U,,((0,0,0)). Die Konstante k hingt von der
Form von B ab.

Beweis. Aus Lemma 4.1.3 erhalten wir Ry = I} + Ry fiir ¢t > T und

E(R17 00, T + 2p) < k‘E(Ro, D0>T)‘
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4 Exponentielles Abklingen der lokalen Energie in 3D

Wir definieren R(z,t) := Ro(x,t+2p). Aus Lemma 4.1.2 folgt supp Ro(.,2p) C Us,((0,0,0)).
Daher kénnen wir die Voraussetzung dieses Satzes auf R anwenden und erhalten

E(ROv Dy, T) = E(Rv Dy, T — 2P) < p(T - QP)E(Rv S 0) = p(T - QP)E(RO’ 00, 2/))
In Summe ergibt sich

Lemma 4.1.3 besagt supp Ri(.,T + 2p) C U3,((0,0,0)). Die Funktion R; erfiillt zum Zeit-
punkt T'+2p alle Voraussetzungen von Lemma 4.1.3. Wir erhalten somit fiir alle 7" > 2p+T
eine Zerlegung Ry = F»+ R>. Insbesondere gibt es so eine Zerlegung fiir den Zeitpunkt 27
Es gilt Ri(.,t) = Fa(.,t) + Ra(.,t) fir ¢ > 27. Zudem folgt

E(R3,00,2T + 2p) < kp(T — 2p)E(Ry,00,T + 2p)

aus (4.8), wenn wir Lemma 4.1.3 auf R; zum Zeitpunkt 7"+ 2p anwenden. Iterieren wir
diesen Prozess, so folgt fiir t > nT

Rozzn:Fj—i-Rn und u = Fy + Ryp. (4.9)
j=1
Lemma 4.1.2 liefert uns F; = 0 fiir r <t — jT — p. Fiir R; erhalten wir
E(Rj,00,jT 4 2p) < kp(T — 2p) E(R;j—1,00, (j — 1)T + 2p)
aus Lemma 4.1.3. Setzen wir diese Ungleichungen zusammen, so ergibt sich
E(R,,00,nT + 2p) < k"(p(T — 2p))"E(Ry, 00, 2p).

Wegen AR, = 0 auf B x [nT + 2p, o0) ist die Energie von R,, konstant fiir t > nT + 2p.
Aus Lemma 4.1.2 folgt

E(Ry,00,t) = E(Ry,00,nT + 2p) < kexp(n(log(kp(T — 2p))))E(u, 00, 0)

fiir t > nT +2p. Sei rg > p, sodass D C U, ((0,0,0)). Angenommen es gilt t —nT — p > o,
dann ergibt sich

E(u,D,t) = E(Ry,, D,t) < E(R,,00,t) < kexp(nlog(kp(T — 2p)))E(u, 00, 0)

aus (4.9). Wir wéhlen 7" nun so grof}, dass log(kp(T — 2p)) = —aT fiir ein a > 0. Das ist
moglich, weil tlim p(t) = 0. Wir wollen ¢ und n so bestimmen, dass t — nT — p > rg erfiillt
—00

ist. Sei also t so, dass H?O_p > 1 gilt, und n := H?O_p — 0 € N, wobei 0 < 6 < 1. Mit dieser
Wahl der Parameter folgt ¢t — nT — p > rg und t > nT + 2p. Daher erhalten wir

E(u,D,t) < kexp(—at + a(rg + p+ 6T))E(u, 00, 0),

womit der Beweis abgeschlossen ist. O
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