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Vorwort

Viele wichtige zeitunabhingige Probleme der Physik fiithren auf elliptische partielle Dif-
ferentialgleichungen (PDEs). So auch die zeitunabhéngigen Maxwellgleichungen, die die
Phéanomene des statischen Elektromagnetismus beschreiben. Diese lassen sich oft mittels
numerischer Verfahren sehr gut approximativ 16sen, sofern die Existenz einer eindeuti-
gen Losung garantiert ist. Deshalb ist die Frage nach Existenz und Eindeutigkeit von
Losungen auch im Zeitalter der numerischen Losungsverfahren von groflem Interesse.

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, die zeitunabhéngigen Maxwellgleichungen in eine fiir
die numerische Losung niitzliche Form - die schwache Formulierung - zu bringen und
im Zuge dessen eine gut verstdndliche Einfithrung in Existenz- und Eindeutigkeitstheo-
rie elliptischer partieller Differentialgleichungen zu geben. Dabei werden wir auf einem
Grundkurs iiber PDEs aufbauen, wie er etwa in [8] gegeben ist, und aus einigen Biichern
und Fachartikeln zusammenfassen, sowie Resultate und Schreibweisen vereinheitlichen.
Die wichtigsten Quellen sind [4], das sich mit der mathematischen Formulierung und
Losung physikalischer Probleme befasst und ein Kapitel iiber Elektromagnetismus bein-
haltet, und [6], in dem es um die numerische Behandlung von stromungsmechanischen
Problemen geht, die mit denen des Elektromagnetismus eng verkniipft sind. Es werden
dazu Grundkenntnisse iiber PDEs und Sobolevraume vorausgesetzt, die im Rahmen die-
ser Arbeit erweitert werden sollen. Weiter werden Kenntnisse tiber Fouriertransformation,
Distributionentheorie und Hilbertraume benétigt, um allen Beweisen folgen zu kénnen.
Dies lasst sich alles in [8] nachlesen.

Zunéchst soll in Kapitel 1 eine Einfithrung in die physikalische Theorie des statischen
Elektromagnetismus gegeben werden. Besonderes Augenmerk liegt hier auf der Methode
der elektromagnetischen Potentiale, die sich fiir mathematische Betrachtungen besonders
eignen. In Kapitel 2 wird dann mit den Sobolevraumen und dem Lemma von Lax-Milgram
ein allgemeines Werkzeug vorgestellt, das Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen von el-
liptischen PDEs liefern kann. Den Hauppteil der Arbeit, namlich das nétige Werkzeug zu
entwickeln, um die zeitunabhéngigen Maxwellgleichungen in die schwache Formulierung
zu bringen, macht Kapitel 3 aus. Schliellich werden in Kapitel 4 noch einige physikalisch
relevante Probleme angefiihrt und die erarbeiteten Resultate darauf angewendet.



1 Physikalische Grundlagen

Am Anfang sollen die physikalischen Grundgleichungen der Elektrodynamik vorgestellt
werden, die die Grundlage fiir die im Folgenden betrachteten Probleme darstellen. Dies
soll nur dazu dienen, die behandelten Gleichungen kennenzulernen und manche mathe-
matische Sachverhalte spéter physikalisch interpretieren zu konnen. Dazu werden in 1.1
die Maxwellgleichungen im Vakuum postuliert und eine kurze Einfiihrung in die Bedeu-
tung der einzelnen Gleichungen gegeben. Danach widmen wir uns in Abschnitt 1.2 den
elektromagnetischen Potentialen, die die Maxwellgleichungen auf eine fiir unsere Zwecke
handlichere Form bringen und betrachen den zeitunabhéngigen Fall. SchliefSlich werden
wir in Abschnitt 1.3 auch Materialgesetze miteinbeziehen, da dies einen fiir naturwissen-
schaftliche Anwendungen sehr interessanten Fall darstellt. Die folgenden Darstellungen
richten sich nach [2, Kapitel 11].

1.1 Die Maxwellgleichungen

Da das Hauptaugenmerk dieser Arbeit auf der mathematischen Untersuchung elektroma-
gnetischer Probleme liegt, sollen deren Grundgleichungen, die Maxwellgleichungen, hier
nicht hergeleitet, sondern nur angegeben und eine kurze physikalische Interpretation der
auftretenden Terme gegeben werden. Dabei wird aus Griinden der Ubersichtlichkeit auf
zu grofle mathematische Strenge verzichtet. Hier wird das in der theoretischen Physik
gebréiuchliche Gaufi’sche Einheitensystem verwendet, da hier méglichst wenige Konstan-
ten vorkommen und so die Gleichungen selbst im Vordergrund stehen. Fiir Darstellungen
in anderen Einheitensystemen, wie dem weitverbreiteten SI-System, sei auf die Literatur
verwiesen.

Es werden vorerst die Maxwellgleichungen im Vakuum in differentieller Form bespro-
chen und spéter die Spezialfdlle und Verallgemeinerungen angefithrt, mit denen hier
hauptséichlich gearbeitet werden soll. Sie lauten:

divE(x,t) = 4mp(x, 1), (1.1a)
divB(x,t) =0, (1.1b)
10B
rot E(x,t) = _EE(X’ t), (1.1c)
rot B(x, 1) = —j(x,t) + lz—f(x, ) (1.1d)
c



Hierbei sind E,B : R3 x R — R? die elektrische, respektive die magnetische Feldstirke
(oft auch nur elektrisches, beziehungsweise magnetisches Feld genannt), j : R® x R — R3
die rdumliche Stromdichte und p : R®* x R — R die rdumliche Ladungsdichte. Im Weiteren
werden oft die Argumente weggelassen und (nach dem Vorbild vieler physikalischer Arbei-
ten) mehrdimensionale Vektoren durch fetten Druck gekennzeichnet. Raumliche Strom-
und Ladungsdichte sind iiber die sogenannte Kontinuitditsgleichung miteinander verbun-
den, die aus (1.1a) und (1.1d) folgt:
dp

divi+ — =0. 1.2
1VJ+at 0 (1.2)

Die physikalische Interpretation dieser Gleichungen gibt zu verstehen, wie sich die elek-
trische und magnetische Feldstéirke in Anwesenheit von Strom- und Ladungsdichten ver-
halten und sich gegenseitig beeinflussen. Gleichung (1.1a) besagt, dass die Quellen des
elektrischen Feldes durch die rdumliche Ladungsverteilung gegeben sind und heifit auch
Gauf’sches Gesetz. Analog besagt (1.1b), dass das magnetische Feld quellenfrei ist. Das
Faraday’sche Induktionsgesetz, Gleichung (1.1c), sagt aus, dass ein sich zeitlich &nderndes
Magnetfeld einen Wirbelstrom erzeugt, der dieser zeitlichen Anderung entgegenwirkt. Die
letzte Gleichung (1.1d) besagt, dass sowohl ein flieBender Strom, als auch ein sich zeitlich
anderndes elektrisches Feld ein drehendes Magnetfeld erzeugt.

Die Interpretation der Kontinuitéatsgleichung (1.2) wird klar, wenn sie in Integralform
geschrieben wird. Unter der Voraussetzung hinreichend regulérer Funktionen j und p und
Volumina €2, folgt diese durch Integration und den Gauf’schen Integralsatz:

0
j~nds:——/pdx.
/89 at Jo

Hier bezeichnet n den normierten d&ufleren Normalenvektor an den Rand 0€2 des Gebietes
). An dieser Form ist leicht ersichtlich, dass die zeitliche Abnahme der Gesamtladung
in einem Volumen gleich dem Stromfluss durch seine Oberfliche entspricht. Die Konti-
nuitatsgleichung stellt also eine Art Erhaltungsgleichung fiir Ladungen dar.

1.2 Potentialtheorie und Eichungen

1.2.1 Feldgleichungen der elektromagnetischen Potentiale

Die Maxwellgleichungen (1.1) sind ein System aus gekoppelten Differentialgleichungen.
Um das Problem in eine fiir die folgenden Betrachtungen praktischere Form zu bringen
werden nun die sogenannten elektromagnetischen Potentiale eingefithrt. Da die folgenden
Rechnungen nur zur Motivation dienen sollen, wird der Einfachheit halber angenommen,
dass sowohl alle auftretenden Funktionen, als auch Mengen hinreichend regulér sind,



um die jeweiligen Schritte durchzufiithren. Diese Uberlegungen werden in Abschnitt 3.3
nochmals aufgegriffen und die Voraussetzungen prézisiert.

Betrachtet man zuerst Gleichung (1.1b), so kann man damit annehmen, dass sich das
magnetische Feld unter den getroffenen Voraussetzungen als Rotation eines Vektorfeldes

schreiben l&sst:
B =10t A. (1.3)

Man nennt A hierbei Vektorpotential. In der Tat gilt damit divB = divrot A = 0, wie
man leicht durch explizites Differenzieren mit dem Satz von Schwarz iiber die Vertausch-
barkeit partieller Ableitungen verifiziert. Setzt man dies in (1.1c) ein, erhélt man

10
rot (E -+ E§A> =0.

Somit lédsst sich der Ausdruck in Klammern als Gradient eines Skalarfeldes darstellen,
womit sich fiir das elektrische Feld folgende Darstellung ergibt:

10
E=-V¢p—--—A. 1.4
0= 5 (1.4)
Analog wird ¢ hier Skalarpotential genannt. Da man durch dieses Verfahren Potentiale
einfithrt, die eine Losung der Maxwellgleichungen erleichtern soll, spricht man bei der

Behandlung der daraus resultierenden Gleichungen von Potentialtheorie.

Setzt man weiter die Identitdten (1.3) und (1.4) in die verbleibenden Maxwellgleichungen
(1.1d) und (1.1a) ein, so folgen mit der Identitét rot (rot A) = V(divA) — AA und
durch Erweitern mit dem Summanden %%qﬁ die Feldgleichungen der elektromagnetischen

Potentiale:
1 82 10 (. 10
(A - —§> Pt Lo (de + zw) = —dmp, (1.52)
1 0?2 10 47
AL VA WA o2 ) = -1 1.
( C28t2) V(dlv %aﬁ) il (1.5b)

Aufgrund des bei der Herleitung der elektromagnetischen Potentiale auftretenden Diffe-
rentialoperators rot rot , wird diese Formulierung der Maxwellgleichungen auch manchmal

curl-curl-Formulierung genannt, nach dem englischen Begriff curl fiir die Rotation eines
Vektorfeldes.

1.2.2 Coulomb-Eichung

Betrachtet man die Gleichungen (1.5) komponentenweise und nimmt die Kontinuitéts-
gleichung (1.2) hinzu, erhélt man insgesamt fiinf skalarwertige Gleichungen fiir die vier
Freiheitsgrade von j und p. In diesen Gleichungen muss also eine gewisse Redundanz



stecken. Betrachtet man eine beliebige skalare Funktion A, so &ndern sich, wie man leicht
einsieht, durch die Transformationen

A — A+ VA, (1.6)

OA
gf)—)gb*f‘a

elektrisches und magnetisches Feld nicht.

Das kann durch eine Eichung, also durch eine zusétzliche Gleichung, die diese Redundanz
(teilweise) beseitigt, dazu genutzt werden, um die Gleichungen (1.5) zu vereinfachen. Es
gibt viele Moglichkeiten einer Eichung, fiir den in dieser Arbeit betrachteten statischen
Fall wird sich aber die sogenannte Coulomb-Eichung

divA =0

als die niitzlichste erweisen. Durch diese zusétzliche Einschriankung vereinfachen sich die
Feldgleichungen der Potentiale zu

A¢p = —4mp, (1.7a)

1 02 47, 10
A-——=—|A=——j+-—=—Vo. 1.7b

( 028t2) c‘]+cat ¢ (1.7b)
Die erste Gleichung vereinfacht sich also zu einer Poissongleichung, die zweite zu einer
inhomogenen Wellengleichung, die nacheinander gelést werden konnen.

Eine weitere wichtige Eichung ist die Lorenz-Eichung div A + %%(b = 0. Damit erhalt
man an Stelle von (1.7) zwei inhomogene Wellengleichungen, die unabhéngig voneinander
gelost werden kénnen. Im zeitunabhéngigen Fall sind Lorenz- und Coulomb-Eichung ident
und fithren daher auf die selben Gleichungen.

Durch diese Eichungen bleibt aber oft eine sogenannte Resteichfreiheit zuriick. In der
Coulomb-Eichung etwa, lésst sich fiir die wie in (1.6) transformierten Grofie A wegen

divA =div(A+VA)=divA+AA =0

in (1.6) eine Funktion, die AA = 0 erfiillt, einsetzen. Fiir das skalare Potential ergibt
sich aber durch das Wegfallen der zeitlichen Ableitung im zeitunabhéingigen Fall keine
Resteichfreiheit mehr. Dies wird sich auch in Abschnitt 3.3 widerspiegeln. Wir werden
dort sehen, dass ¢ eindeutig bestimmt ist (bis auf eine Konstante, was bei Potentia-
len immer der Fall ist, weil man die Felder durch Ableitung aus diesen erhélt). Fiir A
miissen aber noch zusétzliche Randbedingungen gefordert werden, damit eine Losung A
der Laplacegleichung (und damit auch A) eindeutig bestimmt ist.

Man beachte auBlerdem, dass sich durch diese Umformungen zwar Poissongleichungen
ergeben, die in [8] schon behandelt wurden. Aufgrund der anderen Funktionenrdume
und Randbedingungen, die in der Elektro- und Magnetostatik auftreten, wird unsere
Herangehensweise an deren Losung mit der dort definierten Methode eine andere sein.



1.2.3 Der zeitunabhdngige Fall

In dieser Arbeit sollen nur statische Probleme der Elektro- und Magnetostatik betrachtet
werden. Das heifit, dass E, B, j und p keine explizite Zeitabhéingigkeit haben. Das gilt dann
auch fiir die Potentiale A und ¢. In diesem Fall vereinfachen sich die Maxwellgleichungen
im Vakuum erheblich zu

divE = 47p, (1.8a)
rot E =0, (1.8b)
divB =0, (1.8¢)
rot B = 47j. (1.8d)
Auch die Kontinuitatsgleichung nimmt eine einfachere Form an:
divj =0,
genau wie die Potentialgleichungen in der Coulomb- (oder Lorenz-) Eichung:
Ao = —47p, (1.9a)
AA = —11j. (1.9b)
Hier sind die Zusammenhénge zwischen Feldern und Potentialen durch E = —V¢ und

B = rot A gegeben. Die Gleichungen (1.8) und (1.9), die also als Spezialfélle der allge-
meinen Maxwellgleichungen im Vakuum folgen, werden die Hauptobjekte der folgenden
Untersuchungen sein. Man beachte hier, dass die Definition E = —V ¢ eine Konvention in
der physikalischen Literatur ist. Natiirlich ldsst sich das elektrische Feld auch durch den
positiven Gradienten eines skalaren Potentials definieren. Wir werden spéter daher das
Minus weglassen, da sich die physikalische Konvention in der mathematischen Literatur
nicht durchgesetzt hat.

1.3 Maxwellgleichungen in Materie

Will man auch Probleme der Elektro- und Magnetostatik in Anwesenheit von Mate-
rie betrachten, miissen die zeitunabhéngigen Maxwellgleichungen (1.8) etwas verallge-
meinert werden (siehe [2, S.488/517]). Durch Polarisierungs- und Magnetisierungseffekte
verdndern sich elektrisches und magnetisches Feld in Materie, sodass die neuen Gleichun-
gen lauten:

divD = 47p, (1.10a)
rot E = 0, (1.10b)
divB =0, (1.10c)
rot H = 47, (1.10d)



mit neuen Feldern D, H : R® — R. Als Bezeichnung fiir diese Gro8en haben sich, aufgrund
der historisch bedingten Vielzahl an verschiedenen Begriffen, schlicht D-Feld und H-Feld
etabliert. Im Allgemeinen héngen diese Felder nichtlinear vom elektrischen respektive
magnetischen Feld ab, die genauen Zusammenhénge ergeben sich aus dem betrachteten
Problem und der Modellierung der physikalischen Begebenheiten. Wir werden nun einige
physikalische Begriffe fiir diese Zusammenhénge einfiithren, die Idealisierungen der realen
Gegebenheiten darstellen und so weitere Betrachtungen erheblich vereinfachen (siehe [3,

S.72/79]).

Ein Medium heifit perfektes Medium, wenn lineare Zusammenhénge zwischen E, B, D und
H in der Form

D =¢E, (1.11a)
yH=B (1.11Db)

existieren. Die Groflen € und p heiflen hierbei Permittivitdat und Permeabilitéat. Sind diese
Groflen in einem Medium konstant, so spricht man im Fall ¢ = const von einem perfekten
dielektrischen Medium, im Fall u = const von einem perfekten magnetischen Medium.
Zur Vollstéandigkeit sei noch der perfekte Leiter erwdahnt, in dessen Inneren E = 0 gilt
und sein magnetisches Analogon, der Supraleiter, in dessen Inneren B = 0 gilt.

Zuletzt benotigen wir noch die elektromagnetische Energie, die in diesen Feldern gespei-
chert ist (siehe [2, S.540]). Diese ist gegeben durch

1
— (E-D+H-B) dx. (1.12)
8 R3
Uns werden hier nur solche Loésungen der Maxwellgleichungen interessieren, bei denen
diese Energie endlich ist.

1.3.1 Verhalten an Materialgrenzen

Wenn der Raum nicht von einem einzigen homogenen Medium erfiillt ist, sondern von
mehreren verschiedenen Medien, ist es von groflem Interesse, wie sich magnetisches und
elektrisches Feld an den Grenzflichen zwischen den Medien verhalten. Dieses Verhalten
lasst sich aus den Maxwellgleichungen in Materie (1.10) herleiten, indem infinitesimale
Volumina und Fliachen an den Grenzflichen betrachtet werden (siehe [2, S.491/521]).

Betrachten wir zwei Medien und seien die physikalischen Grofien in ersterem mit ei-
nem Index 1 gekennzeichnet, die im zweiten mit einem Index 2. Dann lassen sich die
Anschlussbedingungen an der Grenzflache, die wir mit I' bezeichnen, folgendermaflen
schreiben, wobei der Einheitsnormalenvektor n vom ersten zum zweiten Medium zeigt:

n- (Dy —Dy) = 4mpy, (1.13a)
n X (EQ — El) = O, (]_]_3b)



n- (BQ — Bl) = O, (113C)
n x (H, — Hy) = 5j,. (1.13d)

Hier sind p; : I' = R und j; : I' = R3 Flidchenladungs- und stromdichten, wobei j; immer
tangential zu I' sein muss, also jf-n = 0.

10



2 Analytische Grundlagen

Nach dieser kurzen physikalischen Einfithrung in die grundlegenden Gleichungen, soll in
diesem Kapitel der mathematische Rahmen vorgestellt werden, in dem elliptische partielle
Differentialgleichungen im Allgemeinen betrachtet werden.

Mit dem Lemma von Lax-Milgram wird in 2.1 ein Werkzeug vorgestellt, um Existenz-
und Eindeutigkeitsfragen von Losungen elliptischer partieller Differentialgleichungen be-
antworten zu konnen. In Abschnitt 2.2 und 2.4 werden die Sobolevraume wiederholt
und gewichtete Sobolevraume eingefiihrt, die der natiirliche Rahmen fiir die in 1.2 ein-
gefithrten Potentiale sind. Um auch Randwerte miteinbeziehen zu kénnen, widmet sich
Abschnitt 2.3 dem Spurtheorem bestimmter Sobolevraume.

2.1 Elliptische Losungstheorie und schwache Lésungen

Es soll hier kurz erldutert werden, welches Verfahren uns zur Verfiigung steht, um Exis-
tenz- und Eindeutigkeitsaussagen fiir die zeitunabhéngigen Maxwellgleichungen treffen zu
konnen und einige vorbereitende Definitionen gegeben werden. Dazu wollen wir kurz den
Begriff der elliptischen partiellen Differentialgleichung in Erinnerung rufen ([8, S.24f]).

Definition 2.1. Sei n € N. Eine partielle Differentialgleichung

z 0%u
Qjj——— =
Z J aiﬂlaﬂﬁj f
2,7=1
heift elliptisch, falls die Funktionen a;; von x,u und Vu abhingen und die Matriz A =
(aij)7 =1 symmetrisch und positiv definit ist.

Bemerkung 2.2. Die aus der Einfithrung der elektromagnetischen Potentiale in Unter-
abschnitt 1.2.3 im statischen Fall resultierende Poisson-Gleichung,

Au:_f7

ist ein Beispiel fiir eine elliptische partielle Differentialgleichung. Thre Darstellung geméafl
obiger Definition ist
B 0?u
i = —
Z J 83:1836] f

2,j=1

11



mit dem Kronecker-Delta ¢;;. Die Matrix A = (d;;)};—; ist also die n-dimensionale Ein-
heitsmatrix, diese ist offensichtlich positiv definit. Dies motiviert, dass der Schwerpunkt
dieser Arbeit auf elliptischen Gleichungen liegt. /

Fiir einige partielle Differentialgleichungen dieser Klasse steht eine Methode zur Verfii-
gung, um Existenz- und Eindeutigkeitsfragen beantworten zu kénnen. Dabei stellt die im
folgenden besprochene Methode natiirlich nicht die einzige dar. Wie wir sehen werden,
bendtigt diese auch vergleichsweise viele Voraussetzungen an die hier betrachteten Pro-
bleme, um angewendet werden zu konnen. Wir werden uns trotzdem damit begniigen, da
das Hauptaugenmerk ja auf der schwachen Formulierung liegt und diese Methode leicht
verstiandlich und iibersichtlich ist. Grundlage hierfiir bildet das Lemma von Lax-Milgram,
8, S.63], das hier ohne Beweis angefiihrt wird:

Satz 2.3 (LAX-MILGRAM). Sei V' ein Hilbertraum und a : V x V. — C eine koerzive,
stetige Bilinearform. Das bedeutet es gibt konstanten k, K > 0, sodass

a(v,v) > K ||v|)? Yv eV,
|a(u, )| < K lully (o]l Yu,v eV,

Sei weiter F' @'V — C ein stetiges lineares Funktional, dann gibt es genau ein u € V,
sodass

a(u,v) = F(v) YveV.

Unser Vorgehen, wenn wir zeigen wollen, dass ein gegebenes Problem eine (eindeutige)
Losung besitzt, wird also aus folgenden Schritten bestehen:

1. Finde einen geeigneten Hilbertraum V| der eine mogliche Losung beinhaltet.

2. Zeige, dass das gegebene Problem dquivalent zum Problem ist, eine Funktion v € V'
zu finden, die
a(u,v) = F(v) (2.1)

fiir alle v € V erfiillt.

3. Zeige Koerzivitat und Stetigkeit von a und Stetigkeit von F.

Sind diese Punkte erfiillt, garantiert das Lemma von Lax-Milgram die Existenz einer
eindeutigen Losung. Die Problemstellung, dass eine Funktion gesucht wird, die (2.1) fiir
alle v € V erfiillt nennt man schwache Formulierung des Problems, die Losungen heiflen
schwache Loungen.

Bevor wir dieses Schema auf die Probleme des Elektromagnetismus anwenden koénnen,
sollen noch zwei Definitionen gegeben werden. Zunéchst wird definiert, was es bedeutet,
dass eine Menge einen lipschitzstetigen Rand besitzt (siehe [7, S.5] und [1, S.14]).

12



Abbildung 2.1: Zur Illustration eines Lipschitzrandes und Pseudo-Lipschitzrandes.

Definition 2.4. Sei 2 C R"” offen, so heifit der Rand OS2 Lipschitz, wenn fiir jedes x € OS2
eine Umgebung U von z in R™ und neue orthogonale Koordinaten {yy,...,y,} existieren,
sodass:

(a) U ist ein n-dimensionaler Quader (a; € RY):

U= H(—ai,a,;),

=1

a.

(b) es gibt eine lipschitzstetige Funktion o : [[1—] (—a;, a;) — (=%, %), sodass

QNU={yeU | yn <o, - Yn-1)}, (2.2)
NU={yeU | yo=0W1, - Yn-1)}-

Bemerkung 2.5. Durch diese Definition, genauer durch Gleichung (2.2), wird auch fest-
gelegt, dass die Menge €2 nur auf einer Seite des Randes liegen kann. Diese Annahme wird
deshalb im weiteren Text immer implizit vorausgesetzt, wenn von einem Lipschitzrand
gesprochen wird. Wird diese Einschrénkung fallen gelassen, kann die Menge auch auf
beiden Seiten des Randes liegen, hier spricht man von einem Pseudo-Lipschitzrand. Diese
Situation wird in Abbildung 2.1 illustriert: um den Punkt x existiert eine Umgebung, in
der der Rand als Graph einer lipschitzstetigen Funktion dargestellt werden kann. Um y
grenzt der Rand auf beiden Seiten an (), dieses Randstiick ist nur Pseudo-Lipschitz.

Ein weiteres wichtiges Hilfsmittel stellt die Fouriertransformation dar. Da diese in der
Literatur nicht einheitlich definiert ist, soll hier die Form angegeben werden, die in dieser
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Arbeit verwendet wird, diese ist aus [9, S.151ff] entnommen. Diese Verteilung der Kon-
stanten hat den Vorteil, dass die Fouriertransformation so eine Isometrie am Schwartz-
raum S(R™) := {f € C(R") | |x[*|D*f| < oo fiir alle k € N und Multiindizes a} ist.

Definition 2.6. Seien u, 4 € L'(R"), dann bezeichnen wir mit

F)(©) = i [ e e, Fa)00 = g [ €)™ ag

die Fouriertransformierte von u, beziechungsweise die Fourierkotransformierte von u.

2.2 Sobolevraume

Nun miissen geeignete Hilbertraume gefunden werden, in denen sich die Losungen unserer
Gleichungen darstellen lassen, um die Methode aus dem letzten Abschnitt anwenden zu
konnen. Zunéchst wird dafiir die Definition der Sobolevrdume mit ganzzahligem Expo-
nenten und deren Norm wiederholt (siche [8, S.54f]). Die partiellen Ableitungen sind hier
im distributionellen Sinn aufzufassen.

Definition 2.7 (SOBOLEVNORM). Sei k € Ny und Q@ C R™ offen. Dann ist

1
2
[f e = Z ”Dain?(Q)

| <k

eine Norm auf C*°(€2).

Eine wichtige Teilmenge von C'*°({2) sind diejenigen Funktionen mit kompaktem Tréiger.
Diese werden auch Testfunktionen genannt und der Raum der Testfunktionen mit D(£2)
bezeichnet. Damit lassen sich die Sobolevraume mit ganzzahligen Exponenten definieren.

Definition 2.8 (SOBOLEVRAUME). Sei k € Ny und Q C R” offen. Fir den Raum X =
{feC=@) | [Ifllge < oo} definiere
H*(Q) =X, (2.3)

HE(Q) == D),

wobei die Vervollstandigung beziiglich der Sobolevnorm ||-|| g« zu verstehen ist.

Diese Definition ist etwas abstrakt, weshalb nun eine Charakterisierung fiir Sobolevfunk-
tionen angegeben wird, die fiir gegebene Funktionen vergleichsweise leicht zu iiberpriifen
ist.
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Lemma 2.9. Sei k € Ny und Q C R"™ offen, dann gilt fir den Sobolevraum H*(QY), dass
HYQ) = {f € L(Q) | |D*fll ;2 < o0, lal < k}. (2.4)

Fiir den Beweis der Aquivalenz von (2.3) und (2.4) sei auf die Literatur verwiesen. Um
im nichsten Abschnitt die Randwerte einer Funktion f € H'(Q) als Funktion auf 0
geeignet beschreiben zu konnen, miissen zusétzlich noch Sobolevraume mit allgemeinem
reellen Exponenten eingefiihrt werden (siehe [9, S.208]).

Definition 2.10. Sei s € (0,00), dann ist durch
H*(R") = {ue L* | (1 + |¢]*)2F(u) € L*},

s = H(l + |£|23)1/2J-"(1,L)HL2 gege-

der Sobolevraum mit Exponenten s und der Norm || f|
ben.

Bemerkung 2.11. Es reicht hierbei aus, diese Rdume nur fiir den ganzen R" zu defi-
nieren (siche [7, S.20]). Den allgemeinen Fall einer offenen Teilmenge €2 C R™ erhélt man
durch Einschrinkung der Funktionen aus H*(R™).

Fiir eine kompakte, n — 1-dimensionale Mannigfaltigkeit I', wie es etwa der Lipschitzrand
einer beschréankten Menge ist, lassen sich die Sobolevraume durch die Kartenabbildungen
¢ aus Definition 2.4 definieren. Sei I'y C I' offen, so ist eine Distribution f € D'(T") in
H*(Ty) mit 0 < s < 1, wenn f oo € H ([} (=ai,a;) N~ (Ty N U)). Anschaulich
gesprochen heifit das, dass durch die Kartenabbildung die Frage, ob eine Distribution aus
dem Sobolevraum ist, auf das Urbild der Karten verlagert wird. Diese ist aber eine Teil-
menge des R"™!, auf dem die Sobolevriume mit reellen Indizes gerade definiert wurden.
Es muss hier beachtet werden, dass die Differenzierbarkeitsordnung s der Sobolevfunktio-
nen durch die Kartenabbildungen beschréinkt wird. Da lipschitzstetige Funktionen schon
‘sehr nahe’ an einmal differenzierbaren Funktionen liegen, lassen sich nur Sobolevriaume
H?*(0%2) mit s < 1 definieren. /

Aus Definition 2.10 ist sofort ersichtlich, dass der Schwartzraum S(R") dicht in H*(R")
liegt. Mit der Dichtheit von D(R™) in S(R") gilt auch das folgende Resultat.

Lemma2.12. Sei s > 0, dann liegt D(R™) dicht in H*(R™).

Bemerkung 2.13. Eine #quivalente Norm auf H*(R") ist ||(1+ |€|2)s/2]:(u)HL2. Fiir
s > 1 folgt dies aus der Konvexitét der Funktion x — f(z) := z®. Als konvexe Funktion
erfiillt diese

f (x;ry> < f(ﬂi);rf(y)’
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flz+y) > f(x) + fy)

mit x,y > 0. Somit gilt in unserem konkreten Fall
L g < (141677 < 2771 (1 + [¢*).

Fiir s < 1 ist f konkav und es gelten genau umgekehrte Ungleichungen.
Wir werden im Folgenden jeweils die Norm verwenden, die in der gegebenen Situation
die praktikabelste ist. /

Zuletzt sollen noch Sobolevraume mit negativen Exponenten vorgestellt werden (siehe [9,
S.218]). Diese spielen als Dualrdume der Sobolevraume mit positiven Exponenten eine
wichtige Rolle. Aus ihnen diirfen die Inhomogenitéten, also Ladungs- und Stromdichte,
in den Maxwellgleichungen stammen, damit wir im theoretischen Rahmen dieser Arbeit
zeigen konnen, dass eine Losung existiert, wie in Kapitel 4 gezeigt wird.

Definition 2.14. Sei k € Ny und Q C R™ offen, dann ist H*(Q) der Dualraum von
HE(€).

Sei s € (0,00), so ist H=*(R™) der Dualraum von H*(R"™) und fiir eine kompakte Man-
nigfaltigkeit T' ist H=*(I") der Dualraum von H*(T).

Fiir diese Sobolevraume gilt mit positiven reellen Zahlen r < s die Ungleichungskette
(vergleiche [8, S.60])

DCHCH CL*CH "CH**CTD.

Damit lasst sich in gewissen Fillen leicht entscheiden, ob eine gegebene Funktion in einem
bestimmten Funktionenraum liegt.

2.3 Der Spursatz firr H'(R")

Nun wird gezeigt, wie sich Funktionen aus Sobolevraumen H*(R™) auf Hyperebenen ver-
halten. Wie in der Bemerkung nach Definition 2.10 angedeutet, wird dies ausreichend
sein, um auch das Verhalten auf bestimmten Mannigfaltigkeiten, die die Rénder von
beschréankten Mengen darstellen, zu kennen. Dies ist nétig, um Randwerte fiir die Max-
wellgleichungen betrachten zu kénnen. Dieser Abschnitt folgt [9, S214ff].

Satz2.15 (SPURSATZ FUR H*'). Sei s > 3 eine reelle Zahl. Dann existiert ein linearer,
stetiger Operator T : H*(R") — H*"Y2(R"~Y) mit der Eigenschaft, dass fiir alle ¢ €
D(R™)

T(IO = 90|xn:0
gilt. T heifft Spuroperator, oder kurz Spur.
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Beweis. Sei ¢ € D(R") und bezeichne F,(p) die Fouriertransformierte beziiglich der
n-ten Koordinate von . Sei weiter g(x') := p(x’,0), wobei x’ € R*~! die ersten n — 1
Koordinaten von x sind, dann lésst sich dies (da ¢ = 1)mit Hilfe der Inversionsformel
darstellen als

o) = plx0) = Fhe [ Bl ) s

Durch Anwenden der Fouriertransformation in n — 1 Koordinaten und Vertauschen der
Integrationsreihenfolge erhélt man damit

F@)(€) = 7= [ F© s

Damit ist es moglich, die H*~%?-Norm von ¢ abzuschitzen:

N9l = / Flo) )P+ [€12) 2 g
Rnfl

<1 [ / |f<so><s>|dsn] (14 €122 dg
Re-1 [JR

=0 [ (A+IEP) {/R [F()EI(1 + €)1 + €)= din] d¢’

Rn—1

<t areprn / F)E)P+ € de, / (1+[¢2)* de, de’.

Rn—1

Im letzten Schritt ist hier die Ungleichung von Holder eingegangen. Betrachtet man das
letzte Integral nach &,, ldsst sich dieses aufteilen und fiir s > 1/2 mittels Substitution
/(1 +|€'|?) = y?* umschreiben:

[aviepyeae = [a+igp+e)

R R
B /R(l +IEP+ 1+ €))L+ €)Y dy
— (14 gP) / L+ dy.

R

Dieses Integral ist nur mehr eine endliche Konstante, abhéngig von s. Setzt man dies in
die obige Abschéitzung ein, erhilt man

ol = [ PG+ IR ag

<O [ IF@©P+ e d

Damit ist also fiir alle ¢ € D(R") gezeigt, dass || T¢|| y.-1/2 < C ||¢]| ys- Da nach Lemma
2.12 D(R™) dicht in H*(R") ist, lésst sich T" zu einem stetigen Operator von H*(R™) nach
H*~Y/2(R"1) fortsetzen. O
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Nun ist es noch interessant, ob sich jedes g € H*"'/2(9Q) als Randwert einer Funktion
aus H*()) schreiben ldsst. Die Antwort darauf ist ja, wie der folgende Satz zeigt, indem
explizit eine Fortsetzung konstruiert wird. Diese ist natiirlich keinesfalls eindeutig.

Satz 2.16. Sei s > 1/2 und T der Spuroperator auf H*(R™). Dann existiert ein be-
schrinkter linearer Operator Z : H*~Y2(R"™1) — H*(R"), sodass TZ die Identitit auf
Hs=V2(R™1) st

Beweis. Wie im Beweis von Satz 2.15 reicht es, den Operator auf der dichten Teilmenge
D(R™!) zu definieren. Fiir g € D(R™!) definiere

1 (ilEX) (1+ [€2)=1/2
2m)n=D2K, Jgn (1+[&7)

Zg(x) = p(x) = F(9)(&) d€

mit K := [,(1+4®)~* dy. Auf der Menge R"! x {0} ldsst sich die Integration nach &,
explizit ausfiihren, wodurch der Faktor K, ! wegfillt. Dies erreicht man mit der Substi-
tution & /(1 + [€']%) = y*

iy Lo (& %) ' (Lt [
o0 = G PO [T e

= (amy e [ ) ag

= g(x').

(1+[€')"? dy dg’

Somit gilt fiir Testfunktionen die Beziehung 7Z¢g = ¢. Nun muss noch die Stetigkeit
gezeigt werden, was durch Einsetzen der Definition von ¢ und wiederum mit der gleichen
Substitution folgt:

Il = [ F@OR 0+ lePy de
<o [ ArERPIFGER [0+ 1) d, ag

<, /RM“ +IEP) T F(9) €))7 de'

Damit gilt ||Zg|| ;s < C'||g]| s-1/2 auf den Testfunktionen. Die Aussage des Satzes folgt
wiederum mittels stetiger Fortsetzung. U

Bemerkung 2.17. Fiir eine beschriankte, offene Menge €2 C R”, deren Rand 0f2 eine
kompakte Lipschitz Mannigfaltigkeit ist, ldsst sich Satz 2.15 umformulieren. Geméafl der
Bemerkung nach Definition 2.10, gilt, dass fiir eine solche Menge 2 ein stetiger linearer
Operator T von H*(2) nach H*~'/2(9Q) existiert, der fiir o € C*°(Q) N H*() leistet:

Te = ¢laa.
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Konkret haben wir also festgestellt, dass die Randwerte von Funktionen aus H'(Q) fiir
einen Lipschitzrand 9Q aus H'/?(9)) stammen.
Dies motiviert auch eine alternative Darstellung der Norm auf H'/2, ndmlich

= inf ,
191l £712 S053111(0)||90|!Hl

T(p)=g

die wegen Satz 2.16 wohldefiniert ist und sich an geeigneter Stelle als niitzlich erweisen
wird. Fiir einen Beweis, dass dies eine Norm auf H'/2 ist, sei auf [6, S.8] verwiesen.  //

2.4 Gewichtete Sobolevraume

Um fiir jedes elektrische und magnetische Feld auch das zugehorige Potential im Auflen-
raum einer beschrankten Menge in geeigneter Weise als Element eines Sobolevraumes
auffassen zu konnen, muss noch eine weitere Verallgemeinerung dieses Konzepts ein-
gefiihrt werden. Die nun eingefithrten Rdume sind gewichtete Sobolevraume und heiflen
auch Beppo-Levi Rdume. Da es fiir unsere Zwecke ausreicht, den Fall schwacher Ablei-
tungen erster Ordnung zu betrachten, soll hier auch nur eine Definition dafiir gegeben
werden. Die Darstellung folgt [5, S.117ff].

Definition 2.18. Sei Q C R3 offen. Dann definiere

W)= {711+ )2 € ), 3L

X

c L*(Q),i= 1,...,n},
W5 (Q) == D(Q)

2 2
LIS

Die Norm auf diesen Riumen ist gegeben durch || f|5: := (%
Man sieht, dass sich W'(Q) von H'(Q) nur im Gewicht in der L?>-Norm der Funktion
unterscheidet, das das Abklingverhalten im Unendlichen &ndert, falls {2 unbeschrénkt ist.
Dies legt strukturelle Ahnlichkeiten der beiden Rdume nahe. In der Tat gilt auf jeder
beschriinkten offenen Teilmenge Qo C Q, dass W'(Qg) = H'(Qp). Das folgt, da auf Qq

das Gewicht (14 |x|?)~'/2 ein endliches, positives Supremum und Infimum besitzt, somit
gilt

Cr 1 = inf s [ 1P ax

2
Ql+|X’2

/ P dx =Gy |2

su
i \x|2
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und die Normen ||-||;;» und ||-|| 5 sind dquivalent.

Damit lédsst sich aber ein zu Satz 2.15 analoges Resultat gewinnen und eine Spur fiir
bestimmte Mengen €2 definieren.

Satz 2.19 (SPURSATZ FUR W'). Sei Q C R? eine offene, unbeschrinkte Menge, de-
ren Komplement beschrinkt ist. Dann gibt es einen beschrdnkten linearen Operator T -
W(Q) — HY?(09), sodass

T = ¢lon
fiir alle ¢ € C®(Q) N W(Q).

Wir werden auf diesem Raum aber eine andere Norm bendétigen, um bei den Problemen,
bei denen W1(Q) auftritt die Voraussetzungen des Lemmas von Lax-Milgram nachwei-
sen zu konnen. Zunéchst wollen wir dafiir ein Hilfsresultat zeigen. Die Menge B, (y) :=
{z € R" | |z — y| < r} bezeichnet dabei die offene r-Kugel um einen Punkt y € R™. Im
folgenden Satz verwenden wir diese Menge mit n = 3.

Lemma 2.20. Sei R > 0 und Br(0) C R3. Auf Q := (Bg(0))° st

1/2
[uly = (/ |Vul? dx)
0

eine Norm auf Wy (Q), die dquivalent zu ||-||y1 ist.

Beweis. Sei u € D(Q). Trivialerweise gilt die Abschétzung

+[uly = [ully
2

u
i < e

Fiir die Abschitzung in die andere Richtung betrachten wir zuerst eine Funktion f(r),
die nur vom Abstand r := |x| vom Ursprung abhéngt und kompakten Tréger in (R, c0)
hat. Fiir diese gilt mittels partieller Integration

(o] o] 2
/ \f\zdr:—/ rdm dr

R R dr
——/ QTfE d’l"

R

00 1/2 0 2 1/2
<2 </ Tk dr) / r’ dr |,
R R

wobei die letzte Ungleichheit mit der Holderungleichung folgt. Damit ergibt sich insgesamt

/|f|2dr§4/ r df
R R

20
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2
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H; in Kugelkoordinaten aus, erhédlt man

uf W
/ s dx < =5 dx = / / / |u|? sin(¥) d de dr.
o1+ x| o x| r Jo Jo

Mit f(r) := OZW Jo lul?sin(?) do de und (2.5) ergibt sich durch Vertauschung von Inte-
gral und Ableitung

2 e’} 27 T
frwmesaf [ ]
ol + x| r Jo Jo

0™ v
I u 2 .
or 2 L

Wertet man nun ||u(1 + |x|?)~*/2

r?sin(d) dv de dr

@
or

:4‘

Somit ist die Aquivalenz von ||, und ||| fiir Testfunktionen gezeigt. Nach Definition
ist D(2) dicht in Wy, womit das Lemma bewiesen ist. O

Mit Hilfe dieses Lemmas lisst sich zeigen, dass allein die L?-Norm der Ableitung einer
Funktion eine Norm auf W1(Q) ist.

Satz 2.21. Sei Q C R? offen und Q° beschrinkt. Dann ist ||y eine zu |||y dquivalente
Norm auf W'(Q).

Beweis. Hier gilt wieder, wie im Beweis des vorigen Lemmas, dass |u|y: < |lul|yy. fiir
alle w € W(Q). Fiir die umgekehrte Abschéitzung fiihren wir einen Widerspruchsbeweis.
Wir nehmen also an, dass fiir alle C' > 0 eine Funktion v € W(Q) existiert, sodass

Clulys < [lully -

Insbesondere findet man fiir C = n € N eine Folge von Funktionen (u,)n,en C W1(Q)
existiert, fiir die n |uy |y < ||un |y fiir alle n gilt. Durch Normierung kann erreicht wer-
den, dass [|u, |l = 1 und somit |up |y < 1.

Sei nun R > 0 so groB, dass Q€ in Bg(0) enthalten ist. Wir bendtigen weiter zwei nicht-
negative Funktionen ¢,y € C*°(R"), die folgende Eigenschaften besitzen:

p+1Y=1 inQ,
p(x) =0 fiir |x| > 2R,
P(x) =0 fir |x] < R.

Da fiir positive a,b € R aus 0 < (a — b)? durch simples Umformen folgt, dass (a + b)* <
2(a? + b?), erhilt man fiir eine Funktion u € W1(Q)

Bl o) = / IV (u)? dx
Br(0)¢
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<[ (vl + vl dx
Br(0)°

<2 (/ [Y|* | Vul|? dx+/ (V|2 uf? dx) .
Br(0) BRr(0)°

Nach der Definition gilt fiir ¢ und ¢ auBerdem 0 < ¢,¢ < 1 im gesamten R" und
Vp(x) = Vi(x) =0 fir R < |x| < 2R, womit sich die Abschitzung

ulisaon <2 [ (VuP e sp (Vo [ ax
Br(0) Bar(0)NS2 Bar(0)N€2

2 2
=2 |u|W1(BR(0)C) +2C ||u||L2(B2R(O)ﬂQ)

ergibt. Analog erhélt man eine Abschitzung fiir pu, insgesamt also (da a?+b? < (a+b)?):

[Vl gy <2 (‘“|W1(BR<0>°> +C |’“”L2(Bm(0>ﬂ9>) ’ (2.6)

|90U|w1(9) <2 (|U|W1(BQR(O)OQ)) +C ||u||L2(B2R(0)ﬂQ)> :

Nun ist nach dem bekannten Satz von Rellich-Kondrachov (siehe etwa [8, S.59]) die
Einbettung von H'(Bsr(0) N Q) nach L?*(Byr(0) N Q) kompakt, deshalb existiert fiir die
in H' beschrinkte Folge (tn)nen aus dem oberen Beweisteil eine Funktion u € L?, sodass
(gegebenenfalls nach Ubergang zu einer Teilfolge)

u, — u in L*(Q).

Da u,, eine Cauchyfolge in L? ist und [, — Um‘wl(ﬂ) < m, ist nach der zweiten Ab-
schitzung in (2.6) (puy,), eine Cauchyfolge in H'(Byr(0)N Q). Mit Hilfe von Lemma 2.20
folgt mit der ersten Abschitzung aus (2.6), da [|-|| ;1 dquivalent zu |-y auf Wy (Bgr(0)°)
ist, dass (1u,), eine Cauchyfolge in W (Bg(0)¢) ist. Somit existieren vy € H'(Bayr(0)NQ)
und vy € Wy (Bg(0)°), sodass

@u, — v; in H'(Byr(0) N Q) und
Y, — vy in Wy (Bg(0)°).

Insgesamt erhalten wir, wenn wir v; und vy auf dem Rest von (2 jeweils mit Null fort-
setzen, dass u, = (¢ + ¥)u, — vy +vo =: v in W(Q). Nach der Annahme vom Beginn
des Beweises ist |v|,;1 = 0, woraus folgt, dass v auf Q konstant sein muss. Da 2 aber
unbeschrinkt ist und v im Unendlichen verschwinden muss, muss v = 0 gelten. Dies steht
im Widerspruch zu ||v||,;» = 1. Damit ist die Behauptung bewiesen. O

Bemerkung 2.22. Um die Niitzlichkeit der eben eingefiihrten Rdume zu verdeutlichen,
soll ein motivierendes Beispiel aus der Physik gegeben werden. Betrachten wir das Po-
tential im Auflenraum einer um den Ursprung kugelsymmetrischen Ladungsverteilung
im R3. Dies ldsst sich fiir eine Einheitsladung darstellen als ¢(x) = 1/|x]| fiir alle x in

22



R3*\ Br(0) mit R > 0. In der Einleitung zu diesem Kapitel wurde bemerkt, dass die So-
bolevraume der natiirliche Rahmen der elektromagnetischen Potentiale sind. Dass aber
¢ ¢ H'(R®\ Bg(0)) gilt, soll nun gezeigt werden.

Betrachte dazu die L?-Norm von ¢ im Auflenraum der Ladungsverteilung. Die Integration
erfolgt also iiber R?\ Br(0) und wird in Kugelkoordinaten durchgefiihrt:

1
16,2 = / L ax
R™\ Bg(0 |X‘

271'
/ / / —r sin(d) dv dy dr
= 4r /
R

Dieses Integral divergiert offensichtlich. Nun wollen wir aber, da dieses Potential zu einem
zuléissigen elektrischen Feld gehort, ¢ als Element eines Sobolevraumes darstellen. Das
motiviert die Einfithrung von Sobolevriumen, bei denen die L?>-Norm so gewichtet ist,
dass ein zu langsames Abklingen im Unendlichen kompensiert wird, wie das bei W1 (R")
der Fall ist. Die gewichtete L?-Norm berechnet sich zu:

/Rn\BR R d"_/ / /

= 47T/R 52 dr = 4rlarctan(r)]|%

= 27% — 47 arctan(R) < oo.

5 sin(J) dd de dr

/
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3 Losungsraume H(div0), H(rot0)

In diesem Abschnitt werden wir geeignete Funktionenrdume vorstellen, in denen sich elek-
trisches und magnetisches Feld darstellen lassen und deren Struktur und Eigenschaften
untersuchen. Zusétzlich wird deren Beziehung zu den Sobolevraumen aus dem letzten
Kapitel untersucht, um analog zu Abschnitt 1.2 vorgehen zu kénnen. Um die Wahl die-
ser Rdume zu motivieren, werden Invarianten der zeitunabhéngigen Maxwellgleichungen
gesucht, also Eigenschaften, die unabhéngig vom betrachteten Problem sind. Diese Eigen-
schaften werden die Gleichungen (b) und (c) von (1.8) sein, da diese nicht von Ladungs-
und Stromdichten, oder der Geometrie des betrachteten Gebietes abhéngen.

In Abschnitt 3.1 werden diese Rdume zunéchst definiert und grundlegende Eigenschaften,
wie Dichtheit der Testfunktionen, gezeigt. Danach werden in Abschnitt 3.2 Spurtheore-
me, #hnlich denen von H'() gezeigt, um Randwerte auf die schwache Formulierung
iibersetzen zu konnen. Zuletzt widmet sich Abschnitt 3.3 der Struktur dieser R&ume und
zeigt, wie in bestimmten Féllen elektrisches und magnetisches Feld Potentiale besitzen,
um zu der in Abschnitt 1.2 postulierten Form der Maxwellgleichungen zu gelangen.

3.1 Definition

Wir werden nun eine Verallgemeinerung des Konzeptes der Sobolevraume fiir die Diffe-
rentialoperatoren rot und div definieren (vergleiche [4, S.203-208]).

Definition 3.1. Se: 2 C R"™ offen. Dann seien die Hilbertrdume

H(div,Q) = {ue [L*(Q)] | divu e L*(Q)},
H(rot,Q) :={u € [L*(Q)]® | rotu € [L*(Q)]°}

mit den Normen

2 . 2 \1/2
1l iy == (lallf2 + [[divulf)

)

2 2 \1/2
||u||H(rot) = (||UHL2 + Hrotu||L2)

definiert. Desweiteren seien Ho(div, ) und Hy(rot, ) definiert als Vervollstandigungen
von [D(Q)]? beziiglich [l 7 (aiy» beziehungsweise || || o -
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Analog zu dieser Notation miisste man konsequenterweise fiir den schon bekannten So-
bolevraum H(V,Q) := {u € L*(Q) | Vu € [L*(Q)]*} = H'(Q) schreiben. Im Folgenden
wird aber weiterhin die gebriduchlichere Schreibweise H'(Q) verwendet werden.

Bemerkung 3.2. Da in dieser Definition die Menge 2 allgemein gehalten ist, bezie-
hen sich die folgenden Dichtheitsaussagen nicht auf den Raum der Testfunktionen D(2),
sondern vielmehr auf D(Q) := {¢|q | ¢ € D(R")}. Fiir beschriinktes Q miissen die Funk-
tionen also am Rand nicht verschwinden.

Im Folgenden wird bei den eben definierten Rdumen die zugrunde liegende Menge meist

nicht angeschrieben. /

Die Gesyalt der angesprochenen Losungsriaume fiir elektrisches und magnetisches Feld
aus der Uberschrift des Abschnitts sollte damit klar sein, wir definieren sie aber hier noch
einmal explizit.

Definition 3.3. Sei 2 C R" offen. Dann seien die Rdume

H(div0) := {u e [L*(Q)® | divu =0},
H(rot0) := {u € [L*()]* | rotu =0}

definiert.

Bemerkung 3.4. Die Gleichheit in dieser Definition ist selbstversténdlich im L2-Sinn
aufzufassen. Daraus folgt sofort, dass auf H(div 0) durch ||| 2 eine zu [|-|| 4, &quivalente
Norm gegeben ist, denn fiir alle u € H(div0) gilt

2 2 2 2
[l aivy = [l + lldivulze = flullz. .
Analog sieht man, dass auch auf H(rot 0) durch ||-[| > eine zu [|-[| (o) dquivalente Norm

gegeben ist. /

Diese Raume sind aufgrund von (1.1b) und (1.1c) der natiirliche Rahmen, um elektrische
und magnetische Felder zu betrachten. Es gilt hierbei offensichtlich H(div0) C H(div)
und H(rot0) C H(rot), weshalb nun Dichtheitsaussagen der grofleren Réume gezeigt
werden.

Wir benétigen zunéchst ein Hilfsresultat, das wir nicht beweisen werden (siehe [6, S.5]).

Lemma 3.5. Sei Q C R" offen und O Lipschitz. Fiir eine Funktion w € H(2) bezeichne
w die Fortsetzung von w durch Null auf den gesamten R"™. Gilt w € H'(R™), dann folgt
w € Hy(Q).
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Nun kénnen wir die angedeutete Dichtheitsaussage fiir H(div) zeigen.

Lemma 3.6. Sei Q C R? offen, dann ist [D(Q)]® dicht in H(div).

Beweis. Sei w € H(div) orthogonal auf [D(Q)]?. Es gelte also
(W, V) graivy == (W, V) 2 + (divw,divv) 2 =0

fiir alle v € [D(Q)]?. Seien nun w und wy := divw auf den ganzen R? durch 0 fortgesetzt
und diese Fortsetzungen durch w und wg bezeichnet. Dann gilt analog fiir alle v &
[DR™)]?

(W,9) 2 + (T, div¥) 2 = 0
Fasst man L? als Teilmenge von D’(2) auf und schreibt man das zweite Skalarprodukt
auf den dualen Differentialoperator im distributionellen Sinn um, erhélt man

(W, V) p = (Vo V) p

so folgt die Gleichheit w = Vg in [D'(R?)]?. Damit liegt wo in H'(R?) und mit Lem-
ma 3.5 folgt, dass wy sogar in Hj(f2) ist. Nach Definition 2.8 gibt es daher eine Folge
(on)nen € D(Q), sodass ¢, — wy. Damit gilt fir alle v € H(div)

(W, V) gaiyy = Hm (Veon, v) 2 + (9p, divv) . =0,

n—oo

da fiir Testfunktionen ¢, gilt, dass —(Vn, V)2 = (¢n,divv) .. Also ist w = 0 und

damit das orthogonale Komplement von [D(€)]* in H(div) leer. Offensichtlich ist [D(Q2)]?
ein linearer Unterraum von H (div). Da H(div) ein Hilbertraum ist, ldsst sich dieser als di-
rekte Summe des Abschlusses und des orthogonalen Komplements von [D(9)]? darstellen,
womit die Behauptung folgt. U

Um ein analoges Resultat fiir H(rot) zu beweisen, bendtigen wir zuerst ein Lemma,
das eine hinreichende Bedingung dafiir angibt, dass eine Funktion in Hy(rot) liegt. Auf
den Beweis dieses Lemmas, der Definitionen und Hilfsresultate verwendet, die nicht ins
Konzept dieser Arbeit passen, wird hier verzichtet. Hierfiir sei etwa auf [6, S.33] verwiesen.

Lemma 3.7. Sei 2 C R3 offen, dann gilt fiir jede Funktion u € H(rot), die
(u,r0t v);2 — (rotu,v);. =0

fiir alle v € [D(Q)]? erfiillt, dass u € Hy(rot).

Lemma 3.8. Sei Q C R? offen, dann ist [D(Q))® dicht in H(rot).
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Beweis. Der Beweis verlduft sehr analog zu dem von Lemma 3.6. Sei w € H(rot)
orthogonal auf [D(Q)]?, also

(W, V) (roy = (W, V) 2 + (rot w,Tot v) ;o = 0 (3.1)
fiir alle v € [D(Q)]3. Fiir wy := rot w gilt damit fiir alle v € [D(Q)]?
(W, V)2 + (rot wo,v) ;. =0,

also die Gleichheit w = —rot wy im distributionellen Sinn. Somit ist wy € H (rot). Mit
dieser Gleichheit lédsst sich Gleichung (3.1)

— (rot wo, V) 2 + (Wo, 10t V)2 =0

umschreiben, was laut Lemma 3.7 wy € Hy(rot) impliziert. Damit existiert eine Folge
(@,)nen C [D(2)]3, sodass ¢,, — wo. Nun liisst sich (3.1) als Grenzwert

(W’ V)H(rot) = nh_{& - (I‘Ot Pns V)L2 + (‘Pna rot V)L2 =0

anschreiben, was zeigt, dass das orthogonale Komplement von [D(Q)]? in H(rot) leer ist.
Damit folgt die Behauptung. O

3.2 Spursdtze

Nun werden wir Spurtheoreme der eben definierten Rdume zeigen (siehe [4, S.204-208)).
Diese sind, wie bereits erwahnt, essentiell fiir die Betrachtung von Randwerten von elek-
trischen und magnetischen Feldern und deren Ubersetzung auf elliptische Randwertpro-
bleme.

Da in diesem Abschnitt Randwerte vektorwertiger Funktionen betrachtet werden, miissen
diese Funktionen in geeigneter Weise auf dem Rand ausgewertet werden. Dafiir sei im
Folgenden fiir eine Menge mit Lipschitzrand der &ulere Normalenvektor auf den Rand
mit n bezeichnet. Fiir diesen sei ferner ||n|| = 1.

Zunichst sei das Resultat fiir H(div) gegeben.

Satz 3.9 (SPURSATZ FUR H (div)). Sei Q2 C R" offen und der Rand OS2 sei Lipschitz und
beschrdnkt. Dann ldsst sich die Abbildung

T, : [DQ)]" = HY2(0Q) : v = (v -1)|aq

stetig zu einer stetigen Abbildung von H(div) nach H='/?(0Q) fortsetzen.
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Beweis. Fiir v € [D(Q)]" und ¢ € D(Q) gilt nach dem GauB’schen Integralsatz:

(V,V@)Lg—ir(divv,go)Lg:/V-Vgp dx+/divvg0 dx

) Q

:/ T,v Ty ds—/divvgp dx—l—/diva dx
o9 Q Q

= / T,v Ty ds. (3.2)
o0

Da D(Q) dicht in H*(Q) liegt, gilt diese Beziehung auch fiir alle ¢ € H'. Damit lisst sich
dieses Randintegral wie folgt abschétzen:

/ Tov T ds| < [Vl Vel 2 + ldiv v 2 llll 2
oN

< HVHH(div) [l o -

Der Integrand ist hier nur von der Spur T'p € H'Y?(9%), nicht von ¢ selbst abhingig.
Bildet man das Infimum iiber alle Funktionen ¢ € H'(Q2), die T = T erfiillen, erhélt
man mit der Definition der H'/2-Norm aus Bemerkung 2.17

/ T.,v Ty ds
o0

Also ist T, eine stetige Abbildung von [D(Q)]" mit der H(div)-Norm nach H'/2(9%).
Wegen der Dichtheit der Testfunktionen in H(div) ldsst sich diese Abbildung stetig auf
den gesamten H (div) fortsetzen. Da sich (3.2) auch als Dualitdatsprodukt (T, v, T¢) 1,2
auffassen lisst, ist dieser Ausdruck auch fiir T,v € H~'/2(09Q) definiert. Ist allgemein

v € H(div), so ldsst sich auch keine bessere Aussage iiber die Regulartitit der Spur
treffen, deshalb ist 7, eine Abbildung von H(div) nach H~/2(9). O

< ”VHH(div) 1 Tol| /2 -

Ein analoges Resultat ldsst sich natiirlich auch fiir H(rot) zeigen.

Satz 3.10 (SPURSATZ FUR H(rot)). Sei Q C R™ offen und der Rand 02 sei Lipschitz
und beschrankt. Dann ldsst sich die Abbildung

T, : [DQ) — [HY2(0Q)]® : v — (v x n)]|sq

stetig zu einer stetigen Abbildung von H(rot) nach [H—'/2(0Q)]* fortsetzen.

Beweis. Fiir v € [D(Q)]? und ¢ € [D(Q)]? gilt, wenn der GauB’sche Integralsatz
komponentenweise angewendet wird:

(V,rotcp)LQ—(rotv,go)LQ:/v-rotcp dx—/rotv-godx
Q Q

28



:/ TTVTgods+/rotv-godx—/rotv-cpdx
o9 Q Q

o0

Wegen der Dichtheit von [D(Q)]? in [H'(2)]? gilt dies auch fiir alle ¢ € [H']. Das hierbei
auftretende Randintegral lasst sich durch

/a Ty T ds| < Wl ot ol + ot Vi el

< ||V||H(rot) ||90||H1

abschétzen. Bemerkt man, dass das Randintegral auf der linken Seite nur von der Spur
T abhéngt, lasst sich diese Abschiatzung analog zum Beweis von Satz 3.9 verbessern:

/ T.vTeds
9

Damit ist 77, eine stetige Abbildung von [D(Q)]* nach [H'/2(0)]?. Die Abschitzung (3.4)
fiir das Dualitdatsprodukt impliziert aber auch

(T, Tp) g | = < Vllagory TPl 1/ (3.4)

||TTVHH*1/2 < ”VHH(rot)

fiir alle v € [D(Q)]?. Aufgrund der Dichtheitsaussage von Lemma 3.8, lisst sich T, wie
behauptet mit analoger Argumentation, wie im letzten Beweis, auf eine stetige lineare
Abbildung von H (rot) nach [H~/2(99)]? fortsetzen. O

Bemerkung 3.11. Die Bedingung in den eben bewiesenen Spursétzen, dass 02 be-
schriankt ist, impliziert nicht, dass auch 2 beschrinkt sein muss. Ist etwa 2¢ beschrankt,
so sind die Voraussetzungen der Spursdtze auch erfiillt. /

SchlieBlich sei noch erwihnt, dass die Gleichungen (3.2) und (3.3) Verallgeimeinerungen
der Green’schen Integralséitze auf nicht im klassischen Sinn differenzierbare Funktionen
sind und noch 6fter auftauchen werden.

3.3 Hodge-Zerlegungen

Wir werden in diesem Abschnitt die Struktur der Raume H (div0) und H(rot0) genauer
untersuchen. Dazu werden wir zeigen, dass unter speziellen Voraussetzungen zu jeder
Funktion dieser beiden Rédume eindeutige Potentiale existieren. Dies wird die Grundlage
fiir die Beispiele, die in Kapitel 4 gegeben werden und nur die Charakterisierungen aus
Unterabschnitt 3.3.2 benutzen, darstellen.
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Weiter werden wir in Unterabschnitt 3.3.3 bemerken, dass sich H(div0) und H(rot0)
ganz allgemein in eine orthogonale Summe von einem der Sobolevraume aus Kapitel 2
und einem Rest zerlegen lassen. Diese Zerlegungen werden auch als Hodge-Zerlegungen
bezeichnet. Dieser Fall spielt aber hier nur eine untergeordnete Rolle, weshalb die entspre-
chenden Ergebnisse nur zitiert werden. Im Folgenden sei, sofern nicht anders angegeben,
vorausgesetzt, dass {2 beschriankt und der Rand 02 Lipschitz ist.

3.3.1 Geometrie

Zunichst werden wir gewisse Aspekte der Geometrie eines allgemeinen beschriankten Ge-
bietes betrachten, dessen Rand Lipschitz ist. Genauer sollen hier zwei Eigenschaften be-
leuchtet werden, ndmlich einfacher Zusammenhang und Zusammenhang des Randes, die
entscheidend fiir die folgenden Zerlegungen sind. Zusétzlich soll hier die Schreibweise fiir
die nédchsten Abschnitte erklart werden. Die Darstellung, welche in vielen Quellen iiber
Potentialtheorie verwendet wird, richtet sich nach [1, S.14f].

Fiir ein allgemeines beschrianktes Gebiet mit Lipschitzrand konnen die folgenden zwei
Beobachtungen gemacht werden:

(a) Der Rand 02 muss nicht zusammenhéngend sein, wodurch auch Q¢ nicht zusam-
menhéngend ist. Dabei sollen die Zusammenhangskomponenten von 02 mit I';,0 <
i < I bezeichnet werden und diejenigen von Q° mit €. Hierbei soll die Indizierung
so gewahlt werden, dass 0€); = I'; und )y die einzige unbeschrinkte Menge ist.
Falls notig, kann statt dieser unbeschrénkten Menge () auch eine beschrénkte be-
trachtet werden, indem man €y := Qo N B mit einer offenen Kugel B D Q setzt.

(b) Das Gebiet 2 muss nicht einfach zusammenhéngend sein. Dazu gibt es eine endliche
Menge von hinreichend glatten Mannigfaltigkeiten ¥;,1 < j < J, die folgende
Eigenschaften erfiillen:

(i) Der Rand von ¥; ist in 02 enthalten fiir alle j,
(i) es gilt ¥, NE; = 0 fur ¢ # 7,
(iii) die offene Menge

Q::Q\UEJ-

ist Pseudo-Lipschitz und einfach zusammenhéngend.

Die Mannigfaltigkeiten >; werden Schnitte genannt und jede Menge von Schnitten,
die (i)-(iii) erfiillen heifit zuldssig.

Diese abstrakte Situation ist in Abbildung 3.1 an einem Beispiel dargestellt. Man be-
achte, dass es bei den beiden Féllen Unterschiede in der Indizierung gibt, da bei einer
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Qo Lo

Abbildung 3.1: Darstellung der Bezeichnungen dieses Abschnitts.

einfach zusammenhéngenden Menge keine Schnitte notwendig sind (J = 0), es aber im-
mer mindestens einen Rand geben muss (I = 0). Weiter ist bei dieser vereinfachten,
zweidimensionalen Abbildung zu beachten, dass im zweidimensionalen Fall J = I gilt. In
drei Dimensionen ist dies hingegen nicht so (man denke etwa an einen Torus).

Wir werden im Folgenden zudem eine abkiirzende Schreibweise fiir den Sprung einer
Funktion an einem Schnitt einfithren (siehe [4, S.218]). Seien dazu mit E;“ und 37 die
zwei Seiten des Schnitts, sodass der Normalvektor an XJ; von der positiven zur negativen
Seite zeigt, und mit TE} und Tz; die zugehorigen Spuroperatoren bezeichnet. Dann ist

fiir u € H'() durch

[u]s, = sl — sz—u
der Sprung der Funktion w durch den Schnitt ¥; definiert. Diese Definition lédsst sich
analog auf alle Situationen tibertragen, in denen Funktionen auf beiden Seiten einer (n —

1)-dimensionalen Mannigfaltigkeit betrachtet werden, die in einem gewissen Sinn Spuren
auf dieser zulassen.

3.3.2 Charakterisierung von Vektorfeldern

Wir werden hier zunéchst Charakterisierungen unter den Einschrénkungen, dass €2 einfach
zusammenhéngend ist, oder gewisse Bedingungen an die Randwerte auf den Zusammen-
hangskomponenten von 02 gefordert werden, zeigen. Zunéchst soll H(div0) betrachtet
werden (siehe [6, S.13ff] und [1, S.15ff]).

Dafiir benétigen wir den Raum aller Funktionen aus H'(f2), die bis auf eine Konstante
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eindeutig sind, den Faktorraum beziiglich aller konstanten Funktionen. Wir identifizieren
den abgeschlossenen Unterraum aller konstanten Funktionen mit R und schreiben fiir
diesen Faktorraum H'(Q)/R, seine Elemente werden mit v + R, wobei v € H*(Q) ist,
bezeichnet. Die fiir uns interessanten Eigenschaften dieses Raumes werden im folgenden
Lemma zusammengefasst, fiir einen Beweis sei auf die Literatur zu diesem Abschnitt
verwiesen.

Lemma 3.12. Se: 2 € R" offen, beschrdnkt und zusammenhdngend mit Lipschitzrand.
Dann ist H*(Q) /R mit der Quotientennorm

[0+ Rl 15 1= inf o+ 2] fiir v € HY(Q)
ein Banachraum. Auflerdem ist die Abbildung
v U+ Rl g = V[
eine zur Quotientennorm dquivalente Norm.

In diesem Raum l&sst sich eine eindeutige Losung des folgenden Neumann-Problems fin-
den.

Lemma 3.13. Sei Q) C R" offen, beschrinkt und zusammenhdngend mit Lipschitzrand.
Dann ezistiert eine schwache Lisung u € HY(Q) fiir das Neumann-Problem

—Au=0 1n,
Vu-n=gqg auf 09,

fir g € HY20Q) mit (g,1) 1, = Joq9 ds = 0. Diese ist eindeutig bis auf eine
Konstante.

Beweis. Wir wollen das Lemma von Lax-Milgram, Satz 2.3, anwenden und setzen dazu
V := H'(Q)/R. Die benétigte Bilinearform auf V' definieren wir durch

a(u+R,v+R) = (Vu, Vv),. .

Diese ist offensichtlich wohldefiniert, da Konstanten bei Gradientbildung verschwinden.
Nach Lemma 3.12 ist die Bilinearform auch stetig und koerziv, denn:

la(u +R,v +R)[ = [ (Vu, Vo). | < [|Vull . Vol = |u +R|H1/R v +R|H1/R’
a(u+R,u+R) = [Vulp = [u+Rlgi/z .

Als nachstes definieren wir ein lineares Funktional auf V' durch

F:VoaR:o+R=(9,T0) -1/
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Auch dieses Funktional ist unabhéngig von der Wahl des Repréasentanten und deshalb
wohldefiniert. Denn fiir (g, (v + ¢)) y-12 = (9, TV) y-1/2 + (g, 1) jy—1,» mit einer Kon-
stanten ¢ € R verschwindet der letzte Summand nach Voraussetzung. Die Stetigkeit von
F folgt aus der Stetigkeit des Spuroperators T aus Satz 2.15:

[E(0+R)[ < llgll g1z [TV g2 < Cllgll sz [0l -

Da diese Ungleichung fiir alle v € v+R gilt, kann die letzte Norm hier durch |[v + R|| 1
ersetzt werden, womit F' stetig ist. Nach dem Lemma von Lax-Milgram existiert deshalb

eine eindeutige Losung des Problems:
Finde u + R € H*(Q)/R, sodass

a(u+R,v+R) = F(v+R) fiir alle v + R € H'(Q)/R. (3.5)

Nun ist dieses Ergebnis noch als die zu beweisende Aussage zu interpretieren, wobei wir
Funktionen mit ihren Aquivalenzklassen identifizieren, um die Argumentation iibersicht-
licher zu gestalten. Dazu bemerken wir, dass, wenn wir in (3.5) nur v € D(S2) fordern,

- <Au7 U>D’ = (VU, vU)L? = <gvTU>H—1/2 =0

erhalten, da Testfunktionen am Rand verschwinden. Also gilt die Gleichheit —Au =
0 im distributionellen Sinn und somit auch in L?, da die Nullfunktion trivialerweise
quadratintegrierbar ist. Damit ist der erste Teil gezeigt und es bleibt die Randbedingung
zu interpretieren. Dazu fassen wir Vu aufgrund von Au = divVu = 0 als Funktion in
H(div0) auf. Fiir diese gilt nach dem Beweis von Satz 3.9 die Identitét

(divVu,v) 2 + (Vu, Vo) o = (1,(Vu), Tv) -1
fiir alle v € H'(2). Mit Au = 0 und (Vu, V)2 = (9,Tv) ;y_1/» folgt schlieBlich
(9. Tv) 172 = (Ta(V), T0) a2

fiir alle v € H'(Q) und damit nach Satz 2.16 auch fiir alle Funktionen in H'/2(9), womit
wir T,,u = g erhalten. Damit ist die Behauptung gezeigt. U

Nun konnen wir zeigen, dass fiir jede Funktion aus H(div0) (also fiir jedes magnetische
Feld) ein entsprechendes Vektorpotential existiert.

Satz 3.14. Sei Q C R™ offen und beschrinkt und u € H(div0), sodass mit der Bezeich-
nung aus Abschnitt 3.3.1

gilt. Dann ezistiert ein Vektorpotential A € [H*(Q)]?, sodass u = rot A und divA =0
in Q. Umgekehrt gilt (3.6) fiir jede Funktion u =rot A mit A € [H'(Q)]>.
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Beweis. Sei u € H(div0), sodass (3.6) erfiillt wird. Dann existieren nach Lemma 3.13
Losungen x; € H(£;) fiir die Probleme

Vxi-n="T,(a) auf 0Q;,
fiir alle 0 < ¢ < I mit der zusétzlichen Bedingung Vo - n = 0 auf 0B. Die Menge B ist

hierbei die Kugel, die in Punkt (a) der Erlduterungen der Geometrie in Unterabschnitt
3.3.1 definiert wurde. Definiere nun die Funktion

u in €,
u:=+<Vy;, in;,
0 auf Bc.

Nach Konstruktion gilt @ € H(div, R?) und divi = 0 im gesamten R* (da div Vx; = Ay;
und die Ubergangsbedingungen auf den Réndern der betrachteten Teilgebiete entspre-
chend gewihlt wurden). Setzt man die Bedingungen div A = 0 und u = rot A geeignet
auf den ganzen R3 fort und transformiert mittels Fouriertransformation, sind diese (mit
F(A) =: A und F(U) =: 1) dquivalent zu
61 AL + 16 Ay +i&5A5 = 0, (3.7)
i = i& Ay — i€ Ay, iz = iG A —i& As, iy = i6 Ay —i& A,
Hier geht implizit uw € H(div0) ein, denn wiére divu # 0, wéire auch i€y 0y +iats+1€3U3 #
0 im Widerspruch zu den obigen Gleichungen. Damit ergibt sich:
ibyliy — i&slly = &3(E3 A1 — & A3) — &(&1 4, — SA))
= —&(&Ar + &43) + A6 + )
= (6 +&+8)An
Eine analoge Rechnung fiir die anderen Komponenten ergibt schliellich
i Z-fzﬁs — &ty ; §sup — &y 5 ; §1tz — &atliy
1 — U 5 T 9 2 — U 5T T 5 o 3 — 5 5 . o9
G+8+8 E+E+8 &+ +8

Definiert man die Funktion A nun als Fourierkotransformierte der so erhaltenen Funk-
tion, bleibt noch zu zeigen, dass deren Einschrinkung auf  in [H'(2)]® liegt. Betrach-
te zunédchst die partiellen Ableitungen von A, indem wir die Fouriertransformierte be-
tragsméaflig abschétzen:

(3.8)

3
j64a] = Ktesigiinl < [gPlagiiel <3 T,
=1

fir 1 < j < 3, fiir die anderen Komponenten von A gelten analoge Abschétzungen.
Damit sind alle Ausdriicke |¢;A;| fiir 1 <, < 3 durch 337 || < 3|d| beschriinkt. Da
aufgrund der Isometrieeigenschaft der Fouriertransformation beziiglich der L2-Norm

10;A4ill 2 = IF ;A0 2 = || &4

<l

34



gilt und T (also auch @) in L? ist, ist VA in [L?(Q)]?*3.
Zuletzt betrachtet man eine Testfunktion ¢ € CTO(R?’) mit kompaktem Triger, die in
einer Umgebung von 0 gleich 1 ist. Schreibt man A als

AzgpA—i—(l—gp)A,

bemerkt man, dass goA kompakten Trager hat. Da somit @A multipliziert mit beliebigen
Polynomen quadratintegrierbar ist, ist die Fourierkotransformierte F *1(9013‘) analytisch
auf R*® und ihre Einschrinkung auf die beschrinkte Menge Q in [L*(2)]®. SchlieBlich
verschwindet (1 — gp)A in einer Umgebung von 0, womit die einzige Stelle, an der der
Nenner der Briiche in (3.8) verschwindet, ausgenommen wird. Damit ist (da die explizite
Gestalt von A bekannt ist) (1 — ¢)A in [L?(R?)]*. Dies gilt dann auch fiir F~'((1 —
©)A), diese ist also insbesondere in [L2(€Q)]. Insgesamt folgt also mit der Linearitét
der Fourierkotransformation A € [H!(Q)]?. Damit ist die eine Richtung der Behauptung
gezeigt.

Die andere Richtung folgt durch Nachrechnen. Sei A € [H*(Q2)]?. Es gilt u :=rot A € L?
und aufgrund der Vertauschbarkeit der distributionellen Ableitungen divu = divrot A =
0. Fiir die Randintegrale sei ¢ € C*®() so, dass ¢ in einer Umgebung von T'; gleich
1 ist und auf allen I';, mit k # i verschwindet. Damit gilt nach der verallgemeinterten
Green’schen Formel aus dem Beweis von Satz 3.9:

(T (u), 1>H—1/2(Fi) = (T(rot (pA)), 1>H—1/2(aQ) = (divrot (pA), 1)L2(Q) =0.

Somit ist der Beweis vollsténdig. U

Bemerkung 3.15. Die Bedingung div A = 0 ist eine Eichbedingung, wie sie in Ab-
schnitt 1.2 angesprochen wurde. Sie geht in Gleichung (3.7) im Beweis ein und garan-
tiert die eindeutige Losbarkeit des Gleichungssystems fiir die Fouriertransformierten der
Komponenten von A. Wie erwihnt ist diese Bedingung nicht eindeutig in dem Sinne,
dass natiirlich jede Gleichung fiir die Fouriertransformierte gewahlt werden, die die eben
erwihnte Eigenschaft besitzt. Uber die Fourierkotransformation bekommt man dann die
giangige Darstellung fiir Eichbedingungen iiber A.

Man beachte, dass das Vektorpotential in Satz 3.14 im Allgemeinen nicht eindeutig ist.
Dies ist die in Abschnitt 1.2 angesprochene Resteichfreiheit. Wie in [6, S.46-50] gezeigt
wird, kann das Vektorpotential unter gewissen Umstdnden auch eindeutig gewéhlt wer-
den, werden entsprechende Randbedingungen fiir A gefordert. /

Nun widmen wir uns den Potentialen von H(rot0), also den elektrischen Feldern. Fiir
hinreichend regulére Funktionen und Mengen mit hinreichend glattem Rand ist die Exis-
tenz von Potentialen durch den Satz von Stokes gesichert. Dieser ist ein Standardresultat
der Analysis, siche etwa [6, S.31].

Satz 3.16 (STOKES). Sei Q C R? ein einfach zusammenhingendes Gebiet und u €
[CH(2)]3, sodass rotu = 0. Dann ezistiert eine Funktion ¢ € C*(2) mit u = V.
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Abbildung 3.2: lllustration des Begriffs sternformig. Die gestrichelten Linien stellen die
um 0 skalierten Mengen dar.

Der folgende Beweis der Existenz eines Potentials ¢ fiir Funktionen aus H(div)(rot 0)
beruht auf diesem Satz und benutzt eine spezielle geometrische Eigenschaft, die wir hier

definieren wollen (siehe [6, S.20ff]).

Definition 3.17. Line beschrdnkte, offene Menge @ C R™ heifst sternférmig beziiglich
w € Q, wenn 0Q C Q fir alle 0 € [0,1) und Q C 0 fir alle 6 € (1,00) gilt, wenn w als
Koordinatenursprung gewdhlt wird.

Die Bezeichnung sternférmig wird dadurch motiviert, dass diese Bedingung insbesondere
bei Mengen gegeben ist, die wie ein Stern geformt sind (wie etwa in Abbildung 3.2 zu
sehen ist).

Wir benotigen auflerdem ein Hilfsresultat, das wir hier nicht beweisen werden, da der
Beweis duflerst technisch ist und nicht wesentlich zum Versténdnis der wichtigen Aspekte

dieser Arbeit beitrégt (siehe [6, S.201f]).
Lemma 3.18. Sei (2 C R"™ offen, beschrdnkt und 0 lipschitzstetig, dann gilt:

(i) Es gibt eine endliche Familie {S; | 1 <i < n} von offenen, sternformigen und lip-
schitzstetigen Mengen, sodass Q = J;_, ;.

(i) Fir jede Teilmenge K C Q mit positivem Majs existiert eine Konstante Cx > 0,
die nur von Q und K abhdngt, sodass

[l 20y < Crellull 2y + 1Vl -1

fiir alle w € L*(Q) gilt.
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Als letztes Hilfsresultat benotigen wir noch ein hinreichendes Kriterium dafiir, dass eine
Funktion in L?(Q) liegt, wenn wir wissen, dass sie lokal quadratintegrierbar ist, also in
L2 (Q):={ueD(Q) | ue L*K) fiir alle kompakten K C Q} liegt.

loc

Lemma 3.19. Sei Q2 C R"™ offen, beschrdnkt und zusammenhdngend und 0S) lipschitzste-
tig. Gilt
u € L (Q) und Vu € [H Q)] (3.9)

loc

so gilt u € L*(9).

Beweis. Definiere als X die Menge aller Funktionen u, die (3.9) erfiillen. Fiir eine
beliebige kompakte Teilmenge K C €2 mit positivem Mafl und u € X definieren wir

lull e = Nlull 2y + [IVull 10y
Man iiberzeugt sich leicht davon, dass ||-||, eine Norm auf X ist. Aus Lemma 3.18 (ii)

folgt, dass ||| und ||| 12y dquivalent auf L*(2) sind. Es ist also L*(Q2) versehen mit

||l x ein Banachraum. Somit bleibt zu zeigen, dass L*(Q) beziiglich ||| dicht in X ist.
Betrachte zunéchst eine offene Menge €2, die sternférmig beziiglich w € €2 ist. Man muss
nun das Koordinatensystem so verschieben, dass w der Koordinatenursprung ist. Fiir
6 > 1 lassen sich die Distributionen auf €2 durch eine Koordinatentransformation auf 652
erweitern. Fiir eine hinreichend glatte Funktion ¢ auf 2 definiert man diese als

wo(x) 1= p(x/0).
Diese Koordinatentransformation lasst sich durch
<U9, SD>D/(QQ) = 971 <U, (’01/9>D’(Q) ’ \V/(,D € D/<GQ)

auf eine Abbildung u € D'(2) — up € D'(62) erweitern. Diese Transformation hat
gewisse Eigenschaften, die fiir unsere Zwecke interessant sind. Mit der (distributionellen)
Kettenregel erhilt man zunéchst

Vug = 5(Vu)g, Yue D'(Q).
Des Weiteren folgt aus limg\ ; (ug — u, ¢)p, = 0 fiir alle ¢ € D(2), dass fiir 6 \, 1
Jug — ul| ;2 — 0, Vu € L*(),
|ug — ull s — 0, Yue€ H(Q).

Dies folgt, da die Testfunktionen dicht in L? und H} sind. Damit gilt limgs; (ug — u, ) =
0 fiir alle ¢ aus L? und H} im L*- beziehungsweise H ~'-Sinn, sofern ug—u in L? respektive
H™! liegt.

Zuletzt gilt fiir u € X, dass ug € L*(Q) fiir § > 1, da in diesem Fall ug € L2 _(09) und Q
eine kompakte Teilmenge von 62 ist. Mit diesen Eigenschaften gilt nun fiir v € X, dass

Jug — ull i = llue — “HL?(K) + [V (up — U)HH—I(Q) — 0
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fiir 0 N\, 1. Somit existiert fiir alle u € X eine Folge aus L*(Q), die gegen u konvergiert.
Damit haben wir im Fall einer sternférmigen Menge die Dichtheit von L?*(€) in X gezeigt.
Fiir den Fall einer allgemeinen lipschitzstetigen Menge €2 reicht es, anzumerken, dass sich
diese wegen Lemma 3.18 (i) als endliche Vereinigung sternférmiger Mengen schreiben
lasst, fiir die die Behauptung jeweils gilt. O

Schlieflich kénnen wir das klassische Stokes’sche Theorem 3.16 auf H (rot 0)-Funktionen
verallgemeinern. Dazu fiigen wir die Ergebnisse, die bis jetzt gesammelt wurden zusam-
men (siehe [6, S.31f]).

Satz 3.20. Sei Q C R3 eine offene, beschrinkte und einfach zusammenhdngende Menge
mit Lipschitzrand. Es ist u € H(rot 0) genau dann, wenn es eine - bis auf eine Konstante
eindeutige - Funktion ¢ € H*(Q) g¢ibt, sodass

u=Vo

qgilt.

Beweis. Gibt es eine Funktion ¢ € H'(2), sodass u = V¢, ergibt eine einfache Rechnung
rotu = rot V¢ = 0.
Fiir die andere Richtung zeigt man zuerst, dass unter den getroffenen Voraussetzungen

u = Vo fiir ein ¢ € L} _(Q) gilt und wendet dann Lemma 3.19 an, um zu zeigen, dass

¢ € L*()). Damit gilt ¢ € H'().
Da Q lipschitzstetig ist, gibt es eine Folge lipschitzstetiger Mengen (£2;)2,, sodass 2; C Q;

fiir ¢« < 7 und
Q=]
i=1

Sei nun . € D(R?) fiir € > 0 ein Mollifier. Das heifit, es gibt eine nichtnegative Funktion
¢ € D(R?) mit Tréger in B;(0) und

/ pdx =1,

pe(x) = Hp(%).

Bezeichne weiter mit @ die Fortsetzung von u durch Null auf ganz R3. Fiir die Faltung
mit dem Mollifier o, gilt bekannterweise 1 * . € D(R?) und

rot (0 * @) = rot o * @,
lim(@* p.) =u in L*(R?).

e—0

Wahlt man € nun so klein, dass

U B.(z) C Q

Z‘GQk
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fiir festes & > 1, so gilt rot (@ * ¢.) = 0 in €. Nach dem Satz von Stokes, Satz 3.16, gibt
es eine Funktion ¢. € C?*() C H (), sodass 1 * . = V¢, auf Q. Nach den oben
genannten Glittungseigenschaften des Mollifiers gibt es ein ¢, € H'(€) mit

lim¢. = ¢ und u = Ve¢y
e—0

auf Q. Dieser Grenzwert ist eigentlich im Sinne von H'(Q)/R aufzufassen, was hier aber
nicht explizit angeschrieben wird.

Nun gilt Vo = Vi1 auf €, woraus folgt, dass ¢ — @1 konstant auf €2 ist. Die ¢
sind aber nur bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt. Diese kann man fiir alle £ > 1
so withlen, dass die Differenz ¢y, — ¢p.1 auf €, verschwindet. Es ist aber Q, kompakt und
o € L*(). Damit existiert eine Funktion ¢ € L2 (Q2), die u = V¢ € L*(Q) C H'(Q)

erfiillt. Nach der Argumentation vom Beginn des Beweises, ist damit die Behauptung
gezeigt. U

Bemerkung 3.21. L&sst man die Einschriankung an {2 aus Satz 3.20, einfach zusam-
menhéngend zu sein fallen, ergibt sich wie bereits erwéhnt eine leicht abgeédnderte Dar-
stellung fiir H(rot 0). Wir wollen hier ein physikalisch motiviertes Beispiel betrachten, um
aufzuzeigen, welche Unterschiede sich dann ergeben (vergleiche [2, S.524] und [4, S.219]).

Betrachte eine zylinderformige Menge Q := [B¥°(0) \ {(0,0)}] x (0,1), wobei die Koor-
dinaten so benannt werden, dass die Zylinderachse mit der z-Achse zusammenfillt, wie
in Abbildung 3.3 dargestellt ist. Ein gleichféormiger Strom entlang der z-Achse wiirde ein
magnetisches Feld erzeugen, das in §2 proportional zu

B(X) = \/QC;TyQ(yJ —Z, 0>T

ist. Da der erzeugende Strom nicht in €2 enthalten ist, schreiben sich die magnetostatischen
Maxwellgleichungen hier als

rot B =0,
divB = 0.

Es gilt also B € H(rot0) N Hy(div 0) in €2. Der Zylinder hat aber ein Loch, sodass dieser
nicht mehr einfach zusammenhéngend ist und sich Satz 3.20 nicht unmittelbar anwenden
lasst. Nimmt man aber den Schnitt ¥, := (—1,0) x {0} x (0, 1) aus dem Zylinder aus, so
1st

(02 =) \ 21

cinfach zusammenhéngend. In € ist nun ¢(x) := arctan(¥) so, dass
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Abbildung 3.3: Links ist eine Darstellung der Situation aus Bemerkung 3.21 (der Schnitt
ist rot dargestellt). Man beachte, dass die z-Achse aus dem Zylinder aus-
genommen ist. Rechts ist das zugehorige Potential ¢(x,y) geplottet.

Da ¢ aber genau im Bereich des Schnittes ¥; einen Sprung aufweist, wie in Abbildung
3.3 zu sehen ist, kann dieses Potential nicht in H'(Q) liegen.
Bei ndherer Betrachtung stellt sich heraus, dass

A¢p =divB
_ 1 o T 1 . i T
= V\/m (—y,2,0)" + \/Wdlv( y,,0)
_ —wytmy
Var?
in Q und mit dem &uBeren Einheitsnormalenvektor n = —— (z,y,0)T auf 00Q

12+y2

Tn<v¢> = V(b . n|aQ = B . n‘aﬂ — —yr+Iy _ O

2 +y2

gilt. Nehmen wir hier noch den konstanten Sprung von ¢ und den trivialen Sprung
[Vé-n]g,=1-n—1-n=0

von V¢ an ¥; hinzu (wobei hier n hier den Normalenvektor an ¥; bezeichnet), erfiillt ¢
offensichtlich die Differentialgleichung

A¢ =0, in €,
T.(V¢) =0, auf 09,

[¢] ¥ = COIlSt,

[V¢ : H]El =0.
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In der Tat lésst sich in dieser Situation das orthogonale Komplement von VA in H (rot 0)
als H(rot 0)N Hy(div 0) schreiben und durch Gradienten von Funktionen charakterisieren,
die diese Differentialgleichung erfiillen. Dies wird im néchsten Unterabschnitt behandelt.
Hierbei ist VH! := {Vu | u € HY(Q)}, rot [H']? ist analog definiert.

Fiir H(div 0) ergibt sich eine dhnliche Situation, wenn man die Einschrénkungen von Satz
3.14 fallen lasst, dass die Randintegrale verschwinden miissen. /

3.3.3 Zerlegung unter allgemeineren Voraussetzungen

Der Vollstandigkeit halber soll nun erwidhnt werden, wie die Zerlegungen aussehen, wenn
der betrachteten Menge €2 die Einschréinkungen aus Satz 3.14 und 3.20 nicht mehr aufer-
legt werden und von €2 nur mehr Offenheit, Beschrénktheit und Zusammenhang gefordert
werden. Da dies fiir die noch folgenden Beispiele nur bedingt von Bedeutung ist, werden
die entsprechenden Ergebnisse hier nur zitiert (siehe [4, S.219/222]). Hier wird zusétzlich
noch angenommen, dass der Rand eine C?-Mannigfaltigkeit ist, also statt durch lipschitz-
stetige, durch zweimal stetig differenzierbare Funktionen parametrisiert werden kann. Mit
den eben definierten Bezeichnungen VH! und rot [H']? gilt der folgende Satz.

Satz 3.22. Sei Q C R? offen, beschrinkt und zusammenhingend. Dann gilt

H(rot0) = VH' @ o,
H(div0) = rot [H']* @ Hy,

mit den Funktionenrdumen

H,ot := H(rot0) N Hy(div0),
Haiy 1= Ho(rot 0) N H(div0).

Fiir diese gilt mit der Notation aus Unterabschnitt 3.3.1 dimH,o, = J und dim Hg;, = 1.

Funktionen aus H(rot) und H(div) lassen sich also in diesem allgemeinen Fall durch
eine Summe von einem Vektor-, oder Skalarpotential und einem Rest aus den Riaumen
H,o und Hg;, darstellen. In dieser Darstellung ist eine Vorgehensweise analog zu der in
Abschnitt 1.2 nicht mehr méglich und man erhélt in dieser Form keine Gleichungen fiir
die elektromagnetischen Potentiale mehr.

In diesem Fall lisst sich jedoch eine Zerlegung des L?(€2) in eine orthogonale Summe
beweisen (siehe [6, S.40f]): Fiir jede Funktion u € [L?*(Q2)]® existieren ¢ € H'(Q2)/R und
A € [H'(Q)]? mit TA, =0 auf Ty und T' Ay, = const auf T; fir k =1,2,3und 1 <i < I,
sodass

u=V¢+rotA.
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Diese Zerlegung findet vor allem bei Problemstellungen in der Strémungsmechanik An-
wendung und ist dort Grundlage von numerischen Algorithmen. Fiir eine diesbeziiglich
weiterfithrende Betrachtung sei auf [6] verwiesen.

Bemerkung 3.23. Wie in Bemerkung 3.21 angedeutet, kénnen die Funktionenrdume
H,t und Hy;, auch durch die Menge aller Gradienten V¢ von Funktionen ¢ identifiziert
werden, die Losungen bestimmter Differentialgleichungen sind. Diese sollen durch folgen-
des Schema dargestellt werden (mit ¢, € HY(Q) und ¢ € H'(Q)). Hierbei wird unter
den Mengen von Gradienten V¢ aufgelistet, welche Eigenschaften die Funktion ¢ fiir den
jeweiligen Raum erfiillen muss:

Hrot - {Vle} : Hdiv = {V¢2} :
A¢y = 01in Q, Agy =01in Q,
T, (V1) = 0 auf 09, T¢y = const auf T'; fiir 0 <i <1,

[p1]s, = const fiir 1 < j < J,
[Vér - mls, =0 fiir 1 < j < J.

Diese Gleichungen haben nur dann Loésungen, die nichttriviale Gradienten besitzen, falls
J, I > 0, womit die Aussage iiber die Dimension von H,,; und Hy;, aus Satz 3.22 plausibel
wird. Dies soll hier natiirlich nur zur Motivation und nicht zum Beweis dienen. Eine
eingehendere Diskussion dieser Funktionenrdume findet man etwa in [4, ch.IX, Part A],

oder in [1]. /

In dem Fall, dass die betrachtete Menge 2 unbeschrinkt ist ergibt sich eine zu Satz
3.22 analoge Situation. Hier soll ebenfalls nur eine kurze Darstellung gegeben werden, die
entsprechenden Resultate findet man in [4, S.228-232].

Eine Zerlegung von W(Q) fiir eine umbeschrinkte Menge Q erhilt man, wenn Q°, also
das Komplement des Abschlusses der betrachteten Menge €2, die Voraussetzungen von
Satz 3.22 erfiillt. Die erhaltene Zerlegung ist analog zu der aus Satz 3.22, jedoch tritt an
die Stelle des Raumes H! der zu unbeschrinkten Mengen gehdrende Sobolevraum W!:

H(rot0) = VW' @ H,yy,
H(div0) = rot W' @ Hy;, .

Einzig die Aussage iiber die Dimensionen von Hy;, und H,. gilt hier nicht mehr. Aufler-
dem muss beachtet werden, dass auch in den deﬁgierenden Gleichungen der Réiyme H, ot
und Hg;, in Bemerkung 3.23 statt H*(2) und H'(€2) die Riume W1 (Q2) und W () treten.

Die Voraussetzungen fiir diese Zerlegungen werden insbesondere vom gesamten R? erfiillt.
Dieser ist einfach zusammenhéngend und hat keinen Rand. Deshalb entfallen bei den Zer-
legungen die zusétzlichen Raume H,; und Hy;, und es kann eine sehr einfache Charak-
terisierung angegeben werden, die bei den Beispielen des néchsten Kapitels Anwendung
findet.
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Satz 3.24. Sei u € [L*(R?)]?.

(1) Wenn rotu = 0 gilt, dann existiert ein eindeutiges Potential ¢ € W(R?), sodass
u=Vo.

(1i) Wenn diva = 0 gilt, dann exzistiert ein Vektorpotential A € [W'(R?)]3, sodass
u =rot A. Das Vektorpotential ist eindeutig, falls div A =0 gefordert wird.

Zuletzt kann noch der Fall betrachtet werden, dass die Menge (2 nicht zusammenhéngend,
sondern eine endliche Vereinigung offener, zusammenhéngender und beschrankter Mengen
ist, lasst sich auf Satz 3.22 zuriickfiithren. Dieser Fall ist fiir die Betrachtungen in Kapitel
4 ebenfalls nicht von Bedeutung und bietet zudem wenig zusétzliche Einsichten, hierzu
sei auf die Literatur (etwa [4, ch.XTI §1]) verwiesen.
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4 Existenz und Eindeutigkeit von
Losungen konkreter Probleme

In diesem Kapitel werden wir einige hiufig auftretende Probleme betrachten. Der Uber-
sichtlichkeit halber werden wir uns auf elekrostatische Phéanomene beschrianken, fiir die
Magnetostatik gelten analoge Resultate, wenn statt der Ladungsverteilung p eine Strom-
verteilung j mit divj = 0 betrachtet wird. Dies soll die Anwendung der erarbeiteten
Methoden an Beispielen verdeutlichen. Dabei orientieren wir uns an [4, Ch. XI, §2].

Zunichst werden wir in Abschnitt 4.1 das Problem einer Ladungsverteilung im Vaku-
um betrachten, um die Grundziige der in Abschnitt 2.1 vorgestellten Losungsmethode,
angewandt auf elektromagnetische Probleme, zu verstehen. Danach soll in Abschnitt 4.2
speziell auf Randbedingungen eingegangen werden. Zuletzt beschéftigt sich Abschnitt 4.3
mit dem Problem elektrischer Ladungen in Anwesenheit von dielektrischer Materie.

4.1 Feld einer Ladungsverteilung im R?

Wir wollen uns nun mit dem einfachsten der elektromagnetischen Probleme befassen,
dem einer gegebenen elektrischen Ladungsverteilung im Vakuum, das den ganzen R3
ausfiillt. Dieses Problem sei mit (P1) bezeichnet. Rufen wir dazu die Maxwellgleichungen
in Erinnerung, die sich fiir unser konkretes Problem als

rotE=0 in R?, (4.1)
divE = 47p in R? (4.2)

mit gegebener Ladungsverteilung p € W~1(R?) schreiben lassen. Weiter schrinken wir
ein, dass wir nur Losungen mit endlicher Energie betrachten, was konkret bedeutet, dass

(siehe [2, S. 434])
1

s /s |E]? dx < oc. (4.3)

Eine etwaige Losung dieses Problems muss also wegen (4.3) in L?*(R?) liegen. Zusam-
men mit (4.1) erhalten wir, dass eine Losung, falls sie existiert aus H(rot0) sein muss.
Aufgrund der Charakterisierungen aus dem letzten Kapitel konnen wir nun die schwache
Formulierung von (P1) aufstellen.
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Lemmad4.1. Fir jede Losung E € H(rot0) von (P1) existiert genau eine Funktion
¢ € WLHR3), die

Vo Vi dx = —4m (p, )y fiir alle p € W(R?) (4.4)
R3

erfiillt. Umgekehrt gilt fiir jede Funktion ¢ € W1(R3), die (4.4) erfiillt, dass ihr Gradient
V¢ =: E das Problem (P1) lost.

Beweis. Sei E € H(rot0) so, dass (P1) erfiillt wird. Nach Satz 3.24 existiert ein eindeu-
tiges ¢ € W1(R3), sodass E = V. Gleichung (4.2) wird damit zu

A¢ = 4mp.

Multiplizieren wir diese Gleichung mit einer Testfunktion 1) € D(R?) erhalten wir

[ @op ax=— [ Vo v6 dx=ar (o)

indem wir im ersten Schritt den Integralsatz von Gaufl angewendet haben. Da nach De-
finition die Testfunktionen dicht in W, (R3) = W' (R3) liegen, gilt diese Gleichung auch
fiir alle ¢ € W(R3), womit ¢ (4.4) erfiillt.

Fiir die andere Richtung betrachten wir ein ¢ € W(R?), das (4.4) erfiillt. Damit gilt
sofort V¢ € L*(Q). Weiter gilt aufgrund der Vertauschbarkeit distributioneller Ablei-
tungen rot V¢ = 0. Zuletzt lassen sich die Schritte aus dem ersten Teil des Beweises in
umgekehrter Reihenfolge durchfithren, um auf div V¢ = 47p zu kommen. O

Wir haben also die schwache Formulierung von (P1) gefunden: Finde ¢ € W1(IR?), sodass
(4.4) gilt. In dieser Formulierung gilt

alov0)i= [ Voo Ve dx
F() i= —4r (p, ¥y

fir ¢, € WHR?). Nun bleibt noch zu zeigen, dass die schwache Formulierung eine
eindeutige Losung besitzt.

(4.5)

Satz 4.2. Fiir p € W=1(R3) emistiert eine eindeutige Funktion ¢ € W1 (R3), sodass

/ Vo - Vi dx = —4m (p, ) - fiir alle ¢ € WH(R?).
R3
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Beweis. Wir wollen das Lemma von Lax-Milgram anwenden. Dazu zeigen wir Steitigkeit
und Koerzivitat von a und Stetigkeit von F' aus (4.5):

@) < [ 196- V0l dx <[99l 19002 = el ol
alov0) = [ | 1Vo dx =10}

[E ()] = 4n ] {p, ¥y | <47 llpllyy— ([0l

fiir ¢,9 € W1(R?). Nach Satz 2.21 reicht dies aus, um die Voraussetzungen vom Lax-
Milgram Lemma, 2.3, nachzupriifen. Somit folgt aus diesem die Aussage des Satzes. [J

Satz 4.2 zusammen mit Lemma 4.1 garantieren also die eindeutige Losbarkeit von (P1),
sofern die Ladungsverteilung aus W~!(R?) stammt. Man beachte, dass vor allem Punktla-
dungen, die in der Physik haufig betrachtet werden, nicht in diesem Raum liegen. Punkt-
ladungen werden also von dieser Theorie mathematisch nicht erfasst.

Zuletzt sei noch bemerkt, dass fiir eine gegebene Stromverteilung j € [W~1(R?)]® mit
divj = 0 das zugehorige magnetostatische Problem mit analoger Argumentation gelost
werden kann. Der Hilbertraum, der in der schwachen Formulierung verwendet wird, ist
hier die Menge {A € [W!(R?)]? | div A = 0}, denn Satz 3.24 liefert fiir jedes magnetische

Feld B mit endlicher Energie
1
— [ IB] dx,
8 R3
fiir das divB = 0 gilt, ein eindeutiges Potenzial aus diesem Raum. Die entsprechende
Bilinearform ist

a(A,A) = (rot A,rotA) ,

L2
was wegen rot rot = Vdiv — A und div A = 0 wiederum auf analoge Gleichungen fiihrt.

4.2 Feld in einem Hohlraum

Nun wollen wir ein Problem betrachten, das nur auf einer beschrankten Menge gestellt
ist, wodurch Randbedingungen hinzukommen. Sei dazu 2 eine offene, beschrinkte und
einfach zusammenhiingende Teilmenge des R?® mit zusammenhingendem Lipschitzrand.
Wir nehmen an, dass diese Menge durch ein nicht ndher spezifiziertes Medium begrenzt
ist, auf dessen Oberfliiche, die an  grenzt, sich eine Flichenladung p; € H~Y/2(99Q)
befindet, die (pf,1),-1. = 0 erfiillt. Es kénnte sich hierbei etwa um ein polarisiertes,
elektrisch neutrales Medium handeln (es werden Ladungen nicht hinzugefiigt, oder weg-
genommen, sondern nur verschoben). 2 selbst sei mit Vakuum und einer Ladungsdichte
p € L*(Q) mit [, p dx = 0 ausgefiillt. Dieses Problem bezeichnen wir mit (P2).
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Die Randbedingungen aus Unterabschnitt 1.3.1 lassen sich wegen des Spursatzes 3.9 fiir
H(div) durch den Spuroperator ausdriicken. Die Gleichungen fiir (P2) lauten damit:

rot E=0 in €2,
divE =4mp in Q, (4.6)
T,E = 4mp; auf 0€.

Zusammen mit der Einschrénkung, dass die Energie endlich sein muss, erhalten wir wie-
derum E € H(rot0). Das Potential, das wir erhalten werden, ist wegen der Beschranktheit
der betrachteten Menge und der Randbedingung, die nur etwas iiber die Ableitung aus-
sagt, nur bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt. Der Hilbertraum der schwachen
Formulierung ist also H'(Q2)/R, wir werden aber im Folgenden Elemente ¢ + R daraus
mit einem Reprisentanten ¢ identifizieren, um die Ubersichtlichkeit zu wahren.

Lemma4.3. Fir jede Losung E € H(rot0) von (P2) existiert genau eine Funktion
¢ € H'(Q)/R, die

/ VoV dx =4m (pp, T) yy-1/s — A7 (p, ) 2 fiir alle p € H'(Q)/R (4.7)
Q

erfillt. Umgekehrt gilt fiir jede Funktion ¢ € H'(Q)/R, die (4.7) erfiillt, dass ihr Gradient
V¢ =: E das Problem (P2) lost.

Beweis. Da E € H(rot0) und € als einfach zusammenhingend angenommen wurde,
folgt aus Satz 3.20 zuniichst die Existenz eines eindeutigen ¢ € H'(Q2)/R, sodass E = V¢.
Wir erhalten also wegen (4.6)

A¢ = 47p.

Multiplizieren wir dies mit einer Funktion ¢ € D(£2) und integrieren iiber €2, kénnen wir,
weil wir divE = 47p € L*(Q), also E € H(div), vorausgesetzt haben, den verallgemei-
nerten Green’schen Integralsatz (3.2) anwenden. Dies liefert

(V¢a v¢)L2 + (A¢7 w)ﬁ - <Tn(V¢), T¢>H71/2

und nach Einsetzen der Differentialgleichungen fiir das Problem (P2)

(V¢7 v¢)L2 =dm <pf7 T¢>H*1/2 —dr (p7 1/})L2 :

Dies gilt aufgrund der Dichtheit von D(Q) in H'(Q) auch fiir alle 1y € H'(2), womit der
erste Teil der Behauptung gezeigt ist. Die andere Richtung folgt wieder analog zu Lemma
4.1 und indem man diese Schritte riickwérts nachvollzieht. U

Die schwache Formulierung von (P2) lautet also: Finde ¢ € H'(Q)/R, sodass (4.7) gilt.
Mit den Bezeichnungen aus dem Satz von Lax-Milgram gilt

ald, ) = /Q V- Vi dx,
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F(¢) = 4w <pf7T¢>H—1/2 —4r (p7 w)LQ .

Damit lésst sich die Losbarkeit zeigen.

Satz 4.4. Fiir p; € HV/2(0Q) und p € L*(Q) existiert eine eindeutige Funktion ¢ €
HY(Q)/R, sodass

/ Vo -V dx =4m (pp, TV) i1/ — 47 (p, ) 2 fiir alle p € H'(Q)/R.
Q

Beweis. Die Stetigkeit und Koerzivitdt der Bilinearform wurden schon im Beweis von
Lemma 3.13 gezeigt. Nun miissen wir zunéchst iiberpriifen, dass das Funktional F' wohl-
definiert und stetig ist. Die Wohldefiniertheit folgt aus den Voraussetzungen fiir Ladungs-
dichte p und Fléchenladungsdichte ps (mit ¢ € R):

F(p+c)=4m{pp, T( + ¢)) porjo — 47 (p, 10 + ¢) 12
= F() +4mc(ps, 1) yorpe — 4me (p, 1) 2 (4.8)
= F(¢).

Die Stetigkeit des Funktionals folgt mit der Stetigkeit des Spuroperators:

[E(O) < 4nllpsll -2 1Tl e + ol 2 1901l 22)
<A (Cllogl -1 101 + ol g2 19011 2)
< AT(Cllpsll =i + llollg2) 1400 g -

Da diese Abschitzung fiir alle ¢ in einer Aquivalenzklasse von H'(Q)/R gilt, gilt diese
auch fiir das Infimum der Funktionen aus der Klasse, also auch fiir die Quotientennorm
|4l g1 /g von 0. Mit dem Lemma von Lax-Milgram folgt die Behauptung. O

Wiederum haben wir hier die eindeutige Losbarkeit von (P2) gezeigt, falls Flichenla-
dungsverteilung und Ladungsverteilung ladungsneutral sind. Der entsprechende magne-
tostatische Fall ist wieder analog zu behandeln, wobei die Flachenstromdichte zusétzlich
die Kontinuitétsgleichung auf der Oberfliche und die betrachtete Menge €2 die Voraus-
setzungen von Satz 3.14 erfiillen muss.

Natiirlich sind die Voraussetzungen, die hier an die Quellterme gestellt wurden sehr re-
striktiv (wir hatten auch fordern kénnen, dass (pg, 1) ;-1 = (p,1),2, wie man in (4.8)
sieht). Das ist aber in diesem Fall notwendig, um mit der in dieser Arbeit vorgestellten
Methode die Losbarkeit zeigen zu kénnen. Im Nachwort wird auf dieses Problem noch
einmal kurz eingegangen.
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4.3 Feld in Anwesenheit dielektrischer Materie

Zuletzt betrachten wir noch eine Kombination aus den vorigen Problemen und beziehen
noch dielektrische Materie mit ein. Dazu sei eine beschréankte und offene Teilmenge €2y
von R? gegeben. Zusitzlich sei das Innere des Komplements mit Q := (2§)° bezeichnet.
Diese beiden Bereiche sollen von perfekten dielektrischen Medien ausgefiillt sein, mit
Dielektrizititskonstanten 1,9 > 0. Weiter wird an der Grenzfliche I' = 0€2; = 025 eine
Flichenladungsdichte p; € H~1/2(T") vorgegeben. Dies sei Problem (P3).

Aus den beiden vorhergehenden Abschnitten und mit den linearen Materialgesetzen
(1.11), die fiir perfekte dielektrische Medien gelten, ist nun klar, wie die Gleichungen
in diesem Fall aussehen:

rot E=0 in R3,

div(e;E) =0 in Q,

div (e2E) =0 in g,

T (e2E) — T, (e1E) = 4mpy auf I

Wiederum zusammen mit der Annahme endlicher Energie folgt

8
|2, € ——r— (—51 E dx+ 22 | |BJ? dx) < o0,
min(eq, €2) \ 87 Jq, 87 Ja,

wobei der Ausdruck in der Klammer die Energie in diesem Fall ist. Somit gilt E € L?(R?)
und E € H(rot0) im gesamten R3.

Lemma4.5. Fir jede Losung E € H(rot0) von (P3) existiert genau eine Funktion
¢ € WLR3), die

£ / Vo -V dx+eg | VoV dx =41 (ps, TY) s fiir alle p € WHR?)  (4.9)
Q1

Qo

erfillt. Umgekehrt gilt fiir jede Funktion ¢ € WY1(R3), die (4.9) erfiillt, dass ihr Gradient
V¢ =: E das Problem (P3) lost.

Beweis. Der Beweis verlauft sehr analog zum Beweis von Lemma 4.3. Wiederum liefert
Satz 3.24 die Existenz eines Potentials ¢ € W!(R3), woraus mit dem verallgemeinerten
Green’schen Integralsatz (3.2) die Gleichheit

51/ V¢ - Vi dx+52/ Vo -V dx =4 (ps, T) ;y1)2
Ql Q2

fiir alle vp € W1(Q) folgt. Die umgekehrte Richtung erhilt man durch Umkehr dieser
Beweisschritte, wobei hier sukzessive das Potential ¢ erst aus D(€2;) und dann aus D(€s)
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gewahlt werden muss, damit die Divergenzfreiheit auf €2; und €2, separat gezeigt werden
kann. O

Die schwache Formulierung lautet hier: Finde ¢ € W'(R?), sodass (4.9) gilt. Es ergibt
sich eine unwesentlich kompliziertere Situation, als in den vorausgegangenen Problemen:

a(¢, ) ==¢e1 | V-V dx+e [ Vo Vi dx,

Ql QE

F() = 47 {pr. T) 1y

Wie gehabt, kann damit leicht die Losbarkeit bewiesen werden.

Satz 4.6. Fiir p; € H-Y/2(0N) existiert eine eindeutige Funktion ¢ € H'(Q), sodass

51/9 Vo -V dx+62/Q Vo -V dx = 4n {pp, T) /o fiir alle p € H'(Q).

Beweis. Wir miissen wieder die Voraussetzungen des Lemmas von Lax-Milgram iiber-
priifen. Fiir die Bilinearform gilt

|a(¢, ¥)| < max(er, £2) [Vl 2 [Vl L2,
CL<¢’ ¢) Z min(‘glagQ) ||v¢||312 )

woraus die gewiinschten Eigenschaften mit der Aquivalenz von ||, und [|||;; auf W*(Q)
folgen. Fiir das Funktional erhalten wir wegen der Stetigkeit des Spuroperators

[E() =47 oy, T) yrr2 < AT [l ogll v 191l -

Damit sind die Voraussetzungen erfiillt und die Behauptung gezeigt. U

Sind die Vorbereitungen also erst erledigt, folgen Losbarkeits- und Eindeutigkeitsaussagen
fiir verschiedene Probleme relativ schnell. Die in diesem Kapitel behandelten Beispiele
decken schon einen beachtlichen Teil aller im statischen Elektromagnetismus héufig auf-
tretenden Probleme ab. Weitere Probleme, die eine Kombination aus den eben gegebenen
Beispielen sind, lassen sich natiirlich analog l6sen.
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Nachwort

Es féllt natiirlich auf, dass wir einiges an Arbeit in Vorbereitungen investieren mussten,
um Aussagen zu erhalten, die fiir einen Physiker nur bedingt interessant sind. Ein Physiker
mag mit einer nicht ganz so stringenten Arbeitsweise in vielen Situationen schneller zu
einem befriedigenderem Ergebnis kommen, es muss aber hierbei beachtet werden, dass
dieses aufgrund der fehlenden mathematischen Strenge eventuell falsch oder unbrauchbar
sein kann. Es muss daher oft ein Mittelweg aus beiden Ansétzen gefunden werden. Hier
wurde aber nur auf die mathematische Betrachtungsweise eingegangen.

In dieser Arbeit konnte deshalb und aufgrund des geringen Umfangs natiirlich nur ein
sehr kleiner Teil der praxisrelevanten Fragestellungen behandelt werden. Eine Frage, die
sich nach dem erfolgreichen Nachweis der Existenz einer Losung unmittelbar stellt, ist
die der Regularitéit der Losung bei gegebenen reguldren Daten. Dieses Thema wurde hier
komplett ausgelassen, eine umfangreiche Darstellung der Regularitéit der in Abschnitt 3.3
angegebenen Zerlegungen findet sich etwa in [4, ch.IX.A §1.4].

Wie in Abschnitt 4.2 angesprochen, sind die Voraussetzungen, die gestellt werden miissen,
um im Rahmen der hier entwickelten Theorie eine Losung zu garantieren, oft sehr restrik-
tiv. Das resultiert aus der Kombination von Poissongleichung und Randwerten fiir die
Ableitungen, die mit dem Lax-Milgram Lemma mitunter sehr miithsam zu behandeln ist.
Ein anderer Zugang ist die Formulierung als sogenanntes Sattelpunktproblem. Dadurch
lassen sich anscheinend die hier betrachteten Gleichungen fallweise um einiges besser be-
handeln als mit der Lax-Milgram Methode. Zusétzlich werden weniger Voraussetzungen
an das reale Problem benotigt. Dieser Zugang wird etwa in [6, §4.2] vorgestellt.

Generell lassen sich noch viele weiterfithrende Aussagen, vor allem Einbettungsaussagen
tiber die Funktionenraume H(div) und H(rot) und diverse Unterrdume beweisen. Diese
sind fiir numerische Betrachtungen interessant, insofern sie die Auswahl der verwende-
ten numerischen Losungsmethode und deren Konvergenzraten beeinflussen. Fiir solche
Betrachtungen sei auf [4, ch.IX.A §1] und [6, ch.I §2,83] verwiesen.

Zuletzt sei noch erwahnt, dass es in der Potentialtheorie neben der Losung mittels Lax-
Milgram auch noch eine Integraldarstellung fiir viele Probleme gibt, die sich auch oft
sehr gut zur numerischen Berechnung eignen. Dieses Thema wird etwa in [5, ch.XI.B §2]
angeschnitten.
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