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Kapitel 1

Einleitung und Grundlagen

Ziel dieser Arbeit ist die sogenannte Helmholtz-Hodge-Zerlegung vorzustellen. Hierbei
handelt es sich um eine orthogonale Zerlegung des Hilbertraumes L?*(2)", welche in einer
engen Verbindung mit Divergenz- und Rotationsoperatoren steht. Insbesondere ist dies
von Nutzen, wenn obige Operatoren in kanonischer Weise in der Problemstellung auftre-
ten (z.B. Navier-Stokes-Gleichung in der Stromungsmechanik oder Maxwell-Gleichungen
in der Elektrodynamik).

Als mathematische Grundlage dient die Vorlesung ”Partielle Differentialgleichungen”,
gelesen im Wintersemester 2015 von Prof. Anton Arnold (Skript zur Vorlesung: [Jiil3])
an der Technischen Universitdt Wien.

Im nun folgenden Teil dieses Kapitels werden die wichtigsten Definitionen, Resultate und
Hilfsmittel vorgestellt, welche als Basis fiir jegliches weitere Vorgehen zu verstehen sind.
Im Wesentlichen handelt es sich hierbei um eine kurze Zusammenfassung von Kapitel 2,
Seite 49-114 in [Nec¢12] und Kapitel 1, Seite 1-17 in [GR86].

1.1 Notation und Geometrie

Zur notationellen Vereinfachung, und um skalare von vektorwertigen Gréflen besser un-
terscheiden zu konnen, werden letztere immer fett gedruckt angeschrieben. Des Weiteren
wird vereinbart, dass fiir x € R" gilt:

n
x=(ry,...,2,)" und |z|*= me
i=1

Somit ist unter x; immer die i-te Komponente eines Vektors zu verstehen. Diese Art der
Indizierung gilt selbstverstédndlich auch, falls fiir Funktionen oder Operatoren hervorge-
hoben werden soll, dass diese aus mehreren Komponenten bestehen. Fiir Produktraume
sei hier vereinbart, dass auf diesen immer die Summennorm betrachtet wird. In gleicher
Weise gilt dies fiir Skalarprodukte und kanonische Paarungen auf Produktrdumen.
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Es wird fiir Funktionenrdume von stetig differenzierbaren Funktionen die Standardno-
tation verwendet. Dies bedeutet, dass C*#(€, ) die Menge aller k-fach Holder-stetig
differenzierbaren Funktionen von €2; nach €25 mit Exponenten p bezeichnet. In Analo-
gie wird der Raum alle k-fach stetige differenzierbaren Funktionen mit C*(Qy, Q) und
der Raum aller beliebig oft differenzierbaren Funktionen mit C'*°(€, 22) angeschrieben.
Wenn (25 entweder R oder C ist, so wird dies nicht explizit angegeben.

1.1.1 Geometrische Aspekte

Als erster wichtiger Schritt sollen nun die geometrischen Eigenschaften der zu betrach-
tenden Grundmenge ) C R” festgelegt werden. Es bezeichnet 92 den Rand von (2.

Definition 1.1.1 (C*#-Gebiet) Sei Q C R™ beschrinkt!, offen und zusammenhingend,
k€ Rund p € RY. Q heifit ein C*#-Gebiet (resp. C*-Gebiet) wenn fiir alle & € O eine
Umgebung O, und ein System orthogonaler Koordinaten ¥y, = (Yz.1,- - -, Yzn_1, Yan)' =
(Y yom)T existieren, welche folgende Eigenschaften besitzen:

i) O, ist bzgl. den neuen Koordinaten y, ein Hyperquader, das heifit es existieren
a; € RT,1=1,...,n, sodass gilt:
O ={y:—a;,<y; <a;,i=1,...,n}.

ii) Es existiert eine Funktion ¢, € C*#(0’,[—%, %]) (resp. C*(O',[-%, %])), wobei

O; ::{y’:—ai<yi<ai,i:1,...,n—1}
gilt, sodass
QNo, = {y €O, : Yzen < (bw(ygc)}v
INN Oy ={y € Op : Yzn = du(yl)},

erfiillt ist (vgl. Abbildung 1.1). Ist  ein C%'-Gebiet, so wird 2 auch als Lipschitz-
Gebiet bezeichnet.

(1.1)

@m(ym) = Yaxn Yx,n

Abbildung 1.1: Schematische Darstellung eines C*#-Gebietes

1Es ist uniiblich, in der Definition eines C**-Gebietes zu fordern, dass die betrachtete Menge
beschriankt ist. Da in dieser Arbeit nur beschrinkte Gebiete betrachtet werden sollen, wurde diese
zusétzliche Eigenschaft in Definition 1.1.1 vom Autor hinzugefiigt.
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Sei Q ein C*#-Gebiet. Anschaulich bedeutet dies, dass sich 9 lokal als Graph einer
Funktion (hier: graph ¢, in der Umgebung O, fiir jedes & € 9 ) darstellen lésst.
Wesentlich ist hierbei, dass €2 lokal einen C**-Hypographen bzgl. ¢,, bildet, daher kann
nur unterhalb von graph ¢, liegen. Diese Eigenschaft ist auch in Abbildung 1.1 ersichtlich
und wird in Definition 1.1.1 durch (1.1) gefordert.

Anmerkung 1.1.2 Definition 1.1.1 lésst sich auf mehrere Arten verallgemeinern. So kann
man die Forderung, dass {2 beschrankt ist, durch die Voraussetzung, dass 02 kompakt ist
ersetzen. Des Weiteren kann man auf die Voraussetzung, dass €2 zusammenhéngend ist,
verzichten, jedoch spricht man in diesem Fall nicht mehr von einem C*#-Gebiet, sondern
von einer C*#-Menge (siehe z.B. Definition 3.28., Seite 89f in [McL00]). O

Anmerkung 1.1.3 Sei @n(y') = (¥, ¢(y')), so bildet (O, Py)zeon einen Atlas von OS2
Aufgrund der Beschréinktheit von €2 ist 9€2 kompakt. Insbesondere impliziert dies, dass
endlich viele x;, 7 =1,..., N existieren, sodass

O; = Oy, O;::O;j, ¢ =D, j=1,...,N,

N
o c|]o;

J=1

gilt. Somit bildet schon (O;, ®;);—1 . n einen Atlas von 0. Diese Tatsache ist insofern
niitzlich, als dass man mit dem eben konstruierten endlichen Atlas leicht Normen fiir
Sobolevraume auf 02 konstruieren kann (vgl. Abschnitt 1.2.4). O

1.1.2 Lipschitz-Gebiete

Von grofler praktischen Bedeutung sind Lipschitz-Gebiete. Diese lassen im Vergleich mit
C'-Gebieten und Gebieten hoherer Ordnung ,, Ecken® zu, besitzen jedoch noch geniigend
Regularitit, sodass der nach auflen gerichtete (normierte) Normalvektor fast iiberall auf
09 existiert (vgl. Lemma 4.2., Seite 84 in [Ne¢12] ). Dieser wird hier und in allen weiteren
Kapiteln immer mit n bezeichnet.

Obwohl die Menge aller Lipschitz-Gebiete sehr reichhaltig ist, lassen sich trotzdem sehr
einfach Mengen konstruieren, welche die gewiinschten Eigenschaften nicht erfiillen. In
Abbildung 1.2 sind zwei Mengen dargestellt, welche keine Lipschitz-Gebiete sind.



T2

Q

T

(a) 21 kann im keiner Umgebung von x¢ als (b) Q9 kann fiir keinen Punkt auf der Stre-
Hypograph dargestellt werden. cke (1, x2) als Hypograph dargestellt werden.
Zuséatzlich ist (29 nicht zusammenhéngend.

Abbildung 1.2: Beispiele zu Mengen, die keine Lipschitz-Gebiete sind

Ein Lipschitz-Gebiet 2 bietet dariiber hinaus die praktische Eigenschaft, dass es sich
durch endlich viele (strikt) sternformige Lipschitz-Gebiete iiberdecken ldsst (vgl. Propo-
sition 1.1.5). Diese Eigenschaft kann sich bei der Beweisfiihrung als niitzlich erweisen (vgl.
Beweis von Lemma 3.2.8).

Definition 1.1.4. Sei (2 C R" eine Menge. Dann heifit €2 sternférmig beziiglich y, wenn
fiir alle € Q gilt:

{0+ (1-0)y,0 €[0,1]} C Q.
Die Menge € heifit strikt sternformig beziiglich y, wenn fiir alle € Q gilt:
{0+ (1—-0)y,0 €[0,1)} C Q.

(a) Eine (strikt-) sternférmige Menge (b) Eine nicht sternférmige Menge

Abbildung 1.3: Beispiele zu sternférmigen Mengen

In Abbildung 1.3a ist eine strikt sternformige Menge illustriert. Jede (strikt-) sternférmige
Menge ist insbesondere einfach zusammenhéngend, daher ist die Menge aus Abbildung
1.3b ein Beispiel fiir eine nicht sternférmige Menge.
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Proposition 1.1.5. Sei () ein Lipschitz-Gebiet. Dann existiert eine endliche und offene
Uberdeckung (O;);=1....n von € mit den Eigenschaften:

i) Q; := O0; NQ ist ein Lipschitz-Gebiet.
ii) € ist strikt sternférmig.

(vgl. Proposition 2.5.4, Seite 69 in [CDA02]).

1.2 Grundlegende Funktionenriume

Im Folgenden sollen die wichtigsten Funktionenrdume, welche in dieser Bachelorarbeit
betrachtet werden, vorgestellt werden. Obwohl vieles aus diesem Abschnitt als bekannt
angesehen werden kann, ist dies zwecks Einfithrung einer geeigneten Notation von Noten.
Sei Q C R"™ eine Menge und A" das n-dimensionale Lebesgue-Maf2. Den Ausgangspunkt
fiir alle Betrachtungen wird der Raum

L*(Q) := {v:Q—>R:/|U|2 d\" < oo}
Q

bilden. Hier und im Weiteren werden alle bendtigten Eigenschaften von L?(£2) als bekannt
vorausgesetzt. Das Skalarprodukt auf L?(Q2) wird mit

(v,w) = / vw d\",
Q

und die induzierte Norm mit ||.|| bezeichnet.

1.2.1 Testfunktionen und Distributionen

Sei @ C R™ offen und C°(2) der Raum aller beliebig oft klassisch differenzierbaren
Funktionen von 2 — R mit kompakten Trager. Der Trager einer stetigen Funktion ¢ wird
mit supp ¢ bezeichnet. Die Elemente aus C§°(§2) werden auch Testfunktionen genannt.
Fir ¢ € C3°(Q2) und einen Multiindex a € Nf sei

wobel |a| := """ | a;. Ziel ist es nun, eine sinnvolle Topologie auf C§°(2) vorzustellen.
Hierzu sei durch

Pm.x () := sup sup |[D%(x)[, m € Ny, K C Q kompakt,

la|<m xzeK

2Im Folgenden wird immer angenommen, dass alle betrachteten Mengen und Funktionen messbar
bzgl. \" sind.



eine Familie von Seminormen auf C§°(2) gegeben. Trivialerweise ist p,, x auf dem Fak-
torraum X, x = C§°(Q)/ker p,, x eine Norm und induziert somit eine Normtopolo-
gie T k. Des Weiteren sei m, x @ C5°(2) — X,k die Projektion auf die jeweilige
Aquivalenzklassen im Faktorraum. Es bezeichne 7T die initiale Topologie auf C§°(€)
beziiglich der Familie (X, i, Tm i )meNg, KO kompakt (Vgl. Abbildung 1.4).

(Xm,Ka Tm,K)

(Xﬂf(’ m,f()

(Xoier T i)

m

Abbildung 1.4: Schematische Darstellung der Konstruktion einer Topologie auf C§°(€2)
(vgl. Seite 67 in [WKB14])

Definition 1.2.6. Sei 2 C R" offen und bezeichne 7 obige Topologie auf C§°(2). Dann
sel

D(Q) := (C°(), T).

Aufgrund der Wahl der Topologie ist D(2) ein lokalkonvexer topologischer Vektorraum

(vgl. Satz 5.1.4, Seite 67 in [WKB14]). Folgende Proposition liefert eine handliche Cha-

rakterisierung fiir Konvergenz auf D(Q2):

Proposition 1.2.7. Sei 2 C R" offen. Sei (¢n)neny € D(2) eine Folge, so ist lim ¢, =
n—oo

v € D(Q) in D(R) dquivalent zu:

i) Es existiert eine kompakte Menge Ky C € mit supp ¢, C K fiir alle n € N.
i) lim pm, ok, (©n — @) = 0 fiir alle m € Ny.
n—oo

(vgl. Korollar, Seite 29 in [Yos80])

Definition 1.2.8 (Raum der Distributionen) Sei 2 C R™ offen. Der Raum der Distri-
butionen ist gegeben durch den topologischen Dualraum von D(€2) und wird mit D(Q)’
bezeichnet. Des Weiteren bezeichne (.,.) : D(Q2) x D(2) — R die kanonische Paarung
beider Rédume.

Durch
(D, ) == —1"(v, D), v e DY, p €D,



(vgl. Seite 50, Kapitel 2 in [Ne¢12]) lassen sich Differentialoperatoren auf D(2)" definieren,
wobei a € Nf} ein beliebiger Multiindex ist. Es ist hier hervorzuheben, dass die Wahl der
Topologie auf D(£2) die Stetigkeit von Differenzialoperatoren im distributionellen Sinne
impliziert.

1.2.2 Die Riaume H*(Q),k € Ny

Jede Funktion v € L?*(2) kann mittels (v,.) : D(2) — R als Distribution aufgefasst
werden. Somit ist es sinnvoll distributionelle Ableitungen von v zu bilden. Dies fiithrt zu
folgender Begriffsbildung;:

Definition 1.2.9. Sei Q C R” offen, v € L*(Q2) und « ein Multiindex. Man sagt D%v €
L?(Q), wenn,

af € L*(Q) : (D*,.) = (f,.)
gilt.

Anmerkung 1.2.10 Aufgrund des Fundamentallemmas der Variationsrechnung kann es
hochstens ein solches f geben. Fiir hinreichend glatte Funktionen kann immer die Ablei-
tung im klassischen Sinne als entsprechendes f gew&hlt werden. O

Definition 1.2.11 (Sobolevriume H*(Q),k € Ny) Sei Q@ C R" offen und k¥ € Ny. Der
Sobolev-Raum H*(Q) sei gegeben durch:

H*(Q) := {v e L*(Q) : D*v € L*(Q),|a| < k}.

Durch

(v, u) i) = Z (D%, D%)

lal<k

wird ein Skalarprodukt auf H*(Q) definiert und die induzierte Norm wird mit ||. | zx(q)
bezeichnet. Es ist hier hervorzuheben, dass H*() ein Hilbertraum ist.

Trivialerweise ist C5°(2) C H*(Q) erfiillt, jedoch ist C5°(Q2) im Allgemeinen nicht dicht
in H*(Q). Folgendes ist jedoch giiltig:

Proposition 1.2.12. Sei 2 C R" offen, so ist der Raum C=(Q) := {p|q : ¢ € C=(R")}
dicht in H*(Q), das heiBt es gilt:

HM(Q)

HYQ)=C=(@Q)

(vgl. Theorem 1.2., Seite 5 in [GR86]).



Dies motiviert, den Abschluss der Testfunktionen bzgl. ||.||x () zu betrachten.

Definition 1.2.13 (Sobolevriume HE(Q),k € Ny) Sei Q C R™ offen und k € Ny. Der
Sobolev-Raum HE(2) sei gegeben durch

HEQ) = O (@)

Eine in der Praxis sehr niitzliche Methode um festzustellen, ob ein Element v im Raum
HE(Q) liegt, liefert folgende Proposition:

Proposition 1.2.14. Sei Q C R" offen, v € H*(Q2) und o eine Fortsetzung von v auf R",
welche ¥]qe = 0 erfiillt. Gilt © € H*(R"), so folgt v € HY(Q), (vgl. Theorem 1.2., Seite 5
in [GR86] ).

1.2.3 Die Riaume H*(Q),k € R

Definition 1.2.15 (Sobolevriume H*(Q),k € RY) Sei Q C R eine offene Menge und
k € R, mit k = m + o, wobei m € Ny und o € (0,1) gelten soll. Der Raum H*(Q) sei
gegeben durch:

H Q) = {v e H™(Q) : /Q/Q |Da7|’f_) ;ﬁif(y)' da dy < oo, |a| = m} .

Ein Skalarprodukt auf H*(Q) ist durch

. [Dv(x) — D (y)|
(U, U)Hk(Q) = (U,U)HM(Q) + Z /Q/g; ’w — y|n+20' dx dy

la|=m

definiert, und die induzierte Norm wird mit [|.|| zx(q) bezeichnet. Es sei hier angemerkt,
dass die Riume H*(Q) auch fiir ein nicht ganzzahliges k, Hilbertriume beziiglich obigen
Skalarprodukts sind.

In analoger Weise ergibt sich fiir den nicht ganzzahligen Fall folgende Definition:

Definition 1.2.16 (Sobolevriume HY(Q2),k € RT) Sei Q C R” offen und k € RT. Der
Sobolev-Raum HE(2) sei gegeben durch

HE(Q) = C2(Q) :

Anmerkung 1.2.17 Proposition 1.2.12 bleibt ohne weitere Einschrankungen auch fiir £ > 0
giiltig. Um die Giiltigkeit von Proposition 1.2.14 zu gewéhrleisten muss jedoch gefordert
werden, dass € beschriankt ist (vgl. Seite 6 in [GR86]). O
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Definition 1.2.18. Sei 2 C R” eine offene Menge und k € R*. H=*(Q) sei definiert als
der topologische Dualraum von HE(2), das heifit:

H™*Q) == (HE(Q))'.

1.2.4 Sobelev-Riaume auf 0f?

Im Hinblick auf Randauswertungen jeglicher Art ist es oftmals n6tig, Sobolevraume auf
0€) zu betrachten. Zur Definition von solchen Rdumen kann man, sofern vorhanden, einen
Atlas von 0f) verwenden.

Definition 1.2.19 (Sobolevriume H*(0N2)) Sei k € Ng,s < k+ 1 und Q C R" ein
C*1-Gebiet. Unter Verwendung der Notation von Definition 1.1.1 und Anmerkung 1.1.3
ist eine Distribution v, welche auf 0f) definiert ist, genau dann ein Element des Raumes

H*(02), wenn
vod, € H? ((’); Ne, (00N Ow)) ,

fiir alle € 02 und alle Wahlmdoglichkeiten von &, und O, welche Definition 1.1.1
erfiillen, gilt.

Anmerkung 1.2.20 Eine mogliche Wahl fiir ein Skalarprodukt, mit dem H*®(9{2) zu einem
Hilbertraum wird, kann mit Hilfe jenes endlichen Atlas (O}, ®;),;=1,n aus Anmerkung
1.1.3 konstruiert werden. Fiir v,u € H*(0) sei (v, u)gs(aq) definiert durch:

N
(v, u) s (00 Z 00 5,10 ) . (0ra- (92n0,) (1.2)
O

Als wichtige Anwendung ergibt sich nun folgendes Spurtheorem:

Proposition 1.2.21 (Spuroperator) Sei Q C R™ ein C*~11-Gebiet. Der lineare Operator
7 O®(Q) — D(OQ) : v v|sa

besitzt fiir 3 < s < k eine eindeutige stetige und lineare Fortsetzung v : H*(Q2) —
H*~'/2(98)). Dariiber hinaus besitzt y eine beschriinkte Rechtsinverse (vgl. Satz 5.5, Seite
95 und Satz 5.7, Seite 99 in [Nec¢12]).

Anmerkung 1.2.22 Proposition 1.2.21 kann auf Normalableitungen verallgemeinert wer-
den. Als wesentliches Resultat sei hier der Operator

o/ ov
C>(Q2) - D(0Q) : v +— I

11



erwihnt, welcher eine stetige Fortsetzung H'(Q) — H~'/2(9Q) besitzt. Fiir den allge-
meinen Fall (Normalableitungen hoheren Grades) sei auf Satz 5.5, Seite 95 in [Nec¢12]
verwiesen. o

Zur Vereinfachung der Notation sei hier vereinbart, dass fiir v € H*(2)"™, m € N, yv als

YU = (YU1, .., YO)
aufzufassen ist.

Anmerkung 1.2.23 Fir die Praxis ist die durch (1.2) induzierte Norm oftmals ungeeig-
net. Mit Hilfe des Spuroperators v aus Proposition 1.2.21 ist es jedoch mdglich, eine
dquivalente Norm auf H*~/2(9Q) durch

||M||H’“*1/2(BQ) = Ueg}f(m ||U||Hk(ﬂ)
YU=H

zu definieren, wobei Q ein C*~11-Gebiet ist. o

1.3 Spezielle Differentialoperatoren

Im Folgenden sollen hier die wichtigsten Differenzialoperatoren im distributionellen Sinne
vorgestellt werden.

Definition 1.3.24 (Gradient) Sei 2 C R" eine offene Menge und sei v € D'(2). Der
Gradient ist definiert durch:

rad : D(Q) = D) v (22 9V '
grad : XY oz, e .

Definition 1.3.25 (Laplace-Operator) Sei €2 C R™ eine offene Menge und sei v € D'(12).
Der Laplace-Operator ist definiert durch:

A:D’(Q)—)D’(Q):vHi&.

Definition 1.3.26 (Divergenz) Sei 2 C R™ eine offene Menge und sei v € D'(Q2)". Der
Divergenzoperator ist definiert durch:

div:D'(Q)" = D'(Q) : v+ Z 81}%‘

12



Definition 1.3.27 (Rotation) Sei Q@ C R" n € {2,3} eine offene Menge und sei v €
D'(2)",n € {2,3}. Der Rotationsoperator ist definiert durch:

ov Ovy Ov Ovg Ov ov
. / 3 / 3. 3 _ 2 L — 3 2 — 1 U =
curl : D'(Q)° - D'(Q)°: v <8m2 9z, 9z, 0z, 01, 8952) fir n ,
81}2 8?]1

curl : D'(Q)?*—=D(Q): v~ 92, O fir n=2.

Anmerkung 1.3.28 Divergenz und Rotation werden alternativ auch als Quelldichte bzw.
Wirbeldichte eines Vektorfeldes bezeichnet. Nahere Informationen zur physikalischen In-
terpretation finden sich fiir den Fall differenzierbarer Vektorfelder in [F1i08], Seite 4-8. O

Sei v € D'(2)", ¢ € D(Q)" und bezeichne (v, ) = > (v;, ;) die kanonische Paarung
von D'(Q2)™ und D(2)", so ist es moglich die formal adjungierten Operatoren von obigen
Differenzialoperatoren zu bilden. Durch Einsetzen der Definition der distributionellen
Ableitung ist unmittelbar ersichtlich:

Als Motivation fiir nachfolgende Definition kann der formal adjungierte Operator von
curl betrachtet werden:

Definition 1.3.29. Sei 2 C R? eine offene Menge und sei v € D(€)’. Dann sei curl v
definiert durch:

curl v := (@ _ o T

81'2’ al’l

1.4 Greensche Formel

Als weiteres wichtiges Hilfsmittel wird hier die Greensche Formel vorgestellt, welche eine
Verallgemeinerung des Integralsatzes von Gaufl auf schwache Ableitungen darstellt.

Satz 1.4.30 (Greensche Formel) Sei Q C R" ein Lipschitz-Gebiet und v : H'(Q) —
H'Y2(Q) C L*() der Spuroperator auf 9. Dariiber hinaus seien v,w € H'(2). Dann

13



gilt:
ov

Q Ox;

wd)\":/ Yo yw n; ds — an
o9

d\"
Q oz, ’

(vgl. Theorem 1.1, Seite 117 in [Nec¢12]).

Zur Erhaltung der Ubersichtlichkeit sei hier vereinbart, dass der Operator v in Randin-
tegralen und kanonischen Paarungen weggelassen wird. Aus dem Zusammenhang sollte
ersichtlich sein, dass die jeweiligen Ausdriicke als Spur aufzufassen sind.

1.5 Regularisierung mittels Konvolution

Im folgenden Abschnitt soll ein wichtiges Hilfsmittel zur Regularisierung von Funktionen
vorgestellt werden. Die hier présentierten Informationen finden sich mitsamt Beweisen
auf Seite 52f und 54f in [Nec12] und auf Seite 47 in [Blul3].

Definition 1.5.31 (Mollifier) Eine Familie von Funktionen (7)o heift Mollifier, wenn
eine Funktion n € C§°(R") existiert, die folgende Eigenschaften besitzt:

(e)-er

n - € 3
supp n € {x € R : || < 1},

=

m

—~
S

i
I

Es ist moglich, Mollifier explizit anzugeben (siehe z.B. Seite 52 in [Ne¢12]). Somit ist auch
die Existenz von Mollifiern gewéhrleistet. Fiir 2 C R™ erhélt man eine Regularisierung
von v € L?(Q) durch Konvolution mit dem Mollifier. Es bezeichne © € L?(R") jene
Fortsetzung von v auf R", welche v = 0 auf Q¢ erfiillt. Die gewiinschte Regularisierung
von v ist durch

e v(@) = / ne(z —y)o(y) dy
gegeben. In folgender Proposition sind die wichtigsten Eigenschaften zusammengefasst:
Proposition 1.5.32. Es sei Q CR", v € L*(Q), (nc)e=0 ein Mollifier und

Q= {x € Q: dist(x,00) < €},
wobei fiir jedes feste x € ()

dist(x, 02) := inf{|x — y| : y € 0N}
gelten soll. Dann folgt:
i) Es gilt 5 xv € C=(Q).
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ii) Im Grenzwert gilt:
limn. xv=v in L*(Q).
e—0

iii) Ist v konstant in €2, so ist 7. * v konstant in €.
iv) Gilt zusitzlich D*v € L?(Q2) fiir einen Multiindex «, so folgt:

D%*(ne xv) = ne * (D)  und
lim D*(n. * v) = (D*) in L*(Q).

e—0

Anmerkung 1.5.33 Fiir v € L*(Q)" sei 1. * v := (. * vy, ..., N * v,) 7. Obige Proposition
bleibt fiir v giiltig. In diesem Fall kann D durch div ,curl oder curl ersetzt werden,
sofern die entsprechenden Dimensionen beachtet werden. O
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Kapitel 2

Motivation -
Helmholtz-Hodge-Zerlegung fiir
Holder-stetige Vektorfelder

Als Motivation fiir die Helmholtz-Hodge-Zerlegung dient die Navier-Stokes-Gleichung,
welche im folgenden Abschnitt vorgestellt wird. Eine Einfithrung zum Themengebiet der
Stromungsmechanik findet sich auf Seite 1-39 in [CM93] oder auf Seite 33-48 in [Arnl5].
Die hier vorgestellten Resultate sind aus diesen Quellen entnommen.

2.1 Die Navier-Stokes-Gleichung

Ziel ist es, in einer physikalisch sinnvollen Art und Weise das Verhalten von Fliissigkeiten
und Gasen wiederzugeben. Zur Beschreibung des Fluids werden Euler-Koordinaten ver-
wendet. Das Geschwindigkeitsvektorfeld v(t, ) gibt die Geschwindigkeit jenes Partikels
im Fluid an, welches sich zum Zeitpunkt ¢ an der Position @ befindet. Oftmals wird in
diesem Zusammenhang der Begriff der substantiellen Ableitung bzw. Materialableitung

%’;’ = 0w + (v-grad) v = Jv + (;1112—2,,211)12_2)T

1=

verwendet. Diese beriicksichtigt die zeitliche Anderung der Position der Partikel im Fluid
und entspricht im Wesentlichen der Kettenregel, angewandt auf L (¢, z(t)) (vgl. Seite 4f
in [CM93]).

Um ein Fluid physikalisch sinnvoll beschreiben zu kénnen, sind die drei folgenden Prin-
zipien von entscheidender Bedeutung:

i) Massenerhaltung,
ii) Impulserhaltung,
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iii) Energieerhaltung.

Die Navier-Stokes-Gleichung beschreibt hierbei die Erhaltung des Impulses. Insbeson-
dere werden Scherkrafte innerhalb des Fluides beriicksichtigt. Anzumerken ist, dass die
Scherkrifte (ndherungsweise) durch einen Spannungstensor beschrieben werden koénnen,

welcher hier nur linear von der Matrix (%
i/45=12,3

schrankung geniigen, werden als newtonsche Fluide bezeichnet. Beispiele newtonscher
Fluide sind unter anderem Wasser oder diverse Ole.

abhéngen soll. Fluide, die dieser Ein-

Die Navier-Stokes-Gleichung fiir ein kompressibles Fluid lautet:

D
pﬁ? + grad p — (A + p)grad div v — pAv = f, (2.1)
wobei sich die Operatoren grad und A : v — (Avy, ..., Avs)T nur auf die Ortskoordi-

nate beziehen. Die physikalische Benennung der einzelnen Elemente der Gleichung ist in
Tabelle 2.1 zusammengefasst.

t €lto,t1) TRy -+ Zeitkoordinate

reNCR? .-+ Ortskoordinaten

v(t, ) .-+ Geschwindigkeitsvektorfeld
p(t, x) -+- Dichte des Fluids

f(t,x) .-+ externe Krifte

p(t, x) -+« Druck

L .-+ erster Viskositédtzkoeffizient
A -+ Volumensviskositat

Tabelle 2.1: Komponenten und Variablen der Navier-Stokes-Gleichung

Es werden speziell inkompressible homogenen Fluide betrachtet. Diese charakterisieren
sich dadurch, dass keine Quellen oder Senken im Fluid auftreten und die Dichte p konstant
ist. Daher soll

dive=0 und p(t,x) = py = konst.
gelten. Somit ergibt sich die Navier-Stokes-Gleichung fiir ein inkompressibles homogenes
Fluid zu: D
v
— dp— pAv =

pop, Teradp—pnv=f, (2.2)

div v = 0.
Es ist hier anzumerken, dass die Prinzipien der Energie- und Massenerhaltung durch
die zusétzlichen Annahmen auch erfiillt werden. Heuristisch gesehen erscheint dies auch
plausibel, da durch (2.2) vier Gleichungen fiir die vier Variablen vy, v9, v3 und p gegeben
sind.

Als mogliche Randbedingung wird hier und im Folgenden die Haftbedingung
v(t,x) =0 Vi€ [ty t1], V& € 00
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betrachtet.

Aus mathematischer Sicht ist es sinnvoll, Gréflen zu betrachten, welche dimensionslos
sind. Im Fall der Navier-Stokes-Gleichung ist dies durch Umskalierung moglich. Sei L eine
typische Langeneinheit, V' eine typische Geschwindigkeit, und 7' := L/V eine typische
Zeiteinheit. Fiir die skalierten Grofien

oz v d - t
Ti=g, Vi=gpoun =7
ergeben sich aus (2.2) die Gleichungen
Do ~
— d D — A~ -
5 teradp P AT I,
div v =0,
wobei
- L
= poV2p und f:= e
gilt. Die dimensionslose Grofie
Re := pLV
1

wird auch Reynolds-Zahl genannt. In dimensionslosen Variablen erhélt man durch Weg-

lassen der Tilde:
Dv

Dt
divv = 0.

1
dp— —Av=
Teradp - poAv =1, (2.3)

2.2 Helmholtz-Hodge-Zerlegung fiir Holder-stetige Vek-
torfelder

In diesem Abschnitt soll die Helmholtz-Hodge-Zerlegung fiir Holder-stetige Vektorfelder
vorgestellt werden. Die Zerlegung induziert einen Projektionsoperator IP. Ziel ist es, diesen
auf die inkompressible Navier-Stokes-Gleichung fiir homogene Fluide anzuwenden, um so
eine vom Druck p unabhéngige Evolutionsgleichung zu erhalten.

Satz 2.2.1 (Helmholtz-Hodge-Zerlequng fir Holder-stetige Vektorfelder) Sei Q@ C R™, n >
2 ein C%*-Gebiet (0 < a < 1) und v € CH*(Q, R™). Dann existiert ein eindeutig bestimm-
tes u € C1*(Q,R") und ein (bis auf eine additive Konstante) eindeutig bestimmtes
p € C?%(Q) mit den Eigenschaften:

v=u-+gradp auf (2.4)
divu=0 inQ (2.5)
u-n =0 auf 0. (2.6)

Beweis: Der Beweis wird in mehreren Schritten gefiihrt:
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i) Sei angenommen, dass v = u + grad p gilt. Unter Beriicksichtigung von (2.5) und
(2.6) gilt:

0
div v = div u + div grad p = Ap und v-n:u-n+gradp-n:a—p.
n
Zusammenfassend lésst sich folgern, dass p folgendes Neumann-Problem 16st:
Gesucht ist eine Funktion p € C**(Q) mit:
Ap =divo in €,
Op (2.7)

" auf 0f).
Umgekehrt kann man p als Losung von (2.7) wéhlen, sofern obiges Problem tatséchlich
16sbar ist. Aus der gegebenen Regularitit von Q und v folgt div v € C%*(Q) und v -n €
CH(082), wodurch das gegebene Neumann-Problem tatsichlich eine Losung p € C%%(Q)
besitzt!. Es kann u := v — grad p gesetzt werden, wobei (2.5) und (2.6) durch die Wahl
von p impliziert werden.

ii) Es ist die Eindeutigkeit von der gefunden Zerlegung zu zeigen. Hierfiir ist eine allge-
meine Grundiiberlegung anzustellen. Sei w € C*(€, R"), mit den Eigenschaften (2.5) und
(2.6), und p € C?(Q) gegeben. Es gilt div (pu) = grad p-u -+ pdiv u = grad p-u. Somit
folgt mittels partieller Integration:

(gradp,u):/gradp-ud)\":/diV (pu) d)\”:/ pu-n ds=0.
Q Q 09

Es sind grad p und w im L?-Sinn orthogonal.

iii) Seien v = uy + grad p; = us + grad p, zwei gewiinschte Zerlegungen. Es lésst sich
schlieflen:

uy — Uy + grad (p; — pa) =
div (’Ll,l — U9

0,
0,
(u; —ug) -m=0.
Aus der L?-Orthogonalitit von u; — us und grad p; — ps folgt:

0= (’Ll,l — Uy + grad (pl —pg),ul — ’UQ) = H'u,1 — ’Ll,2||2.

Zusammenfassend ergibt sich u; —us = 0 und grad p; — p; = 0 womit die Eindeutigkeit
bewiesen ist. Da () zusammenhéngend ist folgt, dass p; — ps eine konstante Funktion ist.

1Vgl. Satz, Seite 2 in [Narl3]. Das Problem Ap = f,dp/0n = g besitzt fir f € C%*(Q) und g €
C1(€2) genau dann eine (bis auf eine Konstante) eindeutige Losung, wenn [, f dA™ = [, g ds erfiillt ist.
Aufgrund der Wahl von f und g ist dies hier durch den Integralsatz von Gaufl gewéhrleistet. Anzumerken
ist, dass g € C1*(0) als Fortsetzung von v - n auf 2 gewihlt werden muss.
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O
Definition 2.2.2 (Projektionsoperator) Sei Q CR",n > 2 ein C**-Gebiet (0 < o < 1)
und v € CH*(Q). Dann sei der Projektionsoperator P durch
P:CY Q) - CY"(Q):v=u+grad p+— u
definiert.

Anmerkung 2.2.3 Die Eindeutigkeit von w in Satz 2.2.1 impliziert die Wohldefiniertheit
des Projektionsoperators P. O

Korollar 2.2.4. Sei 2 C R™, n > 2 ein C**-Gebiet (0 < a < 1) und P der Projektions-
operator aus Definition 2.2.2, dann besitzt dieser folgende Eigenschaften:

i) PP ist linear. B
ii) Fiir alle uw € C*(Q,R") mit div u = 0 und u|gq - n = 0 gilt:

Pu = u.
iii) Fiir p € C22(Q) gilt:
P(grad p) = 0.

Beweis: Die gewiinschten Resultate sind eine unmittelbare Konsequenz aus der Linea-
ritdt von div, grad und v — v|sq - n und der Eindeutigkeit der Helmholtz-Hodge-
Zerlegung. U

Angenommen alle Voraussetzungen von Satz (2.2.1) seien erfiillt. Durch Anwendung von
P auf (2.3) erhélt man unter Verwendung von Korollar 2.2.4:

1
P(@tfv + (v-grad )v + grad p — EA’U) = IP(f)

Aus div 0yv = 9ydiv v = 0 und (Ov) -m = 0;(v-n) = 0 ldsst sich P(0,v) = Jyv schliefen.
Aus der Linearitét des Operators P und P(grad p) = 0 folgt:

Oyv = ]P’( — (v -grad )v + %Av + f>. (2.8)

Obige Gleichung stellt nun die gesuchte Evolutionsgleichung dar. Es sei hier hervorgeho-
ben, dass diese vom Druck unabhéngig ist. Die Evolutionsgleichung ist dariiber hinaus

auch fiir numerische Algorithmen von Interesse. Mehr Informationen hierfiir finden sich
z.B. in [Cho69].

20



2.2.1 Vorgehensweise fiir L>-Vektorfelder

Im Beweis von Satz 2.2.1 wurde die Orthogonalitit von uw und grad p verwendet. Dies legt
die Vermutung nahe, dass die Helmholtz-Hodge-Zerlegung fiir Holder-stetige Vektorfelder
auf einem allgemeineren Konzept basiert. Es wird sich herausstellen, dass sich unter
geeigneten Voraussetzungen an € sogar jedes v € L*(Q)" in der Form

v=u+gradp

schreiben lisst, wobei w € H C L*(Q)" und grad p € H*,p € H, fiir eine geeignete
Wahl von Hilbertriumen H und H gelten soll. Diese miissen geniigend Regularitéit bieten,
sodass div u, u - n und grad p, in einem geeigneten Sinn definiert sind und trotzdem
noch L?(Q)" = H & H* gilt. Es wird sich spéter herausstellen dass H = Hy(div 0, )
(siehe Definition 4.0.1) und H = H(Q) gilt.

Im Gegensatz zum Beweis von Satz 2.2.1 wird hier jedoch nicht die Strategie verfolgt,
u oder p durch Losen einer partiellen Differentialgleichung zu konstruieren, sondern es
wird das orthogonale Komplement von grad H'(Q2) in L*(Q)" direkt bestimmt (vgl.
Proposition 4.1.2).

Im Kapitel 5 werden der zwei- und dreidimensionale Fall betrachtet und der Raum
Hy(div 0,€2) in Verbindung mit dem Rotationsoperator gebracht. Betrachtet man den
reguldren Fall als Motivation so gilt div curl ¢ = 0 fiir ein hinreichend glattes ¢. Es
sei hier vorweggenommen, dass sich Funktionen aus dem Raum Hy(div 0,(2) tatséchlich
als curl ¢ darstellen lassen, wobei ¢ aus einem geeigneten Hilbertraum stammt (dieser
ist durch H(curl, Q) gegeben, siehe Definition 3.1.1). Diese Tatsache wird sich aus dem
allgemeineren Problem der Konstruktion von Vektorpotentialen und Stromfunktionen
ableiten.

Als erster Schritt werden im néchsten Kapitel die bendtigten Hilbertraume definiert.
Wesentlich wird sein, dass man auf diesen Hilbertraumen Randwerte in einem geeigneten
Sinn erkldren muss. Dies bedeutet, dass Spuroperatoren konstruiert werden miissen.
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Kapitel 3

Die Raume
H(div, ), H(curl, Q), H(curl, Q)

In diesem Abschnitt werden nun die benétigten Hilbertrdume und die dazugehorigen
Spuroperatoren eingefiihrt. Die folgenden Definitionen und Resultate sind aus [DL90],
Seite 203-209 entnommen.

3.1 Grundlegende Definitionen und Eigenschaften

Definition 3.1.1. Sei 2 C R" eine offene Menge.

H(div, Q) := {v € L*(Q)" : div v € L*(Q)}.
H(curl,Q) := {v € L*(Q)* : curl v € (L*(Q))*} fir n=
H(curl, Q) := {v € L*(Q)? : curl v € L*(Q)} fir n=2.

Zur Vereinfachung der Notation sei hier vereinbart, dass unter (.,.) immer das Skalarpro-
dukt auf L*(Q)" bzw. L?(Q) zu verstehen ist. Die induzierte Norm wird in beiden Fillen
mit ||.|| bezeichnet. Auf den oben definierten Raumen lassen sich durch

(v, W) gaiv,0) =(v,w) + (div v, div w),
(v, W) H(curLe) :=(v, w) + (curl v, curl w) und

(v, W) g (cur0) =(v, w) + (curl v, curl w)

Skalarprodukte definieren. Die Bilinearitét ist eine direkte Konsequenz aus der Linearitét
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aller beteiligten Operatoren und der von (.,.). Da fiir v # 0

(v,v) >0,

(div v,div v) > 0,

(curl v, curl v) >0 fir n =3,
(curl v, curl v) >0 fir n=2,

gilt, sind obige Bilinearformen positiv definit und stellen somit tatséachlich Skalarprodukte
dar. Die induzierten Normen werden mit ||. || g(div,0), ||-|| #(curt,0) Und ||.|| g (cur,0) bezeichnet.

Satz 3.1.2. Die Raume H(div,2), H(curl, 2) und H(curl, ) sind Hilbertraume.

Beweis: Sei (v,,)men eine Cauchy-Folge in H (div, ). Da fiir ein Element v € H (div, Q)
die Ungleichungen ||v|| < ||| miv,0) und ||div v|| < [|u|| ggiv,0) gelten, sind (v, )men und
(div v, )men Cauchy-Folgen in L?(Q). Da diese Rdume vollstéindig sind gilt:

Jv € L*(Q)" : v, = v,

Jw € L*(Q) : div v, — w.
Dies impliziert auch die Konvergenz gegen v bzw. w im distributionellen Sinn. Nun ist
nur noch zu zeigen, dass div v = w im distributionellen Sinn gilt, wodurch insbesondere

div w € L*(Q) folgt. Dies ist mit Hilfe des formal adjungierten Operators moglich. Fiir
alle ¢ € D(N) folgt:

(w,p) = lim (div v, ) = lim (v,,, —grad ¢) = (v, —grad ¢) = (div v, ),

m
m—00 m—00

wodurch die Gleichheit impliziert wird. In analoger Weise kann man die Vollstandigkeit
von H(curl, Q) und H (curl, Q) auf jene von L*(Q)",n € {2,3} zuriickfiihren und hierbei
auf den formal adjungierten Operator zuriickgreifen. OJ

3.2 Spurtheoreme und Greensche Formeln

Zielsetzung ist es, Spuroperatoren fiir die Raume H(div, ), H(curl, Q) und H(curl, Q)
zu definieren.

Definition 3.2.3. Sei 2 C R" eine offene Menge.

Ho(div, Q) := D) ™),
Ho(curl, Q) := D(Q)F Y fir n=
Hy(curl, Q) := D(Q)QH(CHH’Q) fir n=2.

Satz 3.2.4 (Spurtheorem fir H(div,2)) Sei 2 C R™ ein Lipschitz-Gebiet. Dann gilt:
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i) Der Raum C*°(Q2)" ist dicht in H(div, ).
ii) Der Operator 7, : v + v|sq - n, welcher fiir v € C®(Q)" definiert ist, besitzt eine
stetige lineare Fortsetzung =, : H(div, ) — H~/2(9Q).
iii) Es gilt ker ~,, = Ho(div,Q).

Es wird ~v,v als Normalkomponente von v auf 0f2 bezeichnet.

Beweis:

i) Zu zeigen ist, dass das orthogonale Komplement von C*(§2)" C H(div, 2) nur aus dem
Nullvektor besteht. Da C>(€2) = (C>(Q)*)* gilt, wiirde (C*°(€)")* = {0} die Dichtheit
von C*(Q)™ unmittelbar implizieren. Sei v € (C*(2)")*, das heifit es gilt:

(’Uv SO)H(diV,Q) = (Uu 90) + (le v, div SO) =0 VSO S COO(Q)n

Sei vg := div v. Es seien © und v, die Fortsetzungen von v und vy auf R", welche 9]gc = 0
und vg|ge = 0 erfiillen. Da v € L*(Q)™ und vy € L*(Q) regulire Distributionen darstellen,
gilt:

0= (’U, (P)H(div,Q) = </(~)7 ‘P> + <1707 div ‘P> = <1~Jv Cp) + <_grad ,JO? ‘P> V(P € D(Rn>n

Dies impliziert grad vp = © in D'(R™)" und somit vy € H'(R™). Aus Proposition 1.2.14 ii)
folgt insbesondere vy € H}(2). Aus der Dichtheit von D(Q2) in H} () folgt die Existenz
einer Folge (o1 )ren C D() welche in der Hi-Norm gegen vy konvergiert. Zusammenfas-
send ergibt sich fiir alle w € H(div,Q):

(v, W) g (aiv,0) = lim ((grad e, w) + (o, div w) ) = 0.
k—ro0 ————
=—(grad ¢p,w)
Hieraus folgt v = 0 und somit i).

ii) Aufgrund der Greenschen Formel (vgl. Satz 1.4.30) gilt:

(v,grad w) + (div v,w) = /m('v n)wds Vv eC®Q)",we H(Q), (3.1)

und daher folgt die Abschéitzung:

/an(v ‘m)w ds

Unter den gegeben Voraussetzungen ist der Spuroperator v : H'(Q) — H'Y2(09) stetig
und surjektiv (siehe Proposition 1.2.21). Hieraus folgt insbesondere, dass obiges Randin-
tegral nur von der Spur yw =: y abhéngt. Da

< lvlla@v e lwlm Yo e C®Q)",we H(Q).

= inf 3.2
]l 12 002) wegll(meHHl(m, (3.2)
Yw=p
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gilt, folgt die Abschitzung

‘/aﬂ('v-n)w ds

Ungleichung (3.3) zeigt, dass 7, ein stetiger Operator mit Werten aus H~'/2(92) ist.

Es gilt zu beachten, dass hier fiir jedes feste v € C*(£2)" die Funktion 7,v mit den
linearen Funktional H'/2(9Q) — R : > [, (3,v)p ds identifiziert wird. Die Dichtheit

von C*°(Q)" in H(div, ) ermdoglicht nun die stetige Fortsetzung von 4, welche mit ~,
bezeichnet wird.

< [lollaaive [l /2 00) - (3.3)

iii) Fiir v € C®°(Q)" und p € HY?(Q) gilt nach Konstruktion von 4, (als lineares
Funktional aufgefasst):

[ wemn ds = (0300
Q

Es ist hier anzumerken, dass in der oberen Gleichung der rechte Ausdruck auch fiir Funk-
tionen v € H(div, §2) definiert ist, wihrend die linke Seite nur fiir eine glatte Funktionen

v € C®(Q)" erklért ist. Somit kann hier die kanonische Paarung, zusammen mit dem
Operator 7,, als eine Verallgemeinerung des oberen Randintegrals verstanden werden.
Diese Uberlegung und die Dichtheit von C*(Q)" in H(div,Q) fiihren dazu, dass Glei-
chung (3.1) auf den ganzen Raum H(div, ) fortgesetzt werden kann. Es folgt:

(v, grad w) + (div v, w) = (Y0, YW) g-1/2(90) Vv € H(div,Q),w € H'(Q). (3.4)
Sei nun w € ker 7, N (D(Q)")*. Fiir wy := div w gilt:
(grad wy, ) = —(wo, div @) = —(div w, div ) = (w, ) Ve € D(Q)",

wobei (w, ) H(div,0) = 0 zu beachten ist. Somit folgt w = grad w, und es ldsst sich
wo € H'(Q2) schlieBen. Fiir alle v € ker v, folgt mit Gleichung (3.4):

(v, div W) g(aiv.0) = (v, grad wy) + (div v, wo )= (Yv, YW0) y-1/2(90) = 0.

Dies impliziert w = 0 und somit folgt iii).

Im Beweis von Satz 3.2.4 wurde folgendes Korollar nachgewiesen:

Korollar 3.2.5 (Greensche Formel fir H(div,)) Sei Q C R™ ein Lipschitz-Gebiet,
v € H(div,Q) und w € H'(Q). Dann gilt:

(v, grad w) + (div v, w) = (Y0, YW) g-1/2(90)-
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Anmerkung 3.2.6 Fiir w = 1 folgt eine Verallgemeinerung des Integralsatzes von Gaufl
auf H(div, Q). Es gilt ndmlich:

(le v, 1) = <’Yn’07 1>H*1/2(8Q)'

O

Anmerkung 3.2.7 Es lisst sich zeigen, dass 7, surjektiv ist. Fiir p € H~Y2(08) kann
durch Losen des Neumann-Problems

Gesucht ist eine Funktion u € H'(Q) mit:

—Au+u=0 in €,
ou (3.5)

M auf (),

ein Urbild konstruiert werden, wobei die Normalableitung mittels eines Spuroperators
aufzufassen ist (vgl. Anmerkung 1.2.22). Durch Aufstellen einer passenden Variationsfor-
mulierung und dem Satz von Lax-Milgram (vgl. Abschnitt 4.3, Seite 47-55 und Lemma
4.18, Seite 49 in [J1i13]) kann die Existenz einer Losung von Problem (3.5) gezeigt werden.
Somit ist grad u das gesuchte Urbild von p unter ~,. O

Um das Spurtheorem fiir H(curl,2) (vgl. Satz 3.2.9) beweisen zu konnen, ist eine
zusitzliche Charakterisierung des Raumes Hy(curl, €2) vonnoten, welche folgendes Lem-
ma liefert.

Lemma 3.2.8. Sei 2 C R? ein Lipschitz-Gebiet. Gilt fiir v € H(curl, Q) die Bedingung
(v,curl ) — (curl v, ) =0, Ve € C=(Q)%, (3.6)

so folgt v € Hy(curl, Q).

Beweis: Erfiille v € H(curl, Q) Bedingung (3.6). Ziel ist es eine Folge (,,,)men € C*(Q2)3
zu konstruieren, welche in der H(curl, Q2)-Norm gegen v konvergiert. Der Beweis wird in
mehreren Schritten gefiihrt und basiert auf der Idee, die Geometrie von €2 zu vereinfachen.

Sei vy := curl v und bezeichne ¥ und 9, Fortsetzungen von v und vy mit v|ge = 0 bzw.
Volae = 0. Gleichung (3.6) impliziert hierbei

vy = curl ¥ in D'(R?)?
und somit ¥ € H(curl, R?) mit supp © C €.
i) Sei Q offen, beschrénkt und strikt sternformig beziiglich y. OBdA. kann y = 0 gesetzt
werden, da immer das um y verschobene Gebiet Q —y := {x — y : © € Q} betrachtet

werden kann. Dieses ist ein bzgl. 0 strikt sternformiges Lipschitz-Gebiet. Aufgrund der
Forderung der strikten Sternférmigkeit gilt:

0Q:={0z+(1-0)y:xcQ} CQ VIel01).
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Es sei fiir 6 € (0, 1) die Funktion 9y durch

. /T
vg(x) =0 <5>
definiert. Diese Funktion erfiillt

supp 9 € 2 und elim Vg — ¥ in H(curl,R?),
—1-

Durch Regularisierung kann nun die gewiinschte Folge konstruiert werden. Es sei (7¢)eso
ein Mollifier, so gilt fiir hinreichend kleines e:

supp (7 * vg) € Q0 und 111(1(1)(776 % 0g) — Vg in H(curl ),
e—

wodurch .x®g|q € D(Q)? impliziert wird. Durch Ubergang zu einem abzéhlbaren Teilnetz
von (7)e * Vg)e>0,0e0,1) erhélt man die gewiinschte Folge mit ¢, := 7, * y,,|o0 = V]|o = v
in H(curl, Q) fiir m — oo.

ii) Sei 2 offen und beschrankt, jedoch nicht mehr zwingend sternférmig. Sei (0;)i=1,..~

77777

die durch Proposition 1.1.5 gegebene offene Uberdeckung von Q und €; := O, N Q die
zugehorigen strikt sternformigen Lipschitz-Gebiete. Dieser Uberdeckung kann eine Zerle-
gung der Eins untergeordnet werden (siehe Seite 61 in [Yos80]), dass heiit es existieren
Funktionen a; € D(0;), i =1,..., N mit

Es gilt v = ZZN:1 a;0, mit a;© € H(curl,R?) und supp a;© C Q;. Nun kann i) auf jedes
Q; angewendet werden und man erhilt die Folgen (! )en,i =1,..., N.

N .
()
i=1 meN

ist nun die gewiinschte Folge.
O

Satz 3.2.9 (Spurtheorem fiir H(curl,Q)) Sei Q C R? ein Lipschitz-Gebiet. Dann gilt:
i) Der Raum C>(Q)? ist dicht in H(curl, Q). B
ii) Der Operator 7; : v — v|gq X n, welcher fiir v € C*(Q)? definiert ist, besitzt eine

stetige lineare Fortsetzung v, : H(curl, Q) — H~/2(0Q)3.
iii) Es gilt ker v, = Hp(curl, Q).

Es wird y,v als Tangentialkomponente von v auf 0f2 bezeichnet.

Beweis: Der Beweis wird dhnlich wie jener von Satz 3.2.4 gefiihrt.
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i) Sei v € (C*(Q)*)*. Dann gilt:
(Ua SO)H(curl,Q) = (’U, 90) + (CllI'l v, curl LP) =0 VSO € 000(6)3 (37)

Sei vg := curl v. Aus (3.7) und der formalen Selbstadjungiertheit von curl folgt unmit-
telbar curl vg = —v € H(curl, Q). Somit ldsst sich schliefen, dass

0 = (curl v, ) — (curl vo, ) Ve € C°(Q)?

gilt. Mit Lemma 3.2.8 folgt vg € Hy(curl, 2). Aus der Dichtheit von D(Q)™ in Hy(curl, 2))
folgt die Existenz einer Folge (g )ren C D(2)™ welche in der H(curl, 2)-Norm gegen vg
konvergiert. Es ergibt sich fiir alle w € H(curl, Q2):

m (—curl ¢k, w) + (g, curl w) = 0.

(U> w)H(curl,Q) k:l)oo

Hieraus folgt v = 0 und somit i).

ii) Aus der Greenschen Formel (siche Satz 1.4.30) folgt:
(v, curl ) — (curl v, p) = / (vxn)-pds YveCQ)?> pecH(Q? (3.8
G

Betrachtet man nun obiges Randintegral, so ergibt sich

AJUXM~¢$

als Abschitzung. In analoger Weise zum Beweis vom Spurtheorem fiir H(div,{2) ldsst
sich aus den Eigenschaften des Spuroperators v : H'(Q2) — H'Y2(99) (vgl. Proposition
1.2.21) folgern, dass obiges Randintegral nur von der Spur y¢ =: p abhéngt. Aufgrund
der Gestalt der Norm auf H'/2(Q) (vgl. Gleichung (3.2)) folgt die Abschitzung;

|A$vxm-u%

Dies beweist, dass 7; ein stetiger Operator mit Werten aus H~'/2(99)? ist. Die Dicht-

heit von C=(Q)3 in H(curl, Q) impliziert die Existenz einer stetigen Fortsetzung 7; :
H(curl, Q) — H~'/2(0Q)3.

< [olneuallelm@: Yo e Q) ¢ e H(Q)*

< N0l allilnins Yo € @) e HY@9)"

iii) Als unmittelbare Konsequenz von (3.8), der Dichtheit von C*°(Q)? in H(curl, Q) und
der Stetigkeit von ~; ergibt sich:

(curl v,w) — (v, curl w) = (v, YW) y-1/2(90)2 Vv € H(curl,Q), Vw € HY(Q)%.
Fiir v € ker ~, impliziert dies:
(curl v, ) — (curl vo, ) =0 Ve € C®(Q)>.

Nach Lemma 3.2.8 gilt v € Hy(curl, Q) und somit folgt iii).
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Im Beweis von Satz 3.2.9 wurde folgendes Korollar nachgewiesen:

Korollar 3.2.10 (Greensche Formel fir H(curl, §2)) Sei Q C R™ ein Lipschitz-Gebiet,
v € H(curl, Q) und w € H'(Q)3. Dann gilt:

(curl v, w) — (v, curl w) = (3, 7W) 1720

Anmerkung 3.2.11 Die kanonische Paarung in der Greenschen Formel fiir H (curl, ) kann
dhnlich interpretiert werden, wie jene in der Greenschen Formel fiir H (div, 2) (vgl. Beweis
von Satz 3.2.4). Hier ist (v, pt) g-1/2(9q)s als eine Verallgemeinerung des Randintegrals

/89('v><n)~p,ds

aufzufassen, wobei pu € H/2(052)% gelten soll.

O

In zwei Dimensionen ist fiir das Spurtheorem fiir H (curl, 2) nichts neues mehr zu zeigen,
da die Raume H (div, Q) und H(curl, 2) isometrisch isomorph sind. Den Isomorphismus
liefert folgendes Lemma:

Lemma 3.2.12. Sei 2 C R? ein Lipschitz-Gebiet. Dann ist « : H(curl, Q) — H(div, ) :
v+ (—vy,v1)T ein isometrischer Isomorphismus.

Beweis: Fiir alle v, w € L*(Q)? gilt:

(v, w) = (v, aw),
curl av = div v,
div av = —curl v.

Somit ist v € H(curl, Q) & v € H(div,Q) und ||v| geuwto) = ||v| m@ivo) erfiillt. Da

a ! = « gilt und curl, div linear sind ist « ein isometrischer Isomorphismus. 0

Satz 3.2.13 (Spurtheorem fiir H(curl,Q))
Sei ) C R? ein Lipschitz-Gebiet und 7 := an = n'. Dann gilt:
i) Der Raum C>()? ist dicht in H (curl, Q). B
ii) Der Operator 7; : v — v|sq - T, welcher fiir v € C*(Q2)? definiert ist, besitzt eine

stetige lineare Fortsetzung ~y; : H(curl, Q) — H~Y/2(9Q).
iii) Es gilt ker 7, = Ho(curl, §2).
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Es wird yv als Tangentialkomponente von v auf 02 bezeichnet.

Beweis: Nach Lemma 3.2.12 sind H(curl, 2) und H(div,2) isometrisch isomorph. Ins-
besondere stimmen die Topologien iiberein. Sei a so wie in Lemma 3.2.12 definiert, so
folgt 4, o @ = ;. Somit folgen i), ii) und iii) direkt aus Satz 3.2.4. O

In analoger Weise zu obigem Satz ergibt sich die Greensche Formel fiir H (curl, ) aus
jener fur H(div, Q):

Korollar 3.2.14 (Greensche Formel fir H(curl,2)) Sei Q C R? ein Lipschitz-Gebiet,
v € H(curl, Q) und w € H'(2). Dann gilt:

(curl v, w) — (v, curl w) = (v, YW) y-1/2(q)-

Um doppelte Notation zu vermeiden, sei ab nun vereinbart, dass v-n anstatt -, u geschrie-
ben wird. Analog wird fiir den zweidimensionalen Fall v -7 und fiir den dreidimensionalen
Fall v x n als Schreibweise fiir die Tangentialkomponente bevorzugt.
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Kapitel 4

Skalarpotentiale

In diesem Abschnitt wird die Helmholtz-Hodge-Zerlegung (im Sinne von Satz 2.2.1) fiir
L?-Vektorfelder bewiesen. Im Zuge dessen wird auch die Frage beantwortet, wann ein
Vektorfeld v eine Darstellung der Form v = grad p besitzt. Man sagt auch, dass p das
Skalarpotential von v ist. In diesem Kapitel wird analog vorgegangen, wie auf Seite 215ff
in [DLIO].

Es ist zielfithrend, sich die Eigenschaften der Zerlegung des Vektorfeldes im Hélder-

stetigen Fall in Erinnerung zu rufen. Folgende Eigenschaften wurden festgestellt:

v=u+gradp inQ,
divu=0 in ),
u-n=0 auf dN.

Es ist nun wichtig, die obigen Figenschaften durch passende Funktionenrdume zu be-
schreiben.

Definition 4.0.1. Sei 2 C R” ein Lipschitz-Gebiet.

H(div 0,9) := {v € L*(Q)" : div v = 0}.
Hy(div 0,9) :={v € L*(Q)" :divv =0, v-n = 0}.

Die Helmholtz-Hodge-Zerlegung fiir den Holder-stetigen Fall legt die Vermutung nahe,
dass L*(Q)" = Hy(div 0,9Q) & H gilt, wobei H in einem geeigneten Sinne im Bild von
grad liegt. Die Aufgabe besteht nun darin, das Bild von grad zu charakterisieren.

4.1 Das Bild von grad

Proposition 4.1.2 (Bild von grad) Sei ) ein Lipschitz-Gebiet. Dann gilt:
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i) Die Rdume grad H'(Q) und grad H}(Q)) sind abgeschlossene Unterrdume von
L2(Q)".
ii) Es ergeben sich die orthogonalen Zerlegungen

L*(Q)" = Hy(div 0,9Q) @ grad H'(Q) und
L*(Q)" = H(div 0,Q) @ grad H}(Q).

Nachfolgendes Lemma gibt ein wichtiges analytisches Hilfsmittel fiir den Beweis obiger
Proposition.

Lemma 4.1.3 (Peetre’s Lemma) Sein Xy, X7, Xy Banachrdume, ¢; : Xy — X; und
Lo+ Xg — Xs stetige lineare Funktion mit den Eigenschaften:

i) o ist eine kompakte Abbildung.
ii) Es existiert eine Konstante C' > 0 so, dass

[ollx, < Ol @), +la@lx,) Yo e X,
erfiillt ist.
Dann gilt:

i) ker ¢ ist endlichdimensional und ran ¢; ist abgeschlossen.
ii) Es existiert eine Konstante Cp > 0 so, dass

inf ||U + UJHXO < Co||L1(U)||X1 VU c X()

weker 11 -

erfiillt ist (vgl. Lemma 2, Seite 209 in [DLI0)).

Beweis (von Proposition 4.1.2):

i) Es sind die Voraussetzungen von Peetre’s Lemma (Lemma 4.1.3) zu tiberpriifen. Als
entsprechende Banachrdume werden

Xo = HY(Q), X, :=L*(Q)", Xy =L*Q)
gewihlt und die entsprechenden Abbildungen seien durch
v :=grad : HY(Q) — L*(Q), 1y :=1id : H(Q) — L*(Q)

gegeben. Trivialerweise sind ¢; und ¢y linear und fiir die Operatornormen gelten die
Abschétzungen:

1]l xomx, <1 und  leglxpsx, < 1.

Aufgrund des Satzes von Rellich-Kondrakov (vgl. Satz 1.4, Seite 7 in [Nec12]) ist ¢
kompakt und fiir C' =1 ist Voraussetzung ii) in Peetre’s Lemma erfiillt. Somit l&sst sich
schlieBen, dass ran ¢; = grad H'(Q) abgeschlossen ist. Fiir X := H}(Q) folgt analog,
dass grad H} () abgeschlossen ist.
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ii) Sei v € (grad H'(Q))* C L*(2)", daher gilt:
0= (v,grad ¢) = —(div v,p) Ve € D(Q).
Somit folgt div v = 0 im distributionellen Sinn und v € H(div 0, 2). Aus der Greenschen
Formel fiir H(div, ) ldsst sich des Weiteren folgern:
0= (v,grad @) + (div v, ) = (v -1, 0) y-1/299) Vo € H'(Q). (4.1)

Als Konsequenz ergibt sich v - n = 0 und (grad H'(Q))t C Hy(div 0,9). Sei nun
v € Hy(div 0,92). Da (4.1) giiltig bleibt folgt auch die andere Inklusion und somit
(grad H'(Q))* = Hy(div 0,). In analoger Weise kann man (grad H}(Q2))* = H(div 0,9)
zeigen, wobei zu beachten ist, dass (4.1) weiterhin gilt, da yp = 0 fiir jede Funktion
© € Hj(Q) gilt. Aus der Abgeschlossenheit von grad H'(2) und grad H}(Q) folgt so-
mit:

L*(2)" = Hy(div 0,9Q) @ grad H'(Q) = H(div 0,Q) © grad H; ().
U

Als unmittelbare Konsequenz von Proposition 4.1.2 kann nun die Frage beantwortet wer-
de, wann v € L?*(Q)" ein Skalarpotential besitzt.

Korollar 4.1.4. Sei 2 C R" ein Lipschitz-Gebiet. Fiir eine Funktion v € L?(2)" existiert
genau dann ein Skalarpotential p € H*(§2), wenn

(v,w) =0 VYw € Hy(div 0,9)
erfiillt ist.

4.2 Der Kern von grad

Proposition 4.2.5 (Kern von grad) Sei 2 C R"™ ein Lipschitz-Gebiet und grad
HY(Q) — L?(Q)". Dann gilt:

ker grad = R,

wobel R mit dem Raum der konstanten Funktionen auf €2 identifiziert wird.

Beweis: Fiir eine stetig differenzierbare Funktion p folgt durch Integration, dass p =
konst. gelten muss, wenn grad p = 0 erfiillt. Bei einer Funktion, die nur schwach diffe-
renzierbar ist, bietet sich diese Moglichkeit nicht, jedoch kann man durch Regularisierung
das gewiinschte Resultat erhalten: Sei (7).~ ein Mollifier. Fiir p € ker grad folgt (vgl.
Abschnitt 1.5):

nexp€ C®(Q) und grad (n.xp)=grad p=0 in Q,

wobei Q== {x € Q : dist(x, 0N) < €} gilt. Aus der Glattheit von 7. *p folgt nun, dass die
regularisierte Funktion fiir jedes € > 0 lokal konstant in €2, ist. Da 2 zusammenh&ngend
ist, folgt im Grenzwert € — 0, dass p konstant sein muss. O
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4.3 Helmholtz-Hodge-Zerlegung
Aus den Eigenschaften von ran grad und ker grad (Proposition 4.1.2 und Proposition
4.2.5) ergibt sich nun unmittelbar die Helmholtz-Hodge-Zerlegung.

Korollar 4.3.6 (Helmholtz-Hodge-Zerlegung) Sei € C R™ ein Lipschitz-Gebiet und
v € L?(2)". Dann existieren ein eindeutig bestimmtes u € Hy(div 0,) und ein (bis auf
eine additive Konstante) eindeutig bestimmtes p € H*(Q2) mit der Eigenschaft:

v =u+ grad p.

Das weitere Vorgehen wird dadurch bestimmt sein, den Raum w € Hy(div 0,2) ndher
zu betrachten. Ziel ist es, diesen in Verbindung mit dem Operator curl zu setzten. Als
Motivation hierfiir dient die Tatsache, dass das Bild von curl im Kern von div liegt, das
heifit es gilt:

curl H'(Q) C H(div 0,9)

Es gilt nun herauszufinden, ob auch die andere Inklusion giiltig ist.
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Kapitel 5

Vektorpotentiale und
Stromfunktionen

In diesem Kapitel sollen Eigenschaften des Operators curl genauer untersucht werden.
In drei Dimensionen ist es geldufig, ¢ als Vektorpotential von w zu bezeichnen, falls
u = curl ¢ gilt. Im zweidimensionalen Fall nennt man ¢ eine Stromfunktion von wu,
falls diese u = curl ¢ erfiillt. Damit dies gelingt wird ein analoges Vorgehen, wie auf
den Seiten 37-40 und 45-51 in [GR86] gewihlt. Um Vektorfelder und Stromfunktionen
konstruieren zu kénnen, miissen jedoch noch einige Eigenschaften des Lipschitz-Gebietes
Q genannt werden. Diese finden sich im néchsten Abschnitt.

5.1 Geometrische Eigenschaften

Sei 2 C R™,n € {2,3} ein Lipschitz-Gebiet und O C R ein C*-Gebiet mit Q C OL.
Da 012 eine kompakte Mannigfaltigkeit darstellt, zerfillt 02 in endlich viele zusam-
menhéngende Komponenten, welche mit I'y, . .., I', bezeichnet werden, wobei I'y als Rand
der einzigen nicht beschrinkten Zusammenhangskomponente von R™ \ Q gews#hlt wird.
Fiir 1 < i < p sei ; jene Zusammenhangskomponente von O \ €, welche als Rand T;
besitzt (vgl. Abbildung 5.1). Zusétzlich sei

i=1

Es ist nun moglich, fir i = 0,...,p, die Rdume HY2(I';) € HY?(09) zu betrachten.
Um die Ubersichtlichkeit zu erhéhen sei vereinbart, dass ab hier die Schreibweise (., .)r,

anstatt von (., .) g1/2(p, fiir die kanonische Paarung von H'/?(T';) und H~/2(T;) verwendet
wird.

'Da Q nach Voraussetzung beschrinkt ist, kann O z.B. als eine Kugel mit hinreichend groem Radius
gewahlt werden.
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Anmerkung 5.1.1 Um einzusehen, dass die hier erwéhnten Eigenschaften tatséchlich gel-
ten, sei auf den Zerlegungssatz von Jordan-Brouwer (vgl. Theorem 7.1, Seite 13 in [Sch09])
verwiesen. Dieser besagt, dass jede kompakte und zusammenhingende Hyperfliche des
R™ den R™ in zwei zusammenhingende offene Mengen teilt. Eine Anwendung des Zer-
legungssatzes auf die Zusammenhangskomponenten von 0f2 liefert nun die gewiinschten
Eigenschaften. O

Abbildung 5.1: Graphische Darstellung der Eigenschaften von €2 aus Abschnitt 5.1. Die
Menge O ist blau umrandet dargestellt. Die Gebiete sind schraffiert eingezeichnet.

5.2 Das Bild von curl

Als erster Schritt zur Konstruktion von Vektorpotentialen und Stromfunktionen soll das
Bild von curl genauer betrachtet werden. Dies dient dazu, festzustellen, welche Anforde-
rungen an ein Vektorfeld mindestens gestellt werden miissen.

Proposition 5.2.2 (Figenschaften des Bildes von curl ) Sei Q@ C R™ n € {2,3} ein
Lipschitz-Gebiet, ¢ € H(Q) bzw. ¢ € H(Q)? und u := curl ¢. Es gilt:

i) div w4 = 0 im distributionellen Sinne und daher gilt:
u € H(div 0,Q),
i) (u-n,l)p, =0firi=0,...,p.

Beweis:

i) Die gewiinschte Aussage ist durch Einsetzten in div und curl direkt ersichtlich.

ii) Das gesuchte Resultat ist eine unmittelbare Konsequenz des Integralsatzes von Gauf,
wobei jedoch mittels Multiplikation mit einer geeigneten Funktion die Auswertung auf I';,
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auf jene Auswertung auf 02 zuriickgefithrt werden muss. Fiir i = 0,...,p sei 0; € D(R")
so zu wahlen, sodass gilt:

91' = 5ij auf O]’,
wobei (O;)i—o

» offene Mengen sind, welche die Eigenschaft

[,CO; und O;N0; =0 Vi#j

-----

besitzen. Es sei w; := curl (6;¢). Die Definition von w; impliziert, dass w; € H(div 0, 2)
gelten muss. Aus der Greenschen Formel fiir H(div,€2) und der Wahl von 0; folgt fiir
1=0,...,p

(u-m, L, = (w; - n, 1) 172090y = (div curl (0;¢),1) = 0.
—— ——

=0

O

Anmerkung 5.2.3 Die Funktionen (6;);—,.., konnen mittels Regularisierung konstruiert

=U,...,
.....

T, CO; firi=0,...,p.
Fiir ein hinreichend kleines € > 0 gilt:
O; :={x € O :dist(x,00) < e} DT; firi=0,...,p
Zusétzlich folgt:
0,N0; =0 Vi#j.
Fiir i = 0,...,p sei die Funktion §; durch
i={s e
gegeben. Nun erfiillt die Abbildung 6; := 1, * 6;:
;e DR") und 6;,=9;; auf O,, 7=0,...,p.

.....

(ei)i:() P erfiillt. O

.....

Im Bezug zur Helmholtz-Hodge-Zerlegung sei hier angemerkt, dass Funktionen aus dem
Raum Hy(div 0, 2) Eigenschaft i) und ii) aus Proposition 5.2.2 erfiillen. Um zu gewéhrleisten,
dass

Hy(div 0,9) C curl H'(Q)

gilt, ist es nun von Bedeutung, zu verifizieren, ob durch i) und ii) das Bild des Rota-
tionsoperators vollstiandig charakterisiert ist. Um dies zu bewerkstelligen, wird fiir eine
Funktion w € H(div 0,Q) folgende Strategie angewandt:
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i) Konstruktion einer Fortsetzung @ € H(div 0,R") von u,
ii) Konstruktion des Vektorpotentials bzw. der Stromfunktion mit Hilfe der Fourier-
transformierten von .

Folgendes Lemma liefert die gewiinschte Fortsetzung:
Lemma 5.2.4. Sei Q2 C R™ ein Lipschitz-Gebiet und w € H(div 0, 2) mit der Eigenschaft:
(u-n,)r, =0 fir i=0,...,p. (5.1)
Dann existiert eine Fortsetzung w € H(div 0,R™) von wu.
Beweis: Als erster Schritt wird die Menge R™ \ (092 U 0O) in die drei offenen Bereiche
Q, 0\ Q und (0)°

geteilt. Eine moglichst einfache Variante ergibt sich durch den Ansatz die Fortsetzung so
zu wahlen, sodass

=0 in (0) (5.2)

gilt. Da @ € H(div 0,R") gelten soll, muss jedoch zusitzlich erreicht werden, dass bei
den Ubergéngen

Q= 0\Q und 0\Q— (0)°

die Normalkomponente erhalten bleibt. Diese bedeutet, dass entsprechende Randbedin-
gungen auf 9€) und 9O erfiillt sein miissen. Da w sowohl auf €2, als auch auf (6)6 gege-
ben ist, muss auf O\ Q ein entsprechendes Randwertproblem gelost werden, damit die
gewiinschten Eigenschaften erfiillt sind. Bezeichne n den nach aufien gerichteten (bzgl. 2

bzw. O) normierten Normalvektor auf 0€2 bzw. 0O. Dies fiithrt zu folgendem Neumann-
Problem:

Gesucht ist eine Funktion w € H'(O\ Q) mit:

—Aw=0in O\ Q,

ow .

a_n:u'nan Fi72:07"'7p7 (53)
8_w =0 auf 00.

on

Unter den gegebenen Voraussetzungen existiert eine (nicht eindeutige) Losung w € H'(O\

Q) des Neumann-Problems (5.3) (vgl. Anmerkung 5.2.5). Fiir 8 := grad w € L*(O\ Q)
gilt: -
divd=Aw=0 inO\Q,
- n=u-n aufly, i=0,...,p, (5.4)
0-n=0 aufdO.

38



Nun kann die gewiinschte Fortsetzung geeignet zusammengesetzt werden:

u in €,
w:=<{ 6 in0O\Q, (5.5)
0 in(0)"

Es muss verifiziert werden, dass div @ = 0 gilt. Sei ¢ € D(R") eine beliebige Testfunktion,
so folgt:

p
<div11,g0>:—/ '&-gradgod)\":—/'El,-gradgod)\"—Z/ﬁ-gradgpd)\”.
n Q i=0 /<

Da nach Konstruktion
Ulg € H(div 0,Q) und a|g, € H(div 0,€;) firi=0,...,p

gilt, kann mit Hilfe der Greenschen Formel und unter Beachtung der Richtung von n
gefolgert werden:

p
(div @, ) = —(@- 1, 9) 1200000 + {8 0O,
=0

Aus der Konstruktion von @/ g ldsst sich

p p

<diV ’lNL,g0> == Z<ﬂ’ ", @)Fi + Z(’{I, ’ n?@)f‘z‘ =0

i=0 =0

schlieBen. Da ¢ beliebig ist, folgt w € H(div 0,R™). Somit erfiillt w alle gewiinschten
Eigenschaften. 0

Anmerkung 5.2.5 Um einzusehen, dass das Neumann-Problem (5.3) tatséchlich eine
Losung besitzt, ist es zweckméBig, O\ 2 in seine einzelnen Zusammenhangskomponenten
aufzuteilen. Die gegebene partielle Differenzialgleichung induziert Neumann-Probleme der
Form:

Gesucht ist eine Funktion w € H'(w) mit:

—Aw = fin w,
5.6
8_w =g auf Ow, (5:6)
on

wobei w € {Q,...,Q,}, f =0 und

{u-n auf 0€,
g:=

s }eH—l/Q(aQuaO)
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gilt. Insbesondere lisst sich g als ein Element aus dem Raum H~/?(0w) auffassen. Es sei
hier besonders hervorgehoben, dass eine Losung von (5.3) nur existieren kann, wenn fiir
alle Gebiete w € {Qy, ..., Q,} die Kompatibilititsbedingung?:

/f dX" 4+ (g, D) g-1/2(0) = 0

erfiillt ist. Auf Grund der Wahl von f und g ist dies aber genau dann gegeben, wenn (5.1)
gilt. Die Existenz einer Losung kann mit dem Satz von Lax-Milgram und Aufstellen eines
geeigneten Variationsproblems gezeigt werden. Als Hilbertraum muss jedoch H'(w)/R,
mit der Faktornorm

[l @yr == nf fwllgw),
weH (w)

w—w=Kkonst,.

gewahlt werden, da in der Problemstellung nur Ableitungen von w vorkommen. Die Fak-
tornorm ist hierbei eine zu ||grad . ||;2(, dquivalente Norm (vgl. Abschnitt 1.4 und
insbesondere Theorem 1.9, Seite 13f in [GR86]). Insbesondere impliziert dies, dass eine
Losung von (5.6) nur bis auf eine additive Konstante (pro Komponente w von O\ Q),
eindeutig bestimmt sein kann. O

Anmerkung 5.2.6 Die in Lemma 5.2.4 konstruierte Fortsetzung @ ist in mehrfacher Hin-
sicht nicht eindeutig. So ist @ abhéngig von der Wahl von O und der Ansatz u = 0 auf
((’))C muss nicht gewéhlt werden. O

Mit Lemma 5.2.4 kann nun das gesuchte Vektorpotential konstruiert werden, jedoch ist
noch ein kurzer Einschub {iber die Fouriertransformation von Né&ten.

Es bezeichne .Z : L?(R") — L*(R") den sogenannten Fourier-Plancherel Operator (vgl.
Seite 77ff in [Blul3]), welcher eine stetige isometrische und surjektive Fortsetzung der
Fourier-Transformation

D(R™) = D(R™) : ¢ (u o W /R oxp(—i - @)ple) dA”(a:)) (5.7)

auf L2(R") darstellt. Fiir uw € L*(R")™, m € N sei .Zu durch
(Fuy, ..., Fun)’

gegeben. Entscheidend ist das Verhalten von .%# bzgl. Differenzialoperatoren. Sei u €
H™(R"),m € N, und |a| < m so gilt:

F0ul(w) =1 [ Futw)

*Um die Kompatibilititsbedingung zu erhalten, geniigt es, [ f d\" = — [ Aw d\" zu betrachten
und den Integralsatz von Gaufl anzuwenden.
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Insbesondere kann man hieraus und aus der Tatsache, dass .% eine Isometrie ist folgern,
dass fiir u € L*(R") gilt:

i ] 17 Fu € LAR") Va:|o| <m s ue H(R).
j=1

Diese Eigenschaften werden nun von Nutzen sein, um das gesuchte Vektorpotential zu
konstruieren. Der zwei- und der dreidimensionale Fall muss jedoch getrennt betrachtet
werden, da der Operator curl jeweils eine andere Struktur besitzt.

Proposition 5.2.7. Sei 2 C R",n € {2,3} ein Lipschitz-Gebiet und w € H(div 0,2)
mit der Eigenschaft:

(u-n,l)p, =0 fir i=0,...,p. (5.8)
Dann gilt:
i) Fiir n = 3 existiert eine Funktion ¢ € H'(Q)?, sodass
curl o = u

erfiillt ist. Es kann ¢ so gewéhlt werden, dass div ¢ = 0 gilt.
ii) Fiir n = 2 existiert eine Funktion ¢ € H'(), sodass

curl o =u
erfiillt ist.

Beweis: Bezeichne u € H(div 0, R") die in Lemma 5.2.4 konstruierte Fortsetzung von w.
Eigenschaft (5.2) impliziert hierbei, dass Zu € C*(R™)" gilt (siche Anmerkung 5.2.8).
i) Sei n = 3. Durch Anwendung der Fouriertransformation auf

diva =0 und

u = curl ¢
erhdlt man

3
> piFi; =0 und (5.9)

i=1
Fu=i(12F ¢35 — 3.7 ¢a, 3:F o1 — 1. F b3, puF s — N2ng¢1)T- (5.10)
Das durch (5.10) induzierte Gleichungssystem ist nicht eindeutig losbar. Dies ermoglicht

es noch eine zusitzliche Anforderung an ¢ zu stellen. So geht die Bedingung div ¢ = 0,
durch Transformation, iiber in:

Zuiﬁ@ =0. (5.11)



Als einzige Losung von (5.9), (5.10) und (5.11) erhélt man:

1 ~ B ~\T
Fp= i )2 (H3:F iy — poF g, jnF iz — psF i, o F iy — pnFlin) (5.12)

Sei nun % ¢ durch (5.12) definiert. Aus der Definition von .# ¢ folgt fiir i = 1,2, 3:

Da Zu € L*(R?)3 gilt, geniigt es nach obiger Zeile zu zeigen, dass r}hﬁ'& in einer Um-
gebung um 0 beschrinkt ist, um .#¢ € L*(R?)? schliefen zu kénnen. Da .Z 4 beliebige
oft differenzierbar ist, kann eine Taylor-Entwicklung von .# %, mit Entwicklungspunkt O

betrachtet werden. Aus (5.9) und der Stetigkeit der Fouriertransformierten folgt:

. 1 . .
Fiir(p11,0,0) = ——( 2 Fiis(p1,0,0) + ps ﬁus(m,O,O)) =0 Y #0.
N — L N
Es lésst sich aus der Stetigkeit von .#u somit .#1;(0) = 0 schliefen. In analoger Wei-
se ist Fu2(0) = 0 bzw. Fu3(0) = 0 zu zeigen, indem .Fuy(0, i2,0), Yus # 0 bzw.
Fu3(0,0, u3), Yuz # 0 untersucht wird. Fiir den Funktionswert am Entwicklungspunkt
erhélt man:

FZu(0) = 0,

und die gesuchte Taylor-Entwicklung ergibt sich zu:

Fu+ O(|u?) fiir |u| hinreichend klein,

pn=0

3
0
Fu(p) =) 15—
jzl I

womit die Beschranktheit von ﬁgz @ in einer Umgebung von 0 gezeigt ist. Aus |u;p;] <
|p|? fiir alle 4,5 = 1,2, 3 folgt:

3
;T dil < | Fia. (5.13)
k=1

Da Z¢ € L*(R?)? gilt, ist ¢ := .F 1.# ¢ wohldefiniert und ein Element aus dem Raum
L*(R%)3. Aus (5.13) folgt zusétzlich ;2-¢ € L*(R®)? fiir j = 1,2,3. Das gesuchte Vektor-

potential im Raum H'(2) ist nun durch ¢|q gegeben. Gleichung (5.11) impliziert, dass
das hier konstruierte Vektorpotential zusétzlich noch divergenzfrei ist.

ii) Sei n = 2. In analoger Vorgehensweise zum dreidimensionalen Fall, gehen die Glei-
chungen

diva =0 und

u = curl ¢
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durch Fouriertransformation in

2

> piFi; =0 und (5.14)
=1
T =i(jnF ¢, —nFo) . (5.15)

tiber. Sei F¢ = iiﬁﬂl, so impliziert Gleichung (5.14), dass auch (5.15) erfiillt ist.
Wie im Fall n = 3 muss nun gezeigt werden, dass die Riicktransformierte von .#¢ die
gewiinschten Eigenschaften erfiillt. Um ¢ € L?*(R?) folgern zu kénnen geniigt es zu
zeigen, dass u%ﬁ 21 in einer Umgebung um 0 beschrénkt ist. In Analogie zum dreidimen-
sionalen Fall wird wieder eine Taylor-Entwicklung betrachtet. Unter Beriicksichtigung der
Stetigkeit von .# @ und (5.14) folgt .Fu(py,0) = 0, VY und somit:

0

Fur(p) = po e Fiiy + O(Jual?)  fiir |us] hinreichend klein,
w

2 lue=0

womit wiederum die Beschrianktheit von tﬁz 27 in einer Umgebung von 0 gezeigt ist. Es
folgt, dass ¢ := .F 1.7 ¢ € L?(R?)? gilt. Aufgrund von Gleichung (5.15) folgt:

mF¢=iFiy € L*(R*) und wF¢=—iFi, € L*(R?),

und somit die schwache Differenzierbarkeit von ¢. Die Einschrankung von ¢ auf €2 ist nun
die gesuchte Stromfunktion.

O

Anmerkung 5.2.8 Um einzusehen, dass (5.2) tatsdchlich Fu € C*(R") impliziert, ist
es hilfreich, Gleichung (5.7) zu betrachten. Diese ist nicht nur fiir Funktionen aus dem
Raum D(R"), sondern allgemein fiir Funktionen aus dem Raum

LY (R") = {f:R”%R: If] d)\"<oo}

Rn

definiert. Da nach Konstruktion @ = 0 auf O° gilt, folgt fiir j =1,...,n:
[t aw = [ il & < s - 1l < o

Somit darf u; fiir j = 1,...,n in die Integraldarstellung der Fouriertransformation ein-
gesetzt werden, welche mit #1u,; tibereinstimmt. Sei nun o ein beliebiger Multiindex.
Wendet man den Differenzialoperator D (bzgl. p) auf den Integranden in (5.7) an, so
besitzt dieser, unter Beriicksichtigung von (5.2), die von g unabhéngige integrierbare
Majorante:

xcO

(.

u;(x) sup <i|a| H:c?’) ’ fir j=1,...,n.
j=1

~
<o
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Somit darf, aufgrund von dominierter Konvergenz, D* aus dem Integral gezogen werden,
wodurch wiederum die Differenzierbarkeit beliebiger Ordnung von .#w impliziert wird.
O

Anmerkung 5.2.9 Fiir jedes divergenzfreie Vektorpotential ¢ € H(curl, 2) von u gilt:

curl u = curl curl ¢ = grad div ¢ —A¢p = —A¢ in H '(Q), (5.16)
——

=0

wobei A := (A¢y, Ado, Ap3)T zu beachten ist. Spéter wird in Abschnitt 5.4 untersucht,
welche Randbedingungen zu obiger Gleichung hinzugefiigt werden miissen, damit ¢ durch
Gleichung (5.16) eindeutig bestimmyt ist. o

Anmerkung 5.2.10 Gleichung (5.11) kann durch eine andere Bedingung ersetzt werden,
jedoch erhilt man dadurch im Allgemeinen ein anderes (nicht divergenzfreies) Vektorpo-
tenzial. So ist es moglich, diese durch

F o3 =0

zu ersetzen, wodurch die Transformierte des Vektorpotentials von der Gestalt

F§ = —(Fiis, Fiin,0)"
1ft3

ist. In diesem Fall erhédlt man statt einem divergenzfreien Vektorpotential, eines mit
verschwindender dritter Komponente. O

Im néchsten Schritt soll eruiert werde, inwieweit Vektorpotential und Stromfunktion ein-

deutig bestimmt sein konnen. Es muss daher der Kern von curl genauer untersucht
werden.

5.3 Der Kern von curl

Die strukturellen Unterschiede zwischen dem zwei- und dem dreidimensionalen Fall sind
nicht nur im Beweis von Proposition 5.2.7 zu finden, sondern treten auch sehr deutlich
bei der Untersuchung des Kerns von curl zutage.

5.3.1 Der zweidimensionale Fall

Aufgrund der speziellen Struktur von curl in zwei Dimensionen folgt:

curl p =0 < grad ¢ = 0.

Dies fithrt unmittelbar auf:
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Korollar 5.3.11 (Kern von curl, n = 2) Sei Q2 C R? ein Lipschitz-Gebiet und curl :
H'(Q) — L?(Q)% Dann gilt:

ker curl = R,
wobei R mit dem Raum der konstanten Funktionen auf €2 identifiziert wird
Im Hinblick auf Proposition 5.2.7 bedeutet dies, dass die gefundene Stromfunktion bis

auf eine additive Konstante eindeutig bestimmt ist. Fiir w € Hy(div 0,(2) erfiillt die
zugehorige Stromfunktion:

%:grad¢~7:curl¢-n:u~n:0.
or
Es lasst sich schliefen, dass
Olr, = ci =konst. firi=20,...,p.

gelten muss. Dies impliziert jedoch, dass ¢ eindeutig bestimmt ist, wenn eine dieser Kon-
stanten festgesetzt wird. So gibt es genau eine Stromfunktion, die ¢|r, = 0 erfiillt.

Definition 5.3.12. Sei 2 C R", n € {2, 3} ein Lipschitz-Gebiet.

Hp () :={ve H(Q) :vlr, = 0,v]r, = konst.,i =1...,p}.

Anmerkung 5.3.18 Auf H} () sind die Normen |grad .| 2@ und ||| g1 () dquivalent.
Dies ist eine unmittelbare Konsequenz aus einer Variante der Poincaré-Ungleichung (vgl.
Lemma 3.1, Seite 40 in [GR&6]). o)

Zusammenfassend erhalt man:

Korollar 5.3.14. Sei Q C R? ein Lipschitz-Gebiet. Fiir u € Hy(div 0, () existiert genau
eine Stromfunktion ¢ € Hf (). Diese ist dadurch charakterisiert, dass sie die einzige
Losung des folgenden Variationsproblems ist:

Gesucht ist eine Funktion ¢ € Hf, mit:

(curl ¢, curl x) = (u,curl x) Vx € Hf (Q). (5.17)

Beweis: Nach obigen Uberlegungen existiert eine eindeutige Stromfunktion ¢. Es bleibt
zu zeigen, dass das Problem (5.17) tatséchlich ¢ charakterisiert. Trivialerweise erfiillt die
Stromfunktion das gegebene Variationsproblem. Es verbleibt zu zeigen, dass die Losung
von (5.17) eindeutig ist. Fiir zwei Losungen ¢ und gz~5 gilt:

(curl (¢ — ¢),curl x) =0 Vy € Hf, (9),
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und somit folgt:
curl (¢ — @) =0 und daher grad (¢ — ¢) = 0.

Mit Hilfe von Anmerkung 5.3.13 folgt || — )| (o) = 0 und damit die Eindeutigkeit einer
Losung. O

5.3.2 Der dreidimensionale Fall

Die Basis aller weiteren Uberlegungen bildet folgender Satz iiber stetig differenzierbare
Funktionen:

Satz 5.3.15. Sei Q C R? ein einfach zusammenhingendes Lipschitz-Gebiet und u €
C1(Q)3. Es sind dquivalent:

i) Es gilt: curl uw = 0.
ii) Es existiert eine Funktion p € C%(2) mit:

u = grad p.
(vgl. "classical Stokes theorem ”, Seite 31 in [GR86]).
In Satz 5.3.15 ist die Forderung, dass 2 einfach zusammenhéngend ist von entscheidender

Bedeutung. Die Aussage ist tatséchlich sogar falsch, wenn dies nicht der Fall ist. Dies ist
z.B. aus dem Abschnitt iiber mehrfach zusammenhéngende Gebiete ersichtlich.

Zur Vereinfachung der Notation sei hier noch eine Definition:
Definition 5.3.16. Sei 2 C R", n € {2,3} ein Lipschitz-Gebiet.

H(curl 0,9) := {v € L*(2)* : curl v = 0}.
Hy(curl 0,9) := {v € L*(Q)* : curl v =0, v x n = 0}.

Anmerkung 5.3.17 Es gilt die Implikation:
v € Hy(curl 0,9Q) = curl v € Hy(div 0,9).

Die Tatsache, dass div curl v = 0 gilt, ist durch direktes Einsetzen einzusehen. Fiir
¢ € D(Q) gilt mit Hilfe der Greenschen Formeln fir H(div,2) und H(curl, 2):

(curl v - n, Q) y-1/2(90) = / curl v - grad ¢ d\" = (v x n,grad ¢)y-1/2(90)s = 0.
Q
Da dies fiir jede Testfunktion ¢ gilt, folgt die gewiinschte Randbedingung. O
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Satz 5.3.15 legt die Vermutung nahe, dass gelten konnte:
H(curl 0,Q) = grad H'(Q).

Dies ist tatséchlich eine richtige Annahme, welche in folgender Proposition verifiziert
wird:

Proposition 5.3.18. Es sei Q C R3 ein einfach zusammenhiingendes Lipschitz-Gebiet.
Fiir eine Funktion w € L?(Q2)? sind #dquivalent:

i) Es gilt: curl u = 0.
ii) Es existiert eine Funktion p € H'(Q) mit:

u = grad p,

wobei p bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmt ist.

Fiir den Beweis wird folgende Regularititsaussage benotigt:

Lemma 5.3.19. Sei  C R" ein Lipschitz-Gebiet und sei v € L?(K) fiir alle kompakten
Mengen K C Q und grad v € H (), so folgt:

v e L*(Q).

(vgl. Korollar 2.2, Seite 21 in [GR86]).

Beweis (zu Proposition 5.3.18):

i) = ii) Es existiert eine aufsteigende Folge (€2,,)men von einfach zusammenhéngenden
Lipschitz-Gebieten mit der Eigenschaft:

2, CQ und Q=]

meN

(vgl. Seite 31 in [GR86]). Die Idee ist es nun, w in einer Art und Weise zu regularisieren,
sodass der Rotationsoperator weiterhin verschwindet. Sei (7.).~o ein Mollifier und be-
zeichne u jene Fortsetzung von u auf R? fiir die = 0 auf Q¢ gilt. Aus den Eigenschaften
von (7¢)eso und der Konvolution folgt:

nex @ € D(R?)? Ve > 0,
lim(ne + @) =@ in L*(R?)?, (5.18)
curl (7. *x @) = n. * curl u.

Ist €,, hinreichend klein, genauer gilt €, < dist(2,,,9%2), so folgt

curl (n., *w)=0 in Q,
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und somit existiert nach Satz 5.3.15 eine stetig differenzierbare Funktion p. (und daher
ist diese auch aus dem Raum H'(2,,)) mit:

Ne,, * W =grad p.,, in .

Da |lgrad . [|;2q,, eine zur Faktornorm auf H'((,,)/R dquivalente Norm ist (siche
Anmerkung 5.2.5) folgt mit (5.18), dass eine Funktion p,, € H*(,,) existiert, mit:

lim p.,, =pn in H'Y(Q,)/R und

em—0

u =grad p,, in €,.

Da (Q,,)men eine aufsteigende Folge ist und grad p,, = grad p,, ;1 auf ,, fur allem € N
gilt, folgt, dass sich p,, und p,,+1 hochstens um eine Konstante unterscheiden kénnen.
Diese kann so gewéhlt werden, sodass

Pm = Pmy1 0, VmeN
gilt. Damit ist die Funktion p definiert durch

Plon = Pm

wohldefiniert. Fiir alle kompakten Mengen K mit K C 2 existiert ein m € N mit K C ,,,
sodass folgt:

Ipllz2cry < 1Pl 22 < 00

Da grad p = u € L*(Q) C H Q) gilt, impliziert Lemma 5.3.19, dass p € L*(Q) gelten
muss. Somit folgt:

pe€ HY ().

Da der Kern von grad nur aus konstanten Funktionen besteht, ist p bis auf eine additive
Konstante eindeutige bestimmt.

ii) = 1) Die gewiinschte Aussage ist durch Einsetzen in grad und curl direkt ersichtlich.

O

Anmerkung 5.3.20 Sowohl Satz 5.3.15, als auch Proposition 5.3.18 bleiben im zweidimen-
sionalen Fall giiltig, wenn man curl durch curl ersetzt und die Dimension beachtet. Somit
erhéilt man auch zusétzliche Informationen iiber den Raum H (curl 0,Q) := {v € L*(2)? :
curl v = 0}. o)

Als unmittelbare Konsequenz erhélt man aus Proposition 4.1.2 und Proposition 5.3.18:

Korollar 5.3.21. Es sei Q C R3 ein einfach zusammenhingendes Lipschitz-Gebiet. Dann
gilt:

Hoy(div 0,9Q)* = grad H'(Q2) = H(curl 0,9).
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Mehrfach zusammenhéingende Gebiete

In diesem Abschnitt soll ein Ausblick darauf gegeben werden, wie der Kern von curl
aussieht, wenn ) mehrfach zusammenhéngend ist. Ndahere Informationen, die hier vor-
gestellten Resultate und der zugehorige Formalismus finden sich auf den Seiten 217-224
in [DLI0]. Die Idee besteht darin, endlich viele Schnitte ¥,..., ¥y einzufithren. Diese
sind hinreichend glatte n — 1-dimensionale Mannigfaltigkeit, welche erfiillen miissen, dass
die Menge

Q:=0Q\ <UE,)

einfach zusammenhingend ist. Auf € ist nun der Kern von curl bekannt. Es muss daher
nur abgeklédrt werden, wie das Verhalten von Funktionen im Kern auf den Schnitten ist.
Heuristisch gesehen haben diese Schnitte ,,zwei Seiten®, welche mit 3" und ¥, bezeichnet
werden sollen (vgl. Abbildung 5.2).

f

2

Abbildung 5.2: Schematische Darstellung eines mehrfach zusammenhéngenden Gebietes.
Fiir den Schnitt > sind sowohl seine zwei Seiten, als auch sein Normalvektor eingezeich-
net. Es ist Konvention, dass dieser von X3 nach % zeigt.

Wenn € mindestens ein C%-Gebiet ist, ergibt sich:
H(curl 0,9) = grad H'(Q) + H(Q),

wobei H(€2) ein endlichdimensionaler Vektorraum ist mit dim H(Q2) = N. Elemente aus
dem Raum H(2) sind dadurch charakterisiert, das sie Losungen des folgenden Transmis-
sionsproblems sind:
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Gesucht ist eine Funktion ¢ € H'(Q) mat:

Ag=0 in

@:0 auf 01,

on

qls+ — qlgs = konst. firi=1,..., N,

9
on

%

— =0 firi=1,...,N.
s Onls;

5.4 Divergenzfreie Vektorpotentiale

In diesem Abschnitt werden Randbedingungen untersucht, die an divergenzfreie Vektor-
potentiale gestellt werden kénnen. Folgendes Lemma wird sich spéter noch als niitzlich
erweisen:

Lemma 5.4.22. Sei Q@ C R",n € {2,3} ein Lipschitz-Gebiet und w € H(div 0,§) N
Hoy(curl 0,9) bzw. w € H(div 0,) N Hy(curl 0,) mit der Eigenschaft:

(u-n,)r, =0 fir i=0,...,p.
Dann gilt: w = 0.

Beweis: Sei n = 3. Aus der Existenz eines Vektorpotentials ¢ € H'(2)® und der Green-
schen Formel fiir H(curl, ) folgt:

(v,v) = (v,curl ¢) = (curl v, P) — (V X 1, D) f-1/2(90ys = 0.
=0 =0

Dies impliziert jedoch v = 0. Analog ist auch der zweidimensionale Fall unter Zuhilfe-
nahme der Stromfunktion und der Greenschen Formel zu zeigen. g

In der nun folgenden Proposition wird eine mogliche Randbedingung genauer untersucht.

Proposition 5.4.23. Sei Q C R3 ein Lipschitz-Gebiet und w € H(div 0,) mit der
Eigenschaft:

(u-n,1)p, =0 fir i=0,...,p.
Dann gilt:

i) Es existiert hochstens ein Vektorpotential ¢ € Hy(curl, Q) N H(div 0,2) mit der
Eigenschaft:

(p-n, )y, =0 fir i=0,...,p. (5.19)
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ii) Ist Q einfach zusammenhéngend, so hat jede Funktion uw € Hy(div 0,€2) genau ein
Vektorpotential ¢ € Hy(curl, ) N H(div 0,€2). Dieses ist dadurch charakterisiert,
dass es die einzige Losung des folgenden Randwertproblems ist:

Gesucht ist eine Funktion ¢ € Ho(curl, Q) N H(div 0,Q) mit:

~A¢ =curl u in H'(Q)",

¢ erfiillt (5.19). (5.20)

Beweis:

i) Angenommen, es existieren zwei Vektorpotentiale ¢ und ¢ mit den gewiinschten Ei-
genschaften. Dann erfiillt die Differenz ¢ — ¢ alle Voraussetzungen von Lemma 5.4.22
und somit gilt:

¢— ¢ =0 und daher ¢ = o.
Somit kann es hochstens ein solches Vektorpotential geben.

ii) Ziel ist es, das schon existierende Vektorpotential (vgl. Proposition 5.2.7) durch Sub-
traktion einer geeigneten Funktion dahingehend zu verédndern, sodass die geforderten
Randbedingungen erfiillt sind. Um dies zu bewerkstelligen, wird O statt €2 betrachtet. O
sei hier explizit als eine hinreichend groBe Kugel® gewihlt. Da u € Hy(div 0,9) gilt, ist

. Ju in Q,
“Z10 inQ
eine divergenzfreie Fortsetzung von uw auf 0. Da u - n = 0 auf 0O gilt, sind alle Vor-

aussetzungen von Proposition 5.2.7 erfiillt. Somit existiert eine Funktion ¥ € H'(O)3
mit:

u=-curl ¥ und divy =0.
Zuséatzlich folgt aufgrund der Wahl der Fortsetzung:
curl p =curlcurl @ =0 in O\ Q. (5.21)
=0

Die Tatsache, dass €2 einfach zusammenhéngend und O eine Kugel ist, impliziert, dass
die Gebiete (€2;)io, ., sogar einfach zusammenhéngend?® sind (vgl. Seite 49 in [GRS6]).
Proposition 5.3.18 und Gleichung (5.21) implizieren, fiir jedes i = 0, ..., p, die Existenz
einer Funktion ¢; € H'(£2;) mit:

P

3Dies impliziert, dass O einfach zusammenh#ngend ist.

4Diese Folgerung ist von der Dimension abhingig. Fiir n = 2 ist €y im Allgemeinen nicht einfach
zusammenhiingend. In zwei Dimensionen wire durch Q := {z € R? : ||z| < 1} und O = {x € R? :
lz]] < 2} ein Gegenbeispiel gegeben.

Q = grad q;-
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Aus ¢ € H'(Q)? folgt sogar ¢; € H?(;). Es sei ¢ € H*(O \ Q) durch
qlo, =¢; fir 1=0,...,p

definiert. Da die Gebiete (Qi)izo....
nen Raum H?(O \ ) und erfiillt:

Yloq = grad q. (5.22)
Nun wird eine Funktion w konstruiert, welche an den Rdndern mit ) iibereinstimmen

soll. Hierzu wird fiir u € H'/2(9Q) folgendes inhomogenes Poisson-Problem betrachtet:

Gesucht ist eine Funktion x € H'(Q) mit:

—Ax =0 1in Q,

5.23
x = p auf 0f. (5:23)

Mit dem Satz von Lax-Milgram und einer geeigneten Variationsformulierung lasst sich die
eindeutige Losbarkeit von Problem (5.23) und die stetige Abhéngigkeit von der Randbe-
dingung zeigen. Dies impliziert, dass der lineare Operator A" : HY2(00Q) — HY(O\Q) :
1 +— x wohldefiniert und beschréankt ist. Es bezeichne 7 jenen Spuroperator, welcher

"Ny : HQ(O\Q) — Hl/Q(aQ) ) l—>v‘39

leistet. Es folgt, dass der zusammengesetzte Operator

L HA0\Q) - H'(9)
8 "{ v (A 0 3)(v)

stetig und linear ist. Es sei y := A7!(q), so gilt:

Xlr;, = ¢, = i, fir i=0,...,p.
Somit ist die gesuchte Funktion w durch

w = grad Y
gegeben. Nach Konstruktion gilt:

divw = 0,

curl w =0,
und
wxn=grad yxn=grad ¢ xn=1% xn aufl;, 0... p.
Somit erfiillt die Differenz ¥ — w:

P —w € Hy(curl, Q) N H(div 0,€).
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Da die einzelnen ¢;, @« = 0,...,p jeweils nur bis auf eine additive Konstante eindeutig
bestimmt sind, muss nun festgestellt werden, ob diese p+1 Konstanten so gewéhlt werden
konnen, sodass

(Y —w) -n,1)p,=0 fir i=0,...,p,
erfiillt ist. Diese Problem ist dquivalent dazu eine Funktion ¢ aus dem Raum?®
L2.(0\Q):={f € L*(O\Q): flo, = konst., i =0,...,p}

zu finden, sodass die Funktion grad (y+ A~!(c)) alle gewiinschten Eigenschaften besitzt.
Es sei ¢ € H*(O '\ Q) eine feste und beliebige Funktion, fiir die (5.22) erfiillt ist. Fiir
ce L2 . (0\Q) sei:

x(c) :=A7(q) + A7 (c) und

w(c) := grad x(c) = grad A™'(¢q) + grad A™*(c).

Der Ausdruck grad A~(c) soll nun genauer untersucht werden. Es sei £ := {grad A~'(c) :
ce L2, (0O\Q)}. Fiir den Raum E gilt:

E C H(div 0,2) N Hy(curl, Q).

Somit ist w(c) eine Element aus H(div 0,Q) N Hy(curl, Q). Fiir alle divergenzfreien L2-
Vektorfelder v folgt aus der Greenschen Formel fiir H(div, 2):

p

<T) ‘n, 1>F0 = - Z<U "N, 1>pi.

i=1
Es ist daher sinnvoll die Abbildung
T:=E—-R:v— (('v-n,1>p1,...,<v~n,1)pp)T

zu betrachten. Wenn gezeigt werden kann, dass T surjektiv ist, so impliziert dies, dass
cin c€ L2, (O \ Q) existiert mit

(grad A7 (c) - m, I)r, = (¢ = A7Y(g) - m, )r, fiir i=0,....,p,
wodurch
(w(c) -n,)p, = -n, 1), fir ¢=0,...,p

folgt. Das Vektorpotential ¢ := 1 — w(c) wiirde somit alle gewiinschten Eigenschaften
besitzen. Mit Lemma 5.4.22 folgt die Injektivitiat des Operators T'. Um die Surjektivitat zu
zeigen, ist es daher ausreichend zu verifizieren, dass dim E = p gilt. Der Raum {A™!(c) :
ce L2, (O\Q)} ist ein p + 1-dimensionaler Vektorraum. Dies ist eine Konsequenz der

Tatsache, dass dim L2, (O\ Q) = p+1 gilt und A™': L2 _(O\ Q) — H'(Q2) injektiv ist.
Fiir c € L2, (O\ Q) soll nun gelten:

A7'(c) €ker grad und c|g, = ¢; = konst. firi=0,...,p.

SHier soll p.c. fiir , piecewise constant“ (engl. fiir ,stiickweise konstant®) stehen.
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Da der Kern von grad nur aus konstanten Funktionen besteht, muss nur festgestellt
werden, wann die Bedingung A~!(c) = konst. gilt. Dies ist jedoch genau dann der Fall,
wenn

cp=...=cp, = konst.

erfiillt ist. Somit ist der Kern von grad : E — L?*(2) eindimensional und es folgt die
Surjektivitit von T

Es verbleibt zu zeigen, dass ¢ tatséichlich durch (5.20) charakterisiert ist. Nach Kon-
struktion erfiillt ¢ die gesuchten Randbedingungen und nach Anmerkung 5.2.9 auch die
Differenzialgleichung aus Problem (5.20). Es bleibt nur die Eindeutigkeit der Losung zu
zeigen. Es seien ¢ und ¢ zwei Losungen. Fiir die Differenz gilt:

Algp— ) =0, (5.24)
¢ — ¢ erfiillt (5.19). (5.25)

Aus ¢ — ¢ € Hy(curl, Q) folgt curl (¢ — ¢) € Ho(div 0,Q) (vgl. Anmerkung 5.3.17).
Andererseits erfiillt die Rotation der Differenz auch:

curl curl (¢ — &5) =—-A¢p =0.
Somit gilt:
curl (¢ — @) € Hy(div 0,Q) N H(curl 0, Q).

Nach Korollar 5.3.21 gilt Ho(div 0,Q)" = H(curl 0,9Q), wodurch curl (¢ — @)

=0
impliziert wird. Da die Voraussetzungen von Lemma 5.4.22 erfiillt sind, folgt ¢ — ¢ =0
und somit die Eindeutigkeit einer Losung von Problem (5.20).

O
Anmerkung 5.4.24 Es kann gezeigt werden, dass fiir das Vektorpotential ¢ aus Proposi-
tion 5.4.23 ii) gilt:
¢ c H(Q),

falls Q ein C1-Gebiet ist (vgl. Theorem 3.6, Seite 48 in [GR86]). Dies folgt im Wesent-
lichen aus der Tatsache, dass die Losung y von Problem (5.23), unter den geénderten
Voraussetzungen aus dem Raum H?(Q) ist. O

Im néchsten Kapitel werden die wichtigsten Ergebnisse zusammengefasst und eine An-
wendung vorgestellt.
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Kapitel 6

Zusammenfassung und Anwendung

6.1 Zusammenfassung

Fiir den dreidimensionalen Fall folgt aus Korollar 4.3.6 und Proposition 5.4.23:

Korollar 6.1.1 (Helmholtz-Hodge-Zerlegung fiir n = 3) Sei 2 C R3 ein Lipschitz-Gebiet.
Jedes v € L?(Q)? besitzt die orthogonale Zerlegung:

v = curl ¢ + grad p,

wobei curl ¢ € H'(Q)? gilt, und p € H'(Q) bis auf eine additive Konstante eindeutig
bestimmt ist. Ist Q einfach zusammenhéngend, so existiert genau ein ¢ € Hy(curl, Q) N
H(div 0,) mit der Eigenschaft:

(p-m,1)p,=0 fir i=0,...,p,

sodass obige Zerlegung noch gilt.

In zwei Dimensionen folgt aus Korollar 4.3.6 und Korollar 5.3.14:

Korollar 6.1.2 ( Helmholtz-Hodge-Zerlegung fiir n = 2) Sei Q C R? ein Lipschitz-Gebiet.
Jedes v € L*()? besitzt die orthogonale Zerlegung:

v = curl ¢ + grad p,

wobei ¢ € H'(Q) gilt, und p € H*(2) bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmt
ist. Es kann ¢ so gewéhlt werden, sodass

¢ € Hy, (Q)

gilt. Dieses ¢ ist dann eindeutig bestimmt.
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Natiirlich kann man diese Zerlegungen noch weiter untersuchen. So ist es plausibel, dass
die Zerlegung regulérer ist, je glatter 2 und v sind (vgl. Seite 234-239 in [DL90]). Es ist
auch moglich, weniger Anforderungen an €2 zu stellen. So kénnen unbeschriankte Gebiete
mit beschranktem Komplement oder nicht zusammenhéingende Mengen betrachtet wer-
den (vgl. Seite 228-234 in [DLI0]). Es gilt hierbei zu beachten, dass in diesem Fall jedoch
auch Spurtheoreme und andere Hilfsmittel an die gednderten Voraussetzungen angepasst
und verallgemeinert werden miissen.

6.2 Die Stokes-Gleichung

Es soll die Helmholtz-Hodge-Zerlegung auf ein weiteres Beispiel aus dem Themenbereich
der Stromungsmechanik angewendet werden. Wie in Abschnitt 2.1 wird wieder ein homo-
genes, inkompressibles Fluid betrachtet. Zusétzlich soll jedoch gefordert werden, dass die
Stromung stationdr und hinreichend langsam ist (dies impliziert, dass der nichtlineare
Anteil der substantiellen Ableitung vernachléssigt werden kann). Somit ergibt sich die
Stokes-Gleichung zu:

grad p — vAv = f, 6.1)
div v =0, '

wobei aus Griinden der Ubersichtlichkeit v := ﬁ gesetzt wurde. Fiir ndhere Informatio-
nen und Details zur Losungstheorie fiir die Stokes-Gleichung sei auf Kapitel 1, Abschnitt
5 in [GRR6] verwiesen. Folgende Proposition liefert eine Existenzaussage fiir die Stokes-
Gleichung mit Dirichlet-Randbedingungen:

Proposition 6.2.3. Sei Q C R” ein Lipschitz-Gebiet, f € H~1(Q)", g € H/2(0Q)" mit

/ g-n ds=0,
o0

und es sei L§(Q) := {f € L*(Q) : [, f dA* = 0}. Dann existiert genau eine Losung des
Problems:

Gesucht ist ein Paar (v,p) € H'(Q)" x L(Q) mit:

—vAv+grad p=f in Q,
divo =0 1in (6.2)
v=g auf .

(vgl. Theorem 5.1, Seite 81 in [GR86]).

Sei (v, p) eine Losung der Stokes-Gleichung in drei Dimensionen mit Haftbedingung als
Randbedingung (das heifit es wird g = 0 auf 92 betrachtet). Nach Korollar 6.1.1 existiert
fiir v genau ein Vektorpotential ¢ € Hy(curl,2) N H(div 0,2) mit der Eigenschaft:

(p-m,1)p,=0 fir i=0,...,p.
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Das Ziel ist es, dieses Vektorpotential als Losung einer biharmonischen Gleichung zu
charakterisieren, welche unabhingig vom Druck p ist. Da curl ¢ € H*(Q2)? gilt, l4sst sich
aus der Identitdt

—Atp = —curl curl @ + grad div @ (6.3)

schliefen, dass At genau dann ein Element aus dem Raum L3(92) ist, wenn div ¢ €
H'(Q) erfiillt ist. Obige Uberlegung und die Eigenschaften von ¢ flieien in die Definition
des nédchsten Raumes ein, auf dem das gesuchte biharmonische Problem gelost werden
soll:

I = {1/) € Hy(curl, Q) : div p € H'(Q),curl ¥ € Hy(Q2)* (¢ -n, 1), =0,i =0, ... ,p}.

Fiir ¢ folgt aus der Stokes-Gleichung:
—vAcurl ¢ +grad p=f in H '(Q)?,
wobei div curl ¢ = 0 automatisch erfiillt ist. Mit (6.3) ergibt sich:
curl curl curl ¢ + grad p=f in H *(Q)>. (6.4)
Fiir ¢ € 52 folgt:
(v curl curl curl ¢, curl ©) y-1gys + (grad p, curl V) y-1(q)s = (f, curl ¥)y-1(q)s.
Aus curl ¥ € H}(Q)? ldsst sich

(curl curl curl ¢, curl ¥)-1(q)s = (curl curl ¢, curl curl ¥) und

(grad p, curl ¥) g1 = —(p,div curl ) = 0
—0

schliefen. Es sei hier angemerkt, dass dies genau jener Schritt ist, in dem die Abhéngigkeit
von p verloren geht. Durch Einsetzten von (6.3) in jede Seite des Skalarproduktes folgt:

(Ag, Av) = (curl curl ¢, curl curl ) — (curl curl ¢, grad div ),
wobei div ¢ = 0 zu beachten ist. Die Tatsache, dass curl ¢ € H}(Q)? gilt, impliziert:

(curl curl ¢, grad div ) = (curl grad div 9, curl @, ) g-1(q): = 0. (6.5)

~~
=0

Da @ € A beliebig war, folgt, dass fiir alle ¢ € 7 die Gleichung

—v (Acurl ¢, curl ¥) = v (Agp, Avp) = (f, curl ¥) -1y

erfiillt ist. Somit ist das gesuchte biharmonische Problem gefunden. Im folgenden Korollar
ist das Ergebnis zusammengefasst:

Korollar 6.2.4. Sei () C R”" ein einfach zusammenhingendes Lipschitz-Gebiet, f &
H=YQ)", (v,p) € H(Q)? x LE(Q) die eindeutige Losung der Stokes-Gleichung (6.2) mit

o7



homogenen Dirichlet-Randbedingungen. Zusétzlich sei ¢ € Hy(curl, Q)N H(div 0,2) das
eindeutig bestimmte Vektorpotential von v mit der Eigenschaft:

(p-m,1)p,=0 fir i=0,...,p.

Dann ist ¢ als Losung des folgenden Problems charakterisiert:

Gesucht ist eine Funktion ¢ € 7€ mit:

(Ap, Ap) = (f,curl ) y-1qs Vb € . (6.6)

Beweis: Nach den vorangegangenen Uberlegungen ist ¢p € JZ eine Losung des gegebenen
Problems. Es verbleibt die Eindeutigkeit zu zeigen. Seien ¢ und ¢ zwei Losungen von
(6.6). Fur die Differenz ® := ¢ — ¢ gilt:

(A®,AY) =0 Yap € A
Insbesondere ist dies fiir ¢ = ® giiltig. Mit (6.3) und (6.5) folgt:

0= (A®,A®) = (curl curl ®, curl curl ®) + (grad div @, grad div ®).

. / .
-~

20 20

Es lésst sich somit schlielen, dass
curl curl =0 und grad div® =0
gelten muss. Zusammen mit der Tatsache, dass curl ® € H}(Q)? gilt, impliziert dies:

0 = (curl curl ®, ®) = (curl ®,curl &) und
div ® = ¢ = konst..

Des Weiteren lésst sich
p
/div ®dN' =) (®-n, 1), =0
Q i=1
schlieen, wodurch sich ¢ = 0 folgern lasst. Zusammenfassend erfiillt ®:

® € Hy(curl 0,Q)N H(div 0,92) und (®-n,1)p, =0 fiiri=0,...,p.

Aus Lemma 5.4.22 folgt ® = 0 und somit die Eindeutigkeit einer Lésung von (6.6). [
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6.3 Abschlielende Bemerkung

Natiirlich ist es im Rahmen dieser Arbeit nicht moglich, alle Aspekte der Helmholtz-
Hodge-Zerlegung zu beleuchten. Am Ende von Abschnitt 6.1 wurde schon erwéhnt, dass
die Voraussetzungen an 2 durchaus weniger restriktiv gewihlt werden kénnen. Es seien
hier jedoch die Anwendungen besonders hervorgehoben, da diese verdeutlichen, dass die
Helmholtz-Hodge-Zerlegung ein wichtiges Werkzeug darstellt, um komplexe Problemstel-
lungen zu vereinfachen. Dies wurde z.B. fiir die Stokes-Gleichung im vorherigen Abschnitt
gezeigt, findet aber auch Anwendung in der Numerik von partiellen Differenzialgleichun-
gen (siehe z.B. splittting methods - operator splitting ).
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