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Kapitel 1

Einleitung

Die Korteweg-de Vries-Gleichung wurde als erstes 1877 von Joseph Boussinesq untersucht,
und dann 1895 von den niederldndischen Mathematikern Diederik Korteweg und Gustav
de Vries als Modell fiir Flachwasserwellen in einem Kanal mit rechteckigem Querschnitt
wiederentdeckt. Flachwasserwellen sind allgemein Wellen, die (im Vergleich zur Wassertie-
fe) eine grole Wellenliéinge haben. Beispiele fiir Flachwasserwellen sind Wellen in seichten
Gewdssern und Tsunamiwellen auf dem offenen Meer; insofern erscheint es also interessant,
sich mit diesem Thema zu beschéftigen. Neben der Modellierung von Flachwasserwellen
sind aber auch viele weitere Anwendungen der KdV-Gleichung bekannt, beispielsweise las-
sen sich mit ihr Phénomene in der Plasmaphysik (wie etwa Ausbreitung von Wellen in
kaltem Plasma), oder auch Druckwellen in Fliissigkeits-Gas-Gemischen beschreiben. Ge-
naueres dazu findet sich in [20]; dort sind insbesondere auch Verweise zu weiterfithrender
Literatur zu diesem Thema vorhanden.

Die Benjamin-Bona-Mahony-Gleichung (teilweise im Englischen auch regularized-long-
wave-equation genannt) wurde 1972 von Brooke Benjamin, Jerry Bona und John Mahony
als Alternative zur KdV-Gleichung vorgestellt. Die drei Mathematiker leiteten die Glei-
chung im Wesentlichen aus denselben physikalischen Uberlegungen her, somit kann auch
die BBM-Gleichung etwa als Modell fiir Flachwasserwellen dienen.

Das Ziel dieser Arbeit ist es, einen Uberblick iiber die unterschiedlichen Eigenschaften
der beiden Gleichungen zu verschaffen. Im ersten Teil wird es um die Herleitung der
beiden Gleichungen gehen, um aufzuzeigen, dass sich beide Gleichungen auf dieselben
physikalischen Prinzipien stiitzen. Im zweiten Teil geht es darum, zu zeigen, dass die
Anfangswertprobleme zu den beiden Gleichungen im Sinne von Hadamard korrekt gestellt
sind. Es wird sich im Zuge dessen herausstellen, dass sich die Benjamin-Bona-Mahony-
Gleichung mathematisch einfacher behandeln ldsst. Dafiir hat die KdV-Gleichung den
Vorteil, dass sich Losungen zu gegebenen Anfangswerten mithilfe der sogenannten inversen
Streumethode prinzipiell explizit berechnen lassen. Den Abschluss dieser Arbeit bildet dann
ein Vergleich der beiden Gleichungen. Es werden zwei Eigenschaften besprochen, in denen
sich die KdV- und die BBM- Gleichung unterscheiden.

Wir werden in diesem Kapitel zunéchst einige mathematische Grundlagen und Notationen
besprechen, bevor wir zur Herleitung der Korteweg-de Vries- und der Benjamin-Bona-
Mahony-Gleichung kommen.
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1.1 Grundlagen und Notationen

In diesem Abschnitt widmen wir uns einigen Definitionen und wiederholen einige bekann-
te Ergebnisse, die spéter niitzlich sein werden. Beziiglich den géngigen Funktionenridumen
halten wir uns an die iibliche Notation, d.h. fiir eine offene Menge 2 C R"™ bezeichne bei-
spielsweise C'(§2) den Raum der auf 2 stetigen Funktionen, Cp(2) sind die auf 2 stetigen
Funktionen mit kompaktem Triger in , C*(Q2) bezeichnet die in Q k-mal stetig diffe-
renzierbaren Funktionen, mit H*(Q) sind die Sobolevriume W*2(Q) gemeint, und S(R")
sind die Schwartzfunktionen auf R™. Den topologischen Dualraum von H¥(2) wollen wir
mit H*(Q) bezeichnen. Einige weitere Funktionenréiume definieren wir im Folgenden:

Definition 1.1. Sei T > 0 reelle Zahl, X ein Banachraum und k,l € Ng. Wir definieren
Cr(X) ={u:[0,T] = X | u ist stetig in [0,T]},

sowie fir 1 < p < oo
T
LL(X) :=={u:(0,T) = X | u ist messbar und /0 lu@®)|% dt < oo},

und

LFE(X) :={u:(0,T) = X | u ist messbar und esssup ||u(t)|x < oo}
0<t<T

Speziell um im Kapitel 2 die Notation etwas zu vereinfachen wollen wir fiir Cr(Cy(R))
einfach Cr schreiben (Cy(R) sind die stetigen, beschriankten reellen Funktionen versehen
mit der Supremumsnorm). Weiters werden wir, falls X ein Raum reeller Funktionen ist,
etwa fiir u € Cp(X) bzw. u € LL.(X), anstatt u(t)(z) (x € R) die einfachere Schreibweise
u(z,t) verwenden. Speziell fiir reelle Funktionen in zwei Variablen definieren wir:

Definition 1.2. Sei T > 0 eine reelle Zahl und k,l € Ng. Wir definieren
C;’l ={ueCr| o uc COr firale0<j<k, 0<m<I},
und

Coo:={u e CR) | lim u(z)= lim wu(z)=0},

T—00 Tr—r—00

sowte
Cly={u e Cr | u(-,t) € Coo fiir alle t € [0,T7]}.

Lemma 1.3. Auf den soeben definierten Funktionenrdumen konnen folgende Normen
definiert werden:

Julencx) = mas u(t)lx,

1
T 5
lellza cx) = ( [ o dt) fiir 1 < p < oo,

l[ull 5o () == esssup [Ju(t)] x,
te(0,T)

ko1
lullgr == S O> loiolulle,.
i=0 j=0

Mit diesen Normen sind die Riume Cp(X) und L%.(X) fir 1 < p < oo Banachrdume.
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Beweis. Man beachte, dass laut Definition 1.1 der Raum X ein Banachraum ist. Fiir Cp
und C’éﬂ’l iiberlassen wir den Beweis als Ubung. Fiir L}.(X) (1 < p < o0) verweisen wir
z.B. auf [7].

O

Es gilt, vgl. [1], Seite 44:

Lemma 1.4. Sei X ein reflexiver, separabler Banachraum mit 1 < p < oo und % + % =1
und set T' > 0 beliebig. Dann gilt:

i. LE(X) ist separabel,
i, (IA(X)) = LX),

Wir setzen in dieser Arbeit grundlegende Kenntnisse in der Theorie der Lebesgue- und
Sobolevriume voraus. Einige Ergebnisse wiederholen wir trotzdem. Es gilt folgender wich-
tiger Einbettungssatz, vgl. [7], Kapitel 9:

Satz 1.5. Firk <m —n/2 gilt
H™R"™) — CF(R"),

d.h. jede Aquivalenzklasse u € H™(R™) enthilt einen Vertreter, der k-mal stetig diffe-
renzierbar ist. Weiters ist die Einbettung von H™(R™) in C*(R™) stetig, d.h. es existiert
eine nur von m, n und k abhingige Konstante C, sodass fir alle uw € H™(R™) und alle
Multiindizes o mit || < k gilt:

lullor = sup [D%u(z)] < Cllul| .

o <k ©€
In einer Dimension gelten folgende Aussagen:
Lemma 1.6. Seien u,v € H'(R). Dann gilt:

i. wv € HY(R), und (uv)’ = v'v + uv', wobei die Ableitung hier im schwachen Sinn zu
verstehen ist.

1. Es gilt die Gleichung

SIS

1
ulloo < (llull 2yl 2m)) ? < EHUHHl(R) < [Jull g1 (w)-

iii. Fiir u,v € H(R) mit k € N gilt: uv € H*(R).
Beweis. i. Vergleiche [7], Kapitel 9. Es sei erwihnt, dass diese Aussage auch fiir u € H!(R?)

richtig ist, wenn wir zusétzlich v € L*°(R") fordern.

ii. Aufgrund Aussage i. folgt mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
fiir Lebesgue-integrierbare Funktionen:

u? () —/ uu’ dx —/ uu’ dx S/ lul|u'| dz.

Mit Cauchy-Schwarz folgt die erste Ungleichung. Die zweite Ungleichung folgt aufgrund
der elementaren Regel 2ab < a? + b%. Die dritte Ungleichung ist trivial. Siehe dazu auch
[6], Abschnitt 4.

iii. Ergibt sich wegen H*(R) C H'(R) induktiv aus Aussage i. O



KAPITEL 1. EINLEITUNG 6

Weiters gilt fiir das Verhalten von L2-Funktionen im Unendlichen vgl. [3], Anhang 2:
Lemma 1.7. Sei u € L*(R) N CY(R). Dann folgt u € Cop.

Wir wiederholen weiters einige Definitionen und Ergebnisse, die in den {iblichen Standard-
werken zur Funktionalanalysis (z.B. [7]) zu finden sind.

Satz 1.8. (Fizpunktsatz von Banach): Sei A eine abgeschlossene Teilmenge eines Banach-
raums, und ¢ : A — A eine Kontraktion; d.h. es existiert ein 6 € (0,1), sodass fiir alle
u,v € A gilt: ||p(u) — ¢(v)|| < 8||u —v||. Dann besitzt ¢ genau einen Fizpunkt z* und es
gilt, dass fiir alle u € A die durch ug := u und up1+1 := ¢(u,) definierte Folge gegen x*
konvergiert.

Definition 1.9. (schwach*-Topologie): Sei B ein Banachraum und B’ sein topologischer
Dualraum. Fiir jedes x € B bezeichne ¢, das Punktauswertungsfunktional ¢, : B’ —
R : f — f(x). Die schwach* Topologie auf B’ ist als die initiale Topologie beziiglich der
Familie {¢, | x € B} definiert.

Es gibt viele weiterfithrende Ergebnisse zur schwachen und zur schwach*-Topologie, z.B.
ist B’ versehen mit der schwach*-Topologie ein lokalkonvexer Vektorraum. Ein Resultat
(vermutlich der wichtigste Satz beziiglich der schwach*-Topologie) méchten wir aber be-
sonders hervorheben:

Satz 1.10. (von Banach-Alaoglu): Sei B ein normierter Raum. Die beziiglich der Opera-
tornorm abgeschlossene Finheitskugel tm Dualraum

K={feB|fl<1}
ist in der schwach*-Topologie kompakt .
Fiir uns ist speziell eine Folgerung aus dem Satz von Banach-Alaoglu wichtig:

Satz 1.11. Sei B ein separabler Banachraum und (uy) eine in B’ beziiglich der Opera-
tornorm beschrankte Folge. Dann ezistiert eine Teilfolge (u;) von (up) und ein Element
u € B', sodass (u;) — w in der schwach*- Topologie.

Beweis. Nach dem Satz von Banach-Alaoglu ist die Einheitskugel in B’, und damit jede
beziiglich der Operatornorm abgeschlossene und beschrinkte Teilmenge von B’, schwach*-
kompakt. Es bleibt zu zeigen, dass daraus auch schwach*-Folgenkompaktheit folgt. Dies
ergibt sich daraus, dass fiir einen separablen Banachraum die schwach*-Topologie einge-
schriankt auf die Einheitskugel metrisierbar ist, vgl. [7], Theorem 3.28. O

Wir erinnern an die Definition der Faltung in einer Dimension:

Definition 1.12. (Faltung): Es seien f und g zwei reell- oder komplezwertige Funktionen.
Die Faltung von f und g ist definiert als

[xg(z) = /Oo flz —y)g(y) dy,

wann immer dieses Integral existiert.
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Fiir die Faltung gilt Folgendes (vgl. [17]):

Lemma 1.13. Seien p,q € [1, 00| mit % + % =1 und seien f € LP(R), g € LY(R). Dann
gilt f xg e C(R).

Lemma 1.14. Fir 1 <p < oo und f € LP(R), h € LY(R) gilt f x h € LP(R) mit
1S * hllze < (| fllzellh] L1
Lemma 1.15. Sei f € C}(R) und g auf R lokal integrierbar. Dann gilt f xg € C1(R) und
(f+9) =(f)*g.
Das obige Standardresultat kann noch etwas erweitert werden. So gilt zum Beispiel auch:

Lemma 1.16. Sei f € C1(R) mit f' € Cyo und g € L'(R). Dann ist f x g differenzierbar,
und (f *g)" = (f')*g.
Beweis. Sei z € R beliebig. Es sei als Ubung iiberlassen, zu zeigen, dass aus f’ € Cpg die

gleichmifige Stetigkeit von f’ folgt. Damit gilt fiir alle h € R mit |h| < 1 und fiir alle
yeR:

1
/0 W' + sh—y) — hf'(z — ) ds|< |hle(h]),

|fle+h—y)—flx—y)—hf'(x—y)| =

mit (|h]) — 0 fiir |h| — 0. Somit ergibt sich
|(f = g)(@ +h) = (f * g)(x) = h(f =+ g)(x)| < [hle(|A]) gl -
Also ist f * g an x differenzierbar mit (f * g)' = f' x g. O

Wir erinnern an die Fouriertransformation:

Definition 1.17. Sei f € LY(R") oder f € L'(R™;C). Die Fouriertransformation von f
ist definiert durch:

~ n

flk)y=(2m)" 2 f(x)e 2 dz, ke R™
Rn”
Es gibt sehr viele Resultate zur Fouriertransformation, wir wollen hier aber nur eines
wiedergeben:

Satz 1.18. Die Fouriertransformation eingeschrinkt auf den Schwartzraum S(R™) ist ein
isometrischer Automorphismus. Dieser Automorphismus kann zu einer bijektiven, linearen
und isometrischen Abbildung F : L>(R") — L?(R") fortgesetzt werden. F wird auch als
Fourier-Plancherel-Operator bezeichnet.

Mithilfe des Fourier-Plancherel-Operators ist es moglich, eine andere Charakterisierung
von Sobolevrdumen anzugeben, vgl. [5], Abschnitt 6.4:

Lemma 1.19. Sei u € L?(R") und k € N. Dann gilt w € H*(R"™) genau dann, wenn
/Rn(l + |z2)*| Fu(z)|? dz < oo
erfiillt ist. Weiters gilt fir u € H*(R"):
| P Fu@)? do < Cluls,

wobei C' eine nur von n und k abhdngige Konstante ist.
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Wir bemerken noch, dass es mithilfe dieser Charakterisierung auch moglich ist, Sobolev-
rdume H*(Q) mit s € R zu definieren:

Bemerkung 1.20. Sei s € R beliebig. Der Raum H*(R"™) ist definiert als die Menge aller
u € L*(R), fiir die gilt:

[ @ Py iFu)P de < .

Aus Lemma 1.19 folgt, dass fiir s € N die so definierten Rdume mit den iiblichen Sobole-
vraumen tbereinstimmen.

1.2 Modellierung von Flachwasserwellen

In diesem Abschnitt leiten wir die Korteweg-de Vries-Gleichung und die Benjamin-Bona-
Mahony-Gleichung als Modelle fiir die Ausbreitung von Flachwasserwellen her.

Es gibt mehrere Moglichkeiten, die KdV-Gleichung herzuleiten, siehe z.B. [3], Abschnitt
1, [1], Kapitel 6 oder [23], Kapitel 1-4. Die letzten beiden Quellen beinhalten insbesondere
rigorose Herleitungen von diversen grundlegenden Gleichungen der Hydrodynamik.

Wir werden im Folgenden aber im Wesentlichen die Herleitung der KdV-Gleichung als
Modell fiir Flachwasserwellen aus [¢] wiedergeben, da diese relativ wenige hydrodyna-
mische Grundlagen benétigt und somit auch fiir LeserInnen mit wenig physikalischem
Hintergrundwissen verstéandlich ist.

Die Ausgangssituation ist wie folgt: Wir betrachten einen Kanal mit rechteckigem Quer-
schnitt, welcher mit Wasser gefiillt ist, und eine Welle mit (im Vergleich zur Wassertiefe)
grofler Wellenlédnge, welche sich in diesem Kanal in eine Richtung bewegt, d.h. die Welle
bewegt sich parallel zu den Winden des Kanals fort. Wir nehmen an, dass das Wasser
im Kanal wirbelfrei ist. Die Geschwindigkeit, mit der sich ein Teilchen im Wasser am Ort
(x,y, z) zum Zeitpunkt ¢ durch den Einfluss der Welle bewegt, wird durch ein Vektorfeld
v(x,y,2z,t) = (vi(z,y,2,t),v2(z,y, 2,t)) beschrieben. Die erste Komponente von o gibt
die Geschwindigkeit in Richtung des Kanals an, die zweite Komponente reprasentiert die
Geschwindigkeit, mit der sich das Teilchen vertikal nach oben oder nach unten bewegt. Da
sich laut Annahme die Welle parallel zu den Winden des Kanals fortbewegt, gibt es keine
Geschwindigkeitskomponente quer zur Richtung des Kanals. Wir nehmen weiters an, dass
¥ unabhéngig von y ist, d.h. dass sich das Geschwindigkeitsfeld quer zur Richtung des
Kanals nicht dndert. Somit ergibt sich v(x,y, z,t) = v(x, 2,t) = (vi(z, 2, 1), va(z, 2,1)).

Da die Fliissigkeit als wirbelfrei angenommen wurde, gilt
rot ¥ = 0.
Somit existiert ein Potential ¢(x, z,t) mit
v1 = ¢ und v = ¢,.
Die Subskripts stehen hier und im Folgenden fiir partielle Ableitungen.

Da wir Wasser als inkompressibel annehmen konnen, ist das Geschwindigkeitsfeld ¢’ diver-
genzfrei, vgl. [1], Kapitel 5. Daraus folgt, dass das Potential die Laplacegleichung erfiillt,
da

div 7 = div (¢s, 2) = Ppz + G2z =0 (1.1)
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gilt. Wir gehen weiters davon aus, dass die vertikale Geschwindigkeit am Boden des Kanals
Null ist, d.h.
¢.(z,0,t) = 0. (1.2)

Wir benétigen noch Randbedingungen, die an der Wasseroberfliche gelten sollen. Das
stellt uns vor zwei Probleme: Erstens ist nicht ohne weiteres klar, wie sich die Fliissigkeit
an der Oberfliche genau verhalten soll, zweitens wissen wir nicht einmal, wo die Ober-
flache ist, denn die lokale Position der Oberfliche wird durch die Welle bestimmt. Aus
hydrodynamischen Uberlegungen ergeben sich schlieBlich zwei Gleichungen, die wir als
Randbedingungen an der Oberfliche fordern.

Die erste Bedingung an der Oberflache ist kinematischer Natur. Sie ldsst sich wie folgt her-
leiten, vgl. [2]: Es sei x(t) = (z1(t), z2(t)) die Trajektorie eines Partikels in der Fliissigkeit
und h(z,t) die lokale Wellenhohe iiber dem Grund des Kanals am Ort z zum Zeitpunkt
t. Angenommen das Partikel treibt auf der Oberfliche der Fliissigkeit dahin. Dann gilt

h(z1(t),t) = z2(t).

Diese Gleichung gilt fiir alle Partikel, die auf der Oberfliache der Fliissigkeit treiben. Durch
differenzieren nach der Zeit ¢t und mit dyz1(t) = ¢, und dyz2(t) = ¢, erhalten wir die erste
Randbedingung an der Oberflache:

he + ¢zhy = ¢, fiir z = h(z,t). (1.3)

Wir nehmen an, dass die Welle eine (im Vergleich zur Wassertiefe) kleine Amplitude
hat, und bezeichnen die Hohe der von den Wasserspiegelauslenkungen nicht gestorten
Fliissigkeitsschicht mit hg. Die zweite Bedingung, die an der Oberfliche der Fliissigkeit
gelten soll, lautet:

g+ dut 3 [62+ 62 = gho fir = = h(a,0), (14)

wobei g die Erdbeschleunigung bezeichnet. Die Herleitung dieser Gleichung ist etwas kom-
plizierter, wir verweisen dazu auf [23], Kapitel 4. Wir gehen nun von der Annahme aus,
dass wir das Potential ¢ in der Variable z als Potenzreihe entwickeln kénnen, und erhalten
dadurch in Kombination mit den Gleichungen (1.1) und (1.2):

2%
2! Oz

4 94
20,0+ =220 0.6 + . (1.5)

gf)(CC,Z,t) = (ZS(CC,O,t) - 4! 9zt

Bevor wir beginnen, die Gleichung (1.5) in die Gleichungen (1.3) und (1.4) einzusetzen,
transformieren wir das zugrunde liegende Koordinatensystem und gehen in ein System
iiber, das besser zum betrachteten Problem passt. Wir schreiben daher:

[ ~ -
=z = hoz t = ——t h = ho(1l = ¢l h
r=1z, z=hoz, NG o(l+en) ¢ =cly/gho 9,

wobei [ die Lénge der betrachteten Welle und 7(z,t) eine Funktion mit Maximum eins
sei. Die Zahl ¢ ist eine Skalierungsgréfe, und der Faktor /ghg ergibt sich daraus, dass
dies ndherungsweise die Phasengeschwindigkeit von langen Wellen mit kleiner Amplitude
ist, wie z.B. in [1], Kapitel 6 gezeigt wird. In diesem skalierten Koordinatensystem hat die
von uns betrachtete Welle (die ja als lange Welle mit geringer Amplitude angenommen
wurde) Phasengeschwindigkeit eins. Unser Ziel ist es nun, eine Gleichung fiir die Funktion
71 abzuleiten.
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Wir transformieren die Gleichungen (1.3), (1.4) und (1.5) in die neuen Variablen und
erhalten dadurch fiir (1.3):

h%(nt + aggxnx) = ZQQEZ fir z=1+en. (1.6)

Analog ergibt sich fiir (1.4) mit u = h3/1*:

n+$t+;[$§+;$§] =0 fir Z=1+en, (1.7)
und fiir (1.5):
B B 2 Mg
"~ -~z o~ 2 .

Wir werden ab jetzt die Tilde tiber den neuen Variablen weglassen. Wir setzen (1.8) in
(1.6) ein und behalten nur die Terme nullter und erster Ordnung in € bzw. p. Dadurch
erhalten wir:

4
ozt

In gleicher Weise erhalten wir durch Einsetzen von (1.8) in (1.7):

1
N + stx = _5(77¢1’x + 7]x¢x) + g,u fir z = 0. (19)

1 1
n+ ¢ = —isqbi + §M¢xxt fiir z = 0. (1.10)

Da wir Wellen mit (im Vergleich zur Wassertiefe) grofier Wellenléinge und kleiner Am-
plitude betrachten, kénnen wir davon ausgehen, dass die beiden Faktoren £ und p klein
sind. Betrachten wir zunéchst die Grenzfille ¢ = 0 bzw. p = 0. Wenn wir den Faktor p
vernachléssigen, erhalten wir aus (1.9) und (1.10) die beiden Gleichungen

ne + 0x((1 +en)v) = 0 und 7, + v + cvvy = 0,

wobel v(z,t) = ¢z(x,0,t) die horizontale Fliefigeschwindigkeit ist. Aus beiden obigen
Gleichungen ergeben sich, wenn wir nun den Faktor € vernachléssigen, die Gleichungen

M+ vy =0 und n, + vy = 0.

Vom physikalischen Standpunkt aus gesehen, macht es natiirlich keinen Sinn, sowohl p, als
auch e zu vernachldssigen (es gébe in dem Fall schlicht keine Welle), doch wir wollen an
dieser Stelle auf etwas anderes hinaus: Aus obigem Gleichungssystem ergibt sich, dass fiir
verschwindende Koeffizienten p und € sowohl 7, als auch v die gewthnliche eindimensionale
Wellengleichung l6sen miissen. Fiir eine nach rechts (also in z-Richtung) laufende Welle
erhalten wir als Losung daher = f(x — t) mit einer C?-Funktion f. Analog folgt auch
v = g(x — t); dies impliziert allerdings, wie man durch Einsetzen leicht nachrechnet, dass
1 — v konstant ist. Insbesondere gilt daher die Gleichung

Nt + N — v — vz = 0. (1.11)

Wir kénnen oBdA 7 — v = 0 annehmen (der Ansatz n = v + ¢ fithrt ebenfalls zur KdV-
Gleichung, allerdings ist die Koordinatentransformation zum Schluss dann komplizierter).
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Wir nehmen die Faktoren ¢ und g in (1.9) und (1.10) als sehr klein, aber dennoch von
Null verschieden an. Wir erwarten von den Gleichungen (1.9) und (1.10), dass sehr klei-
ne Anderungen durch € und g die Losung nicht zu stark dndern. Wir treffen also die
Annahmen, dass fiir die Lésungen 1 und v von (1.9) und (1.10) gilt:

n—v= O(&,M), Nz — Uz :O(Eau)7 N+ Uy = O(a,u) und Nz + Ut :O(Eau) (112)
In Analogie zu (1.11) soll auch gelten:
N+ Ny — v — vz = 0. (1.13)

Wir sind nun fast am Ziel: Wir &ndern die Gleichungen (1.9) und (1.10) um, indem wir
(1.10) nach z ableiten und, wie oben schon eingefiihrt, v(z,t) statt ¢, (x,0,t) schreiben:

1 9%
N+ vy = —e(MU)z + 6o
ov: 1 &
o2 "o

(1.14)
Ne + v =

Wenn wir nun die beiden obigen Gleichungen addieren, und auf der linken Seite (1.13)
hinzuzéhlen, erhalten wir auf der linken Seite 27;+27,.. Rechts kénnen wir (1.12) verwenden
(ve & —ny bzw. v & —n und 7, = v;), und indem wir wieder nur die Terme mit nullter
oder erster Ordnung in € bzw. u behalten, ergibt sich insgesamt:

3 1
Nt + Na + 55777750 + éﬂnxczxv =0. (115)

Wir definieren nun:

1 —3 2
1 ,\? w1\ 1/ 1 ,\5 1
(L po (L SN di=1
“ <9e“>’ 6<9e“> © u(95'u ’ b’

denn dann ldsst sich die Gleichung (1.15) mittels der linearen Transformation = = ax,
u = bn + c, t = dt umformen, und wir erhalten, wenn wir die Tilde iiber den neuen
Koordinaten weglassen:

ur — 6uly + Ugrr = 0.

Obige Gleichung ist die KdV-Gleichung in der Form, in der wir sie in dieser Arbeit be-
handeln werden (sieche Bemerkung 3.1).

Kommen wir nun zur Herleitung der Benjamin-Bona-Mahony-Gleichung: In der Herleitung
der KdV-Gleichung haben wir in den Schritten von (1.14) auf (1.15) n&herungsweise fiir
vy die Funktion —n, eingesetzt, und die Terme hoherer Ordnung in p bzw. € verworfen.
Setzen wir aber stattdessen fiir v, die Funktion —mn; ein, erhalten wir durch dieselben
Umformungsschritte die Gleichung

3 1
e+ N + 5EMe = GHMaxt = 0.

Diese Gleichung lisst sich mittels einer linearen Transformation T = az, u = bn+c, t = dt
mit den Koeffizienten

1 1

G (OGRS (S MONEEY



KAPITEL 1. EINLEITUNG 12

umformen. Dadurch erhalten wir, indem wir die Tilde iiber den neuen Koordinaten wieder
weglassen, die Benjamin-Bona-Mahony-Gleichung in ihrer bekannten Form:

Ut + Uy + UUy — Uggr = 0.

Wir sehen also, dass die BBM-Gleichung in analoger Weise aus der Herleitung der KdV-
Gleichung folgt, und somit ebenso als Modell fiir Flachwasserwellen dienen kann. Ein
Schwachpunkt der obigen Herleitung ist allerdings, dass wir (1.12) annehmen mussten. Es
gibt aber durchaus auch andere Zuginge, um beide Gleichungen rigoros herzuleiten; wir
verweisen zum Beispiel auf [3], Abschnitt 2.

Es stellt sich nun die Frage, ob beide Gleichungen {iberhaupt als mathematisches Mo-
dell sinnvoll sind, d.h. ob man fiir beide Gleichungen die Existenz und Eindeutigkeit
von Losungen sicherstellen kann, und ob diese Losungen stetig von den Anfangswerten
abhéngen. Mit diesen Fragen werden wir uns in den néichsten beiden Kapiteln beschéiftigen.
Welches der beiden Modelle fiir Seichtwasserwellen schlussendlich im Allgemeinen zu be-
vorzugen ist, ist, soweit dem Autor bekannt, nicht abschlieend geklirt. Im Kapitel Vier
werden wir jedoch auf zwei Eigenschaften eingehen, in denen sich die KdV- und die BBM-
Gleichung wesentlich unterscheiden. In Kapitel 4 wird auch begriindet werden, dass zu-
mindest fiir Anfangswellen mit hochfrequenten Anteilen die BBM-Gleichung als Modell
besser geeignet ist, vgl. [3].



Kapitel 2

Die Benjamin-Bona-Mahony-
Gleichung

In diesem Abschnitt betrachten wir die Benjamin-Bona-Mahony-Gleichung
U + Uy + Uy — Uggr = 0. (2.1)

Wir zeigen, dass das zu dieser Gleichung gehérende Anfangswertproblem unter gewis-
sen Voraussetzungen eindeutig losbar ist. Zuerst betrachten wir die homogene Gleichung,
spater werden wir Inhomogenitéiten zulassen. Die Beweise fiir das homogene bzw. inhomo-
gene Problem sind weitgehend analog; der Unterschied zwischen beiden Problemen besteht
im Wesentlichen darin, dass wir fiir eine Losung u des homogenen Problems stérkere Re-
gularitéitsaussagen treffen konnen. Wir gehen im gesamten Kapitel vor wie in [3].

2.1 Existenz von Losungen der homogenen BBM-Gleichung

Wir zeigen im Folgenden, dass das Anfangswertproblem fiir die homogene BBM-Gleichung
unter gewissen Voraussetzungen losbar ist. Die Beweise in diesem Unterabschnitt basieren
auf dem Banachschen Fixpunktsatz und der Energiemethode. Sie sind also vom Konzept
her sehr typisch fiir Beweise aus dem Gebiet der nichtlinearen partiellen Differentialglei-
chungen.

Betrachten wir nun das zur Gleichung (2.1) gehérende AWP fiir u : R x [0,7) — R :

Up + Uy + UUy — Uggr = 0 (x,t) € R x (0,7T)

(2.2)
u=g (z,t) € R x {0},

wobei g eine gegebene Funktion aus H!(R)NC?(R) mit ¢” € L>(R), und T eine beliebige
positive reelle Zahl sei.

Wir miissen noch kliren, in welchem Sinn wir eine Losung des Anfangswertproblems (2.2)
verstehen wollen:

Definition 2.1. FEine klassische Lisung von (2.2) ist eine Funktion u € C%’l mit u(-,0) =
g, welche die Gleichung uy + uy + Uty — Uggr = 0 fiir alle (x,t) € R x (0,T) punktweise
erfillt.

13
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Unser Ziel ist es, zu zeigen, dass fiir ¢ € H'(R) N C?*(R) mit ¢” € L*®(R) klassische
Losungen von (2.2) existieren. Wir gehen dazu vor wie in [3], Abschnitt 3 und werden
zuerst die Gleichung (2.2) in eine Integralgleichung umschreiben, um die Existenz einer
Losung mittels eines Fixpunktsatzes zu zeigen.
Dazu nehmen wir zunéchst an, dass wir eine klassische Losung u von (2.2) zu gegebenen
Anfangswerten g hitten. Die Gleichung (2.1) ist dann dquivalent zu

2 L o
Wir denken uns in der obigen Gleichung u; als losgelost von der Funktion w, d.h. wir
untersuchen die gewohnliche Differentialgleichung

2 1 5

w— 05w = —0x(u+ QU ) (2.3)

fiir die Funktion w und ignorieren vorerst, dass w zusétzlich w = wu; erfiillen miisste.
Durch Nachrechnen iiberzeugt man sich leicht davon, dass die Funktion %e*k" | eine Funda-
mentallosung des Differentialoperators L(u) = u — g, ist. Somit erhalten wir als formale
Lésung von (2.3)

wia,t) =~ /_ T eldl g, <u(§,t) + ;u2(§,t)> e, (2.4)

Dieses Integral existiert, da e~ integrierbar, und u und w, als Element von C’%’l ins-
besondere auch stetig und beschriankt sind. Es bleibt noch zu klédren, was wir mit dem
Begriff formale Lisung meinen:

Wiire die Funktion ¢ (u(é,t) + 3u?(£,t)) € CF°(R), so wire w(z,t) eine distributionelle
Lésung von (2.3), vgl. [16]. Da aber nur 0 (u(€,t) + %u2(§, t)) € Czlp’l gilt, ist nicht so klar,
ob, bzw. in welchem Sinne w(x,t) die Gleichung (2.3) 16st, daher der Ausdruck formale
Losung.

Durch Aufspalten des Integrals in (2.4) erhalten wir

w(x,t) = —% /x e~ @99, (u(ﬁ,t) + ;ﬁ(ﬁ,t)) d¢

— ;/z 6(175)85 (u(f,t) + ;u2(§,t)> dg.

Beide Integrale konnen partiell integriert werden (die Randterme kiirzen sich weg bzw.
verschwinden, da wir angenommen haben, dass u € C’%’l, und e 1%l ein Element von Cpo
ist), und es folgt

wlet) = [ K- (.0 + jule. ),

mit 1
K(z):= isgn(:c)e*‘xl.

Wir definieren W als (zeitliche) Stammfunktion von w:

Wat)i=ute0)+ [ [ Klo = €)(ule.n) + Gue, e (2.5)
=9(@)
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Zu einer beliebigen gegebenen klassischen Losung u des Anfangswertproblems (2.2) mit
Anfangswerten g ist die durch (2.5) definierte Funktion W (x,t) eine formale Lésung von
(2.1) mit W(z,0) = g(z) fur alle x € R.

Die obigen Uberlegungen motivieren folgendes Fixpunktproblem: Gesucht ist eine Funk-
tion u € C%l, welche die Fixpunktgleichung

u= Au (2.6)

16st, wobei Awu definiert ist als:

Au(z,t) := g(x) —I—/O /_00 K(x —&)(u(&, 1)+ %u(ﬁﬂ‘)g)dﬁdr

Wir werden im Folgenden zeigen, dass dieses Fixpunktproblem eindeutig 16sbar ist, und
dass die Losung u eine klassische Losung des Anfangswertproblems (2.2) ist.
Es gilt, vgl. [3], Abschnitt 3:

Lemma 2.2. Fiir jede stetige, beschrdnkte reelle Funktion g existiert ein tg > 0 und eine
stetige, beschrinkte Funktion u : R x [0,tg] — R, welche fiir alle (z,t) € R x [0,t0] die
Gleichung (2.6) efillt, und fir die u(z,0) = g(z) fir alle x € R gilt.

Beweis. Sei T' > 0 zunéchst beliebig. Wir betrachten den Banachraum (Cr, | - ||¢,) (vel.
Definition 1.1). Da K(z) auf R integrierbar ist, existiert Au fiir alle v € Cp, und es gilt
fiir alle uy,u2 € Cp und t € [0,T7:

Aus = Ay = [ [ Ka = un(6m) = ualé ) + 501 (67 =l )

Wegen u? — u% = (u; + ug)(u; — ug) kénnen wir das schreiben als

Auy — Aug = /0 /00 (ur(&,7) —uo(&,7))K(z —&)(1+ %(ul(fﬂ') +ug(&,7)))dEdT.

Daraus ergibt sich nun mithilfe der Dreiecksungleichung

1 t [ee]
[ Aur — Aug| < flur = uzflop (1 + 5 llur + uzllCT)/ / K (x — &)|d&dT
0 J—oo
1
= llus = w2llop (1 + Sllur +ualler )t
1 1
< flur —uzller (1 + Sllualier + 5 lluzller )t
Durch Supremumsbildung auf beiden Seiten folgt
1 1
[Aur — Auzlley < flur = uzller (1 + Sllutller + S lluzllor) T (2.7)
Wir bemerken an dieser Stelle, dass aus Lemma 1.13 und der Stetigkeit von ¢ folgt, dass
die Funktion Au(z,t) stetig in x ist. Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung ist Au(z,t) auch stetig in ¢. Die Abbildung A bildet also stetige Funktionen

wieder auf stetige Funktionen ab.
Wenn wir in (2.7) fiir ug die Nullfunktion einsetzen, folgt:

1
l1Au = gller < lluller (L + Slluller)T,
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bzw. 1
lAullcr < llgllee + lluller (1 + Slluler)T: (2.8)

Das zeigt, dass wir A als Abbildung auffassen konnen, die Cp in sich selbst abbildet.
Es seien nun T, 6 und R so gewihlt, dass die Ungleichungen

1I+RT<0<1, (2.9)
und

19lloc < (1= 0)R, (2.10)
erfiillt sind. Eine mogliche Wahl wére z.B.

o
2+ 4lglloo

Es bezeichne K (0) die abgeschlossene Kugel um Null mit Radius R. Aus (2.8) und (2.9)
folgt, dass fiir alle u € Kr(0) gilt:

0=1/2, R=2|g|loc und T' =

[Aulle, < llgllec +OR,

und mit (2.10):
HAU’HCT < R.

Also bildet A die abgeschlossene Kugel Kr(0) in sich selbst ab. Wegen (2.7) und (2.9) gilt
auBerdem fiir alle uy,us € Kg(0):

|Aur — Ausllcy < 0llur — uz|or

Somit ist A|g (o) eine kontraktive Selbstabbildung und fiir ¢o := 7" ergibt sich die eindeu-
tige Losbarkeit des Fixpunktproblems auf R x [0, ¢g] durch den Banachschen Fixpunktsatz.

Wir bemerken noch, dass nach Konstruktion fiir alle z € R die Gleichung u(x,0) = g(z)
erfiillt ist. O]

Als néchstes beweisen wir eine Aussage beziiglich der Regularitéit der oben gefundenen
Losung der Integralgleichung (2.6), vgl. [3], Abschnitt 3:

Lemma 2.3. Sei g aus HY(R) N C%(R) mit beschrinkter zweiter Ableitung und T > 0.
Dann ist jede Lisung u von (2.6), die in Cp liegt, auch ein Element von C%Oo.

Beweis. Aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung folgt, dass Au(z,t) in
t differenzierbar ist und wir erhalten:

o
up = (Au)y = / Kz —€)(u+ ~u?) de
o 2

Daraus folgt, dass u; beschrinkt und stetig ist (vgl. Lemma 1.13). Da wu; stetig und be-
schriinkt ist, folgt, dass mit u auch die Funktion u? in der Zeit stetig differenzierbar ist und
ihre Ableitung beschrinkt bleibt. Damit folgt, dass die rechte Seite der obigen Gleichung
nach t differenzierbar ist, und wir diirfen Differentiation und Integration vertauschen. Es
ergibt sich somit:

Ut = /oo K(IL‘ — 5)(Ut + ’U/U/t)df
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Aus der Beschrianktheit von u und u; folgt damit analog zu oben, dass auch u;; beschrankt
und stetig ist. Induktiv folgt, dass alle Zeitableitungen von u existieren, sowie beschrankt
und stetig sind.

Kommen wir zu den Ortsableitungen. Nach Voraussetzung ist ¢ € H'(R) N C?(R) mit
beschrinkter zweiter Ableitung. Mit Lemma 1.7 folgt, dass g und ¢’ stetig und beschrinkt
sind. Durch Aufteilen des Integrationsbereichs an der Stelle £ = x ergibt sich in analoger
Weise zu oben die Existenz der ersten Ortsableitung, und es gilt:

uy = (Au)z = g ()+/(u+ —? dr—// —em o éIu—|—2u ydédr.

Es folgt, dass u, stetig und beschrankt ist, somit kénnen wir folgern, dass in der obigen
Gleichung das erste Integral auf der rechten Seite in x stetig differenzierbar ist. Genauso
das zweite Integral. Also existiert u,, und wir erhalten:

t 1 t 00 1
war =g+ [t gi?drt [ [ K- juydgar
0 0 J—oo

t
1
Zg”+/ (u—i—iuQ)xdT—Fu—g
0

Damit ist auch die zweite Ortsableitung stetig und beschrankt. Mit analogen Techniken be-
weist man induktiv, dass auch die gemischten Orts-Zeit-Ableitungen stetig und beschrinkt
sind, damit folgt die Aussage des Lemmas. O

Bemerkung 2.4. Wir sind nun in der Lage zu zeigen, dass fir g € HY(R) N C*(R) mit
g" € L*(R) die gefundene zeitlich lokale Lisung u von (2.6) tatsichlich eine zeitlich lokale
klassische Losung von (2.2) ist: Aus (2.6) folgt unmittelbar u(-,t) = g. Aus Lemma 2.3
folgt die nétige Regularitit von u. Finsetzen in (2.1) und Nachrechnen ergibt schlieflich
die Behauptung.

Unser néichstes Ziel ist es, die zeitlich lokale Losung u von (2.2) auf beliebig grofie Zeitin-
tervalle fortzusetzen. Dazu benéttigen wir folgendes Lemma:

Lemma 2.5. Sei g € Coo, mit ¢ € Cop und g" € L*°(R). Dann ist die in Lemma 2.2
konstruierte Losung u der Fixpunktgleichung (2.6) mit Ezistenzintervall [0, to] ein Element
von C’é%.

Beweis. Wir skizzieren nur die Beweisidee: In Lemma 2.2 haben wir eine lokale Losung
u von (2.6) mithilfe des Banachschen Fixpunktsatzes konstruiert. Daraus folgt auch, dass
wir u darstellen kénnen als

u= lim up, (2.11)

n—0o0

wobei ug := g und up41 := Auy,. Man kann nun zeigen, dass aus u € C’é% bereits Au € C'é%
folgt.

Wir zeigen, dass der Vektorraum C’é% als Unterraum von Cj, abgeschlossen ist: Sei (a,)
eine in der Cy,-Norm konvergente Folge aus Cpy mit Grenzwert a. Seien ¢ € [0,to] und
€ > 0 beliebig. Sei n € N so, dass

€
‘(l(l‘,t) - an(l‘)t” < 57
weiters sei zu diesem n eine Zahl zy so gewéhlt, dass fiir alle z mit |z| > zg gilt:

3
an(a,1)] < <.
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Dann gilt fiir alle z mit |z| > zo:
la(z,t)| < |an(z,t)] + |a(z,t) — an(z,t)| < e.

Da t € [0,to] beliebig war, folgt die Abgeschlossenheit von C’é%. Wenn wir g in der Zeit
konstant fortsetzen, konnen wir g als Element von Cf3 auffassen (vgl. Lemma 1.7), und
wegen (2.11) folgt u € C’é%. Der Beweis fiir die Ableitungen folgt analog mithilfe von
Lemma 2.3. Fiir ndhere Details dazu verweisen wir z.B. auf [3], Seite 61. t

Mit diesen Voraussetzungen kénnen wir zeigen, dass die H'-Norm eine Erhaltungsgrofie
der BBM-Gleichung ist, vgl. [3], Abschnitt 1 und 3:

Lemma 2.6. Seig € H' (R)NC%(R) mit g" € L®(R) und T > 0 beliebig. Seiu € Co'NCL,
eine klassische Losung der Benjamin-Bona-Mahony-Gleichung (2.1). Dann gilt fir alle
te0,7):

lu( Ol g w) = M9l r)-

Beweis. Wir multiplizieren die BBM-Gleichung (2.1) mit u, und integrieren iiber das In-
tervall [—R, R] (R > 0 beliebig). Daraus ergibt sich

R
/ g + Uty 4+ vy — Utigy dz = 0.
-R

Das Integral existiert dabei sicher, da v und alle im Integral auftretenden partiellen Ab-
leitungen von u stetig sind. Da uu, = 3(u?), und w’u, = %(u‘g)a7 erhalten wir in obiger
Gleichung mit partieller Integration im letzten Summanden

R 1, 1 f
/ U + UpUyr AT + [uQ + Zud — uuu} =0.
-R 2 3 -R

Durch Integration in der Zeit iiber das Intervall [0,7] und Anwendung des Satzes von
Fubini folgt

R R Try 1 R
/ u? +u? dr — / @+ g2 dr = 2/ [uQ + —u? — uumt} dt.
“R R 0o |2 3 _R

Die Integrale existieren dabei, da g € C?(R) und nach Lemma 2.3 sowohl u(-,¢) als auch
Uz (v, t) und uy (-, t) auf R beschrénkt sind.

Wegen g € H(R) ist das zweite Integral auf der linken Seite fiir R — oo durch || 9”%{1(1&)
beschrankt. Wegen u, uzs € Cp ist auch das rechte Integral beschrankt fiir R — co. Da im
ersten Integral auf der linken Seite der Integrand nichtnegativ ist, folgt also mit dem Satz
von der monotonen Konvergenz, dass ffooo u? + u2 dx existiert, und es gilt mit dem Satz
von der dominierten Konvergenz:

0 [e'S) T 1 1 o]
/ w? +ul dr — / g*+ g2 da = —2/ [uQ + —u® — gy dt.
oo oo 0o L2 3 oo

Nach Lemma 2.5 gilt u, u, € ng], daher ist der Integrand auf der rechten Seite Null, somit
erhalten wir, dass das Integral auf der rechten Seite gleich Null ist. Es gilt daher fiir alle
te[0,T):

/ w(z,t)? + ug(z,t)? do = / g* + g2 dx.

—0o0 —00
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Wir haben bisher die Existenz einer zeitlich lokalen Losung u des AWP (2.2) auf einem
Intervall [0, o] gezeigt. Da u(-,T) € HY(R)NC?%(R) (Lemma 2.6) und (-, T) beschriinkt
ist (Lemma 2.3), kénnen wir im AWP (2.2) die Funktion ¢g durch u(-,T") ersetzen und
die Losung von [0, 7] weiter auf [0,7 + T3] fortsetzen, danach auf [0,7 + T5 + T3] usw.
Um tatséichlich die Existenz fiir beliebige Vorwértszeiten sicherzustellen, miissen wir noch
begriinden, dass die Folge der so gefundenen 7,, durch eine positive Konstante nach unten
beschrankt ist, denn dann divergiert die Reihe

00
> T
n=1

sicherlich.
Dazu sehen wir zuriick in den Beweis von Lemma 2.2: Eine mdogliche Wahl von T" war

T := 71 .
2+ 4lglloo
Fir T, konnen wir daher also
o 1
© 2+ 4flu(, Tom1) oo

n

wéhlen.

Dass die so definierten T;, durch eine positive Konstante nach unten beschréankt sind, ist
offensichtlich dquivalent dazu, dass die Funktionen u(-, T},) gleichmé&Big in der Supremums-
norm beschréinkt sind. Aus Lemma 2.6 folgt, dass fiir alle k € N gilt: [[u(-, Tk) | g1 (r) =
9]l 51 (r)- Fiir Funktionen aus H'(R) gilt aber nach Lemma 1.6:

ulloo < [Jull g (w)-

Also ist die Folge der T;, durch eine positive Zahl nach unten beschrinkt und wir kénnen
die in Lemma 2.2 gefundene lokale Losung auf jedes beliebige Zeitintervall fortsetzen.
Zusammengefasst haben wir also bisher in diesem Abschnitt folgendes Resultat aus [3],
Abschnitt 3 wiederholt:

Satz 2.7. Sei g € H'(R) N C*(R) mit ¢" € L®(R) und T > 0 beliebig. Dann hat das
AWP (2.2) eine klassische Lisung u € C’%’OO NCL,. Zusitzich gilt |u(-,t)|| g1 = ||gl|z1 -

Weiters gilt folgendes Resultat, vgl. [6], Abschitt 3:

Korollar 2.8. Sei k € N beliebig und g € H¥(R) N C%(R) mit g"” € L=(R). Sei weiters
T > 0 beliebig und sei u die im Beweis von Lemma 2.2 konstruierte Lisung von (2.2).
Dann gilt w € L (H*(R)).

Beweis. Die Funktion u erfiillt fiir x € R, 0 < t < T die Fixpunktgleichung

wat) = g@)+ [ [ K@=t + Gutn ) dydr
mit )
K(z):= §sgn(x)e_‘xl.

Wir zeigen die Aussage des Korollars mittels vollsténdiger Induktion nach k. Der Indunk-
tionsanfang (k = 1) folgt aus Satz 2.7. Fiir den Induktionsschritt sei 1 < j < k und
u € L5 (H’(R)). Analog wie im Beweis zum Lemma 2.3 folgt

. . o 1 t oo q . 1
Bitly(z, 1) = gU+D (z) + / O(u+ Ju?) dr — / / ¢ YO (u+ Su®) dydr,
0 0 J—oo
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wobei wir im letzten Integral Lemma 1.16 verwendet haben. Da mit u auch u? ein Element
von L5°(H’(R)) ist (siche Lemma 1.6), folgt die Aussage. O

Es gilt auch folgendes Ergebnis fiir w;, vgl. [0], Abschnitt 3:

Korollar 2.9. Sei k € N beliebig und g € H*(R) N C?(R) mit g" € L™(R). Sei weiters
T > 0 beliebig und sei u die im Beweis von Lemma 2.2 konstruierte Losung von (2.2).
Dann gilt fiir alle j € N: 0}u € L (H*1(R)).

Bewets. Aus Lemma 2.3 wissen wir:

wie) = [ K@)t gu) dy = K+ (ut 502)

wobei K wie im Beweis von Korollar 2.8 sei. Wegen

~ 1k

K(k) = 1+ k2
gilt:

ik 1,
Fu= et
Somit folgt
[e%¢] [e’] k)2 1 9 [e’e] 1 9
2 2 2 2

/_oo(1+k )| Fus (k)| dk—/_oonQ\}'(quzu (k)| dkg/_oo\f(u+2u )(k)| .

Aufgrund von Lemma 1.6 gilt, dass mit u auch «? in L (H*(R)) liegt. Da F isometrisch
ist, erhalten wir fiir fast alle ¢ € [0, T7:

> 1 2 1 1
/ | F(u(-,t) + 5“('7@2)(’?)‘ dk = ||lu(-t) + 5“('775)2”L2(R) <lu+ §U2HL§9(H1) < 0.

Mit Satz 1.19 folgt u; € L°(H(R)). Wegen

»u :/ K(z — )0 (u+ %UZ) dy

fiir alle j = {1, ..., k} folgt induktiv die Aussage des Lemmas.
O

Bemerkung 2.10. Fiir k > 2 kénnen die beiden obigen Korollare verschdirft werden; es
gilt dann u € Cp(H*(R)) und &]u € Cp(H*L(R)) fiir alle j € N (siehe auch [6], Lemma

1),
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2.2 Existenz von Losungen der inhomogenen BBM-Gleichung

Nachdem wir im oberen Abschnitt das homogene Anfangswertproblem fiir die Benjamin-
Bona-Mahony-Gleichung behandelt haben, wenden wir uns nun dem Anfangswertproblem
mit einer Inhomogenitét f(z,t) zu. Betrachten wir also das Problem

U + Uy + Uy — Uzt = f(, ) (x,t) e R x (0,7T) (2.12)
u=g (:E?t)ERX{O}v ‘
wobei g € HY(R) N C?(R) mit ¢” € L>®(R), T > 0 beliebig und f € Cp N Cr(L*(R)) sei.
Im Folgenden stiitzen wir uns auf [3], Abschnitt 3. Wie im Abschnitt iiber die homoge-
ne Gleichung mochten wir (2.12) in ein Fixpunktproblem umschreiben. Wir kénnen die
Differentialgleichung us + u, + uty — gyt = f(x,t) formal umformen zu:

0 — 8(u+1u)+f

Eine analoge Vorgangsweise wie im vorigen Abschnitt fithrt dann auf folgendes Fixpunkt-
problem:
Gesucht ist u : R x [0,7] — R mit

u(z, // K(z—&)(u&, 1)+ uf, d£d7'+// Zemle=tl (e ) dedr,

bzw., wenn wir mit Au die ersten beiden Terme auf der rechten Seite und mit C'f den
letzten Summanden bezeichnen:
u=Au+Cf. (2.13)

In Analogie zu Lemma 2.2 gilt:

Lemma 2.11. Fiir jede stetige, beschrinkte reelle Funktion g und jedes f € Cr existiert
ein to > 0 und eine stetige, beschrinkte Funktion u : R x [0,t9] — R, die fiir alle (z,t) €
R x [0,to] die Gleichung (2.13) erfiillt, und fir die u(x,0) = g(z) fir alle x € R gilt.

Beweis. Der Beginn verliduft weitestgehend analog wie der Beweis zu Lemma 2.2. Dort
mussten, um den Banachschen Fixpunkt anwenden zu kénnen, die Bedingungen (2.9)
und (2.10) erfiillt sein. Ausgehend von der Fixpunktgleichung (2.13) fiihrt eine analoge
Vorgangsweise wie im Beweis zu Lemma 2.2 einerseits auf Bedingung (2.9), andererseits
auf die Bedingung

lgllss + 1Cflley < (1= 0)R. (2.14)

Wir bemerken, dass, da e~ 1#l e L'(R) und f nach Voraussetzung beschriinkt ist, C'f stetig
ist (Lemma 1.13), und wegen ||C f||c, < tol|f||c, tatséchlich ein Element von Cr ist. Wir
miissen noch begriinden, dass diese Bedingungen erfiillbar sind; eine mogliche Wahl fiir
R, T und 6 wire z.B. 6 = 0.5, R = 2(||g9]| + [|C fllc,) und

1
~ 2+ 4(llglls +1C Fller)”

Die Aussage des Lemmas ergibt sich dann analog wie in Lemma 2.2 mit ¢ty := 7" und dem
Banachschen Fixpunktsatz. O
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Gleich wie in Lemma 2.3 und Bemerkung 2.4 folgt, dass fiir ¢ € H'(R) N C%(R) mit
g" € L*®(R) die lokale Losung u von (2.13) ein Element von C’%’l ist, und das Anfangs-
wertproblem (2.2) im klassischen Sinn 16st.

Um die Existenz einer Losung fiir beliebige Zeitintervalle zu beweisen, miissen wir noch
zeigen, dass die gefundene lokale Losung beliebig weit in der Zeit fortsetzbar ist. Dazu
begriinden wir zuniichst, dass fiir alle ¢t € (0,7) die Funktion C'f(x,t) ein Element von
Cop ist:

Lemma 2.12. Fir f € Op(L*(R)) N Cr gilt: Fir alle t € [0,T] sind die Funktionen
Cf(,t), (Chz(,t), (Cfe(-,t) und (Cf)u(-,t) Elemente von Cyg.

Beweis. Wir erinnern an die Definition von C'f:

t )
Cf(x,t) ;:/0/ %efix*ﬂf(g,f) dedr.

Aus Lemma 1.14 folgt, dass die Funktion
- 1 e
k(x,t) = 3¢ f(&,t) d¢

fiir jedes ¢ € [0, 7] in L?(R) liegt und fiir alle ¢ € [0, 7] die Ungleichung

[EC Dl < 1 flleree)

erfiillt. Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und dem Satz von Fubini folgt:

o0 t 2 fo'e) t
/ </ k(a:,t)dT) dmé/ t/ k(z,t)2drde < | fl|7, 12y < o0
—00 0 —oco JO

Also ist fiir jedes fixe ¢ € [0, 7] die Funktion Cf(-,¢) in L?(R). Da f € Cy ist, kann man
wie in Lemma 2.3 zeigen, dass fiir alle ¢ € [0, 7] die Funktion C'f(-,t) in C*(R) liegt. Damit
folgt die Aussage fir C'f aus Lemma 1.7. Fiir (Cf), (Cf): und (Cf)g: funktioniert der
Beweis analog, wenn man bedenkt, dass man Differentiation nach x mit den Integralen
vertauschen kann; vgl. auch den Beweis von Lemma 2.3.

]
In Analogie zu Lemma 2.5 gilt fiir die lokale Losung v mit Existenzintervall [0, ¢o]:

Lemma 2.13. Sei f € Cr N Cp(L*(R)) und g € Cog mit ¢ € Coo. Dann gilt fiir alle
t€[0,to]: u(-t), up(-t), ur(-,t) und ug(-,t) sind Elemente von Cy.

Beweis. Wir geben nur die Beweisidee: Gleich wie bei Lemma 2.5; sei dazu ¢t € [0, to]
beliebig. Man kann zeigen, dass fiir u(-,t) € Cpp auch Au(-,t) in Cyo liegt. Wegen Lemma
2.12 folgt damit, dass auch Au(-,t) + Cf(-, ) in Cyo liegt, und da

Vi={ue€ Cp | u(,t) € Cy fir alle t € [0,tp]}

ein abgeschlossener Unterraum von Cj, ist, folgt die Aussage. O
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Es gilt sogar noch mehr, wie folgendes Lemma zeigt:

Lemma 2.14. Sei f € Cr N COp(L*(R)) und g € HY(R) N C?*(R) mit g¢" € L>®(R). Dann
gilt u(-,t) € HY(R) fiir alle t € [0,to).

Beweis. vgl. [3], Abschnitt 4. O

In Lemma 2.11 haben wir die Existenz einer zeitlich lokalen Losung u des inhomogenen
Anfangswertproblems (2.12) gezeigt. Wir mochten diese Losung in der Zeit von [0, tg] auf
[0, T fortsetzen; dazu bendtigen wir eine Abschitzung der Cy,-Norm von w:

Lemma 2.15. Unter den Voraussetzungen von Lemma 2.14 gqilt fir die zeitlich lokale
Lésung u der inhomogenen BBM-Gleichung:

lulley, < lglles + 1A 12T

Beweis. Durch Multiplikation der Gleichung u; 4+ uz + vty — Uzrr = f mit w und anschlie-
Bender Integration in z von —R bis R erhalten wir:

R

R
/ w4 wty + Uy — Uy dr = / uf dx.
-R -R

Durch partielle Integration im letzten Term des Integranden auf der linken Seite, dem
Grenziibergang R — oo und Lemma 2.13 ergibt sich:

1d o

iz = /_OO uf da. (2.15)
Wir bemerken, dass alle Ausdriicke in der obigen Gleichung wohldefiniert sind, da laut
Lemma 2.14 u € H'(R) ist. Mit der Ungleichung von Cauchy-Schwarz folgt daraus:

1d
5 g leC Ol < et Dl fllzz < lluC Ol £ 2.

Durch eine Umformung erhalten wir:

d
gpleC Ol < £z

Daraus folgt zusammen mit Lemma 1.6 fiir alle ¢ € [0, tp]:

[u( Dlloo < luC Ollgr < llgllm + [1f 1|22t (2.16)

Somit erhalten wir insgesamt;:

lulley, < gl + 171227, (2.17)

und damit die Aussage des Lemmas, vgl. auch [3], Abschnitt 3. O

Mit dieser Abschétzung fiir ||u|c, konnen wir die lokale Losung analog wie im Abschnitt
zur homogenen Gleichung von [0, tg] auf ein beliebig grofies endliches Zeitinvervall [0, T
fortsetzen, und haben somit folgendes Ergebnis bewiesen, vgl. [3], Theorem 2:
Satz 2.16. Sei g € HY{(R) N C*(R) mit ¢" € L¥(R), f € Cr N Cp(L*(R)) und T > 0
beliebig. Dann hat das AWP (2.12) eine klassische Lisung u € C%’l, mit u(-,0) = g(-).
Zusdtzlich gilt fir alle t € [0,T), dass u(-,t) ein Element von H'(R) N Coq ist.

Aus Ungleichung (2.16) folgt auch unmittelbar u € L (H'(R)). Das kann noch folgender-
maflen verschérft werden:

Lemma 2.17. Fir die Losung u aus Satz 2.16 gilt: u € Cp(H'(R)).

Fiir den Beweis dieser Aussage verweisen wir auf [3], Abschnitt 3.



KAPITEL 2. DIE BENJAMIN-BONA-MAHONY-GLEICHUNG 24

2.3 Eindeutigkeit und Stabilitit klassischer Losungen der
Benjamin-Bona-Mahony-Gleichung

In den vorigen Abschnitten haben wir uns mit der Existenz klassischer Losungen fiir das
homogene bzw. inhomogene Anfangswertproblem der BBM-Gleichung beschéftigt. Nun
wollen wir uns mit der Frage der Eindeutigkeit von klassischen Losungen der AWP (2.2)
bzw. (2.12) auseinandersetzen. Es mag zunéchst befremdlich wirken, uns mit Eindeutigkeit
noch zu beschéftigen, denn immerhin haben wir in den Existenzbeweisen den Banachschen
Fixpunktsatz verwendet, welcher bekanntlich einen eindeutigen Fixpunkt liefert. Aller-
dings haben wir, als wir die Differentialgleichung in eine Fixpunktgleichung iiberfiihrt
haben, eine gewohnliche Differentialgleichung formal gelst (beim homogenen Problem
zum Beispiel war das (2.3)). Diese ohnehin nur formale Losung erhebt keinen Anspruch
auf Eindeutigkeit, daher wire es denkbar, dass eine etwaige andere Losung dieser Glei-
chung auf eine andere klassische Losung der BBM-Gleichung fithrt. Dass dies nicht der
Fall ist, wollen wir jetzt analog wie in [3], Abschnitt 4 beweisen:

Satz 2.18. Seien uy,us € Cr(H(R)) N C’%l zwei klassische Losungen des Anfangswert-
problems (2.2) bzw. (2.12). Dann gilt u; = us.

Beweis. Wir setzen u; und ug in die Gleichung (2.2) bzw. (2.12) ein und subtrahieren
beide Gleichungen. Daraus ergibt sich mit w := u; — ug:

1
wy + Wy + 5((u1 + ug)w)y — Wagt = 0.

Aufgrund der Voraussetzungen ist in der linken Seite der obigen Gleichung jeder Term
stetig und fiir beliebige ¢ € [0,7] in x auf ganz R beschrénkt. Daher kénnen wir die
Gleichung mit w multiplizieren und im Ort von —R bis R integrieren, und erhalten:

R

1

/ wwy + wwg + §fw{(u1 + ug)w}ly — Wwyy dx = 0.
-R

Aufgrund der Voraussetzungen an u; und uy ist partielle Integration in den letzten beiden
Termen erlaubt und wir erhalten:

R 1 (B 1 1 R
/ WW; 4+ WpWyy dT — = / (u1 + ug)ww, dx + —w? + —(uy + Ug)w? — Wy =0.
n 2 ) 2 2 x

(2.18)
Da sowohl uy (-, t), als auch ua(+, t) fiir alle t € [0, 7] im Unendlichen verschwinden (Lemma
1.7), folgt, dass der dritte Term auf der rechten Seite gegen Null konvergiert, wenn R gegen
unendlich geht. Wegen

1
< 5 llur + wzllo | lwllf, (2.19)

o
‘/ (u1 + ug)ww, dz| <
. 2

folgt, dass das zweite Integral in (2.18) fiir R — oo konvergiert. Somit muss auch das erste
Integral in (2.18) konvergieren. Aufgrund der vorausgesetzten Regularitéit der Losungen
konnen wir im ersten Integral Differentiation nach ¢ und Integration vertauschen, und es
folgt:

/_OO WWt + WyWgt AT = 5@”“’”111-
Schlussendlich erhalten wir also aus (2.18) und der Dreiecksungleichung:

d

1
2 2
gplwl < Sluller + uzlloplwllz
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Mit dem Lemma von Gronwall (vgl. [16], Seite 105) folgt dann

1 t
w0l < ot 0l e (5 [ uler +luele, 7). (220

Da u; und ug aber zum Zeitpunkt ¢ = 0 gleich sind, gilt w(-,0) = 0 und damit w = 0. O

Wir bemerken noch, dass die Ungleichung (2.20) fiir alle klassischen Losungen wuj,ug €
Cr(HY(R)) ﬂC’%’l der BBM-Gleichung (2.1) gilt, unabhéngig davon, ob sie zum Zeitpunkt
t = 0 die selben Anfangswerte annehmen oder nicht.

Zum Abschluss dieses Kapitels geben wir noch einen Satz, der besagt, dass die Losung u
des Anfangswertproblems (2.12) stetig von den Anfangswerten g und der rechten Seite f
abhéngt, und somit die Losungen der Benjamin-Bona-Mahony Gleichung auch stabil sind:

Satz 2.19. Sei T > 0 beliebig. Weiters sei der Raum
W = (Cr N Cr(L*(R))) x (H'(R) N C(R))

mit der Norm ||(f, 9)|lw = |fllcpr2)+ 119l versehen. CZ(R) bezeichnet dabei den Raum
der auf R zweimal stetig differenzierbaren Funktionen mit beschrinkter zweiter Ableitung.
Dann gilt: Die Abbildung U : W — Cp(HY(R)), die einem Element (g,f) € W die
eindeutige Losung u € Cp(H*(R)) von (2.12) zuordnet, ist stetig.

Beweis. Wir beweisen nur einen Teil des Satzes, ndmlich dass U im ersten Argument stetig
ist, bzw. anders ausgedriickt, dass die Losung u stetig von den Anfangswerten g abhingt.
Fiir den Rest des Satzes verweisen wir auf [3], Abschnitt 4.

Seien dazu f € Cr N Cr(L*(R)) und g1,90 € HY(R) N C%(R). Seien weiters uj,us €
Cr(H'(R)) die eindeutigen Losungen des Anfangswertproblems (2.12) zu den Anfangs-
werten u;(-,0) = g1 und ua(-,0) = ga.

Wir wollen zeigen, dass es zu jedem £ > 0 ein § > 0 gibt, sodass aus ||g1 — g2|| g1 < 0 folgt,
dass [Ju1 — uallc, (1) < € gilt. Aus [|g1 — ga2|[ 1 < § folgt mit Ungleichung (2.17) und der
Dreiecksungleichung:

lurllor + lluzller < llgilla + lgalla + 20127 < 2l g1l e + 201/l 2T + 6.

Die rechte Seite der obigen Ungleichung (wir bezeichnen sie im Folgenden mit ¢) ist un-
abhéngig von gy, daraus folgt mit (2.20):

1
lur = uzllop (1) < dexp(cT),

woraus die behauptete Aussage folgt. O



Kapitel 3

Die Korteweg-de Vries-Gleichung

Wir beginnen nun mit einer kleinen Einfiihrung in die Losungstheorie der Korteweg-
deVries-Gleichung. Die KdV-Gleichung hat die interessante Eigenschaft, dass sie spezielle
Losungen, sogenannte Solitonen zulisst. Zuerst werden wir in diesem Kapitel den Begriff
Soliton motivieren und definieren.
Danach wird es unser Ziel sein, zu zeigen, dass - unter gewissen Bedingungen an die
Anfangswerte - eindeutige klassische Losungen der KdV-Gleichung existieren. Die Ein-
deutigkeit klassischer Losungen ist relativ leicht zu beweisen, doch der Existenzbeweis ist
etwas trickreich und stiitzt sich sehr auf die Ergebnisse des vorherigen Kapitels.
Die KdV-Gleichung hat eine weitere interessante Eigenschaft: Falls die Anfangswerte im
Unendlichen schnell genug abklingen, lésst sich die Losung - zumindest im Prinzip - explizit
berechnen. Eine Moglichkeit dazu ist die sogenannte inverse Streumethode, auf die wir
ebenfalls in diesem Kapitel eingehen werden.
Um den Rahmen der Arbeit nicht zu sprengen, werden wir uns nur mit der homogenen
KdV-Gleichung auseinandersetzen. Wir betrachten im Folgenden die KdV-Gleichung in
der Form

up — 6uly + Ugpge = 0 reR,t>0. (3.1)

Bemerkung 3.1. Es gibt viele Versionen der KdV-Gleichung, die aber alle zueinander
gleichwertig sind. Die urspriingliche Form der KdV-Gleichung lautet

0 3 [g 0 12+2a +1 0?
—nN==4/5=—1q= = —0—=n .
ot =2\ Tax 127 T3 T 379227
Hierbei bezeichnet = die (eindimensionale) Variable entlang der reellen Achse, t die Zeit,
n(z,t) die Hohe der Wasseroberfliche iber dem Normalniveau l. Mit g ist die Schwerebe-
schleunigung gemeint, o ist eine Konstante, die mit der Wasserstrémung zusammenhdngt,
und o st definiert als:
15 RI
c=-1"——
3 rg
wobei T die Oberflichenspannung misst, und p die Dichte bezeichnet.

Aus der urspriinglichen Gleichung erhdlt man mittels geeigneter Koordinatentransforma-
tionen x — T, t = t, 1 — u dquivalente Gleichungen der Form

)

gr THeEt TP T Tt T

wobei p, B # 0, v # 0 beliebige reelle Konstanten sind.

26
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Beispielsweise ergibt sich durch

die Gleichung (3.1). Vergleiche dazu [12], Seite 2-3.

Wir bemerken nun folgendes: Wenn wir die KdV-Gleichung linearisieren, indem wir den
nichtlinearen mittleren Term einfach weglassen und die Funktion u = exp(i(kx — wt))
einsetzen, sehen wir, dass u die linearisierte Gleichung genau dann erfiillt, wenn die Koef-
fizienten w und k die Dispersionsrelation

w=—kK

erfiillen. Wir sehen also, dass die KdV-Gleichung eine nichtlineare dispersive Gleichung
dritter Ordnung ist. Das Zusammenspiel von Dispersivitéit und Nichtlinearitét fithrt dazu,
dass die KdV-Gleichung spezielle Losungen, sogenannte Solitonen, zulésst.

3.1 Solitonen

Wir mochten im Folgenden eine Losung herleiten, die, von einem sich mitbewegenden
Koordinatensystem aus betrachtet, ihre Form nicht dndert. Wir gehen dazu vor wie in
[12], Seite 4-5, und setzen

u(z,t) =U(x — ct),

mit einem konstanten Faktor c¢. Durch Einsetzen in die KdV-Gleichung ergibt sich

U" — (6U + c)U’ =0.

1"

Durch Integration folgt
U —3U%—cU = M,

mit einer Integrationskonstante M. Wir multiplizieren mit U’, woraus mit erneuter Inte-
gration folgt:
U? —2U3 — cU? = 2MU + N,

mit einer Konstanten N. Wir setzen M = N = 0, dann folgt n&dmlich
U”? =U?2U +c).

Diese Differentialgleichung ist analytisch exakt 16sbar, dafiir erinnern wir uns an die De-
finition des Sekans hyperbolicus:

1
cosh(z)’

Damit ergibt sich eine Losung der obigen Differentialgleichung zum Beispiel durch

sech(z) =

w(z,t) = Ul — ct) = —%c sech? <;ﬁ(g¢ _ ct)> . (3.2)

Drei Eigenschaften von v moéchten wir besonders hervorheben: Erstens folgt aus den Ei-
genschaften des Cosinus hyperbolicus, dass u(z, t) fiir |z| — oo exponentiell schnell abféllt.
Zweitens existiert u nur fiir ¢ > 0, d.h. u lduft zwangsweise nach rechts. Und drittens héangt
die Geschwindigkeit, mit der die Welle u nach rechts lduft, von ihrer Amplitude ab. Wir
erkennen, dass sich Wellen mit gréflerer Auslenkung schneller fortbewegen als kleine.

Die oben hergeleitete Losung u fithrt uns zu folgendem, zugegeben etwas schwammig
formulierten, Begriff, vgl. [1], Seite 157:
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00 ~. = o—m—mmm— 0.0 { ——— ————
—0.5 1 -0.5 -
-1.0 -1.0 -
-1.5 1 -1.5 -
—2.0 -2.0 -
— =25 — =25
—2.5- C=5> |-2.5- c=5
-5 0 5 10 0 10 20 30

Abbildung 3.1: Links: Die durch (3.2) definierte Funktion u(x, t) fiir zwei verschiedene Pa-
rameter ¢ zum Zeitpunkt ¢ = 0. Rechts: Die gleichen Funktionen zum Zeitpunkt ¢ = 5. Man
erkennt deutlich, dass sich die Welle mit der groffleren Auslenkung schneller fortbewegt.

Definition 3.2. Fine Welle u heifit solitire Welle, wenn gilt:

1. Von einem mit konstanter Geschwindigkeit bewegten Koordinatensystem aus gesehen
dndert u ihre Form nicht;

it. u nimmt (vom mitbewegten Koordinatensystem aus gesehen) fir x — oo asympto-
tische Werte an;

iw. der Ubergang zwischen diesen asymptotischen Werten, ist durch einen Puls oder eine
Wellenfront rdumlich scharf begrenzt, d.h. u dndert ihre Werte nur schnell in einem
kleinen Bereich.

Bei der oben hergeleiteten Welle handelt es sich beispielsweise um eine solitdre Welle. Doch
es gibt noch einen interessanten Effekt, auf den die Mathematiker Zabusky und Kruskal
Mitte der 1960er Jahre ausgehend von numerischen Simulationen stieflen, vgl. [12], Seite
6:
Sei
1 5 (1
S(z,c) = —5¢ sech 5\/52

und
g:=S(x,c1)+ S(x —w,ca),
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wobei ¢; > ¢ und w > 0 konstant und hinreichend grof} seien. Sei nun u(z,t) eine Losung
der KdV-Gleichung mit u(z,0) = g. Dann gilt fiir grofie Zeiten T,

w(z,T)=S(x—aT —di,c1)+ S(x —coT — dg, c2)

mit Konstanten dy und dy. Da S exponentiell schnell abfillt, iiberlagern sich die beiden
solitdren Wellen aus denen sich g zusammensetzt zum Zeitpunkt ¢ = 0 nahezu gar nicht.
Wegen ¢; > ¢ wiirde die erste solitdre Welle die zweite aber irgendwann einholen und
sich mit ihr iiberlagern. Obiges Ergebnis weist aber darauf hin, dass beide Wellen nach
der Uberlagerung, wenn die erste Welle die zweite iiberholt hat, ihre Form (bis auf eine
Phasenverschiebung) weiterhin beibehalten.

Dadurch wird folgende Definition eines Solitons motiviert, vgl. [1], Seite 157:

Definition 3.3. Fine Zusammensetzung mehrerer solitiren Wellen heifst Soliton, wenn
die einzelnen solitdren Wellen nach einer Uberlagerung ihre urspriinglichen Formen wieder
annehmen.

Diese Eigenschaft von Solitonen, nach einer Wechselwirkung mit anderen Solitonen ihre
Form beizubehalten, erinnert etwas an Teilchen; daher kommt auch die Endung -on. Obige
Definition ist recht informell, in der Tat ist es gar nicht so leicht eine kurze und saubere
Definition eines Solitons zu geben. Wir wollen hier zur Illustration ein Beispiel geben.
Dazu betrachten wir die KdV-Gleichung

Uy — Uy + Ugpge = 0

mit der Anfangsbedingung u(z,0) = —6 sech?(z). Die Funktion

3 + 4cosh(2z — 8t) + cosh(4x — 64¢)
[cosh(3x — 36t) + 3cosh(z — 28t)]?
ist eine Losung dieses Anfangswertproblems.

Man kennt dieser Losung den Solitonencharakter nicht unmittelbar an, doch man erhilt
fiir t - —oo die Darstellung

u(z,t) = —12

(3.3)

u = —2 sech?(x — 4t — ¢) — 8 sech? |2 (m— 16t+§> ,

bzw. fir t — oo

u = —2 sech?(x — 4t + ¢) — 8 sech? |2 (az— 16t — zﬁ) ,

wobei e? = /3 gelte. Die Funktion u zerfiillt also fiir kleine bzw. groBe ¢ in zwei solitéire
Wellen. Fiir eine Herleitung dieser Losung sei auf [23], Kapitel 6 verwiesen.

Mittlerweile sind viele Solitonenlésungen der KdV-Gleichung bekannt; wir kommen spéter
im Rahmen der Inversen Streutheorie auf die systematische Konstruktion von Solitonen
zu sprechen.

Bemerkung 3.4. Solitonen treten nicht nur in der KdV-Gleichung auf, sondern lassen
sich auch in anderen nichtlinearen Wellengleichungen beobachten, z.B. in der nichtlinearen
fokussierenden Schridingergleichung

iug + Au + |[u|??u =0,
vgl. [1], Seite 94 oder in der eindimensionalen Sine-Gordon-Gleichung
gy — ugy = sin(u),

vgl. [/], Abschnitt 6.
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Abbildung 3.2: Links: Die durch (3.3) definierte Funktion u(x,t) zum Zeitpunkt ¢ = —1.
Man erkennt, dass u sich aus zwei Wellen zusammensetzt. Rechts: Die gleiche Funktion
zum Zeitpunkt ¢ = 1. Die groflere Welle hat die kleinere iiberholt. Die Formen der beiden
Wellen sind unverdndert.

3.2 Existenz von Losungen der KdV-Gleichung

Wir wollen nun wissen, ob wir fiir eine gewisse Klasse von Anfangswerten die Existenz
einer klassischen Losung der KdV-Gleichung sicherstellen kénnen. Dazu gehen wir von
dem Anfangswertproblem

up — 6uty + Ugpr = 0 (z,t) € R x (0,7)

u=g (z,t) € R x {0} (3:4)

mit T > 0 beliebig, aus.

Wir skizzieren zuerst kurz die Idee nach der wir vorgehen wollen, um die Existenz einer
Losung des obigen Anfangswertproblems zu zeigen.

Wir gehen von der KdV-Gleichung in der Form

Up + Ul + Uggr = 0
aus (siehe auch Bemerkung 3.1), und modifizieren diese zu
Ut + Uy + Uggr — EUggt = 0, (35)

wobei e € (0,1] sei. Wir behandeln das dazugehorige modifizierte Anfangswertproblem
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U + Uy + Ugzy — EUgpr = 0 (z,t) € R x (0,00)

u=g (z,t) € R x {0} (3.6)

mit 0 <e < 1.

Die Strategie ist nun von klassischen Losungen u. von (3.6) auszugehen (deren Existenz
natiirlich auch erst bewiesen werden muss), und zu zeigen, dass fiir ¢ — 0 diese Losungen
in einem gewissen Sinn gegen eine Losung von (3.4) konvergieren.

Wir gehen im Folgenden wie in [6] vor:

Lemma 3.5. Sei g € H*(R) mit k > 4. Dann gilt: Fiir alle ¢ € (0,1] hat das modifizierte
Anfangswertproblem (3.6) eine klassische Lésung ue mit ue € Cr(HF(R)) und Olue €
Cr(H*1(R)) fir alle | € N.

Beweis. Wir gehen vom modifizierten Anfangswertproblem (3.6) aus. Durch die Transfor-
mation ) s
v(z,t) = cu(e2(z —t),e2t) (3.7)

erhalten wir aus (3.6) ein Anfangswertproblem fiir die Benjamin-Bona-Mahony-Gleichung:

Vg + Vg + 0Up — Vgt = 0 (z,t) € R x (0,00)

U(l’, 0) = h(:L’) = €Q(E%l’) reR. (3.8)

Da mit g auch h ein Element von H*(R) ist, konnen wir auf Satz 2.7, sowie auf Bemer-
kung 2.10 zuriickgreifen (wir bemerken, dass wegen k > 4 die Funktionen g und h in
C?(R) liegen, und die jeweilige zweite Ableitung beschrinkt ist, siehe Satz 1.5). Es ergibt
sich somit: Fiir jedes € € (0, 1] hat obiges Anfangswertproblem eine eindeutige klassische
Losung v € Op(HF(R)) mit dlv. € Cp(HFT(R)) fiir alle [ € N. Durch Umkehrung der
Transformation (3.7) erkennen wir, dass fiir alle g € H4(R) eine klassische Losung u. von
(3.6) mit u. € Cp(H*R)) und dsu. € Cp(H*1(R)) existiert. O

Als néchstes bendtigen wir fiir diese Losungen u. eine a priori Abschitzung fiir die So-
bolevnorm, die unabhéngig von ¢ ist. Wir wollen exemplarisch eine Ungleichung fiir die
H'-Norm beweisen, vgl. [6], Proposition 2:

Lemma 3.6. Sei g € HY(R), € aus (0, 1] beliebig und sei u. € Cr(H*(R)) eine klassische
Lésung des zu diesem € gehdrenden modifizierten Anfangswertproblems (3.6) mit Oyu. €
Cr(H*(R)). Dann erfiillt u. fir alle t € [0,T] die Ungleichung

Jue (5 0) | < C,

mit einer Konstanten C, die nur von ||g||g1 abhingt und insbesondere unabhdngig von
18t.

Beweis. Durch Multiplikation der Gleichung (3.5) mit u und Integration iiber R und [0, ¢]

erhalten wir
t [e%s) t 0
/ / UUt — EUUgr dxdT + / / WUy + Uligyy drdr = 0.
0 —00 0 —00

Aus Satz 1.5 folgt, dass fiir alle ¢ > 0 gilt, dass sowohl u(-,t), als auch w;(+,t) in x dreimal
stetig differenzierbar sind, und aus Lemma 1.7 ergibt sich, dass fiir alle ¢t € [0,7] die
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Funktionen u(-,t), ug(-,t), ugs(-,t) und ug(-,¢t) Elemente von Cpyy sind. Durch partielle
Integration folgt, dass das zweite Integral auf der linken Seite verschwindet, und aus dem
ersten Integral folgt

/ u?(- ) + eul(-,t) dv :/ g* +eg? du. (3.9)

Daraus ergibt sich wegen ¢ < 1 fiir alle ¢ € [0, T] eine Abschiitzung der L?-Norm von u:

lu(, )Lz < gl (3.10)

Weiters erhalten wir durch Multiplikation von (3.5) mit u,; und Integration iiber R (sowie
partieller Integration) die Gleichung

1 o0 o0
/ Wiyy dx = / UppUggt AT. (3.11)
2 ) —00

Durch Multiplikation von (3.5) mit u? + 2u,, und Integration iiber R und [0, ] folgt mit
partieller Integration und (3.11) fiir alle ¢ € [0, T'] folgende Gleichung (da u(-,t) beschrankt
ist, ist mit u?(-,¢) auch u3(-,t) integrierbar):

o 1 ee 1
|- gl do= [~ @ igtdn

Aus dieser Gleichung erhalten wir mithilfe von (3.10) und Lemma 1.6 folgende Unglei-
chungskette (wir lassen die Zeitabhéngigkeit hier weg und schreiben u statt u(-,t)):

1 1
luslZe < glhullfs + lgelZa + 5ol
1
3
1 2 2 1 3
< glhullm gl + gl + 5l

1
< 3l B)lloollullze + lgzllzz + 3 lgleollglze

Mit (3.10) folgt daraus fiir alle t € [0,T7:

1 1
O3 < 5t )l gl + 2lglid + 5 gl

Diese Ungleichung fassen wir als quadratische Ungleichung in der Variable ||u(-,t)| g1 auf.
Die Funktion

1 1
fla) = =2+ gUCHgH%{l +2gll7p + gHgH?{l-

beschreibt eine nach unten offene Parabel, die fiir g # 0 an der Stelle Null positiv ist, und
daher mindestens eine positive Nullstelle haben muss (fiir ¢ = 0 ist das Lemma trivial, da
dann auch u die konstante Nullfunktion ist). Sei C' die grofite positive Nullstelle von f.
Dann gilt die Aussage des Lemmas mit diesem C. O

Aufbauend auf obiges Lemma koénnen mittels &hnlicher Methoden wie im obigen Beweis
weitere von ¢ unabhéngige Abschiatzungen fiir hohere Sobolevnormen von u,. hergeleitet
werden. Da die Beweise recht lang sind, zitieren wir hier nur folgenden Satz, vgl. [0],
Abschnitt 4:
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Satz 3.7. Sei g € H®(R) und T > 0 beliebig. Seien weiters k und | zwei beliebige
natirliche Zahlen. Dann existiert ein eg > 0, sodass fir alle € € (0,e¢] gilt: Es existieren
zwei von € unabhdngige Konstante C und D, sodass fiir alle t € [0,T] die Ungleichungen

[u(, )l e < C,

und
10fu(-, t)|| e < D

gelten.

Es gilt folgender Satz beziiglich der Existenz einer Losung des Anfangswertproblems (3.4),
vgl. [6], Appendix A:

Satz 3.8. Sei g € H*(R) und T > 0 beliebig. Dann besitzt das Anfangswertproblem (3.4)
eine klassische Losung u mit u € Cp(H?(R)).

Beweis. Wir beweisen hier nur eine abgeschwichte Version des Satzes, ndmlich: Sei g €
H>(R) und T" > 0 beliebig. Dann besitzt das AWP (3.4) eine klassische Losung u mit
u € Cr(H*®(R)).

Sei dazu (g,) eine Folge aus (0, 1) mit (¢,) — 0 und sei (u,,) die Folge der dazugehorigen
klassischen Losungen von (3.6). Sei k € Ny beliebig. Nach Satz 3.7 sind (ue, ) und (9;ue,, )
gleichmiBig beschrinkt in L¥(H¥(R)). Aus Lemma 1.4 und Satz 1.11 folgt die Existenz
einer Teilfolge (u;) von (ue, ), sodass

w; — u schwach* in L (H*(R))

und
dyuy — v schwach* in L (H*(R)).

fiir zwei Funktionen u € L (H*(R)) und v € L (H*(R)).
Sei 2 := (0,7) x R und ¢ eine Funktion aus C°°-Funktion mit kompaktem Triger K in
Q. Wegen diam(K) := sup{|la — b| :a,b € K} < co und

T [e'e) 1 T 1
/0 / u(z, ), ) dadt < diam(K)F |dc, /0 lu®)llz2 dt < diam(E)} [l llullzss

kénnen wir u vermoge

T froo
<u,¢p >=/O /_ u(x, t)p(x,t) dedt

als Distribution auffassen. Aus der schwach*-Konvergenz in L (H*(R)) folgt u; — u im
distributionellen Sinne, und damit folgt mit der Stetigkeit der distributionellen Ableitung,
O = 0.

Wir bemerken noch, dass der schwach*-Grenzwert u unabhéngig vom gewéhlten k ist; aus
k1 < ko folgt niimlich L (H* (R)) C L (H*2(R)). Aus u; — u schwach* in L3 (H*2(R))
folgt daher auch w; — u schwach* in LS°(H* (R)).

Es gilt nun folgendes Lemma, vgl. [6], Appendix A:
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Lemma 3.9. Es gelte u, — u schwach® in LP(H*(R)) fir ein s > 1 und Opu, — Opu
schwach* in L (H"(R)) fir ein v € R. Dann gilt: Es gibt eine Teilfolge u; von uy, sodass
u; — u punktweise fast iberall in [0,T] X R und w0yu; — uu, im distributionellen Sinne.

Durch Anwendung dieses Lemmas auf die Folge (u;) folgt unmittelbar, dass u eine dis-
tributionelle Losung der KdV-Gleichung (3.1) ist. Weiters folgt aus u € L3 (H*(R)) und
up € L(HF(R)), dass fiir alle k € Ny gilt: u € Cp(H¥(R)), vgl. [13], Seite 286.

Aus Satz 1.5 folgt, dass u in = unendlich oft differenzierbar ist, und aus der KdV-Gleichung
(3.1) ergibt sich induktiv, dass u(z,t) auf ganz Q unendlich oft stetig differenzierbar ist.

Als néchstes miissen wir zeigen, dass die richtigen Anfangswerte angenommen werden,
d.h. dass u(-,0) = g gilt. Sei dazu ¢ € Cp(L*(R)) N LA(L*(R)) mit ¢(z,T) = 0 so, dass
auch ¢, € LL(L?(R)) gilt. Wir haben bereits gezeigt, dass (G¢u;) in L3 (L?(R)) schwach*
gegen Oyu konvergiert. Daraus folgt fiir alle ¢, die obigen Voraussetzungen geniigen:

T poo T poo
/ / Oy ¢ dxdt — / / O ¢ dxdt. (3.12)
0 —00 0 —00

Auf beiden Seiten kénnen wir nun in ¢ partiell integrieren, somit erhalten wir auf der

linken Seite: .
/ u(z,0)¢(z,0) dz —/ / uy ¢r dxdt.
—00 0 —00

Auf der rechten Seite von (3.12) ergibt sich:

/Z w(z,0)p(z,0) do — /OT /Zu ¢y dadt.

Da w; in L3¥(L?(R)) schwach*-konvergiert folgt aus ¢; € LL-(L*(R)) und (3.12):

o0 o0

[ . 006(,0) do [ u(aw,0)6(2,0) da,

—0o0 —0o0

und da wu;(z,0) = g(x) fur alle [, folgt u(z,0) = g(z) fast tiberall. Mit der Stetigkeit von

u(z,0) folgt schlieflich die Gleichheit iiberall. Somit ist die abgeschwiichte Variante des

Satzes gezeigt. Fiir den vollstdndigen Beweis des Satzes verweisen wir auf [6], Anhang A.
O

Bemerkung 3.10. Obiger Satz kann auch ohne Verwendung des Satzes von Banach-
Alaoglu bewiesen werden. Man kann zeigen, dass fir g € H*(R) die Folge der ue, in
Cr(H*(R)) eine Cauchyfolge ist und gegen eine Lisung der KdV-Gleichung konvergiert.
Fiir mehr Details verweisen wir auf [0, Abschnitt 5.

Bemerkung 3.11. Die Voraussetzung g € H*(R) kann auch abgeschwicht werden. Man
kann zeigen, dass fir g € HF(R) mit k € N das Anfangswertproblem (3.4) eine dis-
tributionelle Losung u € L®(HF(R)) mit u(-,0) = g besitzt. Wir bemerken, dass sich
aus der KdV-Gleichung u; € L®°(H*3(R)) ergibt, und man kann zeigen, dass daraus
u € C'T(kag(]R)) folgt. Somit macht die Auswertung von w an der Stelle t = 0 Sinn.

Fiir k > 2 ist diese distributionelle Losung eindeutig in LS (H*(R)), fir k > 3 ist u
fast tberall differenzierbar und w erfillt die KdV-Gleichung punktweise fast tiberall. Fir
ausfiihrlichere Details und weitere Ergebnisse zu diesem Thema sei auf [0] verwiesen.
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3.3 Eindeutigkeit und stetige Abhingigkeit von den An-
fangswerten

Wir méchten weiters nach der Existenz noch die Eindeutigkeit und die stetige Abhéngigkeit
von den Anfangswerten von klassischen Losungen diskutieren. Als Erstes geben wir ein
Eindeutigkeitsresultat wieder. Wir gehen wieder vom Anfangswertproblem (3.4) aus. Der
Beweis des folgenden Satzes ist so dhnlich in [19] bzw. auch in [12], Seite 8 zu finden; wir
geben ihn der Vollstédndigkeit halber hier wieder.

Satz 3.12. Seien u und v zwei klassische Losungen des Anfangswertproblems (3.4), und
es gelte fiir alle t > 0: u(-,t),v(-,t) € L*(R) und uy(-,t),v(-,t) € L2(R). Dann gilt u = v.

Beweis. Laut Voraussetzung gelten die beiden Gleichungen u; — 6ut, + Uz = 0 und
vt — 60Uz + Vgrr = 0. Durch Subtraktion der zweiten Gleichung von der ersten erhalten
wir mit w = u — v:

wy — buwy, — 6wv, + Waype = 0.

Multiplikation dieser Gleichung mit w und Integration von —R bis R liefert

1 R R R R
/ (wQ)t dx — 3/ u(w2)x dx — 6/ w?vy dz +/ WWgge dx = 0.

2/ R "R “R “R
Durch partielle Integration im zweiten und im letzten Term auf der linken Seite ergibt
sich:

1 (R R R 1
2/ (w?); dx — 3[uw?] ¥y + 3/ ugw? da — 6/ w2, dr + [wwe g — i[wg]ﬁR =0.
—-R —R -R

Da w,w, und wg, laut Voraussetzung und Lemma 1.7 im Unendlichen verschwinden,
erhalten wir durch den Grenziibergang R — oo:

1 oo o o
/ (wQ)td:U—l—?)/ uwad:L‘—G/ w?v, dr = 0.

2 ) —c0 —oc0

Mittels Vertauschung von Differentiation und Integration und mit K := [[v; — $ug||oo folgt
d 2 Oo 1 2 2
i lwllza) =12 /OO(% = GUa)w” dz < 12K ||wl|7s ).

Daraus folgt mit der Ungleichung von Gronwall, vgl. [16], Seite 105 und mit w(-,0) = 0:

lw(-, )|l L2y < llw(-,0)| 2 " = 0.

O]

Somit ist die Eindeutigkeit bewiesen, weiters gilt noch folgender Satz beziiglich der stetigen
Abhéngigkeit von den Anfangswerten, den wir hier ohne Beweis zitieren:

Satz 3.13. Die Abbildung
U: HYR) — Or(H*(R)),

die g € H*(R) auf die nach Satz 3.8 existierende, und nach Satz 3.12 eindeutige Lisung
u von (3.4) abbildet, ist stetig.

Fiir den Beweis obiger Aussage verweisen wir auf [6], Abschnitt 6.
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3.4 Inverse Streumethode

Wir werden im Folgenden eine spezielle Methode, die sogenannte inverse Streumethode,
die von Gardner, Greene, Kruskal und Miura in [11] vorgestellt wurde, skizzieren. Mit
dieser Methode lassen sich Losungen der KdV-Gleichung zu gegebenen Anfangswerten
(zumindest prinzipiell) konkret berechnen. In diesem Abschnitt gehen wir vor wie in [12].
Die entscheidende Idee der Inversen Streumethode ist, dass sich zu jedem Zeitpunkt ¢t > 0
die Losung u(z,t) der KdV-Gleichung als Potential u(-,¢) der stationiren Schrédinger-
gleichung

Grz() —u(z, t)p(x) =0

berechnen lasst.

3.4.1 Die Miura-Transformation

Wir mochten die Existenz einer Losung der KdV-Gleichung mittels der sogenannten in-
versen Streutheorie zeigen; die Idee dabei ist, nach Losungen u(z,t) der KdV-Gleichung

— 6Uly + Upzpr =0, x€R,E>0

zu suchen, indem man zu jedem Zeitpunkt ¢ > 0 die Funktion wu(-,¢) als Potential der
stationdren Schrodingergleichung

—{u(z,t) = A}v=0, z€R (3.13)

auffasst, wobei A eine beliebige reelle Zahl sei. Wir wollen zunéchst den Zusammenhang
zwischen der KdV-Gleichung und dem eindimensionalen Schrédingeroperator -2 Vo (u—2A)
motivieren. Die beiden folgenden Aussagen lassen sich leicht durch Einsetzen und Nach-
rechnen tiberpriifen.

Lemma 3.14. Sei v(z) eine Lisung von

—{u(z,t) — Ao =0,
wobei A eine beliebige reelle Konstante sei. Dann erfillt die Funktion
Vg

w =
v

die Ricatti-Gleichung w, + w? = u — \.

Lemma 3.15. Sei v(x) eine Losung der folgenden modifizierten KdV-Gleichung:
vy — 6v2vx + Vggz =0

Dann erfillt die Punktion u = v? + v, die KdV-Gleichung (3.1).

Bemerkung 3.16. Obiges Lemma geht auf Robert Miura zuriick, der diesen Zusammen-
hang 1968 fand; die Abbildung v — v? + v, heifit auch Miura-Transformation.

Wir interpretieren nun die Miura- Transformation in umgekehrter Richtung, d.h. wir defi-
nieren aus einer Losung u der KdV-Gleichung eine Funktion v. Dann erfiillt v die Ricatti-
Gleichung v, + v?> = u. Da die KdV-Gleichung invariant ist unter der Transformation
T =x+ M,u=u— \fiir A\ €R, erhalten wir durch Einsetzen die Beziehung

vy + 02 =u— A\

Aufgrund von Lemma 3.14 erscheint es naheliegend, den eindimensionalen Schrodinger-
operator mit der KdV- Gleichung in einen Zusammenhang zu bringen, vgl. [12], Seite 9-10.
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3.4.2 Das inverse Streuproblem fiir die Schrédingergleichung

Nachdem wir im obigen Abschnitt den Zusammenhang zwischen der KdV-Gleichung und
dem eindimensionalen Schrédingeroperator

L:=—-0.,+u

motiviert haben, untersuchen wir jetzt einige Spektraleigenschaften dieses Operators fiir
ein gegebenes Potential u. Dazu treffen wir zunéchst folgende Definition:

Definition 3.17. Wir nennen eine reelle Funktion u € Cyg ein zulissiges Potential, falls
fiir alle k € {0,1,2} die Bedingung

[ u@lalt o < o (3.14)

—00
erfillt ist.
Bemerkung 3.18. In [12], Kapitel 4 wird statt (3.14) die Bedingung

/00 lu(z)|(1+ |z|)* de < oo fiir k € {0,1,2} (3.15)

gefordert. Offensichtlich folgt aber aus (3.14) die Giltigkeit von (3.15).

Wir gehen im Folgenden bei v immer von einem zuléssigen Potential aus. Wir betrach-
ten den Operator L mit dem Definitionsbereich H?(R), und sehen, dass L wegen der
Beschrinktheit von u nach L?(R) abbildet.
Wir erinnern an einige Definitionen aus der Funktionalanalysis: Das Spektrum o (L) des
oben definierten Operators L besteht aus allen Werten A € C, fiir die L — A nicht inver-
tierbar ist. Dass L — A nicht invertierbar ist kann zwei Griinde haben: Entweder L — )\ ist
nicht injektiv, oder nicht surjektiv. Falls L. — X\ nicht injektiv ist, oder dquivalent dazu,
dass

Liv)—Av=0
eine nichttriviale Losung in v € H?(R) besitzt, dann heifit A ein Eigenwert von L und
jede nichttriviale Lésung v eine Eigenfunktion von L zum Eigenwert \. Die Menge aller
Eigenwerte von L wird auch Punktspektrum genannt; wir bezeichnen sie mit o,(L). Ein
Eigenwert heifit einfach, wenn die Menge der zugehorigen Eigenfunktionen einen eindi-
mensionalen Vektorraum bildet. Weiters heifit ein Eigenwert Ag diskret, falls

inf{|A — Xo| : A€ a(L)\{ o}} >0
gilt.
Auch fiir A € o(L)\op(L) kann L(v) — Av = 0 eine nichttriviale Losung 1 besitzen (die
dann allerdings dann nicht in H? liegt, sonst wiire A ja ein Eigenwert), dann nennen wir

1 eine verallgemeinerte Figenfunktion.
Es gilt nun folgendes Resultat beziiglich des Spektrums des Operators L:

Satz 3.19. Sei u ein zuldssiges Potential. Dann gilt fiir den Operator L := —0yy + u:
(L) = op(L) U[0,00) CR.

Weiters gilt: Es gibt nur eine endliche Anzahl von Eigenwerten, d.h. o, (L) ist eine endliche
Menge (man beachte, dass o,(L) auch leer sein kann). Jeder Eigenwert ist diskret und
einfach, und fiir jeden Eigenwert A gibt es eine reelle Zahl k # 0, sodass A\ = —k>.

Sei N > 0 die Anzahl der Figenwerte, dann gilt:

N<24 / llu(y)| dy.

— 00
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Beweis. Der Beweis des Satzes ist aufwindig und wiirde den Rahmen dieser Arbeit spren-
gen. Wir verweisen auf [12], Kapitel 4; speziell auf Theorem 4.3.1 und Theorem 4.3.11. [

Damit haben wir alle Informationen, die wir iiber das Spektrum und insbesondere die
Eigenwerte benotigen. Als néchstes sind fiir uns die Eigenfunktionen wichtig:

Satz 3.20. Sei u ein zulissiges Potential. Dann gilt fiir jede Eigenfunktion v, € H?(R)
zum Bigenwert \y, = —k2, n € {1,..., N}, dass v, sogar eine klassische Losung von Lv —
Av =0 ist.

Fiir das asymptotische Verhalten dieser Figenfunktionen gilt:

vy R Cne_k"m,
fiir x — 00, bzw.
v & Cpefn®,

fiir x — —oo.

Jede dieser Eigenfunktionen v, kann so normiert werden, dass v,(x) positiv ist fir alle
hinreichend grofSen x, und dass ||vy||2 = 1 gilt. Fir jede solche normierte Figenfunktion
definieren wir den Normierungskoeffizienten Cy, durch:

C, = lim e ®u,(z).
T—00
Beweis. Auch fir diesen Beweis verweisen wir auf die Literatur, etwa auf [12], Kapitel 4,
dort speziell Korollar 4.3.1 und Seite 80. O

Nun da wir die Situation fiir Eigenfunktionen geklidrt haben, schauen wir uns jetzt den
Rest des Spektrums, also o(L)\o,(L) an:

Satz 3.21. Sei u ein zulissiges Potential. Fiir alle X = k* mit k € R\{0} hat die
Schridingergleichung Ly — \p = 0 beschrinkte, klassische Lisungen vy, die allerdings
nicht in H?(R) liegen.

Diese Lisungen lassen sich asymptotisch fiir |x| — oo als Linearkombination von e~
und €** darstellen. Sie lassen sich so normieren, dass fir das asymptotische Verhalten
mm Unendlichen gilt:

ikx

() & e 4 bR)E,
fiir x — 00, bzw. '
Ur(z) ~ a(k)e™ e,
fiir x — —o0. Der Koeffizient a(k) € C wird auch als Transmissionskoeffizient bezeichnet;

b(k) € C heifit Reflexionskoeffizient. Diese beiden Koeffizienten erfiillen das Erhaltungsge-
setz |al? + [b|? = 1.

Beweis. Der Beweis findet sich etwa in [12], Kapitel 4. O

Wir sind nun endlich dazu in der Lage, das inverse Streuproblem zu definieren. Dazu
benotigen wir zunédchst den Begriff der Streudaten:

Definition 3.22. (Streudaten): Das Spektrum des Schrédingeroperators, zusammen mit
den Normierungskoeffizienten Cy, aus Satz 3.20 und den Koeffizienten a(k) bzw. b(k) aus
Satz 3.21 heifen Streudaten des gegebenen Potentials u(zx).
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Die Streudaten lassen sich aus dem Potential berechnen, sofern das Potential bekannt ist.
Die Frage ist nun, ob sich aus den Streudaten umgekehrt auch das Potential bestimmen
lésst. Dieses Problem wird auch als inverses Streuproblem bezeichnet, und im Folgenden
werden wir zeigen, dass es sich tatséchlich 16sen lédsst, wenn wir von einem zuléssigen
Potential ausgehen.

Wir nehmen an, dass wir die Streudaten zu einem zuléssigen Potential u gegeben haben
und erwihnen folgende Eigenschaft des Reflexionskoeffizienten b(k):

Lemma 3.23. Sei das Potential u zulissig. Dann ist der Reflexionskoeffizient b(k) ein
Element von L*(R).

Beweis. Der Beweis dieser Aussage findet sich in [12], Abschnitt 4.5. O]

Als néchstes definieren wir folgende Funktion:

1

N
Blx) =Y _ Cpe ™7 Fb(k)(z), zeR. (3.16)
n=1

F sei hier der Fourier-Plancherel-Operator, also die stetige Fortsetzung der Fouriertrans-
formation auf L?(R), und mit N bezeichnen wir hier wie oben schon die Anzahl der
Eigenwerte des Operators L. Aus Lemma 3.23 und der Isometrie des Fourier-Plancherel-
Operators folgt, dass die Funktion B wohldefiniert ist, und fiir jedes beliebige d € R in
L3(d, ) liegt.

Folgender Satz beweist die Losbarkeit des inversen Streuproblems:

Satz 3.24. Sei u ein zuldssiges Potential der Schridingergleichung und B die zu den
Streudaten von u gehdrende Funktion aus (3.16). Es gibt eine eindeutig bestimmte Funktion
K :R? 5 R, mit K(x,y) =0 firy <z und K(x,-) € L*(z,00) fiir alle x € R. Weiters
ist K(x,y) in x stetig differenzierbar und lést die sogenannte Gelfand-Levitan-Marchenko-
Gleichung:

K(z,y)+ Bz +y) +/ B(z4+y)K(z,2) dz=0 firy> x.
Fir das Potential u gilt dann:
u(x) = —2K,(z,x).

Beweis. Der Beweis dieses Satzes findet sich in[12], Kapitel 4. O

Obiger Satz zeigt uns, dass sich jedes zuldssige Potential aus seinen Streudaten rekonstru-
ieren ldsst. Der néchste Schritt ist nun, dieses Ergebnis in einen Zusammenhang mit der
KdV-Gleichung zu bringen.

3.4.3 Die inverse Streumethode fiir die KdV-Gleichung

Wir gehen im Folgenden von einer klassischen Losung u(z, t) der KdV-Gleichung aus. Wir
fassen u als zeitabhéngiges Potential der Schrédingergleichung auf, d.h. wir betrachten
den zeitabhéngigen Operator L(t) := —0yy + u(+,t). Wir nehmen vorerst an, dass fiir alle
t > 0 die Funktion u(-, ) ein zuléssiges Potential ist.

Fiir alle ¢ > 0 kennen wir aufgrund der Ergebnisse im vorigen Abschnitt schon gewisse
Eigenschaften beziiglich des Spektrums und der Eigenfunktionen der Operatoren L(t). Die
Frage ist nun, wie sich das Spektrum und die Eigenfunktionen in der Zeit entwickeln. Eine
Antwort darauf gibt der folgende Satz:
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Satz 3.25. Sei das zulissige Potential u(x,t) der Schridingergleichung gleichzeitig eine
klassische Lisung der KdV-Gleichung, und es gelte zusdtzlich

lim w(z,t) = lUm wuy(z,t) =0

gleichmdfig in t auf allen kompakten Zeitintervallen. Weiters seien fir alle t > 0 auch
Uz (T, 1) und Uzgy(x,t) beschrdnkt in x. Dann gilt:

i. Das zum zeitabhdingigen Operator L(t) = —0zx + u(-,t) gehorende Spektrum o(L,t)
ist invariant in der Zeit t. D.h. o(L,t) = o(L,0) =: o(L);

it. Fir jede (verallgemeinerte) Eigenfunktion 1 (x,t) zum Wert A € o(L) existiert eine
Konstante D, sodass
Pr = 2(u+ 20 + (D — u)¥)

gilt;
iti. Fiir jeden diskreten Eigenwert X = —k2 gilt fiir den Normierungskoeffizienten C,,
der zugehdorigen normierten Figenfunktion (siehe Satz 3.20):
Co(t) = Cn(0)e™*n?,
. Fiir jeden Punkt \ = k?> € o(L) erfiillt der Reflezionskoeffizient b(k,t) die Gleichung

b(k,t) = b(k,0)e¥*"".

Beweis. Wir geben hier nur Beweisskizzen bzw. heuristische Uberlegungen fiir die Aussa-
gen [i.], [iil.] und [iv.]: Sei also u(x,t) eine Losung der KdV-Gleichung. Wir gehen von der
eindimensionalen Schrédingergleichung

L)) = e — (u(-,t) = N)p =0

aus. Natiirlich héngen die Eigenfunktionen ¢ (z,t) und die Eigenwerte A\(t) parametrisch
von der Zeit t ab.
Durch differenzieren der Schrodingergleichung nach ¢ erhalten wir:

[@ — (u— )\)}%ﬁ = (uw — Ay
Durch die KdV-Gleichung kénnen wir u; eliminieren und bekommen:
82
|55 — (4= V)]t = (Butts = )b + Ao = 0.
Mit
82
u:v:ca,’l/} = @umw - ua:wxac - 2uxzwa;
kommen wir durch Umformungen und mithilfe der Schrédingergleichung schlussendlich
auf
82
gz~ (= VM =2,

wobei
M =P — 2(u + 2\, + uzy)
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gilt. Durch Multiplikation mit v und mittels der Schrédingergleichung ergibt sich

0
—\? = o WMy = M),

Da M aufgrund der Voraussetzungen des Satzes beschréinkt ist, und da ¢ und ¢, im Un-
endlichen verschwinden, so ergibt sich durch Integration in z, dass Ay = 0 gelten muss,
d.h. jeder Eigenwert von L(0) ist auch Eigenwert von L(t¢). Man kann weiters auch zei-
gen, dass fiir grofler werdendes t keine neuen Eigenwerte entstehen konnen. Also ist das
Punktspektrum invariant in der Zeit.

Nach Satz 3.19 ist wegen

o (L(t))\op(L(t)) = [0, 00)

das Spektrum insgesamt invariant in der Zeit.

Kommen wir zu Aussage [iii.]. Wir gehen von einer normierten Eigenfunktion 1 zum
Eigenwert A = —k2 aus (also ||¢(-,)||z2 = 1 fiir alle ¢ > 0) und der Gleichung aus [ii.],
also

Y = 2(u 4 2\)0y + (D — ug ).

aus. Durch Multiplikation mit 1 und Integration in x ergibt sich

Ld [~ e 2 <2

o Ve de = [2(u + 2\) Yy — ug®] dz + D 1 dx.

Der Term auf der linken Seite ist Null und durch partielle Integration und durch Anwenden

der Schrodingergleichung folgt, dass auch das erste Integral auf der rechten Seite Null ist.
Also D = 0 und damit

P = 2(“ + 2)‘)¢x — Ug).

Wir setzen w(z,t) = ef»y)(z,t) und erhalten durch einsetzen in obige Differentialglei-
chung:
wy = 4k3w + 2(u — 2k2)w, — (2knu + ug)w.

Es ist moglich fiir w eine Integraldarstellung anzugeben (Variation der Konstanten), und
fiir das Verhalten fiir x — oo ergibt sich dann

Cn(t) = lim w(z,t) = lim w(x’0)€4k2t _ Cn(0)€4k§;t_

T—00 T—00

Als niichstes geben wir noch eine heuristische Uberlegung zu Aussage [iv.]:

Wir gehen von einer verallgemeinerten Eigenfunktion 1 zu A = k2 aus. Da u als zuliissiges
Potential im Unendlichen verschwindet, approximieren wir ¢, ausgehend von der Gleichung
in Aussage [ii.] fiir x — oo durch

Yy ~ 4k, + Dip. (3.17)
Aus Satz 3.21 kennen wir das asymptotische Verhalten von 1, daher nehmen wir an:
¢t ~ bteikxa

und
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Durch Einsetzen in (3.17) ergibt sich die Bedingung D = 4ik3, und b, = 8ik3b. Daraus
folgt -
b(k,t) = b(k,0)e*,

In den obigen Uberlegungen haben wir einige Annahmen getroffen und ein paar wichti-
ge Dinge unterschlagen. So ist etwa nicht klar, ob wir die Eigenfunktionen % iiberhaupt
im klassischen Sinn differenzieren diirfen. Fiir eine genaue Ausarbeitung der obigen Be-
weisskizzen und einen Beweis fiir Aussage [ii.] verweisen wir auf [12], Seite 17-26.

O

Bemerkung 3.26. Wir haben im obigen Satz die Transmissionskoeffizienten a(k,t) nicht
behandelt, da wir diese nicht weiter bendtigen werden. Man kann aber zeigen, dass auch
die Transmissionskoeffizienten in der Zeit konstant sind, also a(k,t) = a(k,0). Fir den
Beweis verweisen wir etwa auf [15].

Sei nun u(x,t) eine (noch unbekannte) Losung der KdV-Gleichung, von der wir nur wissen,
dass sie existiert (z.B. wegen Satz 3.8). Die Funktion u(z,t) geniige den folgenden drei
Bedingungen: Fiir alle ¢ > 0 soll u(-,t) ein zuléssiges Potential sein, d.h. fiir £ € {0,1,2}
muss -
/ |z|*|u(z, t)| dz < oo

—0o0
gelten. Weiters sollen die ersten drei Ortsableitungen von u beschrénkt sein. Und schlieflich
soll gelten, dass

lim w(z,t) = lim wuy(z,t) =0

gleichméBig in ¢ auf allen kompakten Zeitintervallen. Unter diesen Voraussetzungen kénnen
wir u mit der inversen Streumethode (zumindest im Prinzip) explizit bestimmen:

Als erstes berechnen wir die Streudaten von u(z,0). Aufgrund von Satz 3.25 kennen wir
damit auch die Streudaten von u(z,t) fiir alle Zeiten ¢ > 0, ohne u zu kennen. Zu den
Streudaten von u(z, t) gibt es nach Satz 3.24 eine eindeutige Losung K (z,y,t) der Gelfand-
Levitan-Marchenko-Gleichung. Das Potential zum Zeitpunkt ¢ > 0 ist dann durch

u(z,t) = —2K,(z,x,t)

gegeben.

Das einzige noch bestehende Problem in der eben skizzierten Methode ist noch, dass wir
annehmen miissen, dass die Losung u(x,t) den eben genannten drei Bedingungen geniigt.
Folgendes Resultat zeigt aber, dass dies bereits der Fall ist, wenn u(z, 0) regulér genug ist:

Satz 3.27. Fir die Anfangswerte ug(x) := u(x,0) gelte: ug sei dreimal stetig differenzier-
bar und habe eine stickweise stetige vierte Ableitung. Weiters gelte fiir alle j € {1,2,3,4}:

dug(z)
dxi

— O(|z|=)  fiir |z] = os,

mit o > vy, wobet v = 8, falls die Schrédingergleichung mit Potential ug zum Wert A =0
keine beschrinkte Lisung besitzt. Sonst sei v = 10.
Dann gilt fiir alle kompakten Zeitintervalle auf der positiven reellen Halbachse fir |z| — oo

du(z,t) B

i = OUel) firj <2la] .
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|| bezeichnet hier die grofite natirliche Zahl kleiner gleich o, wobei |0 := 0 sei. Der
Ezxponent o ist definiert als:

LoL
=—j+ =7 - |a].
7=l T

Beweis. Wir verweisen auf [12], Kapitel 2 und [10], Abschnitt 4. O

Dieser Satz ist bemerkenswert, nicht nur weil er uns notwendige a priori Informationen {iber
die Regularitéit einer Losung u gibt, sondern weil er auch zeigt, dass die KdV-Gleichung
die Anfangswerte zu einem gewissen Grad gléttet. Fiir v = 8 und o = 9 gilt zum Beispiel:
u ist achtmal differenzierbar und u klingt fiir |2| — oo mit O(|z|~*) ab.

Bemerkung 3.28. Wir haben in Abschnitt 3.2 die Existenz einer klassischen Ldsung der
KdV-Gleichung gezeigt und haben dann mit der inversen Streumethode eine Mdglichkeit
erldutert, mit der diese existierende Ldsung berechnet werden kann. Es ist aber auch
moglich mithilfe der inversen Streumethode schon den Existenzbeweis zu fihren. Fir mehr
Details dazu verweisen wir auf [10].

3.5 Die Konstruktion von Solitonenlésungen

Die inverse Streumethode gibt uns nicht nur eine Moglichkeit, die Losung u des Anfangs-
wertproblems (3.4) explizit zu bestimmen, sondern man kann mit ihr auch zeigen, dass es
zu jeder beliebigen natiirlichen Zahl n eine Solitonenlésung w gibt, die sich genau aus n
solitdren Wellen zusammensetzt. Wir skizzieren kurz (analog zu [12], Abschnitt 2.5 bzw.
[15]) die Idee dazu.

Der Schliissel sind Potentiale der Schrodingergleichung mit verschwindenden Reflexionsko-
effizienten, also b(k) = 0 fiir alle nichtnegativen k. Sei g € H*(R) ein zuliissiges Potential,
sodass alle Reflexionskoeflizienten verschwinden, so gilt nach Satz 3.25, dass fiir die Losung
u von (3.4) die Reflexionskoeffizienten fiir alle Zeiten Null bleiben.

Der folgende Satz sichert die Existenz von solchen Potentialen mit verschwindenden Re-
flexionskoeffizienten:

Satz 3.29. Fiir jede nichtleere endliche Menge M wvon negativen reellen Zahlen kann
man ein Potential g konstruieren, sodass die Reflezionskoeffizienten von g verschwinden
und die Elemente von M genau den diskreten, zum Potential g gehdrenden Eigenwerten
entsprechen.

Beweis. Wir verweisen auf [12], Abschnitt 2.5 und [11], Kapitel 3. O

Sei nun g ein zuldssiges Potential mit verschwindenden Reflexionskoeffizienten und N
diskreten Eigenwerten. Nach Satz 3.25 bleiben die Reflexionskoeffizienten b(k,t) der zu-
gehorige Losung u(z,t) von (3.4) in der Zeit konstant Null. Somit vereinfacht sich die
Gelfand- Levitan-Marchenko-Gleichung aus Satz 3.24 und wir erhalten (wir schreiben die
Zeitabhéngigkeit von u, K und C), im Folgenden nicht an):

N 0 N
K(z,y)+ ) Cle Fnloty) / > CleFnEWK (2, 2) dz = 0. (3.18)
n=1 T p=1

Mit der Definition -
On = / e FiK (2,2) dz
X



KAPITEL 3. DIE KORTEWEG-DE VRIES-GLEICHUNG 44
kann die vereinfachte GLM-Gleichung (3.18) umgeformt werden, und es ergibt sich:
N
K(z,y) + Z C2ekny (e_k"x + <Z>n(x)) =0. (3.19)
n=1

Wenn wir diese Gleichung mit e ~*m¥ multiplizieren und in der Variable y {iber das Intervall
(x,00) integrieren, erhalten wir fiir m € {1,..., N}

N
1 - z [ —knx
o)+ 3203 ()
ne=1 n m

Diese N Gleichungen bilden ein lineares Gleichungssystem fiir ¢q, ..., ¢. Durch algebrai-
sches Losen dieses Gleichungssystems und Einsetzen in (3.19) erhalten wir K (x,y) und
durch

u(z) = Ky(x, )

gelangen wir zu einer Darstellung von u.
Eine eingehende Analyse des asymptotischen Verhaltens von u (zu finden z.B. in [15],
Abschnitt 3.4) fithrt dann zum Ergebnis, dass u fiir jeden der N Eigenwerte )\, eine
solitédre Welle enthilt. Fiir die Geschwindigkeit ¢, mit der sich die n-te solitire Welle nach
rechts bewegt gilt:

cn = 4k2.

Es stellt sich die Frage, ob u sich rein als Uberlagerung von solitéiren Wellen darstellen
lésst, oder ob u auch einen Anteil hat, der keiner solitdiren Welle entspricht. Folgender
Satz gibt dariiber Aufschluss:

Satz 3.30. Wenn die Anfangsbedingung g ein Potential mit verschwindenden Reflexions-
koeffizienten und N FEigenwerten ist, dann ist die zugehorige Lisung u des Anfangswert-
problems (3.4) als Uberlagerung der zu den Figenwerten A, = —k2 gehérenden N solitiren
Wellen gegeben. Es gilt folgende Darstellung:

N
U(ZL‘, t) =—4 Z kn¢n($a t)a
n=1

wobei 1y, die zu A\, gehorende Eigenfunktion bezeichne. Insbesondere ist u eine Solito-
nenldsung.

Beweis. Der Beweis findet sich in [15], Theoreme 3.4 und 3.8. O

Wir fassen zusammen: Fiir ein Potential mit verschwindenden Reflexionskoeffizienten ent-
spricht jeder diskrete Eigenwert einer solitdren Welle in der Losung u. Diese Welle bewegt
sich mit einer Geschwindigkeit, die proportional zum Betrag des Eigenwerts ist, nach
rechts. Die Losung u besteht aus einer Uberlagerung von endlich vielen solitéren Wellen.

Bemerkung 3.31. Wir haben hier nur einen Spezialfall betrachtet, ndamlich dass die An-
fangswerte g verschwindende Reflezionskoeffizienten haben. Fiir weiterfiihrende Ergebnisse
zum Zusammenhang von Eigenwerten und Solitonen im Fall, dass die Reflexionskoeffizi-
enten nicht verschwinden, verweisen wir z.B. auf [12], Abschnitt 2.7 oder [19].



Kapitel 4

Vergleich von Dispersion und
Erhaltungsgesetzen

Im letzten Kapitel dieser Arbeit werden wir zwei wichtige Eigenschaften behandeln, in
denen sich die Korteweg-de Vries- und die Benjamin-Bona-Mahony Gleichung unterschei-
den. Einerseits untersuchen wir Dispersionseigenschaften und behandeln unter anderem,
wie sich die Losungen der beiden Gleichungen unter dem Einfluss einer hochfrequenten
Storung der Anfangswerte verhalten. Andererseits betrachten wir fiir beide Gleichungen
auch mogliche Erhaltungsgesetze genauer. Es ist eine auf den ersten Blick iiberraschende
Tatsache, dass es fiir die BBM-Gleichung nur drei Erhaltungsgesetze gibt, wéhrend fiir
KdV-Gleichung unendlich viele davon existieren.

4.1 Dispersionsrelationen und Phasengeschwindigkeiten

In diesem Abschnitt untersuchen wir die dispersiven Eigenschaften der linearisierten Ver-
sionen der KdV- und der BBM-Gleichung. Wir erldutern kurz den Begriff einer dispersiven
Wellengleichung anhand der linearisierten KdV-Gleichung

U + Ug + Ugzr = 0. (4.1)

Die Funktion
u(z,t) = exp(i(kz — wt))

ist genau dann eine Losung von (4.1), wenn die Dispersionsrelation
w=kK— K> (4.2)
erfiillt ist. Aufgrund der Linearitidt von (4.1) ist in dem Fall mit u(x,t) auch die Funktion
Re(u(x,t)) = cos(kx — wt)

eine Losung von (4.1). Obige Funktion stellt eine Welle dar; der Parameter « wird dabei
als Wellenzahl bezeichnet, und w nennen wir die Kreisfrequenz der Welle. Der Ausdruck

O(x,t) = kx — wt
ist die Phase der Welle. Sei a eine Konstante. Wegen

w
Ke—wt=a<x=—t+a
K

45
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erkennen wir, dass sich Punkte gleicher Phase mit der Phasengeschwindigkeit

Up = E (43)
ausbreiten. Aufgrund von (4.2) folgt, dass die Phasengeschwindigkeit von der Wellenzahl
x abhéingt. Wellen mit unterschiedlicher Wellenzahlen haben also unterschiedlichen Aus-
breitungsgeschwindigkeiten.

Betrachten wir die Funktion

n
w(z,t) = Z cos(kir — wjt).
i=1

Wenn alle x; und w; die Dispersionsrelation (4.2) erfiillen, so ist w eine Losung von (4.1).
Da sich Wellen mit unterschiedlicher Wellenzahl mit unterschiedlicher Phasengeschwindig-
keit ausbreiten, zerfliefit w aber im Laufe der Zeit. Dieses Phinomen wird als Dispersion
bezeichnet.

Auch bei linearisierten Benjamin-Bona-Mahony-Gleichung

Ut + Uy — Uggt = 0 (44)
tritt Dispersion auf. Man rechnet unmittelbar nach, dass die Funktion
v(z,t) = exp(i(ke — wt))

genau dann die Gleichung (4.4) 16st, wenn

K
w=-——
1+ k2

gilt. Auch hier héngt die Phasengeschwindigkeit (4.3) von der Wellenzahl x ab.

Man erkennt, dass sich die Phasengeschwindigkeit fiir Losungen der KdV-Gleichung nicht
nach unten beschrinken ldsst. Urspriinglich wurde die KdV-Gleichung eingefiihrt, um
Flachwasserwellen zu beschreiben, welche sich in positive z-Richtung ausbreiten. Fiir Wel-
lenzahlen x mit x| > 1 breiten sich Losungen der Form u(z,t) = exp(i(kz — wt)) aber in
negative x-Richtung aus. Bei der BBM-Gleichung tritt das nicht auf, denn dort bleibt die
Phasengeschwindigkeit durch Null nach unten beschrankt.

Das Phénomen, dass sich Losungen der linearisierten KdV-Gleichung mit negativer Pha-
sengeschwindigkeit ausbreiten, tritt nicht nur bei Lésungen der Form u(z,t) = exp(i(kx —
wt)) auf:

Sei f € S(R) eine beliebige Schwartzfunktion und u(x, t) eine klassische Losung der lineari-
sierten KdV-Gleichung (4.1) mit Anfangswerten f, d.h. w ist dreimal stetig differenzierbar,
16st (4.1) punktweise und es gilt u(-,0) = f.

Durch raumliche Fouriertransformation von (4.1) erhalten wir

Uy + ik, — k30 =0,

und somit R
i = f(k)exp(—i(k — k)t).

Durch Anwendung der inversen Fouriertransformation erhalten wir

1 A . .
u(x,t) = Ton /_OO f(k)exp(ikz —iw(k)t) dk,
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mit w(k) := k — k3. Die Funktion u lésst sich also als Uberlagerung von Wellen der Form
exp(tk — iwt) darstellen. Sofern f(k) fiir & > 1 nicht verschwindet, so folgt daraus, dass
die Phasengeschwindigkeit w(k)/k fiir gewisse Anteile von u negativ ist. Dieser Sachver-
halt lédsst sich wie folgt interpretieren: Wir gehen davon aus, dass die Anfangswelle eine
Uberlagerung von Wellen verschiedener Frequenzen ist. Durch die rdumliche Fouriertrans-
formation wird diese Anfangswelle in ihre Frequenzanteile zerlegt. Fiir die hochfrequenten
Anteile ist die Phasengeschwindigkeit negativ, sie breiten sich also in negativer z-Richtung

aus, wahrend die niederfrequenten Anteile in positive z-Richtung transportiert werden.

Ein solches Verhalten ist merkwiirdig, da die KdV-Gleichung eigentlich zur Beschreibung
von sich in positiver z-Richtung ausbreitender Wellen hergeleitet wurde. Man kann zwar
einwenden, dass die KdV-Gleichung fiir lange Wellen mit kleinen Wellenzahlen hergeleitet
wurde, und man daher die Anfangswelle richtig (d.h. ohne hochfrequente Anteile) wéhlen
muss, damit die Gleichung ihre Giiltigkeit beibehilt. Dennoch fiihrt dieses Phinomen
zu Problemen, etwa bei der numerischen Berechnung von Lésungen der KdV-Gleichung.
Durch Rundungsfehler kénnen sich etwa kiinstliche Stérungen in der Anfangswelle ergeben,
somit konnen in der Anfangswelle kiinstliche hochfrequente Anteile enthalten sein, die sich
dann in negativer x-Richtung ausbreiten. Die numerische Losung kénnte in so einem Fall
kiinstliche Oszillationen enthalten, und es stellt sich die Frage, ob die numerische Lésung
in so einem Fall als Nidherungslosung der KdV-Gleichung noch akzeptabel ist, vgl. [3].

Es sei noch erwéhnt, dass es bei stark oszillierenden Anfangswellen sogar vorkommen kann,
dass die hochfrequenten Anteile der Anfangswelle so in negative z-Richtung zuriickgestreut
werden, dass die analytische Losung der linearisierten KdV-Gleichung (4.1) in endlicher
Zeit eine Singularitiat entwickelt und abbricht. Fiir ein (recht technisches) Beispiel einer
Anfangswelle aus L?(R), fiir die dieses Phiinomen tatsiichlich auftritt, verweisen wir auf
[3], Abschnitt 2. Im vorigen Kapitel haben wir mit Satz 3.8 die Existenz von Losungen der
KdV-Gleichung sichergestellt. Als Voraussetzung hatten wir aber, dass die Anfangswelle
g hinreichend reguliir sein muss (in Satz 3.8 etwa g € H*(R)). Die Anfangswelle aus dem
eben erwihnten Beispiel in [3] ist allerdings nur eine Funktion aus L?(R), somit erhalten
wir hier keinen Widerspruch.

Analog zur linearisierten KdV-Gleichung lésst sich auch fiir eine klassische Lésung v von
(4.4) mit Anfangswerten f die Darstellung

oz, 1) = /_ " k)explike — iw(k)t) d

herleiten, wobei hier w durch w(k) := H% definiert ist. Die Funktion w(k)/k ist somit nach
unten durch Null beschrankt, d.h. alle Wellen, aus denen sich v zusammensetzt, breiten
sich mit positiver Phasengeschwindigkeit aus. Es wére natiirlich dennoch denkbar, dass
sich hochfrequente Anteile einer Losung so iiberlagern, dass die Losung nach endlicher
Zeit abbricht, doch zumindest breiten sich alle Informationen, die in den Anfangswerten
enthalten sind, in positive Richtung aus, so wie es auch in der Modellierung angenommen
wurde.
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4.2 Erhaltungsgesetze

Als néchstes zeigen wir, dass die KdV-Gleichung unendlich viele Erhaltungsgesetze hat,
die Benjamin-Bona-Mahony-Gleichung dagegen nur 3. In diesem Abschnitt stiitzen wir
uns auf [21], sowie auf [22]. Wir gehen bis auf weiteres von der KdV-Gleichung in der
Form

Ut + Uy + Uppe = 0 (4.5)

aus. Alle bisherigen Ergebnisse beziiglich Existenz, Eindeutigkeit und Regularitit der
Losung bleiben dabei giiltig, sieche auch Bemerkung 3.1.
Wir spezifizieren als allererstes den Begriff Erhaltungsgesetz genauer, vgl. [21]:

Definition 4.1. Ein Erhaltungsgesetz der Differentialgleichung A(z, t, u, ug, ug, ...) = 0 in
zwet unabhdngigen Variablen x und t, sowie einer abhdingigen Variable u ist eine Gleichung
der Form

T+ X, =0,

die fiir alle klassischen Lisungen u von A(x,t,u, uz, u,...) = 0 erfillt ist. Falls T und X
Polynome in u und den x-Ableitungen von u sind, d.h. T = T(u, Uz, Ugg, ..., OFu) fiir ein
ke N und X = X(u,ug, gy, ..., 00u) fir ein n € N, so nennen wir

Ti+ Xz =0

ein polynomielles Erhaltungsgesetz.
Fiir ein polynomielles Erhaltungsgesetz besteht T aus endlich vielen Termen der Form
ugoucfl-‘-u?j, wobei uy, fiir OFu/0x* steht. Der Rang r eines jeden solchen Terms sei

definiert als:
! 1
r= kzo(l + §k)ak.

Falls fiir ein polynomielles Erhaltungsgesetz Ty + X, = 0 die Funktion T nur aus Termen
mit Rang r besteht, so nennen wir das Gesetz T, + X, = 0 ein polynomielles Erhaltungs-
gesetz mit Rang r.

Die obige Definition des Ranges eines polynomiellen Termes ist nicht sonderlich intuitiv,
wir werden jedoch sehen, dass es mit dieser Definition des Ranges zu jeder natiirlichen
Zahl r € N ein polynomielles Erhaltungsgesetz der KdV-Gleichung mit Rang r gibt.
Falls u und hinreichend viele z-Ableitungen von w fiir || — oo schnell genug abklingen,
so ist fiir jedes polynomielle Erhaltungsgesetz der Ausdruck

(e.)
/ T(u, Uy, Ugg, -..) dz,

—oQ

sofern er existiert, invariant in der Zeit. Dieser Zusammenhang gibt einen Hinweis dar-
auf, warum Erhaltungsgesetze in der Theorie der partiellen Differentialgleichungen sehr
niitzlich sind. Groéflen, welche in der Zeit invariant bleiben, kénnen oft verwendet werden,
um etwa die Beschrénktheit von Losungen zu zeigen. Wir erinnern uns z.B. an die Invari-
anz der H!-Norm von Lésungen der BBM-Gleichung (Lemma 2.6). Diese Invarianz haben
wir ausgenutzt, um die Losung in der Zeit fortzusetzen. Solche und #hnliche Uberlegungen
spielen im Bereich der partiellen Differentialgleichungen oft eine wichtige Rolle.

Offensichtlich ist die KAV-Gleichung u; + uty + tzze = 0 selbst ein polynomielles Erhal-
tungsgesetz der KdV-Gleichung mit Rang 1. Wegen

1 1 1
g + Uy + Uy = §(u2)t + (3u3 + Uy — 2ui>
X
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ist wuy + u?uy + Ullge, = 0 ein polynomielles Erhaltungsgesetz zweiten Ranges. Polynomi-
elle Erhaltungsgesetze der KdV-Gleichung hoherer Ordnung existieren zwar geméifl dem
néchsten Satz, diese lassen sich aber nicht mehr durch Multiplikation der KdV-Gleichung

mit Potenzen von u darstellen. Sei n eine natiirliche Zahl und P(z,t,u,uy, ..., %) eine
nach = und ¢ zweimal stetig differenzierbare Funktion, so ist durch T'= P, und X = —F,

offensichtlich ein Erhaltungsgesetz gegeben. Dies fiihrt zu folgender Definition:

Definition 4.2. Wir nennen ein Erhaltungsgesetz Ty + X, = 0 trivial, falls es eine in x
und t zweimal stetig differenzierbare Funktion P gibt, sodass T = P, und X = —PF; gilt,
andernfalls nennen wir es nichttrivial.

Wir untersuchen im Folgenden die nichttrivialen polynomiellen Erhaltungsgesetze und
zeigen (analog wie in [21]), dass es unendlich viele von ihnen gibt:

Satz 4.3. Fiir jede natiirliche Zahl r existiert ein nichttriviales polynomielles Erhaltungs-
gesetz von (4.5) mit Rang r. Dieses Erhaltungsgesetz ist eindeutig bis auf Multiplikation
mit einer reellen Zahl und Addition einer x-Ableitung, d.h. Addition einer Funktion P,
wobei P in x und t zweimal stetig differenzierbar ist.

Beweis. Wir erinnern uns an die Miura-Transformation aus 3.4.1. Da wir in diesem Ka-
pitel eine KdV-Gleichung mit verdnderten Koeffizienten betrachten, muss die Miura-
Transformation leicht angepasst werden. Sei dazu v eine Losung der Gleichung

v + V20 + Vpgr = 0. (4.6)

Dann ist .
u=v* =+ (—6)2v, (4.7)

eine Losung von (4.5). Durch die Koordinatentransformation

- 3

t=t T=0——t

, T xr 252 y

u(x t)—a(ﬁ)+i
I - bl 2527

e = 6
vz, t) = %w(x,t)—i-?&_

wird die Gleichung (4.6), wenn wir die Tilde iiber den neuen Koordinaten weglassen, zu
1
wy + (w + 652w2> Wy + Weae = 0, (4.8)

wéhrend (4.5) invariant bleibt. Der Faktor ¢ € (0,1) kann dabei als Skalierungsgrofie
betrachtet werden; er wird spéter eine wichtige Rolle spielen. Die Transformation (4.7)
(die Variante mit Plus) wird dabei zu

1
U =W+ iewy, + 652102. (4.9)

Die Idee ist nun, zu versuchen, diese Transformation umzukehren. Wir kénnen, ausgehend
von (4.9), w mithilfe von u und ¢ als formale Reihe darstellen: Umformen von (4.9) liefert

1
W= u— €Wy — 652102. (4.10)
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Indem wir diese Darstellung von w rekursiv immer wieder in die rechte Seite einsetzen,
erhalten wir eine formale Reihendarstellung von w der Form

w = ian@,t)s". (4.11)
n=0

Die Koeffizienten von a,, sind dabei Polynome in « und den z-Ableitungen von u, wobei
jedes a, Rang 1 + % hat (Rang im Sinne von Definition 4.1).
Einsetzen von (4.9) in (4.5) liefert fiir € € (0,1):

.0 1, 149
l+ie— 4+ —c“w ) |wy+ | w+ =e"w” | wy + Wyae| = 0.
oxr 3 6

Daraus folgt mit der Darstellung (4.11), dass der Ausdruck in eckigen Klammern ver-
schwindet, also dass das durch (4.9) definierte w die Gleichung (4.8) erfiillt (man beachte,
dass wir mit einer formalen Reihe rechnen, somit kénnen wir den in der runden Klammer
stehenden Differentialoperator mit der Reihenbildung vertauschen). Somit erfiillen

1 1
T=w und X = §w2 + E62w3 + Way (4.12)
die Gleichung T; + X, = 0. Durch Einsetzen von (4.11) in (4.12) erhalten wir (da wir mit
formalen Reihen rechnen, kénnen wir Differentiation mit der Reihe vertauschen) :

oo
T= Z an(z,t)e",
n=0

und

2 3
— 1 = n 1 2 - n > 82 n
X—2<Zan(x,t)€> i (Zan(x,t)€> 30 2 e

n=0 n=0

Mithilfe der Cauchy-Produktformel kénnen wir diesen Ausdruck umformen zu:

= (1 0? n o= 1 N
X = Z (2bn(l’,t) + Wan(x,t)> 15 + Z TSCn($7t)€ +27
n=0 n=0

wobei b,, und ¢, im Sinne des Cauchy-Produktes definiert sind:

n n
by == E arpGn—p und ¢, = E bray—r.
k=0 k=0

Offensichtlich sind auch b, und ¢, fiir alle n € N Polynome in v und den z-Ableitungen
von u.

Da u und alle z-Ableitungen von % unabhéngig von & sind, miissen aufgrund der Glei-
chung T; + X, = 0 fiir alle n € Ny die Koeffizienten von €" in T" und X ein polynomielles
Erhaltungsgesetz von (4.5) bilden. Wir erhalten somit fiir jede natiirliche Zahl n ein Er-
haltungsgesetz 0; T}, + 0, X;, = 0 mit Rang 1 + 3.

Als nichstes muss gezeigt werden, dass fiir jedes gerade n das dazugehorige Erhaltungs-
gesetz O/T), + 0, X, = 0 nichttrivial ist. Es reicht zu zeigen, dass T;, einen Term enthélt,
der rein von u abhingt, da ein solcher Term niemals durch Ableiten nach x entstehen
kann. Dazu bemerken wir, dass wir, wenn wir nur an den rein von u-abhéngigen Termen
interessiert sind, in der Rekursions (4.10) den Summanden mit w, weglassen konnen, da
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durch diesen Term keine nur von u abhingigen Terme entstehen kénnen. Die rein von
abhéngigen Terme entstehen also auch, wenn wir obige Rekursion mit der Gleichung

Lo o

w=u— =W

6
durchfithren. Wenn wir analog zu oben w rekursiv als Potenzreihe in e entwickeln, so
erkennen wir, dass genau die geraden natiirlichen Zahlen als Exponenten von e auftreten,
und die Koeffizienten der €™ Polynome in u sind, und daher insbesondere nur von u
abhingen. Dies beweist die Existenzaussage des Satzes.
Fiir die Eindeutigkeitsaussage verweisen wir auf [15]. O

Die im obigen Beweis hergeleiteten Erhaltungsgesetze gelten im Allgemeinen natiirlich nur
fiir solche Losungen von (4.5), die glatt genug sind, damit all die formalen Rechnungen,
die wir im obigen Beweis gemacht haben, sinnvoll sind. Wir haben uns im letzten Teil des
Beweises aus gutem Grund nur fiir die Erhaltungsgesetze 9,7}, + 0, X,, = 0 mit geraden n
interessiert:

Lemma 4.4. Sein € N ungerade. Dann ist 0;T,+0.X,, = 0 ein triviales Erhaltungsgesetz.

Der Beweis dieses Lemmas findet sich in [21].

Fiir weitere Details zu den Erhaltungsgesetzen der KdV-Gleichung verweisen wir auf [1]
und [21]. Dort findet sich insbesondere eine Tabelle mit den ersten zehn polynomiellen
Erhaltungsgesetzen. Wir bemerken noch, dass die im Beweis von Satz 4.3 definierte Re-
kursion theoretisch dazu verwendet werden kann, um zu jedem n € N das polynomielle
Erhaltungsgesetz mit Rang n herzuleiten. Praktisch ist das jedoch sehr umsténdlich. In [18]
wird eine systematische Methode préasentiert, um solche Erhaltungsgesetze herzuleiten.

Aus dem obigen Satz folgt, dass die KdV-Gleichung unendlich viele Erhaltungsgesetze
zulésst. Es stellt sich nun die Frage nach den Erhaltungsgesetzen der Benjamin-Bona-
Mahony-Gleichung. Hierbei beschrénken wir uns im Folgenden nicht nur auf polynomielle
Erhaltungsgesetze, sondern lassen allgemein Erhaltungsgesetze

Ti+ X =0

zu, bei denen T in stetig differenzierbarer Weise von x,u, und endlich vielen z-Ableitungen
von u abhéngt. Es stellt sich heraus, dass die BBM-Gleichung genau drei nichttriviale
Erhaltungsgesetze dieser Form hat. Zur Préazisierung dieser Aussage bendtigen wir noch
den Begriff der Unabhdingigkeit von Erhaltungsgesetzen:

Definition 4.5. Fulls eine endliche Anzahl von verschiedenen Erhaltungsgesetzen 0;/11 +
0, X1 =0,...,0/T,, + 9, X,, = 0 gegeben ist, so heiffen diese n Erhaltungsgesetze abhdingig,
falls es eine in © und t zweimal stetig differenzierbare Funktion P und reelle Zahlen
C1, ..., Cn, vO1 denen mindestens eine von Null verschieden sei, gibt, mit

n
> T, =P
i=1
Andernfalls nennen wir die Erhaltungsgesetze unabhdngig.

Man beachte, dass aus der Unabhéngigkeit einer Menge M von Erhaltungsgesetzen folgt,
dass alle Gesetze in M nichttrivial sind (man setze fiir P die Nullfunktion ein). Weiters
gilt, dass kein Gesetz aus M durch eine Linearkombination der anderen Gesetze und eines
trivialen Erhaltungsgesetzes erzeugt werden kann.

Es gilt folgendes Resultat:
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Satz 4.6. Fir die Benjamin-Bona-Mahony-Gleichung existieren (bis auf Multiplikati-
on mit reellen Zahlen und Addition von x-Ableitungen) genau drei unabhdingige Erhal-
tungsgesetze, in denen T in stetig differenzierbarer Weise von x,u, und endlich vielen
x-Ableitungen von u abhdngt. Diese Erhaltungsgesetze sind gegeben durch:

(s +5%)

Up — | Ugt + U =0,
2 xr

1 1 1

(2u2 + 2u926>t — (uumt + 3u3>$ =0,

1 1
<3u3)t + (u? —u2, — uPugy — 4u4>x =0.

Durch Rechnung tiberpriift man, dass die obigen drei Gleichungen tatséchlich Erhaltungs-
gesetze der BBM-Gleichung sind. Zu beweisen, dass dies (bis auf Multiplikation mit einer
reellen Zahl und Addition einer z-Ableitung) die einzigen unabhéngigen Erhaltungsgesetze
sind, wiirde den Rahmen dieser Arbeit sprengen. Fiir den Beweis dazu verweisen wir auf
[22].

Dieses Ergebnis ist insbesondere bemerkenswert, da es auch fiir solche T" gilt, die nicht als
Polynom in z,t,u und endlich vielen z-Ableitungen von u darstellbar sind.

4.3 Zusammenfassung und abschlieBende Bemerkungen

Zum Schluss dieser Arbeit wollen wir noch einmal kurz die wichtigsten Dinge rekapitu-
lieren. Wir haben gesehen, dass sowohl die Korteweg-de Vries-, als auch die Benjamin-
Bona-Mahony-Gleichung als Modelle fiir lange Wellen mit geringer Amplitude dieselbe
physikalische Berechtigung haben. Beide Gleichungen sind, wie wir gesehen haben, im
mathematischen Sinne wohlgestellt, d.h. bei verniinftig gewihlten Anfangswerten besitzen
beide Gleichungen eindeutige klassische Losungen, und diese Losungen héngen auch stetig
von den Anfangswerten ab.

Wir haben gesehen, dass sich die Benjamin-Bona-Mahony-Gleichung mathematisch etwas
einfacher behandeln ldsst, als die KdV-Gleichung. Insbesondere stiitzt sich der in dieser
Arbeit wiedergegebene Beweis zur Existenz von Losungen der KdV-Gleichung stark auf
die Ergebnisse zur BBM-Gleichung. Doch dafiir hat die KdV-Gleichung die schone Eigen-
schaft, dass sich ihre Losungen zu gegebenen Anfangswerten prinzipiell konkret berechnen
lassen. Die KdV-Gleichung war dabei einer der Ausgangspunkte zur Entwicklung der in-
versen Streutheorie, die nicht nur im Rahmen der KdV-Gleichung, sondern auch in einigen
anderen Differentialgleichungen eine wichtige Rolle spielt.

Des Weiteren gilt, dass fiir die KdV-Gleichung unendlich viele Erhaltungsgesetze exis-
tieren. Es wird dabei vermutet, dass dies auch der Grund fiir die Existenz von Solito-
nenloésungen der KdV-Gleichung ist. Fiir weitere Details zur KdV-Gleichung verweisen
wir auf die vielfiltige Literatur zu dem Thema.

Im Gegensatz zur KdV-Gleichung hat die BBM-Gleichung im Wesentlichen nur drei Er-
haltungsgesetze. Soweit es dem Autor bekannt ist, sind auch keine Solitonenlésungen fiir
die BBM-Gleichung bekannt. In [9] wird z.B. argumentiert, dass es keine Solitonenlgsung
der BBM-Gleichung gibt, die sich als Uberlagerung von zwei solitiren Wellen darstellen
l&sst.
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Ein grofler Themenbereich, den wir in dieser Arbeit nicht behandelt haben, ist die Nume-
rik zu den beiden Gleichungen. Wir haben zwar angedeudet, dass die KdV-Gleichung fiir
Anfangswerte mit hochfrequenten Anteilen numerisch instabil sein kénnte, doch wir haben
keine weiterfithrenden numerischen Simulationen durchgefiihrt. Im Allgemeinen wire die
Frage, welche der beiden Gleichungen sich numerisch besser behandeln ldsst, wohl um-
fangreich genug, um als Thema fiir eine weitere Bachelorarbeit dienen zu kénnen. Vom
allgemeinen Standpunkt aus gesehen, und insbesondere ohne numerische Simulationen, ist
es schwierig bis unmoglich zu sagen, welche der beiden Gleichungen zu bevorzugen ist.
Aus mathematischer Sicht zumindest ist die Korteweg-de Vries-Gleichung als vollsténdig
integrables System mit Solitonenlésungen aus Sicht des Autors interessanter.

Zum Abschluss mochte ich Professor Arnold fiir die geduldige Betreuung dieser Arbeit mei-
nen Dank aussprechen. Ebenso mochte ich in besonderer Weise meine Familie erwéhnen,
die mir immer zur Seite stand, und fiir deren umfangreiche Unterstiitzung ich zutiefst
dankbar bin.
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