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1 Einleitung

Die vorliegende Bachelorarbeit befasst sich mit der Analysis der eindimen-
sionalen Schrodingergleichung in Streusituationen. Die Untersuchung dieses
mathematischen Modells wird vor allem durch die moderne Halbleitertech-
nologie motiviert. Moderne Halbleiterbauelemente, wie zum Beispiel Tran-
sistoren und Dioden, werden durch die fortschreitende Miniaturisierung im-
mer kleiner. Mittlerweile sind die Gréfienordnungen vergleichbar mit der De-
Broglie Wellenlange von Elektronen. Es kommt also zu quantenmechanische
Effekten. Dadurch wird eine quantenmechanische Beschreibung, wie sie die
Schrédingergleichung bietet, unerldsslich.

In Halbleiterbauelementen sind vor allem Situationen interessant, wo Strom
fliefst, auch Streusituationen genannt. Stromfluss ist durch Ladungstransport
definiert. Der Ladungstransport erfolgt in den zu untersuchenden Situatio-
nen vor allem durch Elektronen. Wir nehmen an, dass die Elektronen beim
Durchgang keine Stofke erleiden, das heiftt, der Elektronentransport durch
die aktive Region erfolgt ballistisch. Diese Annahme ist durch den geringen
Durchmesser der aktiven Region gerechtfertigt.

Es gibt drei verschiedene mathematische Herangehensweisen um dieses
Problem zu 16sen: die Dichtematrixformulierung, die Schrédingerformulier-
ung und die Wignerformulierung. Wir verwenden nachfolgend die Schréding-
erformulierung, das heifst, unendlich viele Schrédingergleichungen beschrei-
ben das System. Diese Menge von Gleichungen wird auch als Schroding-
ergleichung gemischter Zustinde bezeichnet. Ein anschaulicher Beweis zur
Aquivalenz des Dichtematrixformalismus und der Schrédingergleichung ge-
mischter Zustande, findet sich in [Jiin09, Chapter 10].

Im Folgenden betrachten wir ein Modellproblem, erstmals gestellt durch

[LK90|. Urspriinglich war dieses Problem zweidimensional formuliert, wir
beschrinken uns auf den eindimensionalen Fall. Dann sieht das Problem fol-
gendermafsen aus:
Das gesamte Gebiet R wird unterteilt in 3 Gebiete. Zwei Leiterregionen um-
schliefsen ein aktives Gebiet €)y. Die Rénder der Leiter bezeichnen wir mit
x; und x,. Wir suchen nun Lésungen der Schrédingergleichungen bei gege-
benem Potential V.

Wir lassen nun Strom zwischen den zwei Leitern fliefen, das heifit, es
herrscht ein stiandiger Elektronenfluss. Das gesamte System befindet sich
also in einem Ungleichgewicht, wihrend hingegen sich die Leiter jeweils im
Gleichgewicht befinden. Man spricht von einem offenen Quantensystem. Die-
ses ist durch getrennte Teilchenreservoire charakterisiert, sodass man insge-
samt gesehen diesen Ungleichgewichtszustand aufrechterhalten kann.

Um dieses Problem numerisch giinstiger 1osen zu konnen, setzt man vor-
aus, dass die aktive Region beschriankt ist und nur durch Randbedingungen
an z; und z, mit der Umgebung wechselwirkt. Dadurch reicht es aus, die
aktive Region zu modellieren. Natiirlich stellt sich die Frage nach der Wahl
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der Randbedingungen. Frensley analysierte in [Fre90| verschiedene Randbe-
dingungen und zeigte, dass nur zeitirreversible Randbedingungen in offenen
Quantensystemen physikalisch relevant sind. Diese kénnen simuliert werden
indem man von den Leitern fordert, dass sie vollkommen absorbieren. Das
heifst, von der aktiven Region nach aufen laufende Wellen haben keinen
Einfluss mehr auf die aktive Region. Man spricht dann von absorbierenden
Randbedingungen.

Analog zu [LK90| beniitzen wir gemischte Randbedingungen, dies ist auch
als QTBM (quantum transmitting boundary method) bekannt. Die nume-
risch geeigneten gemischten Randbedingungen bezeichnet man auch als trans-
parente Randbedingungen, kurz TBC. Diese ermé&glichen eine korrekte nume-
rische Losung des Problems, hier sei auf die Revision [AABT08] hingewiesen.

In dieser Bachelorarbeit sind wir insofern an den Randbedingungen inter-
essiert, als sie uns bei der Analysis des Problems behilflich sein werden.

Im Laufe der Bachelorarbeit werden die Modelle mehr der physikalischen
Realitdt angepasst und allgemeinere Problemstellungen zugelassen. Wir be-
ginnen mit einem einfachen stationdren Modell, kommen dann zu linea-
ren Modellen und enden mit einem nichtlinearen Modell, dem Schrédinger-
Poisson System (SPS). Unter einem SPS versteht man ein System, in wel-
chem die Poissongleichung die Wechselwirkung zwischen den Elektronen be-
riicksichtigt. Zum urspriinglich gegebenen Potential addiert man im SPS das
mittlere Potential, welches von den Elektronen erzeugt und als selbstkonsis-
tentes Potential bezeichnet wird.

Das Ziel dieser Bachelorarbeit ist ein globaler Existenz- und Eindeutigkeits-
satz fiir das eindimensionale Schrodinger-Poisson System auf dem ganzen
Raum R (siehe Satz 7.4).



2 Notationen
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Realteil einer komplexen Zahl

Imaginérteil einer komplexen Zahl

z komplex konjugiert, z € C

Gebiet in R

Lebesgueraum auf der offenen Menge Q2,1 < p < 0
Sobolevraum auf 2 mit Differentationsindex k € Z, Integra-
bilitdtsindex 2

Sobolevraum auf 2 mit Differentationsindex k € Z, Integra-
bilitatsindex p, 1 < p < o0

Raum der k-fach differenzierbaren Funktionen auf € mit Wer-
ten im Banachraum X, k € Ny

Raum der unendlich oft differenzierbaren Funktionen auf €2
Fouriertransformierte der Funktion ¢

Ortskoordinate, x € R

Zeit, t € R

Reduzierte Planckkonstante

Masse des Teilchens, m > 0

Ladung des Teilchens

Energie des Teilchens

Kreiswellenzahl, k£ € R

Impuls, p € R

Reflexionskoeffizient, R € R

Transmissionskoeffizient, T € R

Hamiltonoperator

Zeit- und ortsabhingiges elektrostatisches Potential, V € R
komplexwertige Schrodingerwellenfunktion, also ¢ € C
Dichtematrixfunktion

rdumliche Dichteverteilung, n > 0

(Teilchen)Stromdichte

Elektronenimpulsdichtefunktion

Definitionsbereich von A

stetige Einbettung in normierten Raumen

partielle Ableitung nach der Zeit

Laplaceoperator, zweifache partielle Ableitung nach dem Ort
Abelintegral von halber Ordnung

partielle Zeitableitung von halber Ordnung



3 Die lineare stationire Schrodingergleichung

Die Schrédingergleichung in R lautet:

iho(x,t) = Hp(z,t), >0, (.,0) =1 (3.1)

Hier ist 0, = % und H der Hamiltonoperator. Die komplexe Funktion
(x,t) reprasentiert dabei in gewisser Weise die Aufenthaltswahrscheinlich-
keit des Elektrons. Die Wahrscheinlichkeitsdichte der Elektronen n ist durch
n(x,t) = [1b(x,t)|* gegeben. Der Hamiltonoperator nimmt zum Beispiel fiir
ein Elektron bei stationdrem Potential V' folgende Form an:

h2 92
0= o V@

Wir wollen noch ein paar allgemeine Begriffe einfiihren. Die Dichtematrix
p ist definiert durch

pla,y,t) = /O " Ry, Oy Bk

die Elektronendichte n folgt aus n(x,t) = p(z,z,t) und ist damit gleich

(i, ) = / " F ), 1) 2k (3.2)

Weiters konnen wir nun auch den elektrischen Strom J festlegen:

J(,t) = / " F () (G, D0 (., 1))k (3.3)

Wir fiihren nun eine formale Rechnung durch, um die stationére Schréding-
ergleichung zu erhalten. Wir wihlen fiir ¢ den Ansatz ¢ (z,t) = exp(—iEt/h)¢(x),
das heifst wir separieren 9 in einen zeitabhingigen Phasenfaktor und in eine
ortsabhéngige Funktion ¢(x). Dann folgt nach Einsetzen in (3.1):

Hy = By

und anschlieRender Division durch e~ *&t/%

ung:

die stationére Schrodingergleich-

Ho(x) = E¢(x)

Die stationdre Schrédingergleichung repréisentiert also eine Eigenwertglei-
chung fiir ¢, die im Falle eines Elektrons so aussieht:
h?

o Dats — aV (2)0 = Eo (34



Eine dquivalente Formulierung dieser Gleichung (3.4) ergibt sich, indem man
die Kreiswellenzahl k einfiihrt. Da diese im direkten Verhéltnis zum Impuls
p steht, p = hk, gilt £ = k%(h?/2m) und dadurch folgt unmittelbar, indem
man das Potential geeignet skaliert:

—¢"(x) = Vo(x) = k()

Da man meist ein ganzes Ensemble von Elektronen betrachtet, wihlen wir,
wie in der Einleitung schon erwéhnt, eine Beschreibung als Schrédingersys-
tem gemischter Zustdnde. Da die Elektronen aber in verschiedenen, vom
Impuls abhéingigen Zustinden vorliegen, wollen wir die Schrédingerwellen-
funktionen des zu k gehorigen Zustands mit dem Index k kennzeichnen. Im
stationdren Fall bedeutet dies, das System ist durch abzdhlbar viele Glei-
chungen der Form

—d(x) = Vor(z) = K¢ () (3.9)
gegeben.

3.1 Ein einfaches Modell

Nach diesen Bemerkungen gehen wir nun auf ein einfaches Modellproblem
im stationdren Fall ein. Zur weiteren Vereinfachung soll unsere aktive Region
das Intervall (0,1) sein, d.h z; = 0 und z, = 1. Wir unterteilen R also in 3
Gebiete:

Q== (—00,0), Qo :=(0,1), Q, := (0, 00)

Das stationédre Potential V' (x) soll konstant auferhalb der aktiven Region Qg
sein. Aufserdem setzen wir ohne Beschréinkung der Allgemeinheit das linke
Potential V; Null, also:

V(0)=:V,=0 firx <0
V(z) =< V(x) fiir z € (0,1) (3.6)
V)=V, fiir z > 1

Wir betrachten nun fiir ein k£ > 0 die korrespondierende Schrodingergleich-
ung (3.5). Die Wahl von k& > 0 bedeutet nichts anderes als, dass die Welle
von links einlduft, da sie positiven Impuls hat. Wir lassen nun die von ¢
reprisentierte Welle mit Amplitude 1 einlaufen. Was nun passieren wird,
ist, dass die Welle in der aktiven Region zum Teil reflektiert und zum Teil
transmittiert wird. Dazu 16sen wir zuerst die Schréodingergleichung (3.5) in
Q; und Q.. Wir erhalten, da V; = 0:

or(z) = 1eF 4 Rype~ @k x e (3.7a)
o) = Tjpe®VVrth® 4 geiaVVeth? zeQ, (3.7b)
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Die Koeffizienten 1,7y, Ri,0 driicken dabei die Amplitude der jeweiligen
Welle aus, das Vorzeichen im Exponenten die Ausbreitungsrichtung der Wel-
le. Wir wollen nun 7}, Ry bestimmen. Fiir die Randbedingungen demonstrie-
ren wir die QTB Methode, um deren Eleganz zu verdeutlichen. Wir bestim-
men also an z = 0 die Werte der Wellenfunktion und ihrer Ableitung:

Nach Ry auflésend, findet man:

R = (90 - 1#0))

Analog findet man fiir Tj:

7= 5 (60) - 1)

Man erhilt auch Randbedingungen unabhingig von Ry, T} :

2ik = ik¢(0) + ¢'(0) (3.8a)
0= —iVV, + k2¢(1) + ¢'(1) (3.8b)

Wir werden nun einen Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir dieses Problem

gekoppelt mit der Poissongleichung zitieren (sieche Theorem 2.1 und 2.2 in
[BADM97]). Als Poissonkopplung versteht man, dass das Potential von der
Elektronendichte abhéngt, wobei der Zusammenhang durch die Poissonglei-
chung beschrieben wird. In Formeln gegossen bedeutet das:

{ —V'"(z) = n(x), fiir z € [0, 1], n wie in (3.2) angegeben (3.9)
=0 '

V(0) und V(1) =V,

Wir werden folgende Annahmen beziiglich der Dichtefunktion f(k) und V,
treffen:

f =0, /mu+ﬁﬁwmkgw (3.10)
0
ﬂ@%g—%— V<0 (3.11)
0



Bemerkung 3.1. Der néchste Satz 16st bereits die nichtlineare Schrédinger-
gleichung mit Poissonkopplung. Wir zitieren dieses Theorem bereits jetzt,
da sich das Theorem nur auf das Intervall 0y beschrinkt und obige einfache
Randbedingungen verwendet. X

Satz 3.2. Sei die obige Voraussetzung (3.10) erfiillt. Dann existiert eine
Lésung V. € W2>(0,1), ¢, € W4>(0,1) fiir die Schrédingergleichung
—¢(x) + Vr(x) = k*¢r(z) mit der Poissonkopplung (3.9) und den Rand-
bedingungen (3.8a) und (3.8b). Verlangt man zusédtzlich (3.11), dann gilt,
dass eine in (0,1) monoton fallende Lisung V existiert. Die Regularitétsei-
genschaften bleiben bestehen.

Beweis. Fiir den Beweis verweisen wir auf [BADMO97| O

Bemerkung 3.3. Ein &hnliches Resultat wurde in [BAP02| bewiesen:

Sei f nichtnegativ und in L', aukerdem soll f einen kompakten Triger be-
sitzen. Weiters sei V. € L*. Dann hat das System (3.5), (3.7a) - (3.8b) eine
Losung ¢, € H2(Qg), Vs € WZ’OO(QO). X



4 Vorbereitungen

4.1 Sobolevraume

Fiir die Definition und grundlegende Eigenschaften von Sobolevraumen siehe
[AdaT75], bzw. fiir eine kiirzere Einfiihrung siehe [Eva98]. Wir wollen in diesem
Abschnitt nur kurz auf komplexe und fraktale Sobolevrdume auf R eingehen,
da wir von diesen spater Gebrauch machen werden. Man kann mit Hilfe der
Fouriertransformation diese Rdume definieren.

Satz 4.1 (Charakterisierung von Sobolevridumen). Sei k¥ € Ny und
u € L%(R). Insbesondere kann u komplexwertig sein. Dann gilt:

(i) Die Funktion u ist in H*(R) genau dann, wenn (1 + |y|¥)a € L*(R)

(ii) Die Normen |ul|grg) und [|(1 + |y\k)1lHL2(R) sind dquivalent fiir u €
H*(R)

Beweis. Ein rigoroser Beweis findet sich in [Eva98, Section 5.8.4]. Der Beweis
basiert auf der algebraisierenden Eigenschaft der Fouriertransformation und
dem Satz von Plancherel. O

Definition 4.2. Sei 0 < s < oo und u € L?(R). Wir sagen, u ist in H*(R),
falls

(1+ Jyl*)a € L*(R).
Fiir s ¢ No definiere [Jul sy = [[(1 + |y]°) @l L2 () X

Wir wollen noch eine hiufig verwendete Soboleveinbettung zitieren.

Bemerkung 4.3. Fiir @ € Rund p > 1 gilt, W'P(Q) — L*>(Q), siehe [Caz03,
Theorem 1.3.3]. Daraus ist leicht zu folgern, dass fiir ein € mit endlicher
Linge H'(Q) — L4(Q) fiir alle ¢ € [1, 00] gilt. X

4.2 Halbgruppentheorie

Wir wollen kurz die Halbgruppentheorie im Bezug auf die Schrédingerglei-
chungen erldutern. Dabei halten wir uns an [Caz03, Section 1.6].

Sei X ein komplexer Hilbertraum mit Norm ||-||x und Sesquilinearform
(-,-)x. Wir betrachten X als reellen Hilbertraum mit Skalarprodukt (z,y) y =
Re(-,-)x. Sei nun A: D(A) C X — X ein C-linearer Operator. Man nimmt
weiter an, dass A selbstadjungiert ist, sodass D(A) eine dichte Teilmenge
von X ist und dass A <0, also (Ax,z) < 0 fiir alle x € D(A). Dann gene-
riert A eine Halbgruppe von Kontraktionen (S(t))¢>0 auf X. D(A) wird auch
zu einem Hilbertraum, wenn man ihn mit dem Skalarprodukt (z,y) DAy =
(Az, Ay) x + (x,y) y versieht. Mit X 4 bezeichnen wir die Vervollstindigung
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von D(A) beziiglich des Skalarprodukts (z,y)x, = (#,y)x — (Az,y)y filr
x,y € D(A). SchlieRlich haben wir

D(A) = X4 = X < X — (D(A))",

wobei alle Einbettungen dicht sind und X™* den topologischen Dualraum vom
topologischen Raum X bezeichent.

Da A selbstadjungiert ist, ist ¢A definiert durch iA: D(A) C X — X:
(1A)x = iAx fir x € D(A) C-linear und schiefhermitesch. Insbesonders ge-
neriert ¢A eine isometrische Gruppe (7 (t))ier auf X, welche T (t)* = T (—t)
fiir alle ¢ € R erfiillt, wobei hier T'(¢)* den zu T'(t) adjungierten Operator
bezeichnet.

Man kann nun den Operator A bzw. iA auf (D(A))* mit Definitionsbereich
X fortsetzen und erhilt dadurch eine isometrische Gruppe 7 (t) welche 7 ()
nach (D(A)) fortsetzt und auf X mit 7 (¢) iibereinstimmt. Zur Vereinfachung
benutzen wir die selbe Notation fiir 7 und seine Fortsetzung 7. Ebenso
benutzen wir die selbe Notation fiir A und seine Fortsetzung.

Nun gilt: Fiir ug € X ist u(t) = 7 (t)z ist die eindeutige Losung von

ue C(R,(X))NCHR, (D(A))),

i%%—AuzO fiir alle t € R,
u(0) = up.

Wir wenden uns gleich auch noch dem inhomogenen Problem zu, siehe
[Caz03, Remark 1.6.1(vi)].

Lemma 4.4. Sei g € C([0,T],X) und uyg € D(A). Falls u € C*([0,T], X)
oder v € C([0,T], D(A)), dann erfiillt u die Gleichung
t
u(t) =T (t)x + 2/ T(t—s)g(s)ds fiir alle t € [0, 7).
0

genau dann, wenn u die inhomogene Gleichung

u € C([0,T], D(A)) N CL([0,T], X),
du
dt
u(0) ==z

i—+Au+g=0 fiir alle t € [0,T1,

erfiillt.
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5 Die Schrodingergleichung mit gegebenem Poten-
tial

Wir werden in diesem Abschnitt die Losung der linearen Schrodingergleich-
ung im Rahmen der Halbgruppentheorie untersuchen. Nachdem das Problem
ein abstraktes Cauchyproblem darstellt, suchen wir nach einer Losung u des
homogenen Anfangswertproblems

oyu = Au, t>0, A=iA-—iV
(5.1)

u(0) = uo,

Die Schwierigkeit bei der Losung dieses Problems liegt in der Wahl der
R&ume. Wir lassen uns von [Caz03, Chapter 2| leiten und definieren A auf
X = L?(Q) folgendermafen

D(A) = H*(Q) N Hy(9),
Au = Au fir u € D(A)

Wir bemerken, dass X4 = H{(Q) und somit X% = H (). Der Operator
A wird iiber seine selbstadjungierte Fortsetzung definiert, also

(Au,v) peay-.peay) = (U, AV) 12(q) fiir u € L?(Q) und v € D(A)

Mit dem Satz von Stone folgt, wie oben schon angegeben, dass iA eine Grup-
pe von Isometrien 7 (¢) generiert.

Wir wollen nun den Operator A durch ein Potential V' stéren. Man kann
dann zeigen, dass das Potential relativ zu A beschrénkt ist, siehe [Paz83,
Lemma 7.5.4]. Wir stellen folgendes Resultat vor, welches eine Spezialisie-
rung von |Paz83, Theorem 7.5.5] ist.

Satz 5.1. Sei V(z) reell und V € L%(R). Dann gilt: iA — iV ist der infinite-
simale Generator einer Gruppe unitirer Operatoren auf L?>(R). Eine weitere
Stérung durch ein relles Potential Vy € L*°(R) édndert das Resultat nicht.

Nach obigem Satz wissen wir, dass A der infinitesimale Generator einer Grup-
pe von unitiren Operatoren ist und somit gilt u(t) := T (t)uo ist Lésung von
(5.1), fiir diese gilt ||ul|z2 = ||uol| 2 siehe [Jiin01, Korollar 7.11].

12



6 Die Schrodingergleichung mit zeitabhangigem Po-
tential

Wir gehen nun &hnlich wie in [BADM97, Section 3] vor. In diesem Kapitel
beschéftigen wir uns mit der linearen Schrédingergleichung, wobei nun das
Potential V' zusétzlich von der Zeit und nicht nur vom Ort abhingt. Wir
betrachten also Potentiale der Form V: RT x  — R. Dabei werden unitire
Propagatoren die Rolle der unitdren Operatoren iibernehmen.

Wir sind interessiert an der Lésung des Problems:

iOby = H)x,  ¥a(0,-) = oY, fiir alle z € Q

H(t) = -A+ V(L) (6.1

Hier soll A € A, wobei wir weiter unten niher auf A und A eingehen. Wir
werden nun einige Annahmen treffen.

6.1 Generelle Annahmen

Diese Hypothesen sind giiltig fiir die Abschnitte 6 und 7.

Wie in der Einleitung erwéhnt, teilen wir das Gebiet 2 = R in €, Qp, und
2, auf. Im Folgenden sei j stets aus {/,r} und mit x € ;, meinen wir z in
Q; oder z in .. Wir fithren nun eine glatte Zerlegung der Eins dieser Gebiete
ein. Das sind konkret zwei Funktionen (7;(x)) e,y € C°°(Q2) welche

0<mn <1, m+n =1 aufQ
m = 1 auf ; und n; = 0 auf Q, (nr:=1—m)

erfiillen.
Weiters sei (A, p) eine Menge mit nichtnegativem beschranktem Maf p, so-
dass

w(A) = /Ad,u < 00 (6.2)

gilt. Wir denken hierbei an A = k, A = RT, E(\) = k%/2 und du(\) =
f(k)dk. Die kinetische Energie der Elektronen wird durch k?/2 reprisentiert
und f(k) stellt die Dichtefunktion des Impulses der einfallenden Elektronen
dar, vergleiche hierzu auch Abschnitt 3. Auferdem sei

HO = A 4+ VO (A-0)
wobei fiir VO gilt, dass

VO e L®(Q) und Vg, = V) = const.
Wir verlangen von den Anfangsdaten

V8 € Hipy ()

13



und treffen aulkerdem noch die Annahmen:

Fiir fast alle A € A soll eine Konstante E()) existieren,
welche fiir z € (A-1)
HOY = B\ erfiillt.

Wir fordern

sup  |E(\)| = Mg < . (A-2)
A€supp(u)

Fiir alle kompakten Mengen K C €2 soll eine Konstante
S -
Ck > 0 existieren, sodass (A-3)

J 8 sy i) < i
Wir werden spéater oft das Potential V'(¢,z) in eine Form
V(t,x) = Ve(t, ) + Vi(t, ), wobei supp(Vs) C Qo (6.3)

aufspalten. Hier sei erwéhnt, dass V. das externe Potential und Vi das selbst-
konsistente Potential mit Trager in g bezeichnet. V; wird im néchsten Ka-
pitel eine prominente Rolle spielen. Wir fithren nun die Potentialklasse V
ein. Wir definieren V als die Menge aller Potentiale V| welche

{ V e CL([0,T],L>(Q)) und V lisst sich aufspalten in (A-V)

V(t,x) =V +V;(t) fir 2 € Q,  j€{l,r}
erfiillen. Weiters nehmen wir an, dass V. in der Potentialklasse V liegt, also
VeeV (A -4)

Bemerkung 6.1. Weil wir supp(V;) C Qo vorausgesetzt haben, gilt Vy(t, z) =
0 fiir x € . Somit ist V, genau dann in der Potentialklasse V), falls

V, € CY([0,T], L= () ™

6.2 Losung auf den Leitern (2; und €2,

Man beachte, dass das Problem (6.1) auf ganz €2 gestellt ist. Die Losung auf
den Leitern ist einfach. Mit Hilfe von (A - 0), (A - 1) und (A - 4) gilt auf
den Leitern:

H(t)YS = (H® — V()] = (E(N) — V;(£))e}

Wir definieren nun den Phasenfaktor auf dem jeweiligen Leiter durch:
, t
6 — exp <—i /O (E(\) — Vj(s))ds) . (6.4)
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Indem wir ¢ als eine um den entsprechenden Phasenfaktor modulierte
ebene Welle der Anfangsdaten definieren, das heifst

W8 = (m@)6h 0 +nb3() (6.5

Bemerkung 6.2. Es ist unschwer zu erkennen, dass ¢ Gleichung (6.1) fiir
z € ., und dariiber hinaus ¥} (0, z) = ¢ () auf ganz Q erfiillt. X

6.3 Existenz- und Eindeutigkeitsaussage

Wir wollen in diesem Abschnitt die L?-Theorie des inhomogenen Anfangs-
wertproblems der Schrodingergleichung (6.1) wiederholen. Wir bemerken,
dass es noch weiterer Resultaten bedarf, da wir ja wf)\ € Hl2()c vorausge-
setzt haben und wir somit nicht im klassischen L? Rahmen arbeiten, der
¢ € H?(R) wire. Im Folgenden gibt C' eine Konstante an, welche von Mg,
nj> IVjller und [[VO]| oo (g) abhéingt, falls nicht explizit anders erwéihnt. Um
die Notation einfacher zu halten, bezeichne C folgenden Raum:

C = C%[0,T], H*(Q)) n C*([0,T], L*(Q)) (6.6)

Lemma 6.3. Sei V € C([0,T],L>®(R)),g € CY([0,T], L*(R)) und ¥y €
H?(R). Dann gilt: Das Problem

iV = —AV + V(t,2)¥ + g(t, ) fiirz € R
U(t=0,z) = ¥o(x), (6.7)
U(t,z) =0 fiir |x| - oo und t >0

hat eine eindeutige Lésung ¥ € C°([0,T], H?(R)) N C([0, T], L*(R)), also

W € C und V¥ erfiillt folgende Abschitzungen:
Fiir alle T > 0 und fiir alle t € [0, T gilt:

1O 2m) < 1Wollz2@w) + 1921 ((0,0),22(R)) (6.8)

1029 ()12 () < 102 TollZ2(g) + C(1 +¢7) (”\IIOH%P(R) + ||g||201([0,t},L2(R))> X

X (1+ IV llero,g,0r))) (6.9)
1% ()] 2wy < C(L+12) (I1Woll 2wy + lgllor(o., 22 () X
X (L4 IVllero,,0m))) (6.10)

Beweis. Nach [RS75, Section X.12] gilt, dass ¢A — iV einen stark differen-
zierbaren unitéiren Propagator U(t,s) generiert, da V in C1([0,T], L*°(R))
liegt. Deshalb hat ¥ eine Darstellung der Form

U(t) =U(t,0)¥g + /tU(t, s)g(s)ds € L*(R) (6.11)
0
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Um die Regularitdt zu zeigen, bemerken wir, dass u(t) = 0;¥(¢) folgende
Gleichung erfiillt:

u(t) = U(t, s)ug —1—/0 Ul(t, s)(0sV(s)¥(s) + 0sg(s))ds (6.12)

g = (i — iV(0)) g — ig(0)

Mit unseren Regularitdtsvoraussetzungen an V', g und Vg erhalten wir, dass
ug € L2(R2) und 95V (s)¥(s) + dsg(s) € C°([0,T], L3(R)), und somit folgt
u € CY([0,T7], L*(Q)). Mit Hilfe von Lemma 4.4 kénnen wir schlieRen, dass
u besagte Regularitét erfiillt.

Abschétzung (6.8) folgt unmittelbar aus (6.11), da U unitér ist. Als néchs-
tes zeigen wir (6.10). Dazu betrachten wir die L?(R)-Norm von u(t):

t t
)y < loollzogey + 1 | U900V ()0 (s)sll o + 1| | Ut 5)0r(s)dsl
t
< luollp2(r) + ”V||Cl([0,t]),L°°(R)/O 19 ()| L2m)ds + tllgllcro,,22(r))
Mit obiger Ungleichung (6.8) fiir ¢ gilt schlieflich
lu®)L2®) < lluoll 2@y + l9ller o, 2y +
+ IV llor o .co® 1%l 2@ + 2 lgllerqor.z2®))
Anwendung folgender einfacher Abschitzung fiir ug
luoll2y < 1Woll pr2ary (1 + IV I (j0,), o0 (®)) + l9ller fo,, L2 (m))
zeigt, dass wir u = 0; ¥ folgendermafen abschétzen kénnen:
10:% ()| 22y < C(L+) (L+ [VIerog,=my) (%ol m2@) + lgllcror.z2®))
Wir formen nun (6.7) um, nehmen die L?(R)-Norm und beniitzen (6.8)
@Ol 2@ < 0¥ (O L2y + |9 L2®)) +
+ V)l ooy (1Woll 2y + 9l L2 o.0,02(R)))

Daraus folgt schlieklich behauptete Abschétzung (6.10).

Um die letzte Abschéitzung zu erhalten nehmen wir das L?(R)-Skalarprodukt
von (6.7) mit ;¥ und nehmen den Realteil der Gleichung. Anschliefendes
partielles Integrieren im Ort und Ausniitzung der Randbedingungen, wie in
(6.7) angegeben, gibt nach Integration iiber das Zeitintervall [0,¢] Abschét-
zung (6.9). O
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Satz 6.4 (Linearer Existenz- und Eindeutigkeitssatz). Seiv € H? (R)
sowie (A - 1) und (A - 2) erfiillt. Weiters sei V € V, siehe (A - V). Dann gilt:
Das Problem (6.1) hat eine eindeutige Losung in Y3 + C. Hier ist C wie in
(6.6) definiert und ¢§" wie in (6.5). Auberdem gelten folgende Abschétzun-
gen:

[oa(t) = 8" 2@y < CIYRlm2(00) (L+ IV coqo,00®)))  (6.13)
[0 () — W8 L2y < C(L+ t)[[9R ] 2020 (1 + ||VH201([0,t],L°°(R))>
(6.14)

Beweis. Definiere die Hilfsfunktion ¢y := 1y — ¢§". Wir setzen diese Funk-
tion in (6.1) ein und erhalten fiir alle x € R :

1005 = (~A + V(t,2))dx — Sr(V) (6.15)

Mit 6.2 sieht man sofort, dass S\(V) = 0 sein muss, auf €; bzw. Q,. S\(V)
gibt also die zusidtzliche Inhomogenitit an, umm den Fehler ¢, auf (g zu
korrigieren. Wir definieren also:

S\(V) = (A + V(t, ) — i)y (6.16)
= 20,03 |0: (05 + 17 05)| + 3 [ (A + Viu'oh + (A + Vo 6)| +
+ [AYR 4 (B = V(t2)93] ('65 +0765)
Wir bemerken, dass supp Sx(V) C Q. Da )} € H? _(R) gilt und supp S, eine
kompakte Menge ist, folgt S\(V) € L%(R) fiir festes t. Unter Beachtung von
V € CY([0,T], L>(R)) folgt schlieflich Sy\(V) € C*([0,T], L?(R)). Somit ist
Lemma 6.3 anwendbar, wobei S die Rolle von g iibernimmt und wir erhal-

ten unmittelbar die Regularitétsaussagen. Die angegebenen Abschitzungen
folgen auch aus dem Satz, da

1Sx(W)ller o.m,r2®)) < CllvS a2y (1 + IV e (o, my)) - (6.17)

Die Konstante C ist wegen (A - 2) nicht von A\ abhéngig. O

6.4 TBC und Dissipationsabschitzungen

Wir wollen nun transparente Randbedingungen herleiten und diese kurz ana-
lysieren. Diese werden wir zur Losung des nichtlinearen Schrodingerproblems
benoétigen, um eine a-priori Abschitzung erhalten zu kénnen. Wir werden
Dissipationsabschidtzungen an den Réndern herleiten. Nachdem der Fokus
dieser Arbeit nicht auf TBC liegt, werden wir dieses Thema oberflachlicher
behandeln. Zuerst geben wir einige Definitionen.
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Definition 6.5. Fiir eine Funktion h € H*(0,T),a > 0, definiert man das
Abel Integral von halber Ordnung (siehe [GV91]) von h als

t
T2 — 7r_1/2/ Mdr
0 t—T1

sowie die halbe Zeitableitung von h als distributionelle Ableitung von Z'/2h
als

t
9L/2p — ﬁzl/Qh _ 7T—1/2d/ h(7) dr
dt dt Jo VJt—1
Man bemerke, dass Z'/2h € H'/?t(0,T) und dass das Integral offensichtli-
cherweise als Faltung geschrieben werden kann. X

Wir definieren fiir j € {l,7} und alle nichtnegativen Zeiten ¢ den Phasenfak-
tor x/ folgendermaken

o) = e (i [ 050+ 1)) (6.18)

Lemma 6.6. Seien die Annahmen (A - 1) und (A - 2) erfiillt. Sei weiters
¥ € C+UR"Y mit ¢y definiert in (6.5). Dann gilt: 1y ist die eindeutige Losung
des Randwertproblems auf {2y bestehend aus einer Dirichlet Randbedingung
auf x; und x, und einer der folgenden dquivalenten Randbedingungen an z;

Bu(tr = 08" (1) = e~ (102 [ (0y = W§ ()] -

(¥ = 08") (@) = =N DT 0, (0r = "IN
=
beziehungsweise analog fiir x,. Man beachte aber, dass sich das Vorzeichen
fiir x,» dndert. Man bezeichnet die erste Gleichung als Dirichlet-to-Neumann
map und die zweite als Neumann-to-Dirichlet map.

Beweis. Da x’(t)x/(t) = 1, kénnen wir ¢y, definiert wie im vorigen Beweis
von Satz 6.4, als ¢x(t,7) = (da(t, )X (t))X? (t) =: o(t,z)x(t) schreiben.
Eine einfache Rechnung ausgehend von (6.15) zeigt fiir € €, unter Be-
riicksichtigung von (A - V)

ipp(z,t) = —Ap+ (—idx + V(1) + VX)X, ¢(0,) =0

Wir bemerken, dass —idyx + (V7 (t) + V;-O)X = 0 gilt und Vj0 konstant auf
den Leitern ist. Die Einfiihrung von x7(t) bringt den Vorteil, dass fiir ¢
das Potential zeitunabhingig ist. Aus [Arn90| wissen wir, dass fiir ¢ auf
x; und z, entsprechende Randbedingungen gelten. Da ¢(t,z) = ¢(t, x)x(t)
gelten obige Randbedingungen. Damit diese Randbedingungen Sinn machen,
sei auf nachfolgende Bemerkung und auf Spureigenschaften verwiesen. Die
Eindeutigkeit folgt aus dem néchsten Satz. O
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Bemerkung 6.7. Es gilt folgendes Interpolationsresultat: Fiir 0 <o <1,s <
1—o gilt

C C H*((0,T), H**(Q)) = [L*((0,T), H*()), H'((0,T), L*())],,
Fiir die Definition der Interpolationsklammern siehe [Ada75, SectionVI1l|.

Bemerkung 6.8. Wir kénnen mit Hilfe von Lemma 3.4 in [BAMPO05| zeigen,
dass

1

012 [wz;w(t,g;)xj(t)]x:x; | < 1Rl ar o) <\/7§

+ CE)

Lemma 6.9. Fiir h € H/*((0,T),C) gilt, dass

T
/ hOYV2hdt e S7/4
0

ST/ .= {z € C: Arg(z) € [-n/4,7/4]}

Ein édhnliches Resultat gilt fiir h € L*((0,T),C) und Z'/2, namlich

T
/ hIY? hdt € S™/4
0

Beweis. Wir geben nur eine Skizze des Beweises. Man setzt h auf ganz R
fort und niitzt dann die Faltungseigenschaft von Z'/2 und den Satz von
Plancherel. Fiir die Fouriertransformation von Abel Integral Operatoren sei
auf [GV91, Section 6.3] hingewiesen. O

Satz 6.10 (Dissipationsabschitzungen). Seien die Annahmen (A - 1),
(A - 2) und (A - V) etfiillt. Sei weiters ¢y € C + " die eindeutige Losung
von (6.1). Dann gilt fiir T positiv, fiir alle t € (0,T] und fast alle \ fiir eine
von T abhingige Konstante C:

! 1
63Ol < 81 + Clliag [ (14 2= ) Wor(6)lnands
(6.19)

t 1
2 0112 2
IO ) < 1¥XFr2(020) +C/o <1 + \/E> [OA() 1 () ds +

t
+ C||¢§||H2(QO)/O IV ()22 (00) (192122 (000) + 11902 (8) | 22(62) ) ds—

t
- / / VO 2 dads (6.20)
0 JQo
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Beweis. Dieser Beweis basiert stark auf den Dissipationsrelationen in Lem-
ma 6.9. Wir flihren nur exemplarisch den Beweis fiir die erste Abschitzung
vor. Der Beweis von (6.20) ist dhnlich und kann auch im Beweis von Propo-
sition 3.7 in [BAMPO05| unter Anpassung an die eindimensionale Situation
nachgelesen werden.

Indem wir das L?(Q)-Skalarprodukt von (6.1) mit 1) (¢) nehmen, von 0 bis
t integrieren und davon den Imaginérteil nehmen haben wir schlieflich

t .
95012y = W20 — 21 | [2r (VRG] ds
0 r=x]
Wir bringen nun den zweiten Term in eine fiir uns angenehmere Form, indem
wir die Randbedingungen aus Lemma 6.6 verwenden.

Ty Ty

ds = — /Ot e im/4 [x%(@lﬂwy)} ds +

T=x

/Ot [%%@M]

r=x]
t o t . z
+ / [&E@biww,\]i;xl ds + / e /4 [x@biw@lﬂdszﬂ ds
0 0 r=x]
Nachdem )X € C gilt, gibt Lemma 6.9, dass der erste Imaginéirteil des
ersten Terms nichtpositiv ist. Gebrauch von Bemerkung 6.8 und simple Ab-
schitzungen fiir die beiden anderen Terme geben schlieflich das Resultat.[]
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7 Die nichtlineare Schrodingergleichung - SPS

In diesem Kapitel wenden wir uns der nichtlinearen Schrédingergleichung zu.
Die Nichtlinearitét tritt durch Kopplung des Potentials an die Elektronen-
dichte in Form der Poissongleichung auf. Solche Systeme bezeichnet man,
wie in der Einleitung erwahnt, als Schrodinger-Poisson Systeme, kurz SPS.
Das offene SPS besteht aus der Lésung des Systems

i0shy = H(t)y, ¥2(0,-) = Y, z€R (7.1)
H(t) = A+ Ve(t,2) + Vs(t,z),  supp(Vs) C Qo
AV, =n= / [oalPdu(N), € Qy,  Vilag, =0 (7.3)
A

nach 1, und V;. Gleichung (7.3) bezeichnet man als Poissonkopplung fiir das
Potential V' im Gebiet Q. Wir zeigen am Ende des Kapitels, dass das System
global eine eindeutige Losung hat. Der Beweis wird mit Hilfe eines Fixpunk-
targuments fiir V; gefiithrt. In diesem Kapitel halten wir uns an [BAMPO05,
Section 4] und [BAMPO5, Section 5].

Bemerkung 7.1. In einem vorangegangenen Artikel [BAP02] gaben Ben-Abdallah
und Pinaud fiir das eindimensionale Problem, beschrinkt auf €, folgende
Existenz und Eindeutigkeitsaussage fiir das nichtlineare Problem. Dabei wur-
de das Potential als zum Zeitpunkt 0 sich sprunghaft &ndernd auf den Leitern
angenommen. Bis zum Zeitpunkt 0, also fiir ¢t < 0, ist das Potential V jeweils
konstant V;< bzw. V,= auf Q; bzw. Q,.. Danach, fiir ¢ > 0, gilt, V ist konstant
V,” bzw. V,~, wobei man ohne Beschridnkung der Allgemeinheit annehmen
kann, dass sich das Potential nur auf einem Leiter &ndert. X

Satz 7.2. Unter den Annahmen von 3.3 gilt, dass das Evolutionsproblem
(7.1) - (7.3) eine eindeutige Lésung in C ([0, T], W2 (Q0))N C1([0, T, L>=(0))
fiir beliebig grofse T' hat.

7.1 Lokale Existenz und Eindeutigkeit

Fiir ein gegebenes V; und fiir alle ¢ € [0, T'] fest definieren wir die Abbildung
F auf Vi durch

— AF(Vs) = n[Vs] = /A [WA(Vo)Pdp(N),  z € Qo
F(Vs)loa, =0

wobei man 1, [V;] als Losung von (7.1) - (7.2) erhilt.
Um die Notation einfacher zu halten, bezeichne Y folgenden Raum

Y = C*([0,t0], L®(Q0)) N C°([0, to], H{ ()

(7.4)

Wir geben nun folgendes lokales Existenz- und Eindeutigkeitsresultat (ver-
gleiche [BAMPO05, Proposition 4.1|)
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Satz 7.3. Unter den Annahmen (A - 1) - (A - 4) existiert ein to > 0 sodass
F eine Kontraktion auf'Y ist.

Beweis. Wir beginnen den Beweis mit der Aussage, dass F eine Selbstab-
bildung auf Y ist, also F(Y) C Y. Dazu geben wir uns ein Vs € Y vor.
Unmittelbar folgt mit Bemerkung 6.1, dass dann V' € V und da wg)\ € HZQOC
sind alle Voraussetzungen von Satz 6.4 erfiillt. Nach diesem Satz erlaubt
(7.1) - (7.2) eine eindeutige Losung ¢[V;] € C+ 41", sodass fiir alle ¢ € [0, ¢o]
gilt

J s )1 o) < €OV, (75)

In obiger Gleichung geht auch (A - 3) ein. Mit Hilfe der Soboleveinbettung
H?(Qp) = L>®() erhalten wir, dass n[V] € C([0,t0], L>°(p)). Elliptische
Regularitéit gibt schlieflich

F (Vi) € C2([0, o], H*(20)) N C°([0, to], Hy (0))

Das lokale Erhaltungsgesetz fiir Ladungen im eindimensionalen Fall fiir ein
festes A lautet

oy + 0zjx =0
mit ny = [¢x]? und j) = Im(¥y0,1y). Eingesetzt in (7.4) erhilt man
AOF(Vs) = 0:J (Vi) (7.6)

Hier ist J das Integral iiber A von jy, vergleiche dazu auch (3.3). Wir be-
trachten nun die L?-Norm von J {iber Q:

9O 0y = [ | lir®lau

c / / ia(0) 2y da
Qo JA

C [ 1Ol

2
dzx

IN

Fiir obige erste Ungleichung beniitzt man die Jensensche Ungleichung. Die
darauffolgende Gleichheit folgt mit dem Satz von Fubini.

19000y < ([ 10 @Bate) ( [ 100 anin)
Mit Hilfe der iiblichen Soboleveinbettung H?()y) < L>() und H?() <

L?(Qp) und Gleichung (7.5) kénnen wir schliefen, dass J € C([0, o], L?(Q0)).
Wiederum mit der elliptischen Regularitidt aus Gleichung (7.6) erhalten wir
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OF (V) € C([0,t0), HE(Q0)). Schlieklich bemiihen wir noch die Sobolevein-
bettung HE(Q0) — L°°(Qp), um die gewiinschte Regularitiit

8,5.7-"(1/5) S C([OvtO]vLoo(QO))

zu zeigen. Also gilt F(V;) € Y.

Nun zeigen wir, dass F eine Kontraktion ist fiir g klein genug. Dazu neh-
men wir an, dass 2 Potentiale V; und Vv, gegeben sind. Diese Potentiale sollen
in einer offenen Umgebung von Y mit Radius R liegen. Wir bezeichnen mit
¥a, Yy € C+9F" die dazugehdrigen Wellenfunktionen. Wir untersuchen nun
die Poissongleichung und das Erhaltungsgesetz fiir Ladungen unter der Ab-
bildung F

A (F(V) = F(V)) = n(Ve) = n(Vs) (7.7)
A0, (F(V) = F(V)) = J(Vs) = I (Vi) (7.8)

Wir miissen also die rechten Seiten dieser Gleichungen kontrollieren, um
zeigen zu konnen, dass F eine Kontraktion ist. Zunéchst definiere die Hilfs-
funktion wy := ¥y — Y. Da die jeweiligen Wellenfunktionen (7.1) und (7.2)
erfiillen, gilt

iOwy = (—A+ Vo + Vowa + (Ve = Vo)n,  wa(0,-) =0

Da Vi € Y, gilt insgesamt Vi + V., € V. Wir haben auch (Vs — f/;)% €
C1([0, o], L*(R), daher konnen wir die Ergebnisse aus Abschnitt 6 anwenden.
Wir betrachten dabei (Vs — Yz)% als Inhomogenitit. Es folgt mit Lemma
6.3 und Abschdtzung (6.8) zuerst

lwall 2y < llwa(0, )2y + (Vs = Vvl o (o), 22(R)

Man beachte die Anfangsbedingung, der erste Term rechts verschwindet.
Durch nochmaliges Abschétzen des zweiten Terms auf der rechten Seite er-
h&lt man schlieklich, weil 1) die homogene Gleichung erfiillt, die Abschét-
zung

lwllzz) < to ¥ L2 1 Vs = Villeoo,to),Loo ®)) (7.9)

Ebenso kann man folgende H? Abschiitzung erhalten, indem man den Beweis
in Lemma 6.3 genauer analysiert und im Hinblick auf ¢y klein abschétzt.

lwallzr2@) < Cr to 8]l 2@y IVs = Villon(o.00], 2 ) (7.10)

Nun wenden wir uns (7.7) zu. Wir beniitzen die Soboleveinbettung H?(£)y) <
L () und dass L>(Qg) C L?(€). Wir erhalten damit unter Beriicksich-

23



tigung von (6.13), (7.5) und (7.9) diese Ungleichungskette:

2
dxr <

In(Vy) = n(Ve) [22(0) = /Q 0 ‘ /A Wal? — 1P ()

< /A |!(¢A+1/JA> wlZ2 (001

< ( / szwr%\lioomo)du) ( / rwuigm)du)
< Cn( [ 108 memdn ) ([ lwolZegd
= | A2 00)TH ] [ TTOM L2 (0) 1

< Crtoll¥lllmz, @) IVs = Villoo(o.to].Lo @) (7.11)

Behandeln wir nun den Term J(Vy) — J(V5). Dabei benutzen wir die Sobole-
veinbettungen H2(Qg) — L>®(Qg), sowie H?() — H'(Qo) und H(Qg) —
L* ().

1T (V) = T (Vo) 1209y <

<0 ([ 19200) + Dl ( [ 10sn(O ey
<0 ([ 19200+ BBy [ 107070l

Mit Hilfe von (7.5) und (7.10) folgt

|J(Vs) — J(‘@H%z(go) < CrtollVs = Vsllor (o.to).L(90)) (7.12)

Nun koénnen wir leicht zeigen, dass F eine Kontraktion auf Y ist. Dazu
betrachten wir (7.7) und niitzen (7.11) aus um

IF(Va) = F(Vs)lleoo.t0),12(000)) < Cr toll¥R 2y Ve = Valleogo,tol, o )

zu erhalten. Wir machen nun Gebrauch von (7.8) und (7.12) und der Ein-
bettung H'(Qg) < L>(Qp) um

18:(F(Vs) = FVol)llco ool z () < C N0F (Vi) = OF (Vo) llooo.10], 11 (90))
< CrtollVs = Vsller(jo,to], o0 (90))

zu erhalten. Der Beweis ist vollbracht, indem man ¢y klein genug wahlt. [

7.2 Globale Existenz und Eindeutigkeit

Wir geben nun das Hauptresultat der Bachelorarbeit. Man findet diesen Satz
fiir zwei und drei Dimensionen in [BAMPO05| als Theorem 2.5.
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Satz 7.4 (Globaler Existenz- und Eindeutigkeitsssatz). Seien die An-
nahmen (A - 1) - (A - 4) aus Abschnitt 6 erfiillt. Dann gilt:

Das Schrodinger-Poisson System, wie in (7.1) - (7.3) angegeben, besitzt eine
eindeutige Lisung (1, Vs) sodass

Vi € C°((0,T], Hj () 1 C°((0, T], H* (%)) N C*([0, T, H(2%))

und YR +C fiir fast alle A\ € A mit C wie in (6.6) angegeben und T beliebig
grobk.

Beweis. Der Beweis fiir globale Existenz- und Eindeutigkeit etabliert eine A-
priori Abschitzung der H'-Norm von 1, fiir beliebige positive Zeiten. Dabei
niitzt man die physikalischen Gesetze der Ladungs- und Energieerhaltung.
Damit ist es dann méglich, die lokale Lésung global fortzusetzen.

Zuerst definieren wir die Gesamtenergie £ iiber )y folgendermafen

1
&0 = [ 1030 s ) + 510.VuOl 0, (713)

Wir betrachten nun die lokale Losung ) aus dem letzten Abschnitt. Je-
ne erfiillt die Abschitzungen (6.19) und (6.20). Eine Integration der ersten
Abschétzung gibt unter Beachtung von (A - 3)

@l = [ IORxdu<cro( [ t (1+ =) etias)

1/2

(7.14)
t 1 t
5(t)§C’+C/ <1+>5(s)d5—/ VeOin dx ds +
0 s 0 JQo
! 1/2
FO [ Va5l (14 In(s) g, ) ds +
1 t
R ERAT] . —/ / V,0m da ds (7.15)
2 0 Jao

Wir schétzen nun die einzelnen Terme ab. Wir bemerken, dass wir aus der
Regularitéit der Poissongleichung [[Vs(t)[lw1.1(qq) < ClIn(t)||11(qy) erhalten
und mit der Soboleveinbettung W' — L2(€Qg) weiters |[|[Vi(t)|l 120, <
Clln()| £ (q,) folgern kdnnen. Damit und mit (7.14) schliefen wir

/Ot 1Vs($)ll 22 (1 + ||n(8)|!2/12(90)) ds < C+C </Ot <1 N \/%) 5(5)d5> 3/4

Die Poissongleichung lautet nach einmaligem partiellen Integrieren
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sodass

1 t 1
5”81‘/3(75)”%2(90) —/ / Vsatnd;vd,s = 5”81‘/3(0)”%2(90)
0 JQq

gilt. Fiir den {ibrig gebliebenen Term integrieren wir partiell nach der Zeit
und beachten (A - 4) sowie (7.14)

t t 1 1/2
‘/eandxds§0+0</ <1+ >58ds)
| [, veo o Ut Um0

Nach Sammeln aller abgeschitzen Terme liest sich die Ungleichung fiir £(¢)
so:

£(1) < C+ 10V 32(ay + C ( / (1 T M) 5(5)d$>

Die Poissongleichung und Vy € L>(Q) geben [0, V;s(0)|lr2(0,) < C, sodass
man mit einem Gronwallargument schliefslich die gewiinschte Abschitzung

£(t) < O

erreicht hat.

Wir kommen nun zum Beweis der Regularitét von i) und V. Dabei wer-
den wir Schritt fiir Schritt héhere Differentationsordnungen erhalten. Obige
Abschitzung fiir £(¢) wird dabei wesentlich eingehen. Daraus erhalten wir
nimlich, dass das Integral iiber A von der H'(Qq)-Norm der 1) (t) beschrinkt
ist, genauso wie die Beschriinktheit der L?(£2y)-Norm von 8, Vs(t). Mit Hilfe
der iiblichen Soboleveinbettungen kann man

n e C°([0,T]), H (Q0))

zeigen. Daraus folgt dann mit der Poissongleichung und der Erhaltungsglei-
chung fiir Ladungen

J € ([0, 1), L*(Q))
V e C%(0,T)), H3()) (7.16)
8V € C°([0,T)), H' ())

Indem wir uy(t) := 0;¢) einfithren und bemerken, dass ¢, wegen (6.15)
folgende Gleichung 16st

i0uy = (A +V)uy + 0 V) — Sr(V) in
ux(0,z) = iSx\(V)(0, z)

erhalten wir direkt

10:dA () | 22(00) < IISA(V)(0, )| 22(00) H 196V I — OSX(V) | L1 ((0,7),2(02))-
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Wir wenden wieder die Soboleveinbettungen H'(Qg) < L>(Qq) und H!(Qg) —
L?(£)) an und erhalten

/AHatV<Z5A\%1((0,T),L2(QO)) du(A) <C
Aus (6.17) und (7.16) erhélt man
HatS/\(V)HLI((U,T),L?(Qo)) <C

Wir kommen also zu folgender Ungleichung

/Auat@(t)up(go)du <C,  Welo,T]

Indem wir (6.15) beriicksichtigen, haben wir schlieflich

J s < C

Wir haben also nun eine Differentiationsordnung mehr erreicht als nach der
a-priori Energieabschatzung. Damit konnen wir

n e C°([0,T]), H*(Q))

schliefen. Mit Hilfe der regularisierenden Eigenschaft der Poissongleichung
folgt die behauptete Regularitdt von Vi wie im Satz angegeben. O
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