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1 Einleitung

Ziel dieser Arbeit ist es gewisse Differentialgleichungen fiir Funktionen auf einem Banachraum auf
eine ganz bestimmte Art darzustellen, ndmlich als Gradientenfliisse. Eine Differentialgleichung wird
Gradientenfluss genannt, wenn sie die Form u; = —grad E (u) hat. Dabei ist die Lésung u eine Kurve
auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit, £ ein Funktional auf dieser Mannigfaltigkeit und die Gle-
ichheit wird durch den metrischen Tensor g, der Mannigfaltigkeit geeignet erklart. Im zweiten Kapitel
werden einige grundlegenden Definitionen fiir die weitere Arbeit zusammengestellt. Im dritten Kapi-
tel wird zuerst die Porése-Medium-Gleichung als Gradientenfluss dargestellt. Anschliefsend werden
zwei stark vereinfachte Gleichungen aus der Quantenmechanik auf jeweils zwei verschiedene Arten
in die Form eines Gradientenflusses gebracht. Dem zweiten und dem dritten Kapitel sind gemein,
dass sie reellwertige Differentialgleichungen behandeln. Dazu im Gegensatz steht das vierte Kapitel,
das das Hilbertraum-wertige Analogon einer der beiden quantenmechanischen Differentialgleichungen
aus dem dritten Kapitel behandelt. Speziell wird der Hilbertraum J; gew#hlt. Dabei handelt es sich
um jene Operatoren von L? in den L?, die eine ganz bestimmte Integraldarstellung haben. In einem
funktionalanalytischen Teil werden diese Operatoren ndher behandelt und speziell diese Darstellung
entwickelt. Schliefslich werden die Ergebnisse zusammengetragen, um die behandelte Gleichung als
Gradientenfluss darzustellen.

1.1 Notation

Viele der Rechnungen in der Arbeit werden nur formal durchgefiihrt. Bei einigen behandelten Dif-
ferentialgleichungen wird nicht naher spezifiziert, auf welcher Menge sie gelten und wie eine etwaige
Randbedingung aussieht. Bei Rechnungen, wie der partiellen Integration, die mit dieser Gleichung
zusammenhéngen, werden dann die Randtherme weggelassen bzw. angenommen das diese immer
verschwinden und Funktionen als beliebig glatt angenommen. Diese Rechenschritte rigoros zu recht-
fertigen wére nur mit einem technischen Aufwand mdoglich, die den Rahmen dieser Arbeit sprengen
wiirde. Zu guter Letzt werde einige Schreibweisen und Abkiirzungen zusammengefasst, die, wenn
nicht anders gesagt, in der ganzen Arbeit gelten:

e F (u) bzw. u ... Fouriertransformierte von w.
e B(X) ... Menge aller beschrénkten, linearen Abbildungen auf einem Banachraum X

e f1i. ... fast iiberall

C* () ... Raum der beliebig oft differenzierbaren Funktionen auf der Menge €2

Ce° (2) ... Raum der Funktionen f € C* () mit Nullrandbedingung oder auch Raum der
Testfunktionen

ONS ... Orthonormalsystem in einem Hilbertraum
e ONB ... Orthonormalbasis in einem Hilbertraum

e RT ... Menge aller positiven reellen Zahlen



2 Grundlegende Definitionen

Zunéchst fassen wir einige grundlegende Definitionen zusammen.

Definition 1 (Erste Variation). Sei X ein Banachraum, M C X und E : M — R eine Abbildung.
Fir u € M, v € X und ¢ > 0 derart, dass Ve € R mit |¢|] < ¢ auch u + ev € M gilt. Setze
¢ (€) := E (u+ ev). Nenne dann dort, wo dieser Ausdruck sinnvoll ist,

OF (u,v) := ¢' (0) (2.1)
die erste Variation von E an u in Richtung v. (fiir Details siche auch [ARN2])

Definition 2 (Erste einseitige Variation). Wie schon in (1) sei X ein Banachraum, M C X und
E : M — R eine Abbildung. Fiir u € M, v € X und ¢y > 0 derart, dass entweder u + ev € M oder
u—ev € M fir 0 <e < e, setze ¢ (€) := F (u+ ev). Nenne dann die einseitige Ableitung, dort wo
dieser Ausdruck sinnvoll ist,

OF (u,v) := ¢ (0) (2.2)
die erste einseitige Variation von F an u in Richtung v.

Bemerkung 3. Existiert die erste Variation eines Funktionals £/ an w in Richtung v, so existiert
klarerweise auch die erste einseitige Variation von F an u in Richtung v und die beiden stimmen
iiberein. Fiir sdmtliche Aussagen in dieser Arbeit ist, auch wenn sogar die erste Variation, existiert
lediglich die Existenz der ersten einseitigen Variation entscheidend, deshalb wird hier in der Notation
zwischen der ersten und der ersten einseitigen Variation nicht weiter unterschieden.

Definition 4 (Tangentialbiindel). Sei M eine Mannigfaltigkeit und bezeichne mit 7, M den Tan-
gentialraum von M an u € M. Definiere durch

TM:= | {(u,v): v e TM} (2.3)

ueM
das Tangentialbiindel von M. (fiir Details siche [SCHU| Kapitel 3)

Definition 5 (Vektorfeld). Sei M eine Mannigfaltigkeit mit dem Tangentialraum 7, M fiir u € M.
Unter einem Vektorfeld v versteht man eine Abbildung

v M—=>TM:uw—v(u) e T,M (2.4)

Definition 6 (Gradientenfeld). Seien X, M und E wie in (1) und sei zusétzlich M eine Mannig-
faltigkeit und g, ein metrischer Tensor auf M. Definiere nun grad E, das Gradientenvektorfeld von
E an u € M, als Abbildung

grad E: M — TM:uw grad E (u) € T,M (2.5)
wobei grad F (u) durch die Beziehung
gu (grad E (u),v) = 6E (u,v) V Vektorfelder v (2.6)

definiert ist.



Bemerkung 7. o Fiiru e M, 01,0, € T,M mit ¥y := (u,vy) und ¥ := (u,vs) € T, M schreiben
wir etwas unscharf g, (vy, v2) und meinen g, (07, %5). In diesem Sinne ist auch g, (grad E (u),v)
zu verstehen.

e Seien vy, vy Vektorfelder auf M. Oft schreiben wir nur f = g, (v1,v2) mit f : M — R oder
auch f: M — C und meinen eigentlich f (u) = g, (v1 (u), v (u)).

Bemerkung 8. Es ist nicht klar ob die Definition 6 speziell der Teil in (2.6) iiberhaupt sinnvoll
ist, einerseits da hier 0 E (u,v) tiberhaupt nicht fiir jedes v € T, M fiir u € M existieren muss und
andererseits wird nicht ndher behandelt ob man durch diese Gleichheit {iberhaupt eine wohldefinierte
Abbildung grad E (u) erhilt.

Definition 9 (Gradientenfluss). Sei X ein Banachraum, F' ein formaler Differentialoperator fiir
Funktionen als Elemente von X und existiert fiir die Differentialgleichung u;, = F' (u) nun

e cine Mannigfaltigkeit M

e cin metrischer Tensor g,(vy,v) fiir u € M und vy, vy € T, M dem Tangentialraum von M in
u, sodass (M, g,) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit wird

e und ein Funktional £ : M — R,

derart, dass das Losen von u; = —grad E (u) dquivalent zum Lésen von u, = F (u) ist, so nennt man
das Tripel (M, g, E) die Darstellung der Gleichung u; = F' (u) als Gradientenfluss.

Bemerkung 10. e Ist M eine Mannigfaltigkeit mit dem Tangentialraum 7, M an u € M. Fiir
ein Funktional £ : M — R hingt das Gradientenfeld grad E vom gewahlten metrischer Tensor
gu ab. u; = grad E (u) bedeutet dann

Gu (ug,v) = —g, (grad F (u),v) YV Vektorfelder v (2.7)
e Es kann durchaus verschiedene Tripel (M, g,, E) geben um eine gegebene Gleichung u; = F (u)
fiir einen formalen Differentialoperator F' als Gradientenfluss darzustellen (vgl. spitere Kapitel)

e Das Funktional £ : M — R in der Gleichung u; = —grad E (u) beschreibt in der physikalischen
Interpretation die “Energie des Systems und wird deshalb auch Energiefunktional genannt.

Bemerkung 11. Eine gegebene Differentialgleichung in die Gestalt von Definition 9 umzuschreiben
ist aus den folgenden Griinden vorteilhaft:

e F beschreibt ja die Energie des Systems. Es gilt nun fiir eine Losungskurve w () formal:

LB () = 6B (u(t). ue (1) = g (grad B (u (1)), w (£)) = (2.8)

dt
= —gu (ug (t) ,ue (1)) <0 (2.9)
In einem als Gradientenfluss darstellbaren System nimmt die Energie also ab.

e Eine Losungskurve u (t) der Gleichung v, = —grad E (u) ist sogar die Kurve entlang derer die
Funktion ¢ — F (u (t)) am steilsten abféllt.



Abbildung 2.1: Eine einfache Skizze von M mit der Losungskurve u ()

Bemerkung 12. Betrachten wir die Gleichung u () = F (u), wobei F' ein formaler Differentialop-
erator im Ort ist, dann ist das eine Differentialgleichung auf einem Banachraum. Finden wir nun ein
Tripel (M, g., E), sodass wir diese Gleichung zu v, = —grad F (u) umschreiben kénnen, so suchen
wir eigentlich eine Losungskurve u (t) auf der Mannigfaltigkeit M. Betrachte dazu Abbildung 2.1.



3 Reellwertige Differentialgleichungen

In diesem Kapitel soll nun versucht werden ausgewihlte reellwertige Differentialgleichungen als Gra-
dientenfluss darzustellen.

3.1 Die Porose-Medium-Gleichung

Sei 2 C R" ein beschrinktes Gebiet mit glattem Rand 02, mit n € N. Es soll nun die Pordse-
Medium-Gleichung
uy = Au™ = div (mu™ 'Vu) auf Q x (0, 7]
u=0 ;auf 09 x [0, 7] (3.1)
u(x,0) =ug (z) € L1 (Q)

mit m > 1 als Gradientenfluss geschrieben werden.
Zuerst einige Sitze und Definitionen:

Satz 13. Setze nun G (v) = w mit w € L™ (Q) fiir m > 1 16st

Aw=wv auf (3.2)
w=20 , auf 00
schwach.
G: L™ (Q) — HS (Q) (3.3)

ist eine wohldefinierte, lineare, stetige Abbildung.

Beweis. Weil ) ein beschriinktes Gebiet ist, bettet L™ (Q) stetig in L? (Q) ein. Der Rest ist ein

Spezialfall von [JUENGEL], Satz 4.20. und Satz 4.27. O
Bemerkung 14. Betrachte die Abbildung
H:H(Q) — L*(Q): v Av. (3.4)

Fiir v € L™ (Q) gilt (H o G) (v) = v. Dadurch ist G aber auch injektiv.
Definition 15. Wahle dann

M = ueLmH(Q):uZOf.u.,/u(x)dx:1 | (3.5)
Q
dann gilt
TM = vELm“(Q):/v(x)dxzo , (3.6)
Q



Zur Motivation zur Wahl von M zitieren wir zunéchst den folgenden Satz aus [ARN1]| (Definition
3.7. und Satz 3.12.)

Satz 16. Sei n € N, Q C R” ein beschrinktes Gebiet, m > 1, T > 0 und 9Q € C?* fiir ein
a € (0,1). Betrachte das Anfangsrandwertproblem aus (3.1). Sei uy > 0. Fiir eine (schwache) Losung
von (3.1) gilt dann u (z,t) > 0.

Bemerkung 17. e Der obige Satz ist insofern unprézise, da wir nichts dariiber sagen, was denn
eine schwache Losung von (3.1) erfiillen muss und ob und unter welchen Voraussetzungen diese
Losung dann fiir alle Zeiten existiert. Fiir Details sei auf [ARN1] (Seite 60- 65) verwiesen. In
jedem Fall gibt er aber der Bedingung « > 0 in (3.5) einen Sinn.

e Da die Porése-Medium-Gleichung im Wesentlichen die Ausbreitung von Wasser in einem poros-
es Medium aus einem Gebiet beschreibt und da die Gesamtmenge an Fliissigkeit sich hier nicht
verindert, ist auch [« =1in (3.5) sinnvoll.

Satz 18. Sei u € M.
()
Gu: ToM X ToM = R (vg,09) — /VG (v1 (z)) - VG (v (2)) de, (3.7)
0

ist ein inneres Produkt auf 7, M.

(ii) Es gilt

g (01, 09) = — / o (2) G (vs () da (3.8)

Beweis. (i) Sei v1,v9 € TuM. Da g, (vi,v9) einfach das innere Produkt der H'-Seminorm von
G (v1),G (vy) € H} () ist, ist dieser Ausdruck wohldefiniert. g, (vi,v;) = 0 genau dann, wenn
G (v1) = 0, denn G (v1) € Hj (). Lt. Satz 13 und Bemerkung 14 ist G injektiv und linear.
Damit muss aber auch schon v = 0 gelten und man erhilt die Positivitit. Die Bilinearitat und
die Symmetrie folgen sofort aus der Darstellung und der Linearitit von G. Insgesamt erhilt
sicher ein wohldefiniertes inneres Produkt g, auf 7, M.

(ii) Fir vy, vy € T,M und u € M gilt nach den Rechenregeln fiir partielle Integration:

Gu (01, v3) = / VG (01 (2)) - VG (05 (2)) da = (3.9)
- —/AG (00 (2)) G (02 () dz + /G(U1 () - VG (03 () dz = (3.10)
Q o0
= — / H (G (vi(2))) G (v2(x))dx = —/vl () G (vg (z)) dx (3.11)
Q Q

Bemerkung 19. g, aus (3.7) ist unabhingig von u.



Satz 20. Betrachte das Funktional

1
E: M —>R:UI—>—/u(I)m+1dx. (3.12)
m+ 1
Q

Es gelten die folgenden Aussagen:
(i) E ist wohldefiniert.

(ii) Fiir u € M C L™ (Q) ist die erste einseitige Variation 6 F (u,v) von E an u in Richtung von
v € T, M wohldefiniert, genau dann wenn

N> 0:v(x) <Au(x) fiioder —v(z) < Au(z) fi. (3.13)

(iii) Wenn 0FE (u,v) existiert, dann gilt

OFE (u,v) = /v ()" u(x)dx (3.14)

Beweis. (i) Weil Q ein beschrinktes Gebiet ist gilt LP (Q) € L7 () fiir 1 < p < g. Wegen m > 1
gilt damit insbesondere auch M C L' (Q), womit E wohldefiniert ist.

(i) Fir u € M und fiir ein v € T, M, das den Bedingungen (3.13) geniigt, ist zuerst zu zeigen, dass
es ein ¢y > 0 gibt, sodass entweder u + ev € M oder u — ev € M fiir 0 < e < ¢g. Wihle dazu
etwa €y < + mit dem A aus Bedingung (3.13). Mit dieser Wahl gilt aber sicher u (x)+ev (z) > 0
f.i. fiir 0 < e < eg. Wegen

/u(m)+ev(x)dm=0ﬁir0§e§eo (3.15)
Q
folgt dann auch u + ev € M. Im Fall —v (x) < Au(x) f.i. gilt dann u (z) — ev () > 0 f.i. fir
0 < € < ¢. Analog zu oben folgt dann auch u — ev € M

Es gilt nun weiter

m m+1

[lu@re@lds < ( [l @ [r@rta) <o @)

TV
<00 <o

da ja u,v € L™, Damit gilt auch sicher, sogar wenn nur u,v € L™*! gilt:

/ﬂmvdx < Cj fiir @ € Bs (u, L™ (Q)) (3.17)
Q
Setze nun ¢ (¢) := E (u+ ¢€) fiir den Fall, dass u + ev € M fiir 0 < € < ¢ gilt. Wegen (3.17)

und der Beschrianktheit von € ist ¢ insbesondere an 0 differenzierbar und das Differenzieren
kann mit dem Integrieren vertauscht werden. Berechne nun fiir ¢ (¢) := F (u + €v)



Damit gilt dann auch

OF (u,v) = ¢' (0) = /u (2)" v (x)dx (3.20)

Q

Fiir u — ev € M fiir 0 < € < ¢q fithre die Rechnung genauso durch.

Insgesamt ist (3.13) hinreichend, damit §F (u,v) fiir ein v € T, M mit u € M existiert. Diese
Bedingungen sind aber auch notwendig. Angenommen es gilt (3.13) fiir ein v € M und v € T, M
nicht. Dann gibt es fiir jedes Ay € R™ eine Menge Q,, mit A, (2),) > 0, mit v (z) > A |u (2)|
fiir x € Q),. Man iiberzeugt sich leicht, dass dann kein ¢y > 0 geben kann, mit v + ev € M
oder u —ev € M fiir € < ¢p. Damit ist dann aber die erste einseitige Variation an v € M in
Richtung v € T, M nicht wohldefiniert.

(iii) Bereits in (ii) gezeigt.
[

Zusammenfassung 21. In der Pordse-Medium-Gleichung aus (3.1) haben wir in der Situation von
Definition 9 damit

e den Banachraum X = L™ (Q),
e den formalen Differentialoperator F' = A (-™),

e die Mannigfaltigkeit

M = uELmH(Q):uZOf.ﬁ.,/u(x)dmzl : (3.21)
Q

fiir m > 1 mit dem Tangentialraum in u € M:
TM=verm(Q): /U (x)dz =0 (3.22)
Q
e und den metrischen Tensor

Gu : TuM X TuM — C (v, v2) — /VG (v1 (z)) - VG (v (7)) dx. (3.23)

Q

10



e Sei

m—+1
Q

E:M—)RZUH;/U(I)mJ’_ldI. (3.24)

das Funktional aus Satz 20. Firu € M und v € T, M derart, dass der Ausdruck 6E (u,v)
sinnvoll ist, berechne mit partieller Integration und Ausniitzen der Randbedingung

gu (grad E (u),v) = —0F (u,v) = — / Wy = — / W H (G (1)) (3.25)

:—/umAG(v):—/A(um)G(v):— F(u)G(v) = —gu (F(u),v).

(3.26)
Formal gilt damit dann F' (u) = —grad E (u).
e Damit wird die Porose-Medium-Gleichung zu
ur = —grad E (u) ;auf Q x (0, o0
u=0 ,auf 9Q x [0, oo] (3.27)

u(x,0) =ug(z) € C () ,auf Q

und mit dem Tripel (M, g,, F) wurde die Porése-Medium-Gleichung aus (3.1) als Gradienten-
fluss geschrieben.

Es ist gar nicht so leicht grad E (u) rigoros zu bestimmen. Dazu das folgende Lemma:

Lemma 22. Seiu e C(Q) C M, € L™(2) und G aus (13). Definiere

Qo = {2 € Q:u(z) > C} (3.28)
Es sei weiters
T (u, M) := {v € TuM : BE (u,v)}, (3.29)
Gilt
/ﬂ(x) Go(x)de =0 YoeT (uM), (3.30)
i

dann folgt schon @ = 0 auf (2,

Beweis. Wir versuchen mit G (7~' (u, ./\/l)) moglichst viele Testfunktionen zu erhalten. Damit G (v) =
¢ € C§° (Q) ist, muss It. der Definition von G

{Aqs —v  aufQ (3.31)

6=0  auf 9Q

Es gilt dann weiters mit dem Gauféschen Integralsatz und der Nullrandbedingung

/ v (2)de = / A¢ (z)dx = / Vo (z) v (x)dS =0, (3.32)
o0

Q Q
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wobei v (z) den dufkeren Normalvektor an = € 0 bezeichnet. Es gilt sicher |A¢ (z)] < Cp fiir ein
Co € R*. Damit folgt VC' € RT sicher C§° (Q[u>c]) cG (72 (u, M)) und damit auch C§° (Q[u>0]) C

G (72 (u, M)) Damit muss nun aber auch

/ﬁ ()G (v) (x)dx = / i(z)¢(x)de =0 VCF (Qusa) (3.33)

Q Qus0]
Damit folgt mit dem Fundamentallemma der Variationsrechnung schon % = 0 auf €2, O

Bemerkung 23. e Betrachte nun fiir eine klassische Losung u € C* (2 x (0,00))NC (2 x [0, 0))
von (3.1) die Gleichung:

—0E (u(t),v) = —guw (F (u(t)),v) = —gu@) (A (u(t)"),v) Yve T (u, M) C TuiyM

(3.34)
Géibe es nun fiir o € [0, 00) verschiedene u;,uy € M mit
—Gu(te) (U1 (1) ,0) = —Guy) (uz (£) ,0) = —=6E (u (to) ,v) Vo e T (u, M) (3.35)
dann miisste
/ (uy (x) —ug (2)) G (v (x))dz =0 YoeT (u,M) (3.36)

Q

gelten und mit Lemma 22 folgt schon, dass u; = us auf Q) bzw. —grad E (u) = F (u) auf
Q[u<0} ist.

e Fiir die Eindeutigkeit auf {2 brauchten wir die Aussage aus Lemma 22 auf ganz (2. Fiir x €
Qu=0] = {r € Q:u(r) =0} miisste dann wie im Beweis von Lemma 22 fiir eine ¢ € R*
entweder u (z) + ev (z) = eA¢ () oder u (z) + ev (x) = eA¢ (z) fiir 0 < € < € gelten. Damit
erhalten wir aber nur solche Testfunktionen ¢ € C§° (Qju—p)) fiir die Ag (z) > 0 oder A¢ (z) < 0
gilt. Damit konnen in der Situation von Lemma 22 aber aus

/ﬂ ()G (v) (x)dx = / i(z)¢(z)de =0 YCF (Qu=)) (3.37)
Q Qu=0]

nicht mehr mit dem Fundamentallemma der Variationsrechnung @ = 0 auf €2,—q schliefen.

3.2 up = (0, + (9x2)2u als Gradientenfluss

Gegenstand des folgenden Kapitels ist die folgende (sehr vereinfachte) Gleichung aus der Quanten-
mechanik:

up = (0, + 8932)2 U= Ugygy T Uggzy + 2Upyzy = AU+ 2y, g, (3.38)

Wieder soll diese Gleichung als Gradientenfluss geschrieben werden. Das soll auf verschiedene Arten
geschehen.

1. E(u) = [u? ist vorgegeben und M und g, sollen konstruiert werden.

2. M und g, (v1,v9) sind vorgegeben und E soll geeignet gewéhlt werden.

12



3.3 Konstruktion von M und g, fiir vorgegebenes F

zur Konstruktion eines Gradientenfluss beschreite zunéchst einen dhnlichen Zugang wie bei der
Pordse-Medium-Gleichung und setze

MZZ{UZO:/U=1}, (3.39)
ToM = {v: / v =0} (3.40)
Wihle weiters:
Gw)=w mit vlost w=—Av— 20,4, (3.41)
dann gilt
G (v) = —Av — 2,4, (3.42)

Es ist nicht klar, ob bzw. unter welchen Voraussetzungen G und G~! iiberhaupt wohldefiniert ist.
Dazu die folgende Definition.

Definition 24 (Gewichtete L,-Réume). Sei n € N und w : R* — R eine fast iiberall positive
messbare Funktion und p € [1, 00]. Die Gesamtheit aller messbaren Funktionen f: R — R fiir die

P

g i= | [ 1 @ @)l dordes | <00 fix pe [1,00) (3.43)

e und

1] oo ey 3= €88 SUDgen (f (2)w (x))  fiir p = oo (3.44)
wird als der gewichtete LP-Raum LP (R;w) bezeichnet.
Bemerkung 25. L? (R;w) fiir p € [1, 00] ist ein Banachraum. L? (R?;w) ist sogar ein Hilbertraum.
Fiir Details verweisen wir auf [FAUST].

Nun soll die M geeignet eingeschrinkt werden, sodass G und G~' wohldefinierte Abbildungen
sind.

Lemma 26. Setze
M = {fue M:ueL? (R (& + 52)_2)} (3.45)
und weiters

G:M—=F (RS (E+E&)7Y)) rum G(u) mit —A(G(u) —2(G(u),,, =u  (3.46)

dann gelten die folgenden Aussagen.

(i) G ist wohldefiniert

13



(i)

(i)
(iv)
(v)

es gilt

G(u)=F" (%) (3.47)

G ist linear
G ist injektiv

G ist sogar bijektiv. Es gilt G™! (v) = —Av — 20,,4,.

Beweis. (i) Berechne nach den Rechenregeln fiir die Fouriertransformation:

(i)
(i)

i=F(~A(G W) ~2(GW),,,) = (€ +&+26&) G (u) (3.48)
Umformen liefert dann mit den Voraussetzungen:
u (§) AT
grgrme (W@ (3.49)
Berechne nun
ool _ [ S B A3
)FW)Mmmwﬂ_gﬁﬁfﬁgﬁﬁ)%_ggﬁfﬁ%<m (3.50)

laut Voraussetzung. Damit ist dann nach Anwenden der Inversen Fouriertransformation

-1 u (&) G
d (€%+£§+2§1§2> =G (u) (2) (3.51)

Damit ist G wohldefiniert.
Bereits in (i) gezeigt.

Die Linearitit von G folgt unmittelbar aus der Darstellung aus (iii) und der Linearitét der
Fouriertransformation.

Fiir die Injektivitit seien wuy,uy € M mit G (uy) = G (up), dann gilt wegen den vorherigen
Punkten:

F(ur —ug) (—
ozamg—G@g:Gwrmg:f( (s ”29) (3.52)
(&1 + &)
Dafiir muss aber wegen der Injektivitat der Fouriertransformation auch
M _ (3.53)
(& + &)

sein. Das ist aber nur moglich, wenn @ (§) = uy (§) fast iiberall. Damit folgt aber auch u; = g
fast iiberall, und G ist injektiv.

Folgt unmittelbar aus der Definition von G, dem vorherigen Punkt und der Tatsache, dass
G (M) = FH (L2 (R% (61 + &)%)
[
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Bemerkung 27. Sei u € M, dann gilt
ToM={veTM: D€ L*(R%(& +&)7))} (3.54)

Nun konnen wir uns daran machen einen metrischen Tensor zu definieren. Dazu zunéachst der
folgende Satz.

Satz 28 (Plancherel). Sei n € Nund f,g € L* (R"), dann gilt

/f da:—/f 7 (€)de (3.55)

Mit anderen Worten: Die Fouriertransformation ist isometrisch.
Beweis. siehe [KAL1| (Korollar 14.1.19) O
Satz 29. Sei u € M.

(i) Es gilt

/ VG () - VG () + G (v1), G ), +C (v1),, Cloa), = / G (03) (3.56)

g ToMxToM —C (357
. (Ul,Ug) — fVG (Ul) -VG (U2)+G(U1)le(U2)x2 +G(U1)x2G(U2)x1 .
ist wohldefiniert und ein inneres Produkt auf 7, M.
Beweis. (i) Erhalte mit den Rechenregeln fiir partielle Integration:
/ VG () - VG (i) + G (v1), G, +C (v),, Cloa), = (3.59)
= /—AG (V1) V2 = G (v1),4,,, G (v2) = G (v1),,,, G (v2) = (3.59)

_ / — (AG (01) - 2G (1n),,,.) G (i) = / G (G (1) T () = (3.60)
- [T (3.61)

(ii) e Wohldefiniertheit: Seien vy, v, € T, M. Es gilt dann

Gu (v1,v2) = /Ulmz /QG/(U?) = (3.62)

_ [~ KEIGH
_/Ul(g) §1+§22§ /§1+§2 §1+§2)d§€(c (3.63)

€L2 (R2) €L2(R2)

womit g, (-, -) wohldefiniert ist.
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e Positivitit: Sei v € M. Sei G (v) = w. Mit dem vorherigen Punkt erhilt man mit
partieller Integration und Einsetzen der Definitionen:

g@m%:/ /G w) Wdz1drs — /}Aw+m%wgw: (3.64)

= [ 10n 0wl w = [ (00 + 00w >0 (3.65)
Es gilt weiter
gu (v,0) = /UW =0& / (D, + Opy) w|° =0 = (8, + Dy) w =10 (3.66)
& F((On, + 0ny) w) =0 i (& + &) w(E) =0 (3.67)
cw=0fi. cw=G@W)=0<v=0 (3.68)

wobei die letzte Aquivalenz aus der Injektivitit und Linearitit von G folgt. Insgesamt
erhilt man die Positivitdt von g, (-, ).

e Symmetrie und Bilinearitit: Folgen unmittelbar aus der Definition des Funktionals
und der Linearitat des Differenzierens.

O
Zusammenfassung 30. Wir haben nun

e cine Mannigfaltigkeit
M={ueM:ael* (R, (& +&)7)) = (3.69)
= {u >0: /u =0,u € L* (Rz; (& + 52)2)} ; (3.70)

e mit dem Tangentialraum

TM={veTM:0eL* (R (&+&)7)) = (3.71)
= {U : /v =0,0¢€L? (R2 (&14+ &) } (3.72)

e und fiir v € M das innere Produkt:

g{nMng ~C -

('Ul, U2) — f VG ('Ul) -VG (Ug) + G (’01)11 G (Uz) + G (7)1)12 G ('Ug)xl

T2

Bemerkung 31. Wie schon bei der Pordse-Medium-Gleichung ist auch hier g, nicht von v € M
abhingig.

Sei nun wie verlangt
1
E:M—>R:ur—>§/u2, (3.74)
dann gilt wieder

OF (u,v) = /uv (3.75)
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Wie schon bei der Pordse-Medium-Gleichung so gelten:

Gu (ug, v) S—. (grad E (u),v) = =0F (u,v) V Vektorfelder v

Einsetzen in die Definitionen liefert dann mit partiellem Integrieren

/utG(v):—/uv:—/uG1(G(v)):—/um:

_ / u(AG (0) +2G (1)) = / (At + 2uy,4,) G (0)

Durch Umformen erhalt man

/ (ug — Au — 2uy,4,) G (v) =0V Vektorfelder v

woraus nun wieder

up = Au~+ 2y, 4,

(3.76)

(3.77)

(3.78)

(3.79)

(3.80)

rekonstruiert werden kann. (M, g, E) ist also ein Gradientenfluss fiir die Gleichung u; = Au+2u,, 4, .

3.4 Konstruktion von FE fiir vorgegebenes M und g,

Definiere zunéchst wie bei der Pordse-Medium-Gleichung
M::{uZO:/u:l},
TuM ::{v:/U:O},
Gu (V1,09) 1= /uv

Vor der Definition der Funktionals F zunéchst das folgende Lemma:

Lemma 32. Sei A € R? symmetrisch und

~ 1

E(u) = 5/(VU)T AVu.

Fiir ein Vektorfeld v gilt dann

OF (u,v) = —/diV(A~Vu)v

Beweis. Fiir u € M € T,M und € € RT gilt

~ 1
E(u+ev) = 5/(VU+€VU)TA(VU+EVU) =

1
=3 / (V)" AVu + € (Vo) AVu + € (Vu)" AVo + ¢ (V)" AVu
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Es gilt nun

lli% E (u + GUE) ~-E (u) + f div (Ae' Vu) ev _ (3.88)
=[5 [ o avu @ ave s [aia v - (389
= ’/(VU)T Aw+/dw (A-Vu)v| =0 (3.90)

wobei das vorletzte Gleichheitszeichen wegen der Symmetrie von A folgt, und das letzte Gleichheit-

szeichen nach partieller Integration gilt. O
Setze nun

By (u) = %/ IV’ (3.91)

By (u) = / —_— (3.92)

E (u) := E; (u) + E5 (u) (3.93)

10

Wende nun Lemma 32 auf F; mit A = ( 0 1

) und auf F, mit A = ( ? (1] ) an, und erhalte

wegen der Linearitit des Differenzierens
OFE (u,v) = 6E) (u,v) + dEs (u,v) = — / (Au~+ 2y, 4y) v (3.94)
Fiir ein Vektorfeld v soll dann gelten

Gu (ug, v) - —gy (grad E (u),v) = —0FE (u,v) (3.95)

und damit nach Einsetzen und Umformen

/ (ug — Au — 2uy,,,)v =0V Vektorfelder v (3.96)

woraus man nun wieder die Ausgangsgleichung u; = Au + 2u,, rekonstruiert.

Zusammenfassung 33. Setzt man
M:—{uzo:/u—l}, (3.97)
Gu (V1,09) 1 = /uv (3.98)
E (u) := %/|Vu|2 +/ux1ux2 (3.99)

dann ist das Tripel (M, g,, F) ein Gradientenfluss, und durch u; = —grad E (u) wird die Gleichung
u = Au + 2uyu, dargestellt.
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3.5 Darstellung von u; = — (21 + x2)2u als Gradientenfluss
In diesem Abschnitt wird die Gleichung

u = — (21 4+ 22) w0 (3.100)
betrachtet.

1. Sei zuerst

Gu (v1,02) = /UIU_2 (3.101)
e Setze nun
M= {u:ue L*(R%(z+y)°)}. (3.102)

Es gilt damit dann 7, M = M, denn M ist ein linearer Raum, und mit g, auch eine
Riemannsche Mannigfaltigkeit. Weiters ist auf diese Weise auch

1
E:M—>R:UI—>§/(x1+x2)2u2 (3.103)

wohldefiniert.

e Berechne nun weiter 0F (u, v) fiir u,v € M. Betrachte dazu fiir e € R*

E(u+ev) = %/ (21 + 29)° (u + ev) (u + ev) = (3.104)
= %/ (21 + x2) (v + 2euv + €v°) (3.105)

und weiter
lim Eut Evg — B _ / (21 + 22)%uv| = 0 (3.106)

Damit gilt nun 6E (u,v) = [ (x1 + 22)* wv fiir u,v € M.
e Betrachte nun die Gleichung u; = —grad E (u):

/utv = gy (ug,v) Sy (grad F (u),v) = —0FE (u,v) = — / (21 + 22)?uv  (3.107)

fiir Vektorfelder v, so kann daraus wieder die Ausgangsgleichung gewonnen werden, d.h
(M, gu, E) ist ein Darstellung von u; = — (z + y)* u als Gradientenfluss.

2. Setze nun
E(u) = 1/u2 (3.108)

Es sollen dann M und g, geeignet gewdhlt werden, sodass (M, g,, F) ein Gradientenfluss ist,
und durch u; = —grad F (u) die Ausgangsgleichung dargestellt wird.
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e Setze dazu
M:={u:R—R:ue L* Rz +12)°)} (3.109)

Das ist wieder ein linearer Raum und damit gilt 7, M = M fiir u € M

o Weiters ist

Gu (V1,02) 1:/(;1)1@2 (3.110)

r + $2)2

fiir u € M wegen der Definition von M ein wohldefiniertes inneres Produkt. Damit ist
(M, gu, E) ein Gradientenfluss.

o Fiir u,v € M gilt dann dE (u,v) = [ uv und aus

/m“t” = gu (ur,0) = —g, (grad E (u) ,v) = (3.111)

=—0F (u,v) = — /uv V Vektorfelder v (3.112)

erhélt man nach multiplizieren mit (z + y)* dann wieder die Ausgangsgleichung.
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4 Hilbertraum-Wertige
Differentialgleichungen

Sei im folgenden Kapitel H vorerst ein beliebiger Hilbertraum.

4.1 Grundlegendes zum J,

Zunichst einige Definitionen und Lemmas.

Definition 34. Sei A € B (H). A heifst positiver Operator oder kurz positiv, wenn (Ag, g) > 0 fiir
alle g € H.

Lemma 35. Sei A € B (H) und noch dazu positiv. Seien (¢,), o und (¢n) nen Zwei beliebige ONBs
von H, dann gilt

> (Adn by = 3 (Adnin) € R U {00} (4.1)

neN neN

Beweis. Da sowohl (¢,,),,cy als auch (an)neN ONBs sind gilt:

> (Abus )y = D (A )y = 22 3 (A6 dn)  (mstn) = (42)

neN neN neN meN
- (6r0) (4G 0n) = )3)Y (6ms6n) (Admidn) = (43)
:ZEE: </hﬂnvém>}¥ (4#Q
meN
[l

Mit diesem Lemma ist nun die folgende Definition sinnvoll:
Definition 36. Sei A € B (H) und positiv, dann heifst
sp(A) =Y (Adn, én)yy € R U {00} (4.5)

neN

wobei (¢y), oy eine beliebige ONB von H ist, die Spur von A.

Bemerkung 37. e Definition 36 kann auch oft gewisse nicht positive Operatoren erweitert wer-
den. Fiir einen Operator A € B (H), fiir den es eine ONB (¢y,), oy gibt mit > (A¢y, ¢,), €
neN

RU{oo} lisst sich fiir jede andere ONB <¢Nn)n€N genau so wie im Beweis von Lemma 35 genauso
nachrechnen, dass

> (Abn, Gn)y = Y (Aiﬁn, Jm)H e RU {co} (4.6)

neN neN
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gilt. Damit kann man analog zu Definition 36 auch

D (4) = 3" (A6, 6n)y € RU {00} @.7)

neN

definieren.

e sp(A*A) € RT U {oo} ist wegen

D (A Adn, dn)y = D (Adn, Ady) y € RT U {00} (4.8)

neN neN
fiir eine beliebige ONB (¢y,), oy von H damit sinnvoll erklért.

e Ist A € B(H) zusitzlich kompakt und selbstadjungiert, so gibt es ONB (¢,,),,.y aus Eigenvek-

toren zur Folge aus Eigenwerten (), cy- In diesem Fall gilt dann speziell:

1A Gs == sp (A"A) = Y (A" A, $n)y = ) (Adn, Adu)y = D Ml € R U {00} (4.9)

neN neN neN
Satz 38. Sei A € B(H). Setze || Al ;5 := /sp (A*A) und betrachte die Menge

Jo(H):={Ae B(H):|A|zg < oo}. (4.10)

Versehen mit (A, B) :=sp (B*A) fiir A, B € Jy(H) ist (J2 (H), (-, -)) ein Prahilbertraum. Die zuge-
hérige Norm ist dann genau ||-|| ;-

Definition 39. Ein Operator A € J, (H) wird Hilbert-Schmidt-Operator genannt.
Bemerkung 40. (J, (H),(-,-)) ist sogar ein Hilbertraum.
Setze ab jetzt speziell H = L? (R).

Bemerkung 41. Sei (¢,),,cy eine ONB von L? (R), dann ist (gnm),, ey definiert durch g, m (z,y) =

¢ (z) ¢ (y) eine ONB von L? (R?).
Satz 42. Sei py € Jo (B (L? (R))), dann ist py kompakt.
Beweis. Sei (¢n,), oy eine beliebige ONB von L? (R). Der Operator definiert durch

Po,N (f) = Z <f: ¢n>ﬂo (¢n) = Po <Z<f’ ¢n>¢n> (4'11)

n<N n<N

ist sicher kompakt, da endlichdimensional. Es geniigt zu zeigen, dass pg n M' po- Betrachte dazu
f € L*(R) mit || f|| = 1, dann gilt sicher

f (:L‘) = Z (f7 ¢n)L2(R) On (4.12)
neN
und
S| 0| = I =1 (4.13)
neN
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Insbesondere gilt nun

2
o (F) = pon () Iz2@) = |0 (Z (f. 6n)p2y @0 — > (F+00) o) %) = (4.14)
neN n<N L2(R)
2 2
= 1|Po (Z (fa ¢n)L2(]R) (bn) = Z (f7 ¢n)L2(R) Po ((bn) S (4'15)
n>N L2(R) n>N L2(R)
2
<[] X o0 @l Em < D o0 @) ey (416)
(L>N n>N n>N
<1
Aber es gilt:
% lpo (én) 172y = % (00 (Dn) , 0 () 2y = 5P (P5p) = llpollizs < o0 (4.17)
Somit gilt
i X;V o0 (n)ll72) = 0 (4.18)

und laut obiger Rechnung damit auch py x it po- Damit ist aber py € J, (B (L? (R))) kompakt. [
Definition 43. Sei py € J> (B (L* (R))) und gibt es eine fast iiberall eindeutig bestimmte Funktion
ug € L? (R?) derart, sodass

¥ € ()i o (1) (0) = [ (w9) f @)y Lt (4.19)

R

Dann nennt man uy den Kern von py.

Lemma 44. Sei ug € L? (R?) mit ug (z,y) = ug (y, z) fast iiberall. Betrachte den Operator

[2®) - 2R
Do : {f s o0 () (4.20)
wobei
(1) (@)1= [unle) f)dy i (421

R

dann gelten die folgenden Aussagen:

() o € B(L* (R)). B gilt sogar [joo] < fluol ey
(ii) ps = po, d.h pg ist selbstadjungiert.

(i) po € Jo (B(L* (R)))
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Beweis. (i) Sei f € L*(R), dann gilt

(ii)

(i)

2

0 (F) ey = / / o) )y do = [ [ (@) (1.22)
R
/ o (2o 1130y = ey | / o () dyde = (423)
R
= Hf||L2(R) : ”U0HL2(R2) (4.24)
und damit die Aussage.

Seien f,g € L? (R). Es gilt dann:

(00 (f)+9) 12y = /Po (f) (z) g (z)da = //uo (z,y) f (y) g (z) dady = (4.25)
R R R eL(R?)  €L(R?)

_ / / wo (z,) f (4) g (@)dudy = / / o (5,2) 9 (0) f (y) dady = (4.26)

/f /uo y, ) g (z) dedy = /f(y) po(9)dy = (f:p0(9)) 2w (4.27)

R

und damit ist pg selbstadjungiert.

Es ist zu zeigen, dass ||pol| ;4 < 00. Definiere dazu die Operatoren:

(4.28)

' L*(R) — L*(R)
PON = pon (f)

mit
N

po (f) (x) = / )Y (fabn) o On (W) dy =D (f.bn)pam - po (n) (z)  (4.29)

=1

fiir eine beliebige ONB (¢,,)

neN’

Dieser Operator ist sicher kompakt, da endlichdimensional. Es folgt dann auch, dass po n M 00
und damit auch die Kompaktheit von py. Fiir f € L? (R) mit ||f|| = 1 gilt nimlich

S @l = 3 [ | [ w0 @) 6, )y dm_z/\% Yo | o =

n>N n>N R

(4.30)
/ Z (UO (ZL’, ) ¢n)L2(R) ’2 dr — 0 (431)

n>N

J/

-

—0 fiir N—oo
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Den Rest argumentiert man wie in Satz 42. pg ist laut obiger Aussage auch selbstadjungiert. Fiir
die weiteren Schritte wéhle also (¢,,),cy als ONB aus Eigenvektoren zur Folge aus Eigenwerten
(An)pen- Setze nun

uo N (2,Y) Z A6 (%) G (y) € L? (R?) (4.32)
Wir zeigen nun ||UO7N”iz(x’y) = 3" |\J>. Aus einer einfachen Rechnung folgt, dass
n=1

VfeL? (R?) : pon (f) (z) = /uQN (x,y) f(y)dy fii. (4.33)

R

mit poy € Jo (B (L*(R))) mit der Kernfunktion ugy € L?* (R?). Aus dem 1.Punkt folgt dann
N

sicher [|po,n|| < [luon|| 22 Setze nun fy (z) = < 7;1 O (2). Es gilt || fnll o) = +, denn

() ey ist ONB. Weiters gilt

2

1 N
| po,v (fN)||2L2(R) :/ /Uo,NfN (y)dy| doe=---= m; | = ||fNH Z|/\ ’ (4.34)

R IR

Es folgt

1
N 2
||P0,N||L2(R) = <Z |)‘n|2> = ||UO,N||L2(R2) (435)

n=1

Insgesamt gilt dann [|po,n[| = [[uo,n || f2(gsy- Schlieklich folgt

N 2
. . . 2
0= lim [lpo —ponll = I [[lpo]l —[lponll| = lim [lpoll — (E Al ) (4.36)

n=1

und damit

00> ol e 2 llooll = Jim (ZM r) (Zw) (4.3

neN

Andererseits gilt

lpollrs =D (po (6n) o0 (6n) = > [Aa? (4.38)

neN neN

und damit gilt auch ||po|| ;4 < oo und die Aussage ist gezeigt.
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Es gilt auch eine Umkehrung dieser Aussage:

Satz 45. Sei py € Jo (B (L* (R))) mit py = pj;, dann existiert ein uy € L? (R?), sodass
) Vf € 12 (R) gilt po (£) (2) = [ o (2.9) f () dy i
R

(ii) uo (z,y) = ug (z,y) und uy € L? (R?) ist fast iiberall eindeutig bestimmt.
Der Operator py € J» (B (L? (R))) hat dann also eine Kernfunktion.

Beweis. (i) poist It. Satz 42 kompakt und laut Voraussetzung selbstadjungiert, daher existiert eine
ONB aus Eigenvektoren (¢y,),, .y zur Folge der Eigenwerte ()\n)neN. Setze nun

= At () 6n (4.39)

neN
Es folgt sofort ug (2, y) = ug (y,z). Wie im vorherigen Satz gilt: S |\.|* = [|pol|7¢ < 00. Zeige

neN
nun vy € L? (R?). Berechne dazu:

[ 1 () oy = / / IRV / / > Mo (@) R0 (4.40)

://ZZAAH mGn () Gnm ()& (1) b (y) ddy = (4.41)

neN m=1

- Zz/\ An— m/¢n ) Gr—m (z)dx - /¢(y)¢n—m (y)dy = (4.42)

neN m=1
S Snom—m
= P < o0 (4.43)
neN
Definiere nun
- L? (R)~—> L*(R) (4.44)
f=po(f)
mit
Ve () : (1) (@)= [wlen) f)dy L (4.45)

R

Wegen Satz 44 folgt gy € Jo (B (L*(R))). Es muss nun also nur noch gezeigt werden, dass fiir

fel*R)
po (f) (x) = po(f)(x) fii. (4.46)
gilt. Sei dazu ¢ € C§° (R) und ny € N. Berechne dann:
0 (D) () ¥ () dix = Mt () 6 (y) - bng (y) dy () dz = -~ = (4.47)
R/ j / / > ) dy
= / Aty () () d (1.45)

26



fiir ¢ € C§° (R) beliebig. Mit dem Fundamentallemma der Variationsrechnung gilt dann:

po (f) () = Andng (€) = po (dno) () L. (4.49)

Wegen der Linearitat und der Stetigkeit und weil ng € N beliebig war gilt aber py = pp.
(ii) Sei ug € L* (R?) mit

)@ = w0 )y = [@n @y tivf el (®)  (150)
R R
Insbesondere gilt dann fiir f,¢ € C5° (R):
/ / w (@9) § 0) 0 () dyde = [ [ i (09) £ 0) 0 () dyda (4.51)
W—/%/—’
€L2(R?) eL2 (R2) R R €L2(R?) €L%(R?)

Ahnlich wie beim Fundamentallemma der Variationsrechnung gilt dann uy = i fast iiberall.
[
Bemerkung 46. e Im Beweis in Satz 45 wird nicht verwendet, dass p, selbstadjungiert ist. Sollte

es also ein ug € L? (R?) geben, mit dem py wie in Satz 45 dargestellt wird, so ist dieses uy auch
schon der Kern von py.

e Mit Satz 44 und 45 wurde nun im Wesentlichen hergeleitet, dass die selbstadjungierten Hilbert-
Schmidt-Operatoren genau den vy € L*(R?) entsprechen, fir die ug(z,y) = ug (y,z) fast
iiberall gilt. Vergleiche den néichsten Satz fiir ein allgemeineres Ergebnis.

Satz 47. Die Abbildung

. {LQ (R?) — J» (B (L*(R))) (4.5

U — (UQ)
mit

W (up) (f) (x) := / wo (,9) f () dy (4.53)

R

ist ein *-Algebrenisomorphismus, d.h. mit Konjugieren vertriglich, linear und bijektiv.

Beweis. (i) Sei pg € Jo (B (L* (R))), dann gilt:

1 1
Po=3 (po + po) +io (po — Po) (4.54)
-:;a -*\;b

Es ist leicht nachzurechnen, dass p,, pp € Jo (B (L? (R))) und selbstadjungiert sind. Mit Satz 45
folgt die Existenz von ug, up € L? (R), sodass u, der Kern von p, bzw. u, der Kern von pj ist.
Wegen der Linearitét folgt dann auch, dass ug := u, + iup € L? (R?) der Kern von p ist.

Gelte umgekehrt ug € L? (R). Zerlege dann uy analog zu oben:

woe.) = 5 (w0 ) + w0 w.0) +i 5 (o 2.9) ~ 0 29) (4.55)
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Es gilt ug, uy, € L* (R?). Weiters gilt u, (7,y) = u, (y,z) und uy (z,y) = up (y, z) Laut Satz 44
existieren zwei eindeutig bestimmte selbstadjungierte Operatoren p,, pp € Jo (B (L* (R))) mit
Kernen u, bzw. uy. Es folgt nun, dass p = p, + ip, und wegen der Linearitat auch, dass ug der
Kern von py ist.

¥ ist, wie man durch die obige Zerlegung leicht nachrechnet, mit * vertriglich. Insgesamt ist W
ein *-Algebrenisomorphismus.

]

Satz 48. Seien pg, p1 € Jo (B (L? (R))) und ug,u; € L? (R?) die zugehdrigen Kerne. Dann gelten die
folgenden Aussagen.

(i)
(i)
(i)

p = pipo € Jo (B (L2 (R)))

F (z,v) := [ (@,y)uo (y,v) dy ist der Kern von py.
R

Sind pg und p; selbstadjungiert, so folgt

W@://M@MWW@@WZWWMZW@M) (4.56)

Beweis. (i) Es gilt

(i)

1ol s = llpreoll s = (1, 06) < llorll s - N1o6ll s = lloall s - ool s < o0 (4.57)
und deswegen gilt p € Jo (B (L* (R))).

Sei f € L*? (R). Einsetzen in die Definitionen fiihrt dann auf

p(F) (2) = proo (f) () = / / wr (2,9) o (3,0) f (v) dudy = (4.38)

— [ [wenwwods o ti (4:59)

Man rechnet nach:

F(z,v) = /u1 (z,y)uo (y,v) dy € L* (R?) (4.60)

Kerne von Hilbert-Schmidt-Operatoren sind fast iiberall eindeutig sind, daher ist F' € L? (R?)
der Kern von p € J, (B (L* (R))).

Betrachte die Funktion h, definiert durch

hy iz u(x,x) = /u1 (x,y) up (y, z) dy (4.61)

Analog zu F folgt dann auch, dass h,, € L* (R). h, hingt nicht davon ab, ob die Kernfunktionen
up, uy € L? (R?) auf einer Nullmenge gedndert werden, denn fiir tp,d; € L? (R) mit iy = ug
und 4; = uy fast {iiberall und h,, definiert durch

hy :x— [ a4y (x,y)do (y, ) dy (4.62)
R

28



folgt wieder h, € L* (R). Sei v € C5° (R), dann gilt:

/ (2 / / (2,1 1o (v, 2) dyt) () da = (4.63)
_ / / wy (2,) o (y, ) dyth () dor = / b (2) 4 () da (4.64)

Da 1) beliebig war muss wegen dem Fundamentallemma der Variationsrechnung bereits h, =
h, fast iiberall gelten. Weil die Kernfunktionen von pg, p1 € Jo (B (L? (R))) aber fast iiberall
eindeutig sind, hangt h, nur von py und p; ab.

(iv) Sind po und p; selbstadjungiert, so gilt fiir die zugehorigen Kernfunktionen ug,u; € L? (R?)
laut Bemerkung 46 ug (z,y) = ug (y, ) und uy (z,y) = u; (y,z). p € Jo (B (L*(R))) ist dann
klarerweise auch selbstadjungiert und kompakt, und es folgt wie in Satz 45, dass es eine ONB
aus Eigenvektoren (¢y,), .y von p zu den Eigenwerten ()\n)neN gibt mit

= At (x) 60 (4.65)
neN
Es gilt dann weiter:
Sp (Plp(J) = Z (Plpo (an) ?bn L2(R) — Z )‘n Qsm an L2(R) — (4'66)
neN neN
= A | On (z gzﬁn Ydx = An&n (T ngn = u () de = (4.67)
-3 [ Rt [
— [ o) o .0 dy (4.68)

R

Das zweite Gleichheitszeichen folgt dann durch Vertauschen der Integrationsreihenfolge.

UJ
Definition 49. 1. Setze
Mi={pv € J2 (B (£ (®)) 0 (1) () = [ w (w.0) f () dy mit
(x+y) uo (x,y) € L* (R?)
uo (z,y) = ug (y, x) f.i. } (4.69)

2. und bezeichne mit
P = {P € Jo (B(L*(R))) : {f,p (f))sr(sre@y) > 0,¥f € L* (R) } (4.70)
den Positivitdtsbereich von J, (B (L* (R))).
3. Definiere die Abbildung

X:domX CM—=-M:p— X(p) (4.71)
mit
X(p) () @) = [2-ule.) f () dy (4.72)
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4. und weiters die Abbildung

Y:domY CM—-M:p—Y(p) (4.73)
mit
Y () (9) @) = [y-ulen) f ) dy (4.74)

Lemma 50. Seien M, X,Y wie in Definition 49, dann gilt

i) (X +Y)*: M — J,(B(L*(R))) ist wohldefiniert. Fiir py € M mit der Kernfunktion u, €
L*(R) gilt [(X +Y)*(p)] = (X +Y)?(p) fiir f € L?(R) gilt

(XY (0) (f) (2) = / (e 1 9P (e,y) f (y)dy L (4.75)

R
(ii) (X +Y)? ist injektiv.

Beweis. (i) Die Darstellung fiir p € dom (X + Y)? ist klar. Sei nun p € M, dann gilt laut Satz
A7 fiir den Kern uy € L?(R?) auch o (z,y) = (x+y)°uo (z,y) € L*(R?). Es gilt auch
o (x,y) = 1o (,y). Wieder wegen Satz 47 gilt dann auch (X +Y)*(p) € J, (B (L*(R))) und
(X +Y)*(p) = (X +Y) (0)".

(ii) Fiir die Injektivitit seien pg, p; € M mit den Kernen ug, u; € L? (R?) und gelte (X +Y)? (po) =
(X +Y)?(p1). Sei f € L? (R?) beliebig. Laut dem ersten Teil gilt dann

/ (@ +9)Puo (z,y) f (y) dy = / (& + )2 (2,9) f () dy (4.76)

R R

fast iiberall in R fiir x € R. Da f beliebig war, folgt

(@ +y)uo (2,y) = (z+y)* w1 (z,) (4.77)

fast iiberall in R?, denn das Produkt zweier Nullmengen ist wieder eine Nullmenge.
Da A ({(z,y) : (x +y)*}) = 0 gilt auch

Ug (%, y) = U (iL’, y) (478)
fast iiberall in R2. Der Rest folgt aus der Eindeutigkeit von Kernfunktionen fast iiberall.
O
Lemma 51. Sei M; := (X +Y)* (M) und
G: M- M:p—G(p) (4.79)
definiert durch
uo (z,y
Gl ) @) = [ D) ay (180
J (2 +y)

mit der Kernfunktion ug € L? (R?) von p. Es gelten die folgenden Aussagen:
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(i) (X +Y)*: M — M; ist wohldefiniert und bijektiv.
(ii) G ist wohldefiniert und linear.
(i) Bs gilt G = [(X +V)?] .
Beweis. (i) Folgt sofort aus dem vorherigen Lemma und der Definition von M.

(ii) Fiir p € M; mit dem Kern uy € L? (R?) folgt wegen der Definition von M; und dem vorherigen
Lemma die Existenz eines § € M mit dem Kern iy € L? (R?) und uq (z,9) = (z + y) o (, )
fast {iberall. Es gilt nun

Gp() (@) = / (2 + ) o (2, y) mf Wdy=p(f)(x) ti  (481)

Damit ist G wohldefiniert. Die Linearitédt folgt unmittelbar aus obiger Darstellung.

(iii) Sei wieder p € M; und ug € L? (R?) der zugehorige Kern. Fiir f € L? (R) folgt dann dhnlich
zum letzten Punkt

ug (,
(X206 () (D) = (X477 (7 [om [2E0 gl = s
(z +y)
R
up (x,
o fem [REL et i@ | <o) e
(z +y)
R
Da f € L? (R) beliebig war, gilt [(X + V)% o G] (p) = p. Go(X + Y)? (p) = p zeigt man analog.
[
4.2 Darstellung von p; = — (:1:2 op+2ropox+po 332) als
Gradientenfluss
Gegenstand dieses Unterkapitels sei nun die Differentialgleichung
pt:—(x20p+2$0poa:+px2) (4.84)
wobei
x:domz C L? (R) = L*(R) : f > [z af (2)] (4.85)
meint. Das ist dquivalent zu
pe=—(X+Y)p (4.86)

Wihle als Mannigfaltigkeit etwa M; wie in Lemma 50.

Bemerkung 52. M; ist ein linearer Raum, da M; = (X 4+ Y)* (M) war, mit M wie in Definition
49. Fiir p € M, gilt damit aber auch T,M; = M.
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Lemma 53. Betrachte das Funktional

1
E:M1—>R:p»—>§sp(p2). (4.87)
Sei nun v € M. Dann gilt 6E (p, v).
Beweis. Fiir e € RT berechnen wir
1
E(p+ev) = §sp((p+ev) (p+ev)) = (4.88)
1 1
= 5P (p*) + esp (pv) + 562 sp (v°) (4.89)
Damit gilt
. |E(p+ev) — E(p) ok 2\ _
11_1)15 ; —sp ()| = 11_1% lesp (v*)] =0, (4.90)
womit die Aussage unmittelbar folgt. O
Fiir einen Gradientenfluss fehlt nun noch ein metrischer Tensor.
Satz 54. Sei p € M fest, dann ist
gp: My x My — C: (v1,03) = sp (G (v1) va) (4.91)
ein Skalarprodukt.
Beweis. e Positivitiit: Fiir v € M existiert ein eindeutig bestimmter Kern u; € L? (R?) und
laut dem vorherigen Sdtzen und da Kerne eindeutig sind gilt fiir
W :RxR—C:(x,y) — w (2,y) (4.92)

(z+y)*

sicher, dass u; € L?(R?) und u; ist Kern von G (v). Laut Satz 48 und da v selbstadjungiert

ist, gilt nun

u LU
gp (v,v) =sp (G // : ym (y, x) dedy =

//m (z,y) us (z,y) xdy_//!ul z,y)| dxdy>0
x+y2 93+y

(4.93)

(4.94)

wenn nur v # 0. Weiters gilt wegen v € M sicher (z,y) — (z +y) u1 (z,y) € L* (R?) und somit

auch g, (v,v) =sp (G (v)v) < o0

e Symmetrie: Analog zum Beweis der Positivitit folgt fiir v1,v9 € M und den zugehorigen

Kernen uy,uy € L? (R?)

o (U1, 02) //u1 x y2 us (y, )d:cdy—

R R H,—/ eL2(]R2
€L? RQ)

u b
// 200) (2, ) dyd = g, (v, v1)

y+x

womit die Symmetrie gezeigt ist.
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e Bilinearitéit: Folgt sofort aus der Darstellung von G und der Tatsache, dass sich das Addieren

und Multiplizieren mit Skalaren unmittelbar auf die Kernfunktionen iibertragt.
O

Zusammenfassung 55. Wir tragen die Ergebnisse aus den letzten Lemmas zusammen. Wir haben
e die Mannigfaltigkeit M; = (X +Y)* (M),
e mit dem Tangentialraum 7,M; = M, fiir alle p € M.

e und den metrischen Tensor
gy My x My — C: (v1,02) = sp (G (v1) v2) (4.97)
fiir p € My, d.h. der metrische Tensor hangt nicht vom konkreten p € M, ab.

Insgesamt ist nun (My, g,, E') ein Gradientenfluss. Betrachte nun die Gleichung p; = —grad E (p):

sp (G (pr) v) = g, (pe,v) = —g, (grad E (p),v) = —sp(pv) VVektorfelder v (4.98)
Damit muss schon
G(p) =—p (4.99)
sein. Da G : M; — M bijektiv ist und [(X + Y)z]_1 = (G erhilt man schliefslich
pr=—(X+Y)p, (4.100)

was dquivalent zur Ausgangsgleichung ist.
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