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1 Einleitung

Die Anwendung gewichteter LP-R&ume ist in der Numerik weit verbreitet und speziell bei der nu-
merischen Quadratur in Kombination mit der Theorie der orthogonalen Polynome von enormer
Bedeutung.

Da man die Sobolev-Réume W*? als Unterrdume der LP-Riaume ansehen kann, liegt es nun nahe,
Sobolev-Réaume mit Gewichten zu betrachten.

In dieser Arbeit wird genau dieses Konzept zunéchst theoretisch aufgebaut und dann die Anwen-
dung auf lineare elliptische Differentialgleichungen untersucht.

Bei der theoretischen Untersuchung der gewichteten Sobolev-Réume werden einige elementare Ei-
genschaften, die die klassischen Sobolev-Raume besitzen, auf gewichtete Rdume verallgemeinert.
Klarerweise kann nicht erwartet werden, dass Aussagen iiber die Dichtheit glatter Funktionen,
Einbettungssitze, Spuroperatoren, Poincaré-Ungleichungen und Ahnliches fiir beliebige Gewichts-
funktionen getroffen werden kénnen. In dieser Arbeit wird - soweit moglich - auf einen allgemeinen
Kontext eingegangen sowie einige in der Praxis relevante Beispiele gewichteter Rdume gegeben, fiir
die obige Aussagen verallgemeinert werden kénnen.

Neben der strukturellen Analyse der gewichteten Sobolev-Réaume ist die Anwendung auf lineare
elliptische Differentialgleichungen, die nicht die Voraussetzungen der klassischen Theorie erfiillen,
der zweite Hauptteil der Arbeit. Derartige Differentialoperatoren sind von der Gestalt, dass die Ko-
effizientenfunktionen nicht nach oben beziehungsweise nicht gleichméfig von Null weg beschrinkt
sind. Hierbei tritt in der klassischen Theorie das Problem auf, dass die zugehorigen Bilinearformen
nicht stetig beziehungsweise koerziv sind und somit das Lemma von Lax-Milgram nicht angewendet
werden kann.

Ein Ziel dieser Arbeit ist es, Kriterien anzugeben, unter denen die Bilinearformen zu diesen nicht
»klassischen* Operatoren stetig und koerziv in passenden gewichteten Raumen sind.

Speziell werden zwei separate Ansétze vorgestellt. Einerseits wird versucht, die Gewichtsfunktio-
nen direkt aus dem Operator abzulesen und somit direkt Bedingungen an die Koeffizienten des
Operators zu stellen. Andererseits wird ein Ansatz gezeigt, indem man versucht, moéglichst einfache
gewichtete Sobolev-Riume mit gewissen Regularitéitsvoraussetzungen an die Gewichte zu finden
und das Problem in diesen zu l6sen.

Weiters wird der Vorteil der Anwendung gewichteter Sobolev-Riéume noch am Beispiel ,,klassischer*
elliptischer Differentialgleichungen mit schlechten rechten Seiten beziehungsweise schlechten Rand-
bedingungen dargelegt.

Schlussendlich werden noch zwei weitere interessante Aspekte betrachtet. Einerseits wird versucht,
eine der Grundvoraussetzungen bei der Definition der gewichteten Sobolev-Rdume zu eliminie-
ren, wobei die formale Definition der Rdume noch einmal iiberarbeitet werden muss. Andererseits
wird ein aktuelles Forschungsergebnis beziiglich Regularitét fiir spezielle Differentialoperatoren in
gewichteten Sobolev-Riéumen vorgestellt.
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2 Notationen

Da etliche Aussagen iiber gewichtete Rdume eher technischer Natur sind, sind die Notationen in
natiirlicher Weise ziemlich umsténdlich. In dieser Arbeit wird auch der Versuch unternommen, eine
moglichst kompakte Notation einzufithren, was allerdings nicht immer leicht moglich ist.

Fiir die folgenden Kapiteln gelten die nachfolgenden Notationen, die - sofern nicht explizit anders
angegeben - stets die hier angegebene Bedeutung haben.

e () C R” sei ein (beschrénktes) Gebiet mit hinreichend glattem Rand 0€Q.
e «, 3, v seien Multiindices der Lénge n, |a = Y 1" | o.

o Mit CF(Q2),C5°(R) seien die k-mal in Q stetig differenzierbaren Funktion sowie die unendlich
oft differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Tréger in {2 bezeichnet.

e Mit H*(Q), WkP(Q) seien die klassischen Sobolev-Riume der Ordnung k € Ny bezeichnet.

e Sei 1 < p < oo, dann bezeichnet LP(Q2,w) den gewichteten LP-Raum, also den Raum aller
(messbaren) Funktionen w fiir die

1

P
lull o ,w) = </Q lu(x)|? w(az)d:c) < oo fiirp<oo

beziehungsweise
[ull o () = esssup(w(z)u(z)) fiir p = oo

gilt, wobei w eine Gewichtsfunktion nach Definition 3.1 ist.

Mit der angegebenen Norm ist LP(€2, w) ein Banach-Raum und fiir p = 2 sogar ein Hilbert-
Raum. Fiir w(z) = 1 erhélt man die klassischen LP-Réume, also LP(Q, 1) =: LP(Q).

Mit Llloc(Q) seien die iiber allen kompakten Teilmengen K C (2 integrierbaren Funktionen
bezeichnet.

e U(x) bezeichnet den Umgebungsfilter von x.
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3 Gewichtete Sobolev-Raume

3.1 Definition und grundlegende Eigenschaften

In diesem Abschnitt soll eine formale Definition der gewichteten Sobolev-Riume gegeben und einige
wichtige Eigenschaften dieser Riume gezeigt werden.

DEFINITION 3.1. (Gewichtsfunktion) Eine Gewichtsfunktion w ist eine fast {iberall posi-
tive, messbare Funktion von € nach R.
Die Menge aller Gewichtsfunktionen auf € wird mit W (2) bezeichnet.

In weiterer Folge bezeichnet w immer einen Vektor von Gewichtsfunktionen mit

w = {w(2),z € Q,|a] < k}.

DEFINITION 3.2. (Gewichteter Sobolev-Raum) Der Raum H¥(Q, w) ist definiert als
H*Q,w) = {u|u € Lz(Q,wo),/ (Du(x))* wo (z)dz < co, V|a| < k:} ,
Q

wobei w der Vektor bestehend aus den Gewichtsfunktionen w,, ist und die Ableitungen im
distributionellen Sinn zu verstehen sind.

Zwei im Folgenden wichtige Spezialfille seien notationell hervorgehoben:

¢ Sind sédmtliche Komponenten des Vektors w gleich, so wird der zugehorige gewichtete Sobolev-
Raum mit

Hk (Q7 QU(])
bezeichnet.

e Sind sémtliche Gewichte zu Multiindices a mit || > 1 gleich, so wird der zugehérige gewich-
tete Sobolev-Raum mit
Hk (Qa wo, ’11}1)

bezeichnet, wobei wy das Gewicht zum Multiindex des Betrages 0 und w; die identischen
Gewichte zu den Multiindices mit Betrédgen grofer gleich 1 darstellen.

Um obige Definition sinnvoll nutzen zu kénnen, sollten die Riéume H*(Q, w) zumindest Banach-
R&ume mit den Normen

lallrgom = | /Q (D%u(@)? waldz | = | 3 1Dz 1)

ol <k la <k

sein. Allerdings trifft dies nicht fiir alle beliebigen Gewichtsfunktionen zu.
Folgender Satz gibt Auskunft dariiber, fiir welche Gewichte die Réume H* (2, w) sinnvoll definiert
sind.
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SATZ 3.3.  Sei wyl € Ll () fiir alle w, € w. Dann ist der Raum H*(Q, w) ein Hilbert-
Raum.!

Beweis: Der Beweis wird nur fiir den Fall £k = 1 gefiihrt, die Argumentation ist aber auch fiir
groBere k analog durchfithrbar.

Sei u, eine Cauchy-Folge in H'(Q, w). Es wird nun bewiesen, dass ein uy € H'(Q, w) existiert mit
up — ug in H' (2, w). Da die Rdume L?(Q, w,) Hilbert-Riume sind, geniigt es zu zeigen, dass, wenn
Upn — ug in L2(Q, wo) und D%u,, — uq in L2(Q, wy) gilt, dass D%ug = u, fiir alle o mit |a| = 1 folgt.

Um nun die gewiinschte Eigenschaft fiir ug zu erhalten, benétigt man, dass fiir einen festen Mul-
tiindex v mit |y| < 1, eine gegebene Gewichtsfunktion w mit w™ € L () und ® € C5(Q)
fest
Ly (u) = (u, D'®) = / uD ®dz, u € L*(Q,w)
Q
ein stetiges lineares Funktional auf L2(Q,w) darstellt.
Dies ist auf Grund folgender Ungleichungskette der Fall:

|(u, DT®)| = /um@d:c = ‘/ uDY ®dz g/ luDY®| w'/ 2w 2dg
Q K K
< ull oo /K DY@ w ™ < Jull g2 1RNE 10y ™ [ 1 gy < o0
Es ist also L, mit |a| = 1 ein stetiges lineares Funktional auf L?(Q,wp). Nun gilt wegen der

Stetigkeit des Funktionals, dass auch

Lo (up) = (up, D*®) — (ug, D*®) = Lo (uo)
folgt. Da nun auch Lo(v) = (v, ®) ein stetiges lineares Funktional auf L?(£2, w,) definiert, gilt

Lo(D%uy) = (D%, ) — (uq, P) = Lo(uq).
Aus der Definition der distributionellen Ableitung folgt nun

(Up, D*®) = — (D%, D)
und damit nach Grenzwertbildung wegen obigen Aussagen
(ug, D®) = — (uq, P) .
Nun erhélt man, da diese Gleichung fiir alle C5°(Q) erfiillt ist, dass
Uq = D%uyg.

Das liefert nun die Behauptung der Vollstindigkeit der Raume. O

'vgl. [KufOp1] Theorem 1.11
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Bemerkung 3.4.

e Die Voraussetzung w;! € Ll () kann fiir wy weggelassen werden. Genaue Details hierzu
finden sich in [KufOpl].

e Tatséchlich existieren Beispiele (sieche [KufOpl]), dass, sofern die Voraussetzungen des Satzes
fiir einen Multiindex mit |o| > 1 nicht erfiillt sind, die durch Definition 3.2 eingefiihrten
Réume keine Hilbert-Rdume sind.

FEine Behandlung derartiger Rdume findet sich in Kapitel 6.

Bemerkung 3.5. Analog zur Standardtheorie kann man auch versuchen, den gewichteten
Sobolev-Raum H*(2, w) als Abschluss von C*°(2) mit der Norm ||.|| zx (©,w) 2u definieren.
Allerdings tritt hier schon die Schwierigkeit auf, dass die Inklusion

C[@Q) ¢ H(Q, w)

fiir Gewichtsfunktionen der Gestalt |z — zo| ™, 2o € OQ mit A > 1 nicht erfiillt sein muss, da
beispielsweise konstante Funktionen nicht im zugeho¢rigen gewichteten Sobolev-Raum sind.
Selbst wenn obige Inklusion fiir eine bestimmte Gewichtsfunktion hélt, kann es durch Bilden des
Abschlusses passieren, dass der erhaltene Raum nichtregulédre Distributionen enthélt und somit
kein Unterraum des gewichteten L? sein kann. Ein Beispiel hierfiir findet sich in [KufOp1].

Bei der spiteren Betrachtung von Dirichlet-Problemen fiir nicht , klassische“ elliptische Differen-
tialoperatoren ist es sinnvoll, den Raum H% (€2, w) zu betrachten.

Dieser ist definiert als Abschluss von CG°(€2) in der Norm ||.[| g (q w)- Ahnlich zu Bemerkung
3.5 und Satz 3.3 ist die mengentheoretische Inklusion der beiden Rdume sinnvoll definiert, wenn
we € LL (Q) gilt.

Folgendes Lemma zeigt, dass die Bedingung sowohl notwendig als auch hinreichend ist.

LEMMA 3.6.  Die Inklusion C5°(Q) € H*(Q, w) gilt genau dann, wenn w, € L (Q) fiir
alle w, € w. 2

Beweis: Gilt w, € L] () und sei u € C§°(£2) sowie K C Q mit supp(u) C K, so impliziert die
Holder’sche Ungleichung

/ |D%u(z)[? wa (z)dx :/ |DYu(a)|* we (@) da < H‘DQ“\QH [wall 1.y < 00

Q K Lo (K)

Summiert man nun iiber alle |a| < k, dann erhilt man die gewiinschte Behauptung u € H*(Q, w).
Gilt umgekehrt, dass [[ul| i w) < oo fiir alle u € C§°(2) und sei K C Q kompakt sowie a ein

Multiindex mit || < k, so existiert dann eine Testfunktion mit D%u > 1 auf K.
Nun erhélt man fiir die Gewichtsfunktion w,

0< / wadr < / Wo | Du* da < / Wo | D) da < [l e, w) »
K K 0 ’

und da K beliebig war, liefert das die Behauptung w, € L (). O

loc

2vgl. [KufOp1] Lemma 4.4
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Das Konzept der gewichteten Sobolev-R&ume kann nun als Verallgemeinerung der klassischen
Sobolev-Raume angesehen werden, da wy(z) = 1 fiir alle a gewihlt werden kann, und man so
die klassischen Sobolev-Riaume H*(Q) und HE(Q) erhilt.

Tatséchlich entsprechen die gewichteten Réume gerade den klassischen Rédumen, falls die Gewichts-
funktionen gleichméfig von 0 weg sowie nach oben beschriankt sind, da wegen 0 < ¢, < wo(z) <
Ca < o0 gilt

ca/ |DYu(z)|? da: g/ |Dau(:c)|2wa(x)da:§6a/ |D%u(x)|? du,
Q Q Q

und somit die Normen von H*(Q) und H*(Q, w) dquivalent sind.

Beispiel 3.7. Fin in der Praxis oft auftretender Fall von Gewichtsfunktionen sind Gewichte
der Gestalt
w(z) =dy(z)®, €R (2)
mit dps(x) = dist(z, M), oder etwas allgemeiner
w(x) = s(dap(z)), 3)

mit einer stetigen positiven Funktion s definiert fiir ¢ > 0, fiir die entweder
li t)=0
o)

oder
lim s(t) = oo

t—0
gilt. M C 09 ist typischerweise entweder einpunktig oder gleich 0f2.
Da w in Q fast {iberall grofer als 0 und endlich ist, folgt w € L] (Q2) und w™! € L (€2) und man
kann die gewichteten Sobolev-Riume H*(Q, w) und H}(Q, w) einfithren, wobei w, € w Gewichts-

funktionen vom Typ von w (nicht notwendigerweise mit derselben Funktion s) sind.

Da diese Gewichtsfunktionen eine recht einfache Gestalt besitzen, kann man viele Aussagen {iber
die zugehorigen gewichteten Sobolev-Rdume machen.

Beispiel 3.8. Eine weitere Klasse von Gewichtsfunktionen, die speziell in der nichtlinearen
Potentialtheorie eine wichtige Rolle spielen, sind die sogenannten A,-Gewichte. Fiir diese gilt, dass
fiir jede offene Kugel B C R" eine Konstante C' > 0 existiert mit

! L[ eng, )
’E wdx @ w™ T PTH g < 00,
B B

wobei |B| das Volumen der Kugel bezeichnet.

Aus der Definition erkennt man, dass speziell fiir den Fall p = 2 fiir w € A5 gilt, dass w € Llloc(Q)
und w! € LL ().

Man kann also fiir derartige Gewichtsfunktionen die gewichteten Sobolev-Réume definieren.

Beispiel 3.9. In weiterer Folge ist es oftmals interessant, spezielle gewichtete Sobolev-Raume
zu betrachten, tiber die man gewisse Aussagen treffen kann, die allgemein nicht gezeigt werden
konnen.

Betrachtet man den gewichteten Sobolev-Raum H!'(Q, wg,w1), bestehend aus zwei verschiedenen
Gewichtsfunktionen, und fordert man die zusétzliche Regularitét wg L wy Le LY(Q) mit t > n, so ist
einerseits die Voraussetzung von Satz 3.3 erfiillt, und man kann andererseits detaillierte Aussagen
beispielsweise iiber Einbettungssitze oder Spuroperatoren treffen (vgl. Kapitel 3.4, Kapitel 3.5).
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3.2 Dichtheit von C*(f2)-Funktionen

In diesem Abschnitt wird untersucht, unter welchen Bedingungen an die Gewichtsfunktionen der
Funktionenraum C*°(Q) dicht im gewichteten Sobolev-Raum H*(Q, w) liegt. Bemerkung 3.5 zeigt,
dass hier eine allgemeine Aussage nicht moglich ist.

Allerdings liefert Satz 3.21, dass, sofern Fall 1 eintritt, die mengentheoretische Inklusion C*°(Q) C
H*(Q, w) Sinn ergibt, und man sich somit Gedanken iiber die Dichtheit machen kann.

In weiterer Folge werden nur spezielle gewichtete Sobolev-Réume im Sinn von Beispiel 3.7 betrach-
tet. Der nachfolgende Satz gibt ein erstes Kriterium fiir die Dichtheit glatter Funktionen an.

SATZ 3.10.  Sei © beschrankt und M = 9f) sowie s eine positive stetige Funktion auf
(0, 00) mit

lim s(t) = 0.

t—0

Sei weiters s auf einem Intervall (0, ¢) mit ¢ > 0 monoton wachsend, dann gilt

Hk(Q; S(dM)) = Coo(ﬁ),

wobei der Abschluss auf der rechten Seite in der Norm des gewichteten Sobolev-Raumes
H*(Q; 5(dpr)) zu verstehen ist.

Beweis: Siehe [Kuf] Theorem 11.2. O

Bemerkung 3.11. Satz 3.10 bleibt auch giiltig, wenn man M = 9Q durch M = {zp} mit
g € 0N ersetzt und fiir s zusétzlich die nachfolgende Bedingung fordert:

e 7u je zwei positiven Konstanten cp,d; existieren zwei positive Konstanten cs, do, dass die

Implikation
cg<—<d = c<—-5<d
s(T

s(t)
(

~—

Sl

zutrifft.
Details hierzu finden sich in [Kuf].
In weiterer Folge ist der zweite Fall von Gewichtsfunktionen aus Beispiel 3.7 von Interesse, also

Funktionen s, die
lim s(t) = o0
t—0

erfiillen. Hierbei bendtigt man zunéchst eine Fallunterscheidung beziiglich der Integrabilitdt der
Gewichtsfunktion.

DEFINITION 3.12. Eine positive stetige Funktion s definiert auf (0, 00), die weiters auf
einem Intervall (0, ¢) mit ¢ > 0 monoton fallend ist und

li =
lim s(t) = o0

erfiillt, ist vom Typ 1, wenn s € L'(0,¢) gilt. Gilt fiir eine derartige Funktion s ¢ L(0,¢),
so ist s vom Typ 2.
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Der nachfolgende Satz kann als Analogon zu Satz 3.10 angesehen werden.

SATZ 3.13. Sei 2 beschrinkt mit 9 Lipschitz und M = 9f) sowie s eine Gewichtsfunk-
tion vom Typ 1, die zusétzlich die Bedingung aus Bemerkung 3.11 erfiillt, dann gilt

H*(; 5(dr)) = C=(9).

Beweis: Siehe [Kuf] Lemma 11.8 und Bemerkung 11.10. O

3.3 Hardy-Ungleichungen

In diesem Abschnitt soll eine zur Poincaré-Ungleichung dhnliche Ungleichung gezeigt werden, die
verwendet werden kann, um bei gewissen gewichteten Sobolev-Réumen wichtige Einbettungssétze
zu beweisen.

Die nachfolgende eindimensionale Ungleichung ist die erste von G. H. Hardy entdeckte derartige
Ungleichung. Fiir die weiteren Betrachtungen in dieser Arbeit ist diese von minimaler Bedeutung
und wird hier nur wegen ihrer historischen Bedeutung angefiihrt.

SATz 3.14. (Hardy-Ungleichung)  Sei u € C§°(0,00) und € # 1, dann gilt folgende Un-
gleichung
() ) 2 roo 9
/ uf? 25~ 2dx < () / |W/|” 2°d.
0 le=11) Jo

Diese Ungleichung kann als gewichtete Poincaré-Ungleichung mit den Gewichten wy = =z
wi = z° angesehen werden.

=2 und

In der nachfolgenden Abhandlung werden Bedingungen an die Gewichtsfunktionen gesucht, sodass
eine Ungleichung der Gestalt

[

fiir alle u € C3°(Q) erfiillt ist.

(z)dx

(93:Z

SATZ 3.15.  Sei Q beschriinkt und wo, w; zwei Gewichtsfunktionen mit wy *,w; ' € L¥(Q)

fiir t > n > 1 sowie QL# = %— % + % Dann gilt fiir jedes u € Hg (£, wo,w;) die Ungleichung

HU’HLZ#(Q) < Co HVUHLQ(Q,wl) :

Beweis: [MurSta] Theorem 3.2 und Korollar 3.3. O
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Daraus erhélt man das nachfolgende Korollar.

KOROLLAR 3.16.  Sei {2 beschrénkt und wg, w1 zwei Gewichtsfunktionen mit wg 1, wy Le

LY(Q) fiir t > n > 1 sowie wy € L*(Q) mit % + % < %, dann gilt fiir alle u € Hg (9, wo, wy)

el g2 (@uu0,00) = C VUl L2000

Beweis: Sei 2# definiert wie in Satz 3.15, dann liefert die Holder’sche Ungleichung

s' /2%

ol gt gy < el g oy -

Abermals erhélt man mittels Holder
1 2 2# 1(1/2—s' J2#
el 2 200 < Nl ) Ty " meas()/57(1/272//27)
und nach Einsetzen von Ungleichung (4) und Anwendung von Satz 3.15

1 2
lull 200y < C Nl 2t (g I0ll oGy < C NVl L2000y ol

Klarerweise resultiert daraus die Behauptung

a3 i) = Nl E2@0) + 1V 2200) < IV 20y (14 C 0ol o) -

SATZ 3.17.  Sei 09 Lipschitz und w,vy,...,v, € W(Q), sowie existiert eine Funktion f

auf () mit den folgenden Eigenschaften:

1. Die Ableitungen
of ou 0 ( 01
8mi ’ (%Z ’ 8:75@ 81‘1

existieren fast iiberall in €.

2. Die Funktion f erfiillt die Differentialgleichung
n
0 of
; =0 in Q 5
> g (i) +or =0 o )

sodass fiir fast alle z € Q

f@) 0. gH@) 0, i=1,...

Dann gilt die Ungleichung

fiir alle u € C§°(€2).

3vgl. [MurSta] Korollar 3.5



3 Gewichtete Sobolev-Raume

11

Beweis: Zunéichst sei f; = 8—f% Klarerweise gilt

i=1 i=1

Weiters liefert elementares Ausdifferenzieren

ou 0

2 —ufiv; =
8SUZ'va al‘l

o ., . 0 (af N1 [af\*1
%(fzvz) = 8561 <axivz> ? — <a$1> F

Da f Losung der Differentialgleichung (5) ist, gilt

1
Z@xl <6$1 > I -

0
(u? fv;) — uz%(fivi)

sowie

und somit

n 9 n 2 1 n
Z o2, (fivi) = —w — sz (%) ﬁ = —w — Z:vlfl2
] =1

=1 =1

Setzt man zunéchst (7) in (6) ein, so erhélt man

2
(2 v
i=1 Li

und durch Einsetzen obiger Gleichung

> (5) vy g

=1

M=

] >

=1

Uz

Integriert man dies nun iiber €2 und wendet den Gaufy’schen Integralsatz, so folgt

/Q LG; <g;> Vi w] dz 2 /C(m“2 Zn:(fiUiVi)dS =0

i=1

da u € C§°(€2) und somit die Behauptung.

Die Differentialgleichung (5) kann als Euler-Lagrange-Gleichung des Funktionales

/Z(ax) v fuds

angesehen werden.

Z %1/2 ufivl’? 2_2”: Ou —Fu2fv—2a ufivi| >0
ox; i N ox; Vi v ox; "' T

Folgendes Beispiel liefert ein mehrdimensionales Analogon zu der klassischen Hardy-Ungleichung

am Beginn des Kapitels.

“vgl. [KufOp2] Theorem 14.4
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Beispiel 3.18. Seien € € R mit € # 2 — n, zy € 0 und die Gewichtsfunktionen
e—2+4+n\? -
wle) = (S5 o ol

sowie
vi(z) =z —x0l°, i=1,...,n

gegeben. Dann ist die Funktion

E+n
2

eine Losung der Differentialgleichung (5), und somit liefert Satz 3.17 die Giiltigkeit der Ungleichung

2
/Qu(x)Qll,_xo‘E_2 d"p S ((c:—§—|—n> /{YZ|VU(;E)|2|:L‘—:[]0|€ d,f[,’ (8)
fiir alle u € C§°(Q2).

y(x) =z —20/", mita=1-

Bemerkung 3.19.  Fiir nicht einpunktige M C 9Q mit m = dim(M) ist fiir € # 2+ m — n eine
zu Ungleichung 3.8 #hnliche Ungleichung (mit anderer Konstante vor dem rechten Integral und
dy(z) statt |z — xo|) giiltig.

Der vorherige Satz zeigt, dass Hardy-Ungleichungen in engem Zusammenhang mit Losungen gewis-
ser Randwertprobleme stehen. Der nachfolgende Satz liefert einen weiteren formelbasierten Ansatz,
mit dessen Hilfe man ebenso Hardy-Ungleichungen erhalten kann.

SATZ 3.20. Sei 0f) Lipschitz und die Gewichtsfunktionen w, vy, ..., v, gegeben durch die
folgenden Formeln

w(z) = divg(z),
vi(z) = 4|gi(x)|2(divg(az))_1, i=1,...,n

mit einer Funktion g = (g1, ..., g,) mit divg > 0 f.ii. in Q und g; € W(Q), dann gilt die

Ungleichung . ,
u(z)?w(z)de < Z 8u‘ (z) ) vi(z)dx
J > /G

fiir alle u € C§°(Q). °

Beweis: Der Gauf3’sche Integralsatz liefert

/ u?divg do = / u?g - vdS — / 2uVu - gdzx.
Q o0 Q

Das Randintegral ist klarerweise gleich 0, da u € C§°(£2) und man erhilt

/ u?divg do = —/ 2uVu - gdxr < Z/ 2u
Q Q — Ja

Svgl. [KufOp2] Theorem 14.9

ou
(%’ lgi| dz. 9)
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Mittels Definition der v; und der Hoélder’schen Ungleichung ergibt sich weiters

. ou " | du
2 |=—||gi|dz = —
;/Q ’ axi"g' ) /Q“; or;

1 1
(/ 245 d>2 /z":(au>2 )
u“divg dx v;dx .
Q J o=\

Setzt man dies nun wieder in (9) ein, so erhilt man

2 20w\ ? :
u?divg dz < </ u?divg dm) / < ) v;dx
/Q Q Q ; Ox;

und, da 0.B.d.A. fQ u?divg dz > 0 gilt, somit nach Division die Behauptung. g

(divg)1/2vil/2dm

IN

3.4 Einbettungssatze

Folgender Satz kann als elementarer Einbettungssatz angesehen werden, der allerdings speziell im
zweiten Fall von groflem Nutzen sein kann.

SATZ 3.21.
1. Gilt wo(z) € L*(9), dann folgt

HYQ) — H*(Q,w). (10)

2. Gilt wq(x) > ¢ > 0 f.ii. in Q, dann folgt

H*(Q,w) — H*(Q). (11)

Beweis:

1. Sei uw € H*(Q), dann gilt [, |Du|? da < o0, ¥ |a| < k und dadurch auch, da wq(z) € L®(Q)
fiir jedes feste a,

/ D) wadz < HwaHLw(m/ Du|? dz < o0
Q Q
und somit die Behauptung u € H*(Q, w).

2. Sei u € H*(Q, w), dann erhilt man fiir alle o mit |a| < k
00 >/ | DYl woda > c/ |D%u|? da
Q Q

und somit die Behauptung u € H*(Q). O
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LEMMA 3.22.  Sei Q C R"™ beschrinkt, M C 992 und ¢,7 € R. Dann gilt

L*(Q,d5,) — L*(Q,d},),

falls e < 7. 6

Beweis: Wegen der Beschrénktheit von € ist auch die Funktion d’, beschrénkt fiir alle v > 0,
also dps(x)” < C. Setzt man v =n —¢e > 0, so erhélt man daraus

dag(z)" < Cdyg(2)F

und damit klarerweise die Behauptung. O

LEMMA 3.23.  Sei 092 Lipschitz, M = 9Q, 0 < r < k und gilt € > 2(k —r) — 1, dann folgt
HYQ,d5,) — H™(Q,d5,2*).
Weiters gilt fiir e # 1,3,...,2(k —r) — 1, dass

HE(Q, d5) — HY(Q, 5.7

Beweis: Fiir ¢ > 1 gilt nach Satz 3.32 H¥(Q,d5,) = HE(Q,d5,), somit liefert die Hardy-
Ungleichung (8) aus Beispiel 3.18
lull 2 az2) < lull i (o.as,) -

also die Einbettung
HY(Q,d5,) — L*(Q,d5;?). (12)

Verwendet man statt u die Funktionen D®u mit |u| = k — 1, so erhélt man die Einbettung
HA(Q, djy) — HYH(Q,d5?),

die fiir € > 1 giiltig ist.
Verwendet man abermals die Einbettung (12) mit € — 2 statt ¢ und den Funktionen DPu mit
|B] = k — 2, so erhilt man

HY (@, d5p?) < B2 (@, d57 ),

giiltig fiir € — 2 > 1. Induktives Weiterfiihren liefert die Behauptung.

Die zweite Aussage folgt analog, wobei hier die verwendete Hardy-Ungleichung fiir H} (€2, d5,)-
Funktionen nur fiir alle € # 1 (da dimM = n — 1) giiltig ist. O

bvgl. [Kuf] Lemma 6.2
Tvgl. [Kuf] Kapitel 8.8
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Wir betrachten in weiterer Folge die Rdume aus Beispiel 3.9, wofiir Einbettungen in klassische
Sobolev-Raume von Interesse sind.

SATZ 3.24.  Seien wo_l, wl_1 € LY() mit ¢ > n, dann gilt:

Die Einbettung von H!(£2,wp,w1) in den klassischen Sobolev-Raum W27 (Q) mit 7 =
ist stetig. 8

_t
t+1

Beweis: Wendet man die Holder’sche Ungleichung mit p = % und somit mit p’ =t + 1 auf

1/27
ol ey = ( [ wswafdm)

an, so erhélt man wegen 7(t + 1) =

1/27 _
ey < 75| o oI5 ) = Tz o 3G

Analog ergibt sich
1/2
IVullLor ) < VUl L2 [ 1HLt(Q

undsomit
1H1/2 , _1H1L/fiﬂ ) lll 271 (62,001 -

Hu||W1,gT @) < max( Hwo

3.5 Spuroperatoren

Der wohl grofite Unterschied zur Standardtheorie tritt bei der Betrachtung von Spuren von gewich-
teten Sobolev-Funktionen auf.

Bei den klassischen Sobolev-Funktionen existiert beispielsweise fiir 9Q € C' ein beschrinkter li-
nearer Operator T': H'(Q) — L2(92) mit der Eigenschaft

T(u) = ulpa, Yue€ HY(Q)NC(Q),
der Spuroperator genannt wird.

Ein solcher Operator kann im Allgemeinen bei gewichteten Sobolev-Réumen auch fiir beliebig glat-
te Rénder nicht gefunden werden, wie das nachfolgende Beispiel zeigt.

Beispiel 3.25. Sei Q = {(z,y) € R? : |z| < 1}, also die offene Einheitskugel im R.
Betrachtet man nun die radialsymmetrische Funktion

u(z,y) = (1 —|z[)™° mite > 0 fest,

also in Polarkoordinaten u(r, ) = u(r) = (1 —r)~=.
Dann gilt fiir die Ableitung u'(r) = —¢(1 —r)~¢~L

8vgl. [MurSta] Theorem 3.1
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Sei nun weiters ein gewichteter Sobolev-Raum H (2, wp) mit der Gewichtsfunktion wy = (1—|z|)” =
(1 — )" gegeben, dann folgt

1
/ wrwod(z,y) = 27r/ (1—r)" 2 dr < oo,
Q 0

falls v > 2¢ — 1. Analog gilt auch fiir die Ableitungen

1
Z / (D%u)*wod(x,y) = 27‘(’/ e2(1 —r?) 722 dr < oo,
Q 0

|af=1

falls v > 2 + 1. Laut Definition 3.2 folgt somit fiir alle v > 2¢ + 1, dass u € H(Q, wy).
Betrachtet man nun den Grenzwert (z,y) — (xo,yo) € 0f2, dann resultiert klarerweise

lim w(x,y) = oo.
(z,y)—(z0,y0) (@9)
Die Funktion u lasst sich also nicht am Rand von €2 definieren, und somit machen Spuroperatoren
auf dem angegebenen gewichteten Sobolev-Raum keinen Sinn.

Obiges Beispiel zeigt einen generellen Unterschied zwischen gewichteten Rdumen und nicht gewich-
teten Rdumen.

In der Definition der Gewichtsfunktionen und den bisherigen Einschrinkungen auf Lll0 (Q)-Funktionen
kann der Fall auftreten, dass wq(z) — 0 fiir x — xg € 0.

Wie in obigem Beispiel kann dies dazu fiihren, dass durch das Abklingen der Gewichtsfunktion
Singularitdten von anderen Funktionen am Rand soweit kompensiert werden kénnen, dass das ge-
wichtete Integral noch immer endlich bleibt.

Fiir nicht gegen 0 abklingende Gewichtsfunktionen tritt dieses Phénomen nicht auf, was nachfol-
gendes Korollar zu Satz 3.21 aussagt.

KOROLLAR 3.26. Gilt wo(z) > ¢ > 0 f.ii. in ©, dann kann man auf gewichteten Sobolev-
R&umen Spuroperatoren analog zur klassischen Theorie definieren.

Beweis: Wegen H*(Q,w) — HF(Q) kann der Spuroperator auf H¥(Q2,w) als Restriktion des
Spuroperators fiir den Raum H*(Q) auf die Menge H*(, w) erhalten werden. O

Der nachfolgende Satz gibt an, dass man in gewissen Féllen auch fiir abklingende Gewichtsfunktio-
nen Spuroperatoren definieren kann.

SATZ 3.27. Sei n > 1 und erfiillen die Gewichtsfunktionen wg,w; die Bedingungen
wo_l,wl_1 € LY(Q) mit t > n, dann existiert fiir alle u € HY(Q,wg,w1) ein eindeutig
bestimmtes Element you € L9(92) mit

~ 2(n—1)
n—24n/t’

wobei vy die Erweiterung des stetigen linearen Spuroperators von C!(Q) nach C°(99)
bezeichnet. ?
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Beweis: Fiir den klassischen Sobolev-Raum W27 () existiert ein stetiger linearer Spuroperator
’)70 fiir
2<q< 27(n —1) _ 2(n—1)
n— 27 n—2+n/t
(vgl. [Adams] Theorem 5.22) von W127(Q) nach L4(09).
Laut Satz 3.24 ist die Einbettung « von H'(Q, wq,w;) in den W1?7(Q) stetig.

Somit erfiillt der Operator 7 := 7y o ¢ die gewiinschten Anforderungen. O

3.6 Randwerte

Betrachtet man in der klassischen Theorie unbeschriankte Gebiete, beispielsweise €2 = R™, dann
miissen Funktionen aus H*(R") eine Abklingbedingung u(z) — 0 fiir |x| — oo erfiillen, da andern-
falls die Bedingung u € L?(R") nicht mehr zutreffen kann.
Es gilt also

H"(R") = H{ (R").
Fiir am Rand eines beschriankten Gebiets singulidre Gewichtsfunktionen tritt genau die selbe Pro-
blematik auf.
Die Betrachtung ebendieser ist insofern von Interesse, da man bei der Diskussion von Dirichlet-
Problemen in gewichteten Rédume (Abschnitt 4) moglicherweise keine von 0 verschiedenen Rand-
werte vorschreiben kann.

DEFINITION 3.28. Sei Q= (—1,1)" ! x (0,1) = Qund M = {y € Q : y, = 0}. Somit
ist dys(y) = yn fiir y € Q. Mit V¥(Q, s) sei die Menge aller Funktionen v € H*(Q, s(dar))
bezeichnet, die die Bedingung

supp(u) N (OQ\M) =0

erfiillen. Eine Norm auf V*(Q, s) ist gegeben durch

1/2

lllyiigs = [ 3 /Q () s(v)dy

|| <k

Bemerkung 3.29. Da 0f) laut Voraussetzung eine stetige Mannigfaltigkeit ist, ldsst sich fiir
jedes x € 09 eine offene Umgebung B C R™ von z und eine offene Teilmenge D C R™!
sowie eine stetige Abbildung a : D — 9Q N B finden, dass z = (¢/,a(y’)) mit ¥/ € D. In
weiterer Folge sei D die Menge D = {y € R™ 1 : |¢}|] < &, = 1,...,n — 1}. Weiters sei
B:={y=(y,yn) eR":y € D,a(y') — B < yn < a(y’)} fiir ein § > 0.

Im Allgemeinen geniigt nicht eine einzige Funktion a, um die gesamte Mannigfaltigkeit zu beschrei-
ben. In weiterer Folge sei angenommen, dass m derartige Funktionen a; mit i = 1, ..., m existieren
und D;, B; die jeweiligen zugehorigen Mengen aus obiger Definition sind. Weiters seien noch die

9vgl. [MurSta] Theorem 3.9
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Mengen U; := B; N €) gegeben.

Sei T eine Abbildung definiert durch T'(y) = z mit z = (2/, z,) := (v, yn — a;(y')). Dann bildet T
die Menge U; auf das Parallelepiped Q = {z = (2/,2,) : 2/ € D;, =3 < z, < 0} ab.

SATZ 3.30.  Sei Q beschrankt und M = 92 sowie die Funktion s vom Typ 2 und erfiille
s die zusétzliche Bedingung aus Bemerkung 3.11, dann gilt

H*(Q, s(dy)) = C(9),

wobei der Abschluss auf der rechten Seite in der Norm von H¥(€,s(dys)) zu verstehen ist.
10

Beweis: Das System (B;) aus obiger Bemerkung ist eine Uberdeckung von 99Q. Fiigt man noch
eine offene Menge By mit By C € hinzu, sodass Q = By U Ul";l U; gilt, dann kann man zu der
Uberdeckung { By, By, ..., By} eine Partition der Eins {®g, ®1,...,P,,} finden mit ®g(x) = 0 fiir
x € oS

Obige Bemerkung 3.29 zeigt, dass man die Mengen U; mittels einer geeigneten Transformation auf
das Parallelepiped @ aus Definition 3.28 transformieren kann.

Gilt u € H*(Q,s(dp)) mit M = 09Q und erfiillt s die zusitzliche Bedingung aus Bemerkung 3.11,
dann gilt u®; € H*(U;, s(dyr)) sowie dass auf Grund der zusétzlichen Bedingung die Gewichtsfunk-
tion

S(ai(y/) - yn)

statt der Gewichtsfunktion s(dys(y)) = s(yn) betrachten werden kann. Die Transformation 7' bil-
det nun die Funktion u®; auf die Funktion v € V*(Q, s) ab, und die Normen von u®; und v sind

dquivalent.
Es geniigt also V¥(Q, s) = C5°(Q) zu zeigen.

Sei u € V¥(Q, s) und € > 0. Es wird nun eine Funktion v € C§°(f2) konstruiert, sodass

lu=vllyrgs <€ (13)

gilt.

Wegen u € VF(Q,s) ist die Funktion fiir Werte y, < 0 nicht definiert. Sei also u fiir y, < 0
fortgesetzt mittels

~ _ u(y’,yn), falls y, > 0,

Yy’ yn) = { 0, falls y, < 0.
Dann hat die fortgesetzte Funktion die selben Differentiationseigenschaften wie die urspriingliche
Funktion. Tats#chlich hat die Funktion u sowie sdmtliche Ableitungen D% mit |a] < k — 1 die
Spur 0 auf M. Dies gilt, da fiir festes o und y' € (—1,1)"! sowie f(t) = D wegen u € V¥(Q, s)

1 1
| rerson, [ £ o2 < oo
0 0

10ygl, [Kuf] Theorem 11.11
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folgt und daher, da s eine Gewichtsfunktion vom Typ 2 ist, dass klarerweise lim;_o f(¢) = 0 gelten
muss.
Somit ist @ € V¥(Q, s) und in weiterer Folge wird zwischen @ und v nicht mehr unterschieden.

Fiir A > 0 setze man
Ay’ ) = u(y's yn = A).
Weiters liefert die Dreiecksungleichung

2
le =l < 2( /Q (0 )5 () = 0t/ s yn = V5" (g = V) ) dy

o =0 (52 = ) =20 ).

Wegen us'/? € L?(Q) konvergiert das erste obige Integral fiir A\ — 0 gegen 0, da LP-Funktionen
p-mittel-stetig sind, also limp_o ([, (f(z + ) — f(2))Pdz) Yro— g gilt (fiir einen Beweis siehe
[KufOlFu] Theorem 2.4.2).

Fiir das zweite Integral erhélt man mit ¢t = y,, — A sowie @y = (—=1,1)" x (=\, 1 = X)

SL/2(4) _ g1/2 2
u(yﬂt)zs(t)( ) (t“)) a(y, ).

L = 0= 0) = Py = e
(19

Wegen u(y’,t) = 0 fiir t € (— A, 0] gilt weiters

SL/2(4) _ g1/2 2
aw = u(y’,w?s(w( (t)sl/g(t)(””) a1

(=1,1)n=1x(0,1—-X)

sY2(t) — s'2(t 4+ \)
s1/2(t)

2

< —0 fir A—0,

c(0,1)

lull 2.0

wobei die Konvergenz aus der Stetigkeit von s folgt.
Fiir die Ableitungen D%y mit |a| < k kann man analog vorgehen und erhélt somit

| ™

2
lu = uxllyr(g,s) <

Da fiir jedes feste A gilt, dass uy(y) = 0 fiir y € A x (0,A), und aufgrund der Zusatzbedingung
supp(u) N (OQ\M) = () kann ein A gewiihlt werden, sodass

supp(uy) C Q-

Um nun auch die korrekte Differentiationsklasse zu erhalten, sei fiir 7 > 0 ein Glattungsoperator

R, definiert durch
1
(Rrup)(y) = —, K(y — z;7)ux(2)dz

n
KT™J | z—y|<r

||

K(,ZT) _ exp <|22|—’T2> s fiir |Z| <T
0, fir |z| > 7.

mit
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sowie

K= K(z;1)dz.
|z|<1

Dann folgt klarerweise R,uy € C*°(Q) sowie

lim RTU,)\ = U)
7—0

in H*(Q) und wegen
supp(R;uy) C @

auch in V*(Q, s). Somit gilt fiir ein klein genug gewihltes 7 > 0
R €
lun = Rruallvigs) < 5
womit die Behauptung (13) mit v = Rruy € C3°(Q) gezeigt ist. O

Aus diesem Satz erhilt man unmittelbar folgendes Korollar.

KoORrROLLAR 3.31. Unter den Voraussetzungen von Satz 3.30 gilt
L. HR(Q, s(dy)) = HE(Q, s(dw)).

2. Fir ¢ < —1 erhélt man
H*(Q,d5y) = Hg(, d5y)-

Beweis:
1. Folgt unmittelbar aus Satz 3.30 und der Definition von H} (€2, s(dpr)).

2. Fiir den angegeben Spezialfall s(t) = ¢€ ist s genau dann vom Typ 2, wenn ¢ < —1. Weiters
erfiillt s auch die zusétzliche Bedingung aus Bemerkung 3.11.

0

Fiir den Spezialfall s(t) = t© erhélt man obige Aussage auch iiberraschenderweise fiir einen weiteren
Fall.

SATZ 3.32.  Sei 2 beschriankt sowie € > 2k — 1 und M = 02, dann gilt

H*(Q, dy) = Hy(Q, dy). M

Beweis: Der Beweis wird in zwei Schritten gefiihrt, in denen jeweils gezeigt wird, dass die Rd&ume
H*(Q,d5,;) und HE(Q,d5,) mit einem anderen gewichteten Sobolev-Raum iibereinstimmen.

Hygl. [Kuf] Proposition 9.6 und Theorem 9.7
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1.Schritt: Mit H*(Q, 0, ¢) sei der gewichtete Sobolev-Raum mit Gewichtsfunktionen

bezeichnet.
Es wird nun H*(Q,0,¢) = H*(, d5,) mit Hilfe zweier Einbettungssiitze gezeigt.
Einerseits gilt wegen ¢ — 2(k — |a|) < € und Lemma 3.22

lull L2 (.ag,) < Cllull 2 g ge-2tkteny

fiir alle |o| < k und somit
H*(Q,0,¢) — H*(Q,d5;).

Fiir die umgekehrte Einbettung liefert Einbettungssatz 3.23 fiir v € H*(, dis)
H(Q, dyy) — H' (. d3 "7
fiir r < k — 1. Somit erhélt man fiir |3| = r (fiir r = k ist die folgende Ungleichung trivial)

o

L2(97d§\;2(k7\6|)) < ||U”Hr(97d?\;2(kfr)) <C ||u||Hk(Q,d§M) ,

woraus aber unmittelbar nach Definition des Hilfsraumes v € H*(2, 0, ¢) und

HUHH’v(Q,a,E) <C HUHH’f(Q,d?w)

folgt, womit die gewiinschte Aussage bewiesen ist.

2.Schritt: Sei u € H¥(,0,¢), dann gilt nach dem 1. Schritt auch w € H*(Q, d5,).
Es wird nun eine Funktion w € C§°(Q2) konstruiert, fiir die fir § > 0

|u — wHHk(Q,dM) <o

gilt.

Fiir A > 0 sei zunéchst eine Funktion wu, definiert durch
up(w) = u(z)Fp(w)

mit einer Funktion F}, die gegeben ist als

Fp(z)=f <p(h$)> , xe
wobei p(z) die Funktion aus Lemma 3.33 und f = f(t) € C°°([0, 00)) eine Funktion mit 0 < f(¢) <1
sowie f(t) =0,t <+ und f(t) =1,¢t > ?% ist, wobei ¢; die Konstante aus Lemma 3.33 bezeichnet.

Somit gilt F, € C§°(£2) und damit klarerweise auch uy, € HF(Q,d5,;). Sei weiters eine Menge
definiert als
Qp = {l’ e dM(:L') < h},
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dann folgt Fj(x) =1 fiir alle z € Q\Qp,.
Als nichstes wird nun

}112% l[u— Uh||Hk(Q,d§M) =0

gezeigt. Wegen u — up, = u(1l — Fp) erhilt man

D*(u—up) = (1= F)D*u+ Y CopD’FD* Pu, fiir [af <k.
1<|8I<]al

Weiters ergibt sich hiermit

1D (u — uh)HL2(Q,d§w) < |[(1- Fh>DauHL2(Q,d§w) + Z Cap HDﬂFhDaiBu‘
1<]8|<] e

L2(9Q,d5,)

Wegen u — up, = 0 auf Q\Qy,, da dort Fj, = 1 gilt, geniigt es, iiber €, zu integrieren.
Somit gilt weiters wegen 0 < Fj, < 1

11 = Frn) D%l 120y, a2,y < 1Dl 120y, a,) - (15)

Fiir die Funktionen f, p € C* sind speziell alle Ableitungen beschriankt, somit ergibt sich mittels
der Kettenregel
|D*Fy,(z)| < Ch™lol,

Man erhilt also )
(DﬂFh(x)) <cn 2 <cd?? zeq
Wegen der Beschrinktheit des Gebietes 2 gilt
2|8 —9(k—|a—p
dM‘ | < C’dM( la—31)

und somit

2
HDBFhDO‘_Bu‘ (Do‘_ﬁu> di\;(k_la_m)dw.

_/ (DﬁFh>2<Da_ﬁu)2 < dw < C
" (16)

Wegen D% € L?(Q,d5,) fiir || < k und, da D*Pu € LQ(Q,d;%k_‘a_BD) fiir 1 < 8| < || wegen
der Voraussetzung u € H*(, 0,¢), folgt, dass die beiden Integrale auf der rechten Seite in (15) und
(16) fir h — 0 gegen 0 konvergieren, da meas(§2;) — 0.

Die gewiinschte Konvergenz in der H*((, dj,)-Norm ist damit gezeigt. Es existiert also fiir jedes
d>0ein h > 0, sodass |[u — uhHHk(Q,dj/[) < g.

L2(Q,d5,) Q

Wegen Fj, € C§°(€2) hat auch uj, kompakten Tréger, und somit lasst sich up, durch eine Funktion
w = Rrup € C3° ()

approximieren, wobei R, den Glédttungsoperator aus dem Beweis des Satzes 3.30 bezeichnet. Diese
Approximation ist wie in Satz 3.30 auch in der Norm des Raumes H*(9, d5,) giiltig. Es gilt daher
auch fiir ein hinreichend kleines 7, dass |jup — w||Hk(Q7d§V[) < 2, und damit |ju — wHHk(Q,dij) < 0,

womit die Behauptung u € HE(Q, d5,) gezeigt ist.
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Die andere Inklusion erhélt man analog zum ersten Schritt mittels der zweiten Aussage des Ein-
bettungssatzes 3.23. O

LEMMA 3.33.  Sei 2 C R”, dann existieren eine positive Funktion p € C*°(§2) und Kon-
stanten cp, ca > 0, sodass die Ungleichung

cidpo(z) < p(x) < cadoq(w)

gilt.

Beweis: Siehe [Trie] Kapitel 3.2.3. O



4 Nicht , klassische“ elliptische Differentialoperatoren 24

4 Nicht , klassische* elliptische Differentialoperatoren

4.1 Einleitung und Problemstellung

In diesem Abschnitt soll nun die bisherig erarbeitete Theorie der gewichteten Sobolev-Raume ver-
wendet werden, um eine Losungstheorie fiir Dirichlet-Probleme von nicht ,, klassischen elliptischen
Differentialoperatoren zu untersuchen.

Den passenden gewichteten Sobolev-Raum kann man oftmals direkt aus dem gegebenen Differen-
tialoperator ablesen.
Man betrachtet hierfiir den allgemeinen Differentialoperator 2.0rdnung

Lu:= Y (-1)lD*aqs(z)Du). (17)
lal,|81<1

Geht man von dem Problem L(u) = f aus, dann erhélt man nach Multiplikation mit v € C§°(Q2)
und anschliefender Integration iiber ) die schwache Formulierung

a(u,v) = Z /anég(x)DﬁuDo‘vdx = (f,v). (18)

laf,|8]<1

Anstatt nun das Problem in einem klassischen Sobolev-Raum (z.B. H'(2), H}(2)) zu betrachten,
kann man die linke Seite als gewichtete Sobolev-Norm ansehen und daher das Problem im gewich-
teten Sobolev-Raum H}(Q, w) mit w = {aaa () : |a| < 1} betrachten.

Diese ,,schwache“ Formulierung kann klarerweise nur als Motivation angesehen werden, da keinerlei
Randbedingungen betrachtet wurden.

Um nun diese Motivation etwas besser formalisieren und die Vorteile der gewichteten Rdume besser
ausnutzen zu konnen, werden zunéchst zwei primére Falle unterschieden.

Der erste Fall besteht darin, dass zumindest eine Koeffizientenfunktion des gegebenen Differen-
tialoperators unbeschriankt wird. In Hinblick auf Satz 3.21 ist dies Fall 2, und es konnen somit
problemlos Randwerte definiert werden.

Ein Beispiel hierfiir wére folgendes Dirichlet-Problem

—div((1 — |z|)"Vu(z)) +u(z) = 0,Q
u = 0,00

mit v > 0 und Q = B;(0) C R2. Hierfiir kann obige Motivation problemlos durchgefiihrt werden,
und man erhélt die schwache Formulierung

/ (1= |z) ™" Vol Vu + uvdz = 0.
Q

In der klassischen Theorie wiirde nun das Problem auftreten, dass die zugehorige Bilinearform in
der schwachen Formulierung nicht mehr stetig sein muss und somit das Lemma von Lax-Milgram
nicht verwendet werden kann.

Betrachtet man allerdings obiges Problem auf dem gewichteten Sobolev-Raum H} (2,1, (1—|z|)™"),
so tritt dieses Problem nicht auf.
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Differentialoperatoren dieser Gestalt werden singulére Differentialoperatoren genannt.

Der zweite auftretende Fall besteht darin, dass die gleichméfige Elliptizitit des Operators verletzt
ist, also dass Koeflizientenfunktionen am Rand verschwinden konnen. In Hinblick auf Satz 3.21
tritt also Fall 1 ein, und es ist im Allgemeinen nicht sinnvoll, Randwerte von gewichteten Sobolev-
Funktionen mit derartigen Gewichtsfunktionen zu definieren.

Unter gewissen Zusatzvoraussetzungen (vgl. Satz 3.27) gibt es derartige Probleme jedoch nicht,
und es kénnen Dirichlet-Probleme wie iiblich definiert werden.
Ein Beispiel fiir ein solches Problem wire fiir = B1(0) C R? der Operator

~div(1 ~ o) V(@) + (1 - o) ulz) = 0,0
u = 0,00

mit v = i. Hierfiir gilt wy le LY(Q) fiir 1 <t < 8, womit die Voraussetzungen von Satz 3.27 erfiillt
sind.

Fiir v = 2 hingegen ist die Voraussetzung w, ' € L}(Q) fiir t > 2 nicht erfiillt. Hier kann auch in
Beispiel 3.25 ¢ = i gewdhlt werden, und Randwerte machen keinen Sinn.

Derartige Differentialoperatoren werden degenerierte Differentialoperatoren genannt.

In der klassischen Theorie tritt bei degenerierten Operatoren das Problem auf, dass die zugehorige
Bilinearform nicht mehr koerziv ist.

Um das Problem der Randwerte zu umgehen, wird die Problemstellung des Dirichlet-Problems
folgendermaflen umformuliert.

DEFINITION 4.1. Sei g € HY(Q,w) und F € H}(Q,w)'. Eine Funktion u € H*(Q,w)
heiBt schwache Losung des Dirichlet-Problems fiir L(u) = F, wenn gilt

1. a(u,v) = (F,v) fiir alle v € H} (2, w)

2. u—ge HHQW).

Man nimmt also an, dass die Funktion g, die die Randbedingung widerspiegelt, als H'($, w)-
Funktion nach € fortgesetzt werden kann. Fiir Funktionen, die am Rand hinreichend ,,gut“ sind,
funktioniert dies problemlos, inwiefern diese Umformulierung allerdings einen Vorteil fiir allgemeine
H' (9, w)-Funktionen darstellt, bleibt jedoch dahingestellt, da ein Kriterium wie bei den klassischen
Sobolev-Réumen (g € H'/2(92)) nicht gefunden werden konnte.
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4.2 Existenz schwacher Losungen

Um einen ersten Existenz- und Eindeutigkeitssatz zu erhalten, muss man zusétzliche Voraussetzung
an die Koeffizienten festlegen.
Die einfachsten derartigen Bedingungen sind im Folgenden angegeben:

1.
2.

oa € W(Q) fiir |af <1.

Qaas Aot € L () fiir |of < 1.

loc

. Es existiert eine Konstante C; > 0, sodass fiir alle |a|,|5] < 1 mit o # 8

|aas(2)] < Cr14/aaa(®)ags(z) (19)

fast iiberall in Q) gilt.

. Es existiert eine Konstante Cy > 0, sodass fiir alle Vektoren £ € R™ die Ungleichung

Z aaﬁ(¢)§a§ﬁ > Z aaa(x)gi (20)

o, B]<1 o<1

fast iiberall in  erfiillt ist.

Bemerkung 4.2.

e Bedingungen 1 und 2 sind notwendig fiir eine sinnvolle Definition der gewichteten Sobolev-

Riume H'(Q,w) und H} (2, w) mit w = {ana(x) : |a] < 1}. Im Gegensatz zu klassischen
linearen elliptischen Differentialoperatoren sind hierbei somit auch unbeschrinkte Koeffizien-
ten erlaubt.

e Bedingung 4 kann als gewichtete Elliptizitdtsbedingung angesehen werden, womit auch dege-

nerierte Differentialoperatoren behandelt werden kénnen.

e Bedingung 3 soll andeuten, dass die entscheidenden Koeffizienten gerade die ,,Diagonalkoef-

fizienten“ sind, die auch den zugehorigen gewichteten Sobolev-Raum bestimmen.

e Gilt anp =0, Vo # 3, so sind Bedingung 3 und 4 trivialerweise erfiillt.

Der nachfolgende Satz stellt nun den zentralen Existenzsatz fiir Dirichlet-Probleme linearer ellipti-
scher Differentialoperatoren dar.

SATZ 4.3.  Es sei angenommen, dass die Koeffizienten des in (17) definierten Operators
L die Bedingungen 1-4 erfiillen, und es gelte weiters g € H'(Q,w) und F € H}(Q,w)’.
Dann existiert eine eindeutige schwache Losung u € H'(2,w) des Dirichlet-Problems fiir
den Operator L.

Weiters gilt folgende a-priori Abschitzung

lll sy < € (19010 + 1F N izg my ) 12

12ygl. [KufSén] Theorem 43.1
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Beweis: Das Ziel des Beweises ist, das Lemma von Lax-Milgram auf die zu L gehorige Bilinearform
mit dem Hilbert-Raum H}(Q2, w) anzuwenden.
Zunichst soll die Stetigkeit der Bilinearform gezeigt werden:

la(u,v)| = Z /aagDﬂuDafuda: < Z /aaﬁ\ ’Dﬁu’ |D%| dzx.
Q Q

laf,|81<1 laf,|B]<1

Bedingung 3 und die Holder’sche Ungleichung implizieren nun

Z /]aaﬁ\ ‘Dﬁu‘ |D%|dx < C4 Z /)Dﬁu‘ﬁ/a/gMDo‘vh/aaada:
ol g1<1 7€ jallg1<1 7
<o Y ||pl 1%l
al%lq L*(Q,app) LA(®a0a)
<

Cu [ull g0,y 101l 1 (2, -

Die Koerzivitdt der Bilinearform ergibt sich einfach aus Bedingung 4, indem man &, = D%u setzt
und iiber € integriert.

Nun kann das Lemma von Lax-Milgram mit dem Hilbert-Raum H} (€2, w) und dem Funktional
h € H}(Q,w) mit

<h,'l)> = <F,’l}> - CL(g,'U)
angewendet werden. Aus der obigen Abschitzung fiir die Beschranktheit der Bilinearform erh#lt

man weiters, dass a(g,v) ein stetiges lineares Funktional auf H{ (€2, w) darstellt.
Das Lemma von Lax-Milgram liefert nun ein eindeutiges Element % € H{ (0, w) mit

a(t,v) = (h,v),Yv € H}(Q,w).
Setzt man nun
u=1u+g,

so ist u die eindeutige Losung des Dirichlet-Problems in H'(Q, w).
Weiters liefert das Lemma von Lax-Milgram

il g1 gw) < Cs 1720 £z (2,0 -

Da aulerdem
lull g owy < Nl gr@wy + 191 a1 (@,w)
sowie
120l 2 (wy < I a3 @,wy + Cr 91 51 (0w
gilt, erhélt man auch die gewiinschte a-priori Abschéitzung. O
Die Bedingungen 1-4 sind also so konstruiert, dass der Existenzbeweis eine einfache Folgerung ist.

Klarerweise sind diese deshalb aber relativ unscharf und kénnen noch etwas abgeschwécht werden,
was im nachfolgenden Abschnitt durchgefithrt wird.
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4.3 Verallgemeinerte Bedingungen an die Koeffizienten

In Abschnitt 4.2 war eine der generellen Voraussetzungen, dass sidmtliche Diagonal-Koeffizienten
des Differentialoperators fast tiberall positiv sind.

Betrachtet man den Beweis des Existenzsatzes (Satz 4.3), so ist erkennbar, dass die Argumentation
auch durchgefiihrt werden kann, wenn manche Diagonal-Koeffizienten in ) verschwinden.

Die Indexmenge I beinhalte jene Multiindices «, fiir die ano € W(Q2) gilt, wobei alle anderen Ko-
effizientenfunktionen zu Multiindices, die nicht zu I gehoren, auf 0 gesetzt werden.

Damit die Argumentation von Satz 4.3 analog durchgefithrt werden kann, muss man nun zusétzlich
fordern, dass I zumindest einen Multiindex mit Betrag k enthélt und

1
2
lell gy = (Z HD‘“UHizm,aw)> (21)

acl
eine Norm auf dem zugehorigen gewichteten Sobolev-Raum darstellt.

Auf den ersten Blick scheint diese Verallgemeinerung von rein technischer Natur, da die Bedingung,
dass .|| H) tatséchlich eine Norm ist, eine relativ starke Einschrinkung darzustellen scheint.

Diese Schwierigkeiten konnen allerdings in gewissen Féllen umgangen werden, indem man die In-
dexmenge I durch Hinzufiigen , geeigneter* Gewichtsfunktionen vergréfert, sodass Bedingung (21)
erfiillt werden kann, was nachfolgend prazisiert wird.

Sei ein Vektor von Gewichtsfunktionen
w" = {w, € W(Q),|a] <1}

gegeben mit der Eigenschaft, dass die Normen [|ul| 1 (q w) und [[ul| g1(q w+) nicht dquivalent sind,

also die Riaume H'(Q, w) und H!(Q, w*) echt verschieden sind, aber die beiden Normen #quivalent
auf C3°(€) sind, und somit
Hé(Q, w) = H&(Q, W*)

gilt.

Ein Vorteil diese Ansatzes ist, dass die Bedingungen 3, 4 auf die Funktionen w}, {ibertragen werden
konnen, die bis auf obige Einschrinkungen frei zu wihlen sind. Wegen der Aquivalenz der Normen
auf C3°(€) geniigt es, die folgenden beiden Ungleichungen zu erfiillen.

3. Es existiert eine Konstante C1 > 0, sodass fiir alle |o,|5] < 1 mit a # 3

|aap ()| < Cryfwi (x)wh(z)
fast iiberall in Q) gilt.

4’. Es existiert eine Konstante Ca > 0, sodass fiir alle Vektoren £ € R™ fast iiberall in {2

> aap(a)als > Co Y wh(z)El.

o, B]<1 o] <1
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Nachfolgendes Beispiel soll gerade den Vorteil dieses Ansatzes zeigen.

Beispiel 4.4. Betrachtet man das Problem
Lu:=—-Au=0, ulpg =0,

auf einem unbeschrinkten Gebiet, beispielsweise Q = {(z1,22) € R? : 25 > 0}, dann ist die
zugehorige Bilinearform

a(u,v) :/VUVUdac
Q

im Allgemeinen nicht koerziv auf H}(£2), man hat also einen degenerierten Operator. Da der Opera-
tor die Bedingung 1 aus Abschnitt 4.2 nicht erfiillt, kann auch der Existenzsatz 4.3 (der zugehorige
gewichtete Sobolev-Raum wére auch nicht wohldefiniert) nicht verwendet werden.

Erweitert man nun allerdings die Menge der Gewichtsfunktionen, ohne dabei den Raum Hg (9, w)
mit w = {0, 1} zu verdndern, so kann dieses Problem umgangen werden.
Sei also w = {z 2.1}, dann ist der Ausdruck

\// Vul? + u2a; 2de
Q

eine Norm auf dem gewichteten Sobolev-Raum H'(Q, w). Wegen der Hardy-Ungleichung aus Bei-
spiel 3.18/ Bemerkung 3.19 (ds(z) = x2) ist diese auf C§°(12) dquivalent zu \/a(u, v) und sémtliche
Bedingungen fiir Satz 4.3 sind erfiillt, womit man das Problem eindeutig 16sen kann.

Andererseits ermoglicht der Ansatz auch die Behandlung einer grofieren Klasse von Funktionen
g, die die Randbedingung des Dirichlet-Problems widerspiegeln. In der Definition des Dirichlet-
Problems wird g € H' (2, w) gefordert. Erfiillt eine gegebene Funktion ¢ diese Bedingung nicht, so
kann man versuchen, Funktionen w}, zu finden, dass

g€ H(Q,w),

um das Dirichlet-Problem im Raum H!(Q,w*) zu lésen (vgl. auch Kapitel 5). Da die Ridume
H}(Q,w) und H}(Q, w*) gleich sind, erhélt man die selbe Losung @ = u — g € H} (2, w).

4.4 Ein weiterer Ansatz

In diesem Abschnitt soll ein weiterer Ansatz zur Losung degenerierter und singulérer elliptischer
Gleichungen vorgestellt werden.

Die Grundidee hierbei besteht darin, eine spezielle Gewichtsfunktion wg zu finden, die die Koer-
zivitdt und Beschrinktheit der zum Operator gehdrenden Bilinearform sichert, und das Problem
dann auf dem gewichteten Sobolev-Raum H'(£2,wg) zu betrachten. Der Ansatz hat einerseits den
Vorteil, dass nur gewichtete Sobolev-Riume mit einer einzigen Gewichtsfunktion benttigt werden.
Andererseits erlaubt die bis auf ein paar Bedingungen freie Wahl von wy die Losbarkeit mehrerer
Probleme.
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Bis zum Ende des Kapitels 4 sei {2 C R™ in weiterer Folge immer beschrénkt.
Der Differentialoperator L sei analog zu Kapitel 4.2 gegeben durch

Ox;0x; Ox; T

" 2u - (2)u - u
Lu:= — E aij(z) 0 — E od; () )—I— E bz(:z:)(;9 -+ c(z)u, €Q
=1 i=1 '

ij=1
beziehungsweise in kompakterer Form mittels
Lu := —div(A(x)Vu) — div(d(x)u) + b(x) - Vu + c(x)u. (22)
Die Koeffizientenfunktionen sollen dabei die folgenden Bedingungen erfiillen.

1. Es existiert eine Gewichtsfunktion wg(z) auf Q mit den folgenden beiden Bedingungen:
a) Fiir 1 <s,t <oomit 1+1<2gil

wo € L¥(Q), wy' € LY(Q).

b) Fiir alle £ € R™ soll die Ungleichung

n

D ai(@)&& > wo(@) ¢

ij=1
fiir fast alle « € Q erfiillt werden.

2. Weiters soll fiir solch eine Gewichtsfunktion wg(z) und die Koeffizientenfunktionen des Ope-
rators (22) gelten
A(z)wy ! € L™®(Q)

bwy 2, dwyM? € LP(Q)
ce LY(Q)

mit 2—1(] = % - % fiir ¢ < s, wobei die Bedingungen komponentenweise zu verstehen sind.

Bemerkung 4.5.

e Obige Bedingungen wirken etwas willkiirlich, allerdings wird man in weiterer Folge in der
Beweisfithrung des Existenzsatzes erkennen, dass sie in gewisser Weise kanonisch entstehen.

e Bedingung la impliziert, da € beschrénkt ist, dass in jedem Fall wo,wq L'e LY(Q) gilt und
somit die Rdume H(Q,wp) und H} (2, wp) wohldefiniert sind.

Die zu dem Operator L gehorige Bilinearform a(u,v) ist definiert als
a(u,v) := / [VUA(I’)V’U +ud(z) - Vo + Vu - b(z)v + c(m)uv} dx.
Q

Das Ziel ist nun, die Voraussetzungen fiir das Lemma von Lax-Milgram im Raum HE(Q,wp) zu
erfiillen.
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Die Beschréanktheit der Bilinearform folgt direkt aus der obigen zweiten Voraussetzung, was folgen-
des Lemma zeigt.

LEMMA 4.6. Erfiillen die Koeffizienten des Differentialoperators die Bedingung 2, dann

ist die Bilinearform a(u,v) beschriinkt fiir u,v € HE(Q,wp).!3

Beweis: Es gilt mit 27 definiert in Satz 3.15

1 1 1

R |
2 T2 TF

und man erhélt somit mit der Holder’schen Ungleichung

la(u, )| =

/ [(Vuwé/2)( (x)wy )(val/Q) + ud(alc)wal/2 . vaé/Q + b(:):)wo_l/2 . Vuwé/ v+ cuv} dx
Q

—-1/2

IN

HAwo_lHLoo(Q IVull L2(0,u0) VU L2(0,00) + Hdw

]

Q)HUHLz# IVl 22 (©,0)
™ 191 % ) 1900 + el Tl g ol gy
Satz 3.15 liefert ||u|]L2#(Q) < Cl[Vul 12 .), und es folgt

la(u, v)| < CplIVull L2 (0,u0) IVl L2(000) < CB Il i1 () 1V 1 (@,00) -

wobei C'p eine Konstante ist, die nur von den Koeffizienten, von {2 sowie von wgy abhéngt. O

Fiir die Koerzivitit benttigt man eine zusétzliche Voraussetzung an die Normen der Koeffizienten
und an wy.
Die Normen der Koeffizienten seien folgendermaflen bezeichnet

o Sl

llell o = Ca.

H(b+ dywy 2 =0

LEMMA 4.7. Erfiillen die Koeffizienten des Operators L die Bedingungen 1, 2 und gilt
Clé + Cgé'z <1, (23)

wobei C' die Konstante aus Satz 3.15 ist, dann ist die Bilinearform a(u,v) koerziv auf
H&(Q,wo).14

Beweis: Satz 3.15 ergibt
el o (g < C IV Ull L2000

Bedingung 1b an die Koeffizienten liefert

/VuTA(x)Vudx 2/ \Vul|? wo(z)de = || Vul|3 (Q,w0)
Q Q

13ygl. [MurSta] Proposition 4.1
1vgl. [MurSta] Proposition 4.4
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Andererseits folgt aus der Holder’schen Ungleichung

/(b+d)-Vuu+cu2dx
Q

/Q (b+ d)wo_l/2 : Vuwé/2 u+ cu’dx

IN

—1/2
|+ ayug 2|

2
L24(Q) HVUHLQ(Q,WO) HUHLQ#(Q) + HCHL‘I(Q) HUHL2#(Q)

(C1C + CoC?) [Vl 20 -

IN

Somit erhalt man

a(u,u) > /VUTA(m)Vudx—
Q

/ (b+d) - Vuu + cu’dx
Q

> [IVullra () — (C1€ + C2C?) [Vl 72y = € IVUII 2 (60 .00)

Wegen der Zusatzvoraussetzung an die Normen der Koeffizienten gilt € > 0, und Korollar 3.16
liefert dann die Behauptung. O

Bemerkung 4.8.

e Gilt ¢ > 0 fast tiberall in 2, dann reduziert sich die obige Bedingung 23 auf

ChC < 1.

e Man konnte statt obiger Bedingung auch die starkere Bedingung 4 aus Kapitel 4.2 fordern.

e Obige Bedingung ist in der Praxis keine starke Einschrankung, da man einerseits versuchen
kann, wg geeignet zu wihlen, sodass die Bedingung erfiillt wird. Andererseits treten oft Ope-
ratoren auf, fiir die b = d = 0 gilt.

KOROLLAR 4.9.  Erfiillen die Koeffizienten des Operators L die Bedingungen 1, 2 und
(23). Sei weiters g € HY(Q,wp) und F € H*(Q,wp)'.

Dann existiert eine eindeutige schwache Losung u € H'(Q,wp) des Dirichlet-Problems aus
Definition 4.1 fiir den Operator L.

Weiters gilt folgende a-priori Abschéitzung

ull i1 (@,m0) < N9l 1 (@,000) T IF T E1 (0,00 -

Beweis: Die obigen beiden Lemmata zeigen die Stetigkeit und Koerzivitéit der Bilinearform. Wei-
ters gilt, dass a(g,v) ein stetiges lineares Funktional auf H'(£2,wg) darstellt.
Das Lemma von Lax-Milgram liefert nun die Behauptung analog zu Satz 4.3. O



4 Nicht , klassische“ elliptische Differentialoperatoren 33

4.5 Ein Maximumprinzip

Ziel dieses Abschnittes ist es, ein schwaches Vergleichsprinzip fiir die obig vorgestellten Operatoren
anzugeben.

Hierfiir werden zunéchst eine Definition und zwei Lemmata benétigt.

DEFINITION 4.10. Sei wp eine Gewichtsfunktion mit wy € L(Q) und wy' € L}(Q)

fir 1 +1 < 2 sowie g € H'(Q,wp). Dann heiBt u € H (9, wp) untere Losung zu dem

Differentialoperator L, die auf 92 den Wert g annimmt, wenn gilt
1. u—g € H}Q,wo)

2. a(u,) <0, Vo€ HHQ,wp), mit ¢ >0 f.i. in Q.

Nachfolgendes Lemma ist eine Erweiterung des Lemmas von Lax-Milgram, eine Referenz auf den
Beweis kann in [MurSta] Kapitel 6 gefunden werden.

LEMMA 4.11.  Sei X ein Hilbert-Raum und X’ sein Dualraum. Sei a(u,v) eine stetige,
koerzive Bilinearform auf X.
Ist U C X abgeschlossen und konvex sowie F' € X', dann existiert ein eindeutiges Element
u € U mit

a(u,v —u) > (F,o—u), YveUl.

Das nachfolgende Lemma ist eine Konsequenz dieses Hilfssatzes.

LEmMA 4.12.  Erfiillen wg und die Koeflizienten des Operators L die Bedingungen 1, 2
und (23) und seien zwei untere Losungen u,v € H'(Q,wg) zum Operator L gegeben mit
Werten ug, vg auf 02, dann ist

m = max(u, v)

auch eine untere Losung fiir den Operator L, die den Wert my = max(ug,vg) auf 00
annimmt.!®

Beweis: Klarerweise gilt m € H'(Q, wp).
Die Menge
U={pec H(Qwp) : ¢ <mfii in Qund o) = mg auf 0Q}

ist eine abgeschlossene konvexe Menge in H'(Q,wp). Dann ist auch die Menge U — my eine abge-
schlossene und konvexe Teilmenge von Hg (9, wo).

Wie zuvor bereits festgestellt, ist die Abbildung ¢ — —a(myg, ¢) ein stetiges lineares Funktional auf
HE(Q,wp). Nach Lemma 4.11 existiert also ein eindeutiges Element n € U — mg mit

a(n,¢) > —a(mo,p), Yo €U —my—n. (24)

5ygl. [MurSta] Lemma 6.6
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Ausn e U —mg folgt n =9 — mg < m — mg mit ¢ € U sowie n = 0 auf 0f.
Zunichst wird gezeigt, dass jedes ¢ € C§°(Q2) mit ¢ <0 in U — mg — n liegt. Hierfiir muss nur fiir
1 in der Zerlegung ¢ = 1) — my — 1 bewiesen werden, dass 1) < m gilt. Dies folgt einfach wegen

p=1—mpg—n<0sP<my+n<my+m—mg=m.
Es gilt also (24) auch, wenn man U — mg — n durch C§°(2) ersetzt. Somit erhélt man aber auch
a(n, ) < —a(mo,¢), Vo € C5°(Q) mit ¢ >0,

also dass n 4+ mg eine untere Losung mit Wert my am Rand ist.

Es bleibt zu zeigen, dass 7 = m — myg gilt. Hierfiir wird bewiesen, dass sowohl u — mg < n als auch
v —myg < 7 giiltig ist.

Setzt man hierfiir z = max(u—my, n), dann folgt klarerweise z € U—mg und somit z—n € U—my—1.
Ungleichung (24) liefert nun

a(n,z—mn) > —a(mo,z —n).

Da aber u eine untere Losung ist, erhélt man auch
02,2 = 1) = a2 2 = Dl amumo) + A2 2 — Ml gagy = alw— Mo, = — ) < —almo, 2 — 7).
Somit resultiert durch Subtraktion obiger Ungleichungen
a(z —n,z —n) < a(mo,z —n) — a(mo, z —n) = 0.

Da a aber koerziv ist, gilt z =1, also u — mg < 7.
In analoger Weise erhilt man v — mg < n und insgesamt

m — mgy = max(u — mg,v —mg) < n < m—my,
also m — mgo = n, und die Behauptung ist gezeigt. O

Folgender Satz kann als schwaches Vergleichsprinzip fiir eine Klasse degenerierter und singuldrer
elliptischer Operatoren angesehen werden.

SATZ 4.13. Der Operator L erfiille die Bedingungen 1, 2 und es sei die zugehorige Bili-
nearform a(u,v) koerziv auf Hg (2, wp). Weiters gelte ¢ — div(d) > 0 im Distributionensinn.
Ist u € H' (92, wp) eine untere Losung zum Operator L, dann gilt

max u < max <max(u(m)), 0) 16
Q o0

Beweis: Gilt maxpo u(z) = 00, so ist nichts zu zeigen, es sei also 0.B.d.A maxgq(u(z)) < co.
Sei k € R mit k£ > 0, dann gilt fiir alle ¢ € C5°(2) mit ¢ >0

a(—k,p) = —k/ d-Vo+cpdr = —k (c— div(d), ) <0,
Q

6vgl. [MurSta] Theorem 6.7
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somit ist —k eine untere Losung zum Operator L. Setzt man f = max(maxgq(u),0), dann ist also
—f und wegen der Linearitdt von L auch u — f eine untere Losung. Lemma 4.12 liefert nun, dass
v =max(u — f,0) auch eine untere Losung von L ist, also

a(v,p) <0, VYee () mitp >0

erfiillt. Andererseits gilt aber v € HE(Q,wp) und v ist nichtnegativ. Setzt man also obige Unglei-
chung durch Stetigkeit fort, erhdlt man a(v,v) < 0, und die Koerzivitit der Bilinearform impliziert
nun v = 0, also u < f f.ii. in Q. O
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5 Probleme mit schlechten rechten Seiten

In diesem Kapitel werden Randwertprobleme mit klassischen Operatoren aber mit Inhomogenitéten
f ¢ H () oder mit Randbedingung g ¢ H'/?(9Q) analysiert. Da hier die klassische Theorie nicht
angewendet werden kann, werden zwei verschiedene Ansétze vorgestellt, derartige Probleme auf ge-
wichteten Rdumen zu betrachten.

In diesem Abschnitt werden abermals Differentialoperatoren der Gestalt
Lu= > (~1)D*aqs(x) D) (25)
laf,|B]<1

betrachtet. Da es sich um klassische elliptische Differentialoperatoren handeln soll, sei angenom-
men, dass aqg € L (Q2) sowie a(u, u) = C'|jul| g1 (g fiir alle u € H} () gilt.

5.1 Eine Verallgemeinerung des Lemmas von Lax-Milgram

Um einen Existenzsatz fiir diese klassischen Probleme in gewichteten Rdumen zu erhalten, ben6tigt
man zunéchst eine Verallgemeinerung des Lemmas von Lax-Milgram, was hier ohne Beweis ange-
geben wird.

LEMMA 5.1. Seien Hip, Hs zwei Hilbert-Rédume und b(u,v) eine Bilinearform definiert
auf Hy x Hs. Weiters sei angenommen, dass die nachfolgenden Bedingungen zutreffen.

1. Fiir alle w € H; und v € H; gilt
b(u, v)| < e |lullg, 0]y, -

2. Fiir alle u € Hy gilt
sup  [b(u,v)| > ez [Jull g, -
llvll g7, <1

3. Fiir alle v € Hy gilt
sup  [b(u, )| = ez [l g, -
l[w]l g7, <1
Sei weiters h € H), dann existiert genau ein u € Hy, dass
b(u,v) = (h,v)

fiir alle v € Hy gilt. Weiters trifft folgende a-priori-Abschéitzung zu

lull g, < C Ul 1T

Das Ziel dieses Abschnittes ist zu zeigen, dass die Bedingungen 1-3 fiir die Wahl
Hy = Hy(,s(dwr)),  Hz = Hg(2, 57" (dwr))

Y7vgl. [Kuf] Lemma 13.6
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mit M C 02, m = dim(M) erfiillt sind.

Bedingung 1, also die Stetigkeit der Bilinearform a(u, v), erhélt man einfach mittels der Holder’schen
Ungleichung, was das nachfolgende Lemma zeigt.

LEMMA 5.2.  Die Bilinearform a(u,v) ist stetig auf Hg(Q, s(dar)) x HE(Q, s7(dr))-

Beweis: Wegen der Beschréinktheit der Koeffizienten und der Holder’schen Ungleichung gilt

la(u,v)] < Z ||aa5||Loo(Q)/Q‘Dﬁu(az)Dav(x)‘dx

laf,|B]<1

— Z ||aa5||Loo(Q)/Q‘Dﬂu(x)sl/Z(dM(x))‘ ‘Dav(x)s—lﬂ(dM(x)) dx

lal,|8|<1

<X laaslie [ 2%, g s 1P 2@
laf,|8]<1

< C |U||H1(Q,s(dM)) HU”Hl(Q,s*l(dM))

g

Um nun die weiteren beiden Bedingungen des verallgemeinerten Lemmas von Lax-Milgram, die
auch als die H;-Hs-Elliptizitit der Bilinearform a(u,v) bezeichnet werden, zeigen zu kénnen, un-
tersucht man zunéchst den Spezialfall s(¢t) = ¢°. Im Anschluss daran wird dann eine Bedingung
formuliert, mittels der die Beweisfithrung des allgemeinen Falles auf diesen Spezialfall zuriickgefiihrt
werden kann.

LEMMA 5.3. Sei s(t) = t°, dann existiert ein offenes Intervall J um 0, sodass die
H (2, s(dar))-Hg (9, s71(dpy))-Elliptizitit der Bilinearform a(u,v) fiir € € I erfiillt ist.'®

Beweis: In der weiteren Beweisfithrung ist es notwendig die nicht iiberall differenzierbare Funk-
tion djs abzuleiten. Hierfiir wird gemé&fl Lemma 3.33 die Funktion dj; durch die dquivalente C'°°-

Funktion p ersetzt, womit man
\Vd5,| < |e| Cd5; (26)

erhalt.
Wegen der Bilinearitiit von a gilt fiir u € H} (2, d5;) und v = ud5,
a(u,udy) = a(udy udy?) + Y / aaﬁ *(uds;)DPu — D*(ud ) DP (ud?)| dz.  (27)
lal,|B1<1

Das Integral auf der rechten Seite setzt sich aus Linearkombinationen von zwei Typen von Integralen
zusammen. Es folgt klarerweise

18ygl. [Kuf] Abschnitt 14.2
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I = / oD (uds;) DPudr = / aap(Du)d5, DPudzx + / aaguD®(d5;) DPudx
Q Q Q
- e £/2\ 13 /2 _ @ e 1B 2 oy £/2\ 1B E/2
I = / s D (udS/2) DP (ud/?)dz = / s (D*u)diy DPudz + / Gesu® D(dE/2) DO (d/2) da
Q Q Q
+ / aap (uDa(djf)Dﬁ(u)djf +Da(u)djfupﬁ(d;f)) dz.
Q

Somit verschwinden in (27) sdmtliche Integrale, in denen keine Ableitungen der Gewichtsfunktionen

d3, beziehungsweise d‘]e\f auftreten. Sdmtliche nicht verschwindende Integrale lassen sich in gleicher

Weise abschitzen, was an einem der obigen Integrale vorgefiihrt wird.

Wegen der Beschrinktheit der Koeffizienten und (26) erhélt man fiir o = |8 =1

/QaaﬁuDa(dfw)Dﬁuda: < |]aaﬁ|]Lm(Q) Clel /Q Ju| 5! ‘Dﬁu‘ dz = Cy Je] /Q |u|d§\fl2 ‘Dﬂu dfv/ﬁ_lda:.

Die Holder’sche Ungleichung liefert nun

4 ]E\/ |u]d§\f[2 ‘Dﬁu
Q

D%

Wendet man die Hardy-Ungleichung aus Beispiel 3.18 an (giiltig nur fiir € # 2 + m — n), so erhélt
man

2-1
df\g dx < Cy e ||UHL2(Q,d§VI_2) L2(Qds,)
"M

%]

2
O el lull 2 e < Co |l [Vl oo [Vl e, < Colel luline -

L2(Q,d5,)

Somit ergibt sich
2
(11| < Cs lel ullf e,

und mittels analoger Argumentation
2 12
12| < Cylel” lullzn ez, -

Gesamt folgt somit

> /Q G | D*(udsy) D% — D* (ud5[?) DX (udi?) | dw < (Cs |e] + Co o) ullfr g,y - (28)
laf,|B1<1

Verwendet man nun die Koerzivitéit der Form a, so erhélt man

e/2 €/2 e/2 2 . ey €/2 2
a(udy” udy”) > K HudM HHl(Q) =K Z /Q (D (udy; )) dx.

la<1]

Weiters gilt

2
/ (Da(udjf)) dz > / (DYu)2d5, da — 2 / ‘(Dau)d}fu(z)adjf)‘dx.
Q Q Q
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Das zweite Integral kann analog zu den Integralen I; und I abgeschétzt werden. Wegen der Hardy-
Ungleichung ist das erste Integral dquivalent zur H'(2,d5,;)-Norm und man erhélt insgesamt

2 2
a(udy udi’) > (Cr = Cs lel) lullin ae ) -
Diese Ungleichung liefert zusammen mit (28) eingesetzt in (27)
|a(u, udsy)| > (Cy — Cio le| = Coe®) lullfp(au,) -

Weiters kann man analog zu den Integralen I; und I die Ungleichung

2 2 2

s 21 g0y < (14 Cun lel + Cz )l

zeigen, womit man die Bedingung 2 im verallgemeinerten Lax-Milgram Lemma

a(u,v)] > O lull o) [0l 11002,

mit v = udj; und der Konstanten

_ _ 2
0(6) _ Cg Clg ’5’ 066 :
\/1 + Cy1 |e] + Ciz|g]

fiir |e| hinreichend klein, dass C'(¢) > 0, bewiesen hat.

Bedingung 3 erhiilt man analog, indem man v € H'(2,d,;) fixiert und mit u = vd,; testet. Hierfiir
ergibt sich aus der Hardy-Ungleichung die Einschrankung € # —2 — m + n.

Das Intervall J ist der Durchschnitt der beiden Bereiche fiir Bedingung 2 und 3, dass jeweils
C(e) > 0 gilt. O

Bemerkung 5.4. Um nun obigen Hi-Ho-Elliptizitdtsbeweis auf andere Funktionen s verallge-
meinern zu kénnen, muss man einerseits eine Funktion sg bestimmen, dass die Einbettung

Hy (@, s(dar)) — L*(Q, 50(dar))

giiltig ist. Um nun obigen Spezialfall verwenden zu koénnen, definiert man eine Funktion w durch
w(t) = s'/%(t) und sucht Bedingungen, fiir die die HJ(Q, w* (dar))-Hg (Q, w ¢ (dpr))-Elliptizitit des
Operators L giiltig ist.

Weiters sollen eine Menge S C R und eine Konstante C'(.S) existieren, dass die Ungleichung
w(dar ()2 (w'(dy () D dar ())* < C(S)p(x)
fiir ¢ € S und fast alle € Q zutrifft, wobei p(z) gewéhlt werden kann als s(dps) oder so(dar).

Sind alle diese zusétzlichen Bedingungen erfiillt, so kann man analog zu dem Spezialfall s(¢) = t©
vorgehen.

KOROLLAR 5.5. Seien g € HYQ,w(dy)) und F € HE(Q,we(dp)) sowie die
zusétzlichen Bedingungen aus Bemerkung 5.4 erfiillt, dann existiert ein Intervall I, dass
fir ¢ € I das Dirichlet-Problem fiir den Operator L genau eine schwache Losung v €
H'Y(Q,w(dyr)) besitzt und es gilt folgende a-priori Abschitzung

el g1 (e (apg)) < € (HQHHl(Q,we(dM)) + HF”H(%(Q,w*E(dM))’) :
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Beweis: Das verallgemeinerte Lax-Milgram-Lemma liefert analog zu Satz 4.3 die Aussage. g

Bemerkung 5.6. Da die Hardy-Ungleichung im Raum H'(€, dj,) nur fir e > 24+m —n giiltig
ist und man ebendiese auch fiir —e anwenden muss, erhélt man, dass bei Problemen mit keinen
reinen Dirichlet-Randbedingungen die relativ starke Einschrinkung 24+ m —n <e <n—m —2
oder n —m > 2 erfiillt sein muss.

Um dieses Problem zu umgehen, muss die Beweismethode fiir die Hi-Hs-Elliptizitit abgeéindert
werden. Diese Modifikationen fiir den Fall n —m < 2 finden sich in [KufSén].

Folgendes, einfaches Beispiel soll den Vorteil des in diesem Kapitel vorgestellten Ansatzes aufzeigen.

Beispiel 5.7. Sei @ = (0,1)2 und M = {z € R? : 1 € [0,1], 79 = 0}, dann ist dps(z) = z2. Sei
weiters das Dirichlet-Problem

Lu=Au = 0 in Q
u = g::x;1/4 auf 02

gegeben. Dann ist die zu L gehorige Bilinearform klarerweise stetig und beschréinkt im Raum
H (). Allerdings gilt g ¢ L?(9Q) und somit auch nicht g € H'/2(99Q), womit die Standardtheorie
nicht angewendet werden kann.

Betrachtet man das Problem im Raum H{ (€, d5,), dann ist die Bilinearform H} (€2, d5,)-H} (2, dyf )-
elliptisch fiir || < 1 und beispielsweise gilt fiir e = 1, dass g € H'(Q,d5;). Das Problem besitzt

also keine schwache Losung im Raum H!((2), aber ist im Raum H((, d}\f) eindeutig 16sbar.

5.2 Eine Modifikation der schwachen Loésbarkeit

In diesem Abschnitt wurde bisher die Losungstheorie fiir klassische Randwertprobleme von den
Sobolev-Riumen H'(Q2) auf gewichtete Sobolev-Riume H'(, s(dys)) erweitert. Die Anwendung
gewichteter Sobolev-Riume macht es notwendig, Gewichtsfunktionen in die Bilinearform a(u, v) ein-
zufiigen. In dem bisherigen Ansatz geschieht dies, indem man zwei verschiedene gewichtete Rdume
betrachtet, deren Gewichtsfunktionen multipliziert Eins ergeben.

Im Folgenden soll hingegen das Konzept der schwachen Losung leicht abgeéndert werden, um dann
in weiterer Folge das klassische Lax-Milgram-Lemma anwenden zu kénnen.

Betrachtet man das Problem Lu = f mit dem zu Beginn des Kapitels definierten Operator L.
Multipliziert man nun mit einer Testfunktion v € C§°(€2) und integriert iiber €2, wobei man statt
des Lebesgue-Mafles dx das Mafl du = wdx verwendet, so erhélt man

/Luvwd:l::/fvwdx
Q Q

und mittels Gaufy’schem Integralsatz

a(u,vw) = Y /Q ap(z) DPuD (vw)dx = /Q fowdz.

lal,|B]<1

Dieser Ansatz motiviert die folgende Definition.
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DEFINITION 5.8. Sei L der in (25) definierte klassische elliptische Operator und sei
weiters w € C1(Q) eine Gewichtsfunktion. Dann sei die Bilinearform a,,(u,v) gegeben
durch

ay(u,v) := a(u,vw) = Z o () DPuD™ (vw)da.
a|7|ﬁ|<l/Q

Seien weiters eine Funktion g € H'(Q,w) und ein Funktional F € H}(Q,w)" gegeben.
Dann heifit eine Funktion v € H'(Q, w) w-schwache Losung des Dirichlet-Problems fiir den
Operator L, wenn gilt

1. u—g€ H}(Qw)

2. ay(u,v) = (F,v), fiir alle v € H}(Q, w).

Bemerkung 5.9.

e Das Konzept der w-schwachen Losung ist eine natiirliche Verallgemeinerung der schwachen
Losbarkeit, da man fiir die Wahl w(z) = 1 gerade das Konzept der schwachen Losung erhélt.

e Da a, auf H(Q,w) x H' (2, w) definiert ist, geniigt es, das klassische Lax-Milgram-Lemma
anzuwenden.

e Die Anderungen im Konzept der w-schwachen Losung kann als Abénderung der Gleichung
angesehen werden. Verallgemeinert die schwache Losung die Losung der Gleichung Lu = f,
so verallgemeinert die w-schwache Losung die Gleichung wlLu = f. Da aber w fast iiberall
positiv ist, ist die Anderung in der Gleichung nicht substantiell.

Um einen Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir w-schwache Losungen beweisen zu kénnen, benttigt
man noch, dass die Gewichtsfunktion die Bedingung

[Vl (z) < Crw(z) (29)
fiir fast alle x € 2 erfiillt. Beispielsweise gilt dies fiir die Funktion w(z) = exp(edys(x)) mit € € R.

Die Koerzivitidt und Beschrinktheit der Bilinearform a,, erhdlt man dhnlich zu Abschnitt 5.1, wes-
wegen nicht allzu sehr ins Detail gegangen wird.

SATZ 5.10. Seien g € HY(Q,w) und F € HZ(Q,w) sowie die zusitzliche Bedingung
(29) mit einer hinreichend kleinen Konstante C erfiillt, dann existiert genau eine schwache
Losung u € H(Q, s(dyr)) des Dirichlet-Problems fiir den Operator L und es gilt folgende
a-priori Abschitzung

el oy < C (N9l () + IF Dy ) -

Beweis: Klarerweise gilt wegen der Zusatzbedingung (29)

9yvgl. [KufSin] Kapitel 40.6 und Kapitel 40.8
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/aag(m)DﬁuDa(Uw)da: = /aag(a:)Dﬁuwl/Q(Dav)wlmdm—|—/aaﬁ(:u)Dﬁuv(Do‘w)dm
Q Q Q

IA

||aa6||Loo(Q) <HDﬂu‘ 1Dl 120,00, +C’1/Q(D’3u)vwdx>

< Nlaagl ooy (T + C) [l g1 1011 () -

woraus die Beschréanktheit der Bilinearform a,, folgt.

L2(Qw)

Fiir die Koerzivitéit schreibt man die Form a,, zunéchst folgendermaflen an:
aw(u, u) = a(uw’?, uw'’?) + J,.

Die Integrale in J,, lassen sich analog zu obigem Beschrénktheitsbeweis abschitzen, und man erhilt
somit

~ 1
a1 <€ (14 3O ) Tl
mit ¢ = 2 lalB1<1 HaagHLoo(Q). Wegen der Koerzivitéit von a gilt

9 2
K Huw1/2H = H/ wwdr + K Z / <Dauwl/2 + 1uw1/2Daw> dzx
HY(Q) Q Q 2

lal=1

a(uw?, uw'/?)

v

> /s/ wwdr + K Z / (D%u)*w — |u| D*uD*wdx
Q Q

la=1]

Die Integrale fQ |u| D*uD“wdx kénnen abermals analog zum Beschrianktheitsbeweis abgeschétzt
werden, und man erhélt

a(uw1/27uw1/2) 2K (1 - Cln) ||u||H1(Q,w) :
Insgesamt ergibt sich somit
- 1~
aw(u,u) Z a(Uw1/27’u,’u)1/2) _ ‘Jw‘ Z (l‘i — Cl(c + Cln) — ZCC%) HUHHI(Q,U)) y

womit die Koerzivitit gezeigt ist, sofern C; klein genug ist.

Die restlichen Aussagen liefert das Lemma von Lax-Milgram analog zu Satz 4.3. ]

Bemerkung 5.11.

e In der Konstante in obiger Koerzivitéitsabschidtzung kann durch geschickteres Abschétzen
n = 1 gesetzt werden, Details hierzu finden sich in [KufSén].

e Statt der Bedingung (29) kann man auch die nachfolgende Bedingung fordern.
Es existiert eine Gewichtsfunktion wg und zwei Konstanten Cs, C3 > 0, sodass

[l 20,0y < C2 VUl L2(,u)

fiir alle u € H}(Q,w) sowie
[Vw(z)|w™(z) < Ciwo(x)
fiir fast alle x € Q erfiillt ist. Details finden sich abermals in [KufSén].

Beispielsweise erfiillen Gewichte der Gestalt w(z) = djs(x)¢ diese Bedingung.
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6 Weitere Resultate

6.1 Modifizierte Definition der gewichteten Sobolev-Raume

Treten bei den in Kapitel 4 vorgestellten Problemen Koeffizientenfunktionen auf, fiir die w, ¢
L (Q) oder wy! ¢ LL () gilt, so kann man den formalen Ansatz zur Definition der gewichteten
Sobolev-Riaume aus Kapitel 3 nicht verwendet werden, da a-priori nicht klar ist, ob die Rdume
H*(Q,w) und HF(Q,w) Hilbert-Riume sind.

In diesem Abschnitt wird versucht, die Definition der gewichteten Sobolev-Riume so zu modifizie-
ren, dass diese Probleme auch fiir derartige Koeffizientenfunktionen nicht auftreten.

Sei nun angenommen, dass die Bedingung w=! € L{ (Q) nicht erfiillt ist. Dann kann man eine

loc
Menge
M(w):{:EEQ:/ w1 (y)dy = oo, VUEU(x)}
Qnu

definieren.

LEMMA 6.1.  Sei w € W(Q2), w™! ¢ L{ (), dann gilt
L w e Ll (QO\M(w)).

2. M(w) ist eine nichtleere abgeschlossene Menge.

3. Ist w stetig, dann hat M (w) Maf§ Null.?

Beweis:

1. Sei K C Q\M (w) kompakt.
Fir x € Q\M (w) gilt gem&f Definition, da die offenen Kugeln eine Umgebungsbasis bilden,
dass eine offene Kugel B(z,¢) existiert mit

/ w (y)dy < .
B(z.)

Da UméQ\ M(w) B (z,¢) eine offene Uberdeckung von K ist, gilt wegen der Kompaktheit von
K bereits J_; B(zi,e) 2 K und damit, da w™! fast iiberall positiv ist, dann

[y [ <

i=1

und somit, da K beliebig war, schlieBlich w=! € LL _(Q\M (w)).

loc

2. Wire M (w) leer, so gelte nach Punkt 1 w™! € L] (€2), was ein Widerspruch zu den Voraus-
setzungen an w ist.
Um nun zu zeigen, dass M (w) abgeschlossen ist, wird in weiterer Folge gezeigt, dass mit
jedem Punkt aus Q\M (w) bereits eine offene Umgebung um den Punkt in Q\M (w) liegt.
Sei also z € Q\M (w) und B(z,¢e) wie in Punkt 1. Nun gilt fir z € B(x,¢)

/ W (y)dy < / W (y)dy < oo
B(z,5) B(z,e)

20ygl. [KufOpl] Lemma 3.2
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fiir 0 <e—|xr — 2| > 0 und daher z € Q\M (w).
Somit ist Q\M (w) offen und damit M (w) abgeschlossen.

3. Da w stetig ist, konnen zu M (w) klarerweise nur jene Punkte gehéren, an denen w verschwin-
det. Da w aber fast {iberall positiv ist, hat diese Menge Mafi Null.

g

Man bezeichnet nun weiter
Qo = U M(wa). (30)

laf=1

Satz 3.3 und Bemerkung 3.4 implizieren, dass, sofern Qg leer ist, die Riume H'(Q, w) Hilbert-
Réume sind.

Dies und Lemma 6.1 sowie die Tatsache, dass Q\Q offen ist, legt nun folgende Definition nahe.

DEFINITION 6.2. Sei Qp definiert durch (30) und w, € W(2), dann ist der gewichtete
Sobolev-Raum H'(Q, w) definiert als der Raum

Hl (Q\QOa W)7

wobei dieser Raum durch Definition 3.2 gegeben ist.

Man hétte Definition 6.2 auch als allgemeine Definition des gewichteten Sobolev-Raumes einfithren
koénnen, da mit den Voraussetzung von Satz 3.3 klarerweise Qy = () gilt. Allerdings ist obige Defi-
nition etwas unhandlich und fiir viele auftretende Anwendungen unnétig kompliziert.

Analog dazu kann man auch den gewichteten Sobolev-Raum H{ (€, w) fiir w ¢ L] .(2) einfiihren.
Dazu definiert man analog zu oben die Ausnahmemenge

Mo(w) = {x cq: /QmUw(y)dy — o0, WU € U(x)} |

Fiir diese Menge gelten klarerweise die selben Aussagen wie in Lemma 6.1.

Somit kann dhnlich zu oben der Raum H{ (€2, w) definiert werden.

DEFINITION 6.3. Sei Qg gegeben durch

Qo= |J Mo(wa),

o<1

dann ist der gewichtete Sobolev-Raum H} (€2, w) definiert als

Hy(Q,w) ={f: f = glora,, 9 € C(2\Q0)}.
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Gilt fiir alle Gewichtsfunktionen w;' € Ll (Q), dann ist H}(Q,w) = C5°(2\ Qo).

loc

Bemerkung 6.4.

e Mit dieser Modifikation in der Definition der gewichteten Sobolev-R&dume kann die in dieser
Arbeit prisentierte Theorie grofiteils analog iibernommen werden.

e Lemma 6.1 zeigt, dass, falls die Gewichtsfunktionen stetig sind, Qo und Qg als Teil des Randes
von {2 betrachtet werden kénnen.
6.2 Hohere Regularitat

FEine allgemein giiltige Theorie fiir hohere Regularitéit analog zur klassischen Losungstheorie zu fin-
den, kann bei Losungen degenerierter und singulérer elliptischer partieller Differentialgleichungen
klarerweise nicht gefunden werden, da man nicht ohne weiteres feststellen kann, wie die Gewichts-
funktionen zu Multiindices mit Betrag 2 aussehen sollen.

In diesem Abschnitt soll ein aktuelles Resultat zu diesem Thema fiir eine spezielle Problemklasse
zitiert werden.

In weitere Folge werden nur Losungen von Gleichungen Lu = f betrachtet, wobei
Lu := —div(A(z)Vu)

und die Koeffizientenmatrix A(z) = (a;;(x)) symmetrisch ist. Weiters sollen die Funktionen a;;
messbar und reellwertig sein und

w(z) €] < M A(z)€ < v(z) ¢

fiir alle £ € R™ fast tiberall in 2 mit zwei Gewichtsfunktionen w, v gelten.

DEFINITION 6.5.

1. Ein Paar von Gewichten (v,w) erfiillt die ,,Bedingung S),“ mit 1 < p < oo, wenn eine
Konstante C' (die S)-Konstante) existiert, sodass

[ 1) @) o(@)de < Cu(B) < o
B
fiir alle Kugeln B gilt, wobei pu(z) = w™/P~Y(z) sowie u(B) = [ p(z)dz und

M(f)(x) = sup‘; /B )] dy

B>z
die Hardy-Littlewood-Maximalfunktion und |B| das Volumen der Kugel bezeichnet.

2. Ein Paar von Gewichten (v, w) heifit gleichméafiig S, in jeder Komponente, wenn
(v,w) € Sp(R™) und (vs, w;) € Sp(R), wobei v;(t) == v(z1,...,2i—1,t, Tit1,...,Tn)
und die S,-Konstanten von (v;,w;) unabhéngig von xi,...,%—1,Zit1,...,%, be-
schrankt sind.
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Die obig definierten Gewichte stehen in engem Zusammenhang zu den A,-Gewichten aus Beispiel
3.8. Erfiillt das Paar von Gewichten (v, w) die Bedingung S, mit p > 1, so gilt auch

<|;/ vdw) (’;/ fwl/pldx> < 00
B B

und, falls w < v, auch w € 4, und v € A4,.

SATZ 6.6. Sei u € H'(2,v) eine schwache Losung der Gleichung Lu = f und sei weiters
angenommen, dass

1. f/ve L?(Q,v).
2. Die beiden Gewichte (v, w) sind gleichméBig Sy in jeder Komponente.

3. |Ahaii(z)| = w‘ < Cyo(z), z € O C QLii, 0 < |h| < dist(Y,00) mit

einer Konstanten Cq, die nicht von h und ' abhingt.

Dann gilt fiir alle Teilgebiete ' C Q, dass u € H*(Q,v,v,w) (also D*u € L*(Q,w)) und

ull g2 (0 w,00) < CUlll gy + 1 /01 L200,0))

wobei die Konstante C' von C1,n, dist(€2',0Q) und der Sp-Konstanten von (v, w) abhéngt.

Beweis: Siehe [Cav] Theorem 3.9. O
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