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4 1 EINLEITUNG

1 Einleitung

1.1 Was ist eine partielle Differentialgleichung?

Eine partielle Differentialgleichung ist eine Gleichung fiir eine unbekannte Funktion
in mehreren Variablen und ihren partiellen Ableitungen. Im Gegensatz zu einer ge-
wohnlichen Differentialgleichung treten also partielle Ableitungen auf. Schreiben wir die
partiellen Ableitungen einer Funktion u : {2 C R" — R abkiirzend als

u 2%u

] Uy.,x; = ——
! 8xi' " axiax]‘

so hat eine partielle Differentialgleichung die Struktur

Uy etc.,

F(xl,...,x;/l,u,uxll...,uxn,uxlxll...,uxnxn,...)=0.

Mit Hilfe von Multiindizes kann diese Gleichung kompakter geschrieben werden.
Dazu definieren wir einen Multiindex a = (a1, ...,a,) € Nj (Np représentiert die na-
tirlichen Zahlen einschliefllich null) und den Grad von a: |a| = a1 + - -+ + a;,. Ferner

sei al
0'“'u
Du=——— Dfu={D%:|a| =k}
oxy - dxy” { laf =k
Die Groe Du = (uy,, ..., uxn)T ist der Gradient von u, D*u ist die Hesse-Matrix von u.
Wir kénnen nun die obige Gleichung schreiben als

F(x,u(x), Du(x),...,Dfu(x)) =0, xeQ. (1.1)

Enthilt die Gleichung partielle Ableitungen bis zur Ordnung k, so nennen wir sie eine
partielle Differentialgleichung der Ordnung k. Wir nennen eine Funktion u : O — R
eine Ldsung von (1.1), wenn u k-mal differenzierbar ist und (1.1) fiir alle x € () 16st.

Definition 1.1. (i) Die partielle Differentialgleichung (1.1) heifSt linear, wenn sie die folgende
Form besitzt:

D cal®)Du(x) = f(x),

la|<k

wobei c, und f gegebene Funktionen sind. Falls f = 0, so heifit die Differentialgleichung
homogen, anderenfalls inhomogen.
(ii) Die Differentialgleichung (1.1) heifst semilinear, wenn sie die Gestalt

Z ca(x)D%u(x) + G(x, u(x), Du(x), ..., D*u(x)) = 0
la|=k

besitzt. Mit anderen Worten: Die Gleichung ist linear beziiglich den Termen mit den héchsten
partiellen Ableitungen, aber u.U. nichtlinear in allen anderen Termen.
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(iii) Die Differentialgleichung (1.1) heifSt quasilinear, wenn sie die Form

Z calx, u(x), Du(x), ..., DX \u(x)D%(x) + G(x, u(x), Du(x), ..., D*"u(x)) = 0
|a|=k

besitzt.
(iv) Die Differentialgleichung (1.1) heif$t voll nichtlinear, wenn sie nichtlinear von den
héchsten partiellen Ableitungen abhingt.

In diesem Manuskript betrachten wir im Wesentlichen nur lineare partielle Differen-
tialgleichungen. Typische Beispiele linearer partieller Differentialgleichungen sind

» die Poisson-Gleichung:

n 2
S

i=1 i

» die Warmeleitungsgleichung:
ur — Au = f(x);

» die Wellengleichung;:
Uty — Au = f(x)

Welche Fragen sind bei der Untersuchung von partiellen Differentialgleichungen von
Bedeutung?

» Existenz und Eindeutigkeit einer Losung: Partielle Differentialgleichungen sind
im Allgemeinen Modelle von Vorgédngen aus den Natur- oder Sozialwissenschaf-
ten. In diesem Fall weist die Nichtexistenz einer Losung hdufig auf ein Problem
der Modellierung hin. Wir kénnen die Eindeutigkeit von Losungen nur erwarten,
wenn noch zusitzliche Nebenbedingungen an die Losung gegeben sind, namlich
Anfangs- und Randbedingungen oder Bedingungen fiir das Verhalten der Losung
im Unendlichen (falls das Gebiet unbeschréankt ist). AufSerdem erwarten wir, dass
kleine Anderungen in den Daten nur kleine Anderungen in der Losung verursa-
chen. Wir sagen in diesem Fall, dass die Losung stetig von den Daten abhingt.

» Schwache Losungen und Regularitit: Wir konnen nicht in allen Fillen (ste-
tig) differenzierbare Losungen erwarten. Betrachte etwa die Differentialgleichung
uxy = f(x) flir eine unstetige, aber integrierbare Funktion f. Falls u eine Losung ist,
kann uy, nicht stetig sein. Jedoch besitzt u eine integrierbare zweite Ableitung. In
einigen Féllen wird die Differentialgleichung nicht einmal differenzierbare Losun-
gen besitzen. In diesen Fallen sprechen wir von schwachen Lisungen (wir definieren
sie spdter prazise). Haufig ist man bestrebt, falls moglich, die Regularitét solcher
Losungen zu beweisen.
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» Qualitatives Losungsverhalten: In den wenigsten Fillen stehen explizite Losungs-
formeln fiir partielle Differentialgleichungen bereit. Dennoch ist es von Interesse
zu verstehen, wie sich die Losungen verhalten, etwa im Unendlichen (wenn das
Losungsgebiet unbeschrankt ist) oder fiir grofle Zeiten (wenn die Lésung von
der Zeit abhdngt). Diese Informationen sind auch fiir numerische Verfahren von
Bedeutung, da sie erlauben, numerisch berechnete Losungen zu tiberpriifen.

1.2 Einige Definitionen und Resultate aus der Analysis

Bevor wir Beispiele partieller Differentialgleichungen genauer untersuchen und eine
Theorie partieller Differentialgleichungen entwickeln kdnnen, wiederholen wir einige
Definitionen und wichtige Ergebnisse aus der Analysis, die im Folgenden verwendet
werden.

e Funktionen und Funktionenrdume. Seien QO C R" eine offene Menge, u : QO — R
eine zweimal stetig differenzierbare Funktion (d.h. u € C3(Q)) und v = (vy,...,v,)" :
Q — R" eine vektorwertige stetig differenzierbare Funktion (d.h. v € C}(Q;R")). Wir
bezeichnen

n
d%u
Laplace-Operator: Au = —_—,
n
ey
Divergenz: divo = 2 a—zz

Der Raum C*(Q) fiir beschrénkte Mengen () ist der Raum aller k-mal stetig differenzier-
baren Funktionen auf Q. Die Norm auf C¥(Q) ist definiert durch

Ifllce = ) sup ID*f(x)].

lal<k ¥€O

Damit ist C¥(Q) ein Banachraum. Ferner definieren wir
C¥(Q) = ﬂ ckQ).
k=0

Dieser Raum ist kein Banachraum, aber er ist lokal konvex. Der Trager (engl.: support)
einer Funktion f ist definiert durch

supp(f) ={x € Q: f(x) # 0},

und wir setzen

Cé‘(Q) ={f e el(O)F supp(f) kompaktin Q}, k € NyU {co}.
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Wir benétigen auch Rdume von Lebesgue-integrierbaren Funktionen. Eine einfache
Definition ist
LP(Q) = {f : Q — Rmessbar : [|f||;rq) < oo},

wobei 1l < p < oo, und
p

e = ( [ eoras)”

die Norm von LP(Q) ist. Diese Definition ist nicht ganz korrekt, da sie aufSer acht lasst,
dass Funktionen, die bis auf eine Nullmenge iibereinstimmen, miteinander identifiziert
werden. Eine prézisere, aber abstraktere Definition ist wie folgt: Der Raum LF(Q)) ist
definiert durch die Vervollstaindigung des Raums C°(Q2) beziiglich der Norm || - ||z¢(q)-
Fiir p = oo definieren wir

lfllLe) = esssup,cq |f(x)] =inf{K > 0: |f(x)| < K fiir fast alle x € Q}

und fiihren entsprechend den Raum L*(Q) aller (Aquivalenzklassen von) messbaren
Funktionen f mit ||f||i~q) < oo ein. Der Raum LP(Q) ist fiir alle 1 < p < oo ein
Banachraum. Falls p = 2, so ist L>(QQ) mit dem Skalarprodukt

(f, g = /Q F)g(0)dx

ein Hilbertraum.

e Safz von GauB. Bevor wir den Satz von Gauf$ im R” formulieren konnen, benétigen
wir den Begriff “glatter” Rander. Seien () C R" eine offene und beschrdankte Menge und
k € Ny. Wir bezeichnen mit B,(x) fiir x € R” und r > 0 die (n-dimensionale) Kugel um
x mit Radius 7, B,(x) = {y e R" : |y — x| < r}.

Definition 1.2. Wir sagen, dass Q) € ck wenn fiir alle x* € dQ ein r > 0 und eine k-mal
stetig differenzierbare Funktion g existieren, so dass — bis auf eventuelle Umbenennung der
Variablen — gilt:

QNB(x")={x=(x1,...,xn) € B,(x") 1 xp < g(x1,...,Xn-1)}.

Mit anderen Worten: Der Rand 9Q ist von der Klasse C¥, wenn er lokal durch eine
Ck-Funktion dargestellt werden kann (siehe Abbildung 1.1):

QN B(x") ={x € By(x") : xp = g(x1, ..., Xn-1)}.

Beispielsweise besitzt eine Kugel im R? einen C*-Rand, wihrend ein Dreieck im R? nur
einen C°-Rand hat. Die Gebiete in Abbildung 1.2 links und Mitte haben keinen C!-Rand.

Sei Q eine offene Menge mit dQ € C! und x* € dQ. Dann kann dQ lokal um x* durch
eine Funktion g(x1,...,x,-1) beschrieben werden, deren erste partielle Ableitungen
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X B (x*)
Q NB (x9)

Abbildung 1.1: Illustration fiir die Definiti-
on eines glatten Randes im R2.

°
\

8(xpenx )
0

Abbildung 1.2: Links: Das L-formige Gebiet hat einen CY-Rand, aber keinem C!-Rand. Der Rand
der geschlitzten Kreisscheibe erfiillt die Definition 1.2 nicht. Rechts: Auferer Normalenvektor
v(x*) an x* € dQ, der senkrecht auf der blau markierten Tangentialebene an x* steht.

stetig sind. Folglich existiert die Tangentialebene des Graphen von ¢ an x*, und es ist
moglich, einen Vektor v(x*) zu konstruieren, der senkrecht auf dieser Tangentialebene
steht, die Lange eins hat und in Richtung der Menge {x, > g(x1,..., x,—1} weist. Wir
nennen den Vektor v(x*) den duferen Normaleneinheitsvektor an x* € dQ2; siehe Abbildung
1.2 rechts.

Definition 1.3. Seien dQ € C' mit (iuflerem) Normaleneinheitsvektor v und f € CY(Q).
Dann nennen wir
of

8_v(x) =Vf(x)-v(x), xe€dQ,

die (dufSere) Normalenableitung von f an x. Sie ist stetig auf dQ).

Beispiel 1.4. Sei Q = B1(0) ¢ R3. Dann ist v = (x,y,z) = (sin 0 cos ¢, sin Osin ¢,
cos0) mit 6 € [0,7) und ¢ € [0,2n) der duBlere Normaleneinheitsvektor (siehe
Abbildung 1.3). Die Normalenableitung der Funktion f(x,y, z) = x* + y? + z? lautet

8f 2x X
0y, 2) =2y ||y =2 +y* +2) =2,
2z z
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Abbildung 1.3: AuBerer Normalenvektor
an der Kugeloberfliche und Kugelkoor-
dinaten.

dennv = (x,y,z) € dB1(0). O

Der Integralsatz von Gaufs verallgemeinert die partielle Integration auf mehrere
Dimensionen.

Theorem 1.5 (GauB). Sei Q c R" eine offene und beschrinkte Menge mit dQ € C! und
duflerem Normaleneinheitsvektor v, definiert auf dQ. Ferner sei F € C(Q; R"™) N C%(Q; R™)
eine vektorwertige Funktion, so dass divF integrierbar auf () ist. Dann gilt:

/didex:/ F -vds.
Q 2Q

Hierbei bezeichnet das Integral auf der rechten Seite das Oberflachenintegral auf JQ.
Man nennt F auch ein Vektorfeld. Der Satz von Gaufs bleibt giiltig, wenn JQ die disjunkte
Vereinigung von endlich vielen C!-Flachenstiicken ist.

Es gelten die Voraussetzungen des Satzes von Gauf3, und es sei u € C1(Q). Dann
ergibt die Produktregel div(uF) = Vu - F + u divF und damit

/udidex:—/Vu-Fdx+/ u(F -v)ds.
Q Q oQ

Dies ist das mehrdimensionale Analogon der partiellen Integration.
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Beispiel 1.6. Seien Q = Br(0), R > 0, und F(x,y,z) = (x,y,z)" mit (x,y,z)" € R3.
Dann ist div F(x, y, z) = 3. Wir berechnen das Volumenintegral von div F tiber Br(0),
indem wir Kugelkoordinaten verwenden. Die Transformationsabbildung S(r, 0, ¢) =
(x,y,z) ist gegeben durch

x sin 0 cos ¢
y|=rw, wobeiw =|sin0sing
z cos 0

sowie 0 <r < R,0< 0 <mund 0 < ¢ < 2n. Das Volumenelement dxdydz lautet in
Kugelkoordinaten | det DS|drdOd¢ = r?sin 0drd0d¢. Damit erhalten wir

271 hd R R hd
/ div Fdxdydz = / / / 3r?sin 0drd0d¢ = 27 / 3r2dr / sin 0d0 = 4mR>.
Q 0 0 0 0 0

Die Normalkomponente von F berechnet sich auf Q) zu

Rsin@cos ¢\ (sin0Ocos @
F-v=[RsinOsing |-|sinOsin¢ | = Rsin® O(sin® ¢ + cos® ¢) + R cos® O = R.
Rcos 0 cos 0

Daher lautet das Oberfldchenintegral von F - v:

271 T
/ P-vds=/ / R-R*sin 0d0d¢ = 2r-2- R® = 4nR3,
aQ 0 0

in Ubereinstimmung mit dem Satz von Gau®. O

e Infegration. Wir wiederholen einige Sitze aus der Integrationstheorie.

Theorem 1.7 (Ungleichungen). Seien f, ¢ € L*(Q). Dann gilt die Cauchy-Schwarz-
Ungleichung

(f, )z = /Q fodx < \/ L dex\/ fQ ¢2dx = f Lzl

Sind1 < p,q < ocomitl/p+1/qg =1und f € LP(Q), g € LI(Q) gegeben, so gilt die
Holder-Ungleichung

/Qfgdx < Ifllzr@llgllze@)-
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Lemma 1.8. Sei f : QO c R" — R eine integrierbare Funktion. Gilt
/f(x)dx =0 fiir alle offenen Mengen w C Q,
w

so folgt f(x) = O fiir fast alle x € ().

Lemma 1.9. Sei Q) ¢ R" eine offene Menge, f : QO — R lokal integrierbar (d.h. auf jeder
kompakten Menge integrierbar), und es gelte

/fqbdx =0 firalle p € C(Q),
0

so folgt f(x) = O fiir fast alle x € ().

1.3 Warmeleitung

Es sei ein inhomogenes Medium im beschriankten Gebiet Q c R? gegeben. Wir wollen
eine Gleichung fiir die zeitliche Entwicklung der Temperatur T(x, t) des Mediums am
Ort x € Q zur Zeit t > 0 bestimmen. Wir nehmen an, dass T eine zweimal stetig
differenzierbare Funktion ist. Sei U ¢ Q mit U € C!. Nach dem Erhaltungssatz der
Wiarmeenergie (der letztlich die Erhaltung der Energie ausdriickt) gilt (siehe Abbildung
1.4):

Warmezuwachs in U = in U erzeugte Warme — Warmefluss durch JU. (1.2)

abstromende
Wirme

U WY
PR

Wirmequelle

Abbildung 1.4: Links: Illustration der in U erzeugten Warme und des Warmeflusses durch JU.
Rechts: Warmeleitung in einem Lagerfeuer (Quelle: Luke Porter on Unsplash).

Die Warmeenergie in U zum Zeitpunkt ¢ ist gegeben durch das rdumliche Integral
tiber die Temperatur, multipliziert mit einer materialabhidngigen Konstante, der spezifi-

schen Warme C:
/ CT(x,t)dx.
u
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Die spezifische Warme C, die i.A. eine Funktion von x ist, gibt die Warmeenergie an, die
notwendig ist, um ein Einheitsvolumen um eine Temperatureinheit zu erwdrmen. Der
Warmezuwachs ist dann gegeben durch die Ableitung nach der Zeit:

Warmezuwachs in U = i/ CT(x,t)dx = / CTidx.

Die in U erzeugte Wéarme sei durch eine Warmequelle mit Dichtefunktion f(x, t) gege-
ben, d.h.

in U erzeugte Warme = / f(x, t)dx.
u
Schliefilich ist die Warme, die durch dU flieft, proportional zur Normalkomponente des

negativen Temperaturgradienten und zur Oberfldche JU. Die Proportionalitdtskonstante
ist die thermische Leitfihigkeit «, die i.a. vom Ort x abhdngt. Damit ist

Warmefluss durch U = —/ xVT - vds.
ou

Man nennt tibrigens —«xVT - v den Wirmefluss. Auf dieses Integral konnen wir den
Integralsatz von Gaufs anwenden und erhalten:

Wiarmefluss durch oU = — / div(«VT)dx.
u

Der Erhaltungssatz (1.2) ergibt dann

/CTtdx:/fdx+/diV(1<VT)dx
u u u

/ (CT, — div(xVT) — f)dx = 0.
u

Diese Gleichung gilt fiir alle U. Nach Lemma 1.8 folgt

oder

CTy =div(kVT)+ f, xe€Q, t>0. (1.3)
Wenn das Medium homogen ist, d.h., C und « sind konstant in €, so erhalten wir
T,=DAT+g, x€Q, t>0, (1.4)

wobei D = x/C und ¢ = f/C. Wir nennen D die thermische Diffusivitdt und (1.3)
oder (1.4) die Wiirmeleitungsgleichung. Sie ist eine lineare partielle Differentialgleichung
zweiter Ordnung in vier Variablen (drei Ortsvariablen und Zeit).

Abbildung 1.5 illustriert die Losung T(x, t) zu verschiedenen Zeiten, wobei f = 0.
Die Temperatur diffundiert durch das Gebiet und nimmt im Ursprung rasch ab.
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Abbildung 1.5: Losungen der Warmeleitungsgleichung zu den Zeitpunkten t = 0 (links), t = 0.5
(Mitte) und t = 2 (rechts).

Wir erwarten, dass sich fiir grofie Zeiten t — oo eine stationdre, d.h. zeitunabhéngige
Temperaturverteilung einstellt. Dann sollte fiir f — oo die Temperatur iiber die stationére
Wirmeleitungsgleichung

—div(kVT) = f, xeQ,

berechnet werden. Im Spezialfall eines homogenen Mediums erhalten wir
AT =f/x, xeQ.
Wir definieren:

Definition 1.10. Die Gleichung Au = f wird Poisson-Gleichung genannt. Falls f = 0, heifSt
sie Laplace-Gleichung. Eine zweimal stetig differenzierbare Losung der Laplace-Gleichung
wird harmonisch genannt.

Die Warmeleitungsgleichung allein gentigt nicht, um die Temperaturverteilung voll-
staindig zu bestimmen bzw. um eine eindeutige Losung zu finden. Wir miissen die
Temperatur zur Zeit t = 0 angeben und die Interaktion des Mediums mit der Umgebung
beschreiben. Letzteres bedeutet, dass wir angeben miissen, wie sich die Temperatur am
Rand des Mediums verhdlt. Zur Zeit t = 0 stellen wir die Anfangsbedingung

T(x,0)=To(x), xe€Q.
Die Interaktion wird durch Randbedingungen festgelegt. Ublicherweise werden drei Ty-
pen von Randbedingungen unterschieden:

» Dirichlet-Bedingung: T = Tp auf d€);

» Neumann-Bedingung: —xVT - v = hy auf 9Q);

» Robin-Bedingung: —xVT -v = aT + hy auf dQ.

Bei einer Dirichlet-Randbedingung wird die Temperatur auf dem Rand vorgeschrie-
ben. In Abbildung 1.5 beispielsweise ist eine Dirichlet-Bedingung mit Tp = 0 gewahlt
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worden. Die Neumann-Randbedingung legt den Warmefluss, der dQ) verlasst, fest. Falls
der Warmefluss verschwinden soll, —xVT - v = 0, so sprechen wir von einer homogenen
Randbedingung. Sie bedeutet, dass kein Warmeaustausch mit der Umgebung stattfin-
det, der Rand also isolierend wirkt. Die Robin-Bedingung ist leichter zu interpretieren,
wenn wir h; = —aT; fiir eine Zahl T; € R setzen. Dann folgt

—kVT -v=a(T -T1) aufdQ.

Dies bedeutet, dass der Warmefluss durch JQ proportional zur Temperaturdifferenz
T — Ty ist. Im Falle & = 0 erhalten wir einen isolierenden Rand (homogene Neumann-
Randbedingung), im Grenzfall @« — oo die Dirichlet-Randbedingung T = Tj, d.h., die
Temperatur auf dem Rand ist gleich einer vorgegebenen Temperatur (hdufig die Umge-
bungstemperatur).

1.4 Wellen

Ziel dieses Abschnitts ist die Herleitung einer partiellen Differentialgleichung, die die
zeitliche und rdumliche Entwicklung der Auslenkung einer schwingenden Saite be-
schreibt. Um die Herleitung zu vereinfachen, machen wir folgende Voraussetzungen:

» Die Schwingungen verlaufen in der Ebene und sind transversal (d.h. senkrecht zur
eingespannten Saite).

» Die Saite ist homogen, d.h., die Massendichte p ist konstant.

» Die Auslenkungen der Saite sind klein.

Mit diesen Annahmen kénnen wir ein (x, y)-Koordinatensystem einfiihren, so dass
die Saite an den Punkten x = 0 und x = L auf der x-Achse eingespannt ist. Die Teil-
chen der Saite bewegen sich nur in y-Richtung; sei u(x,t) die Auslenkung der Saite
in y-Richtung im Punkt x zur Zeit t. Wir nehmen an, dass u zweimal stetig differen-
zierbar ist. Die Saite setzt einer Dehnung Widerstand entgegen. Die Grofie dieser Kraft
heifit die Spannung der Saite; wir bezeichnen sie mit T(x, t). Die Komponenten der
Spannungskrifte, die auf einen Abschnitt [a, b] der Saite wirken, lauten T'(b, t) sin 6(b, t)
bzw. —T(a,t)sin O(a,t), wobei O(x,t) der Winkel zwischen der Saite und der x-Achse
im Punkt x ist (siehe Abbildung 1.6). Der Betrag der Spannungskraft ist minimal, wenn
0 = 0, und maximal, wenn 6 = /2 = 90°. Die Summe der Kréfte an den Endpunkten
x = aund x = b lautet

b
Spannungskraft = T(b,t)sin0(b,t) — T(a,t)sinO(a,t) = / %(T sinB)dx.  (1.5)
a

Nach dem Newtonschen Bewegungsgesetz ist diese Kraft gleich dem Produkt aus der
Masse p - (b — a) des Saitenabschnitts und der Beschleunigung,
1 b 9%

Masse X Beschleunigung = p(b — a) - T ﬁdx. (1.6)
- a
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u(x,t)

Abbildung 1.6: An den Punkten x = 0 und a b\ 6 L
x = L eingespannte Saite mit Auslenkung
u(x,t).

(Fiir die Beschleunigung im Saitenabschnitt haben wir den Mittelwert fa ’ uprdx /(b —
a) verwendet; dies kann genauer begriindet werden, indem man die Bewegung des
Schwerpunkts des Saitenabschnitts (a2 + b)/2 untersucht.) Setzen wir (1.5) und (1.6)
gleich, erhalten wir

b
/ (pugt — (T'sin O)y)dx = 0.

Da a und b beliebig gewihlt werden konnen, folgt aus Lemma 1.8 die Differentialglei-
chung.
PUs = (T sin Q)x, X € (0, L), t > 0.

Wir kénnen den Winkel 6 durch die Auslenkung u ausdriicken, indem wir beobach-
ten, dass tan 0 = du /dx = u, (siehe Abbildung 1.7 links) und daher

Uy tan 6 sin 6 sin 6

= = = =sin 0.
Vi+u2 V1+tan?6 cosG\/lJr% Vcos? 0 + sin? 0
COS

T (X, t)

a b

=Y

()dx
u(x d .
g : x - ct X x+ct>

Abbildung 1.7: Links: Geometrie der Saite und Auslenkung u(x) im Punkt x. Rechts: Charakteri-
stiken x — ct und x + ct der Wellengleichung.

Damit folgt die nichtlineare Differentialgleichung

( Tuy )
pUutt = .

\/1+u§




16 1 EINLEITUNG

Mit der dritten Annahme kleiner Auslenkungen kénnen wir sie weiter vereinfachen. In
der stationdren Lage u = 0 ist die Spannung der Saite tiberall gleich, also T = Ty. Im Falle
kleiner Auslenkungen |u| < 1 und |uy| < 1 ersetzen wir nun T durch Ty und 1 + u>
durch 1. Dann folgt

U = Uy, x€(0,L), t>0. (1.7)

mit c? = Ty/p. Sie heifit eindimensionale Wellengleichung und ist giiltig fiir kleine, ebe-
ne, transversale Schwingungen einer homogenen Saite. Es handelt sich um eine lineare
partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung in den Variablen x und t. Um die Be-
wegung der Saite eindeutig zu bestimmen, sind Anfangs- und Randbedingungen nétig.
Da die Saite an den Punkten x = 0 und x = L eingespannt ist, gilt

u(0,t)=u(L,t)=0, t>0.

Aufierdem sollten die Auslenkung und Geschwindigkeit der Saite zur Zeit t = 0 bekannt
sein:

u(xl O) = MO(X), ut(xr 0) = ul(x)/ X € (0/ L) (18)

Warum heifit (1.7) Wellengleichung? Dies ist einfach einzusehen, wenn ug bzw. u;

zweimal bzw. einmal stetig differenzierbare Funktionen in R sind. Dann ist

1 x+ct
u(x,t) = E(ug(x —ct) + up(x + ct)) + Z/ u1(z)dz, x€R, teR,
x—ct

eine klassische Losung von (1.7)-(1.8) fiir alle x € R, denn

1 1

Uyy = E(u(’)’(x —ct) +uf(x +ct)) + Z(ui(x +ct) —uj(x —ct)),
c? c

U = E(ué’(x —ct) +uf(x +ct)) + E(u{(x +ct) —uj(x — ct))

und daher 1 — c?uyy, = 0.

T
\!

Abbildung 1.8: Losung der Wellenglei-
chung mit up(x) = max(0,1 — x?) und
u1 = 0 zu verschiedenen Zeitpunkten. X
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Die Losung am Punkt (x, t) hangt nur von den Anfangsdaten im Intervall [x —ct, x +
ct] ab. Die Eckpunkte des Intervalls bilden Geraden im (x, t)-Raum, die Charakteristiken
genannt werden (siehe Abbildung 1.7 rechts). Ist beispielsweise u; = 0, so beschreibt
der Losungsanteil ug(x — ct) das Fortschreiten der durch uy definierten Kurve mit der
Geschwindigkeit c, uo(x + ct) das Fortschreiten mit der entgegengesetzten Geschwin-
digkeit —c. Die Konstante ¢ hat also die Bedeutung der Fortpflanzungsgeschwindigkeit
der Welle. Dieses Verhalten ist in Abbildung 1.8 illustriert: Die Anfangswelle, die um
x = 0 zentriert ist, breitet sich nach beiden Seiten mit halber Hohe aus.

Die Schwingungsgleichung kann auch in mehreren Dimensionen formuliert wer-
den. Betrachte etwa eine Membran in einem Gebiet Q) der (x, y)-Ebene, die in dieser
Ebene fest eingespannt ist und sich nur in z-Richtung bewegen kann. Dann wirken
Spannungskrafte in der x- und y-Richtung, und wir erhalten die Gleichung

Upr = AU = P(Uyx + uyy), (x,y)€Q, t>0.

Wie im eindimensionalen Fall miissen Anfangs- und Randwerte vorgeschrieben werden,
um eindeutige Losbarkeit zu gewédhrleisten. Die Anfangsbedingungen sind durch

u(x,y,0)=uo(x,y), ux,y,0)=ux,y), (x,y)e€q,

gegeben. Da die Membran am Rand JQ fest eingespannt ist, gelten die homogenen
Dirichlet-Randbedingungen

u(x,y,t)=0, (x,y)e€dQ, t>0.

Es sind allerdings auch andere Randbedingungen denkbar: Ist eine eindimensionale
Saite an der Stelle x = L nicht eingespannt, sondern kann frei schwingen, so wirkt an
dieser Stelle keine Spannung, T'sin 0 = 0, so dass wir als Randbedingung u,(L,t) = 0
ansetzen konnen.

In Abbildung 1.9 stellen wir die Losung der zweidimensionalen Wellengleichung
mit ¢ = 0.1, up(x, y) = max(0, 1 — 60(x? + y?)) und u1(x, y) = 0 zu verschiedenen Zeiten
dar. Die Welle breitet sich in allen Richtungen mit verminderter Hohe aus, dhnlich wie
bei Wasserwellen (siehe Abbildung 1.10).

1.5 Transport

Wir betrachten eine Fliissigkeit, die sich mit der Geschwindigkeit v(x,t) € R3 (x €
R3, t > 0) bewegt. In der Fliissigkeit sei eine Substanz geldst, die mit der Fliissigkeit
chemisch reagiert und dadurch erzeugt oder vernichtet werden kann. Die Reaktionsrate
sei von der lokalen Dichte u(x,t) der Substanz abhingig, so dass die pro Volumen-
und Zeiteinheit durch chemische Reaktionen erzeugte bzw. vernichtete Masse durch
r(u) gegeben ist. Wir wollen eine Differentialgleichung fiir die zeitliche und raumliche
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Abbildung 1.9: Losungen der Wellengleichung zu den Zeitpunkten ¢t = 0 (links), t = 0.5 (Mitte)
und t = 2 (rechts).

Abbildung 1.10: Ein Wassertropfen erzeugt
eine kreisformige Welle (Quelle: Terry Vli-
sidis on Unsplash).

Verdnderung der Dichte u herleiten. Sei dazu Q C R? ein Gebiet. Wir nehmen ferner
an, dass die Funktionen u und v stetig differenzierbar sind. Die zeitliche Anderung der
Masse in Q) erfolgt durch Transport der Substanz durch den Rand JQ) des Gebiets und
durch chemische Reaktionen:

Massendnderung in QO = Transport durch dQ + chemische Reaktionen in Q.  (1.9)

Die Masse der Substanz in () ist gegeben durch fQ u(x,t)dx, so dass

Massendnderung in () = 2 / udx = / urdx.

Der Transport der Substanz durch dQ) ist proportional zur Massendichte # und zur Nor-
malkomponente der Geschwindigkeit v - v, wobei v der dufsere Normaleneinheitsvektor
auf dQ sei. Damit ist

Transport durch Q) = — / u(v - v)ds.
2Q

Schliefllich gilt
chemische Reaktionen in Q = / r(u)dx.
Q
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Damit folgt aus (1.9)

[)utdx = —/aQu(v -v)ds + /Qr(u)dx.

Das erste Integral auf der rechten Seite kénnen wir mit dem Satz von Gaufd umformu-
lieren, so dass wir nur Volumenintegrale erhalten:

/(ut + div(uv) — r(u))dx = 0.
Q

Da das Gebiet () beliebig gewdhlt werden kann, folgt mit Lemma 1.8 die Differential-
gleichung
up + div(uo) = r(u), xeR3, t>0. (1.10)

Diese Gleichung heifst Reaktions-Transportgleichung. Sie ist bei gegebener Geschwindig-
keit v eine semilineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung in vier Variablen
(drei Ortsdimensionen und eine Zeitdimension). Falls keine chemischen Reaktionen
stattfinden, d.h. falls r(u) = 0 gilt, verdndert sich die Dichte der Substanz nur infolge
des Transports in der Fliissigkeit, und wir nennen die resultierende Gleichung eine
Transportgleichung. Zur Zeit t = 0 sei die Anfangsdichte bekannt:

u(x,0) = up(x), xeR3. (1.11)

Abbildung 1.11: Losung der eindimensio-
nalen Transportgleichung mit Geschwin-
digkeit v = 1 und Anfangswert uo(x) =
max(0, 1 — x?) zu verschiedenen Zeiten. X

Falls die Geschwindigkeit der Fliissigkeit konstant ist und keine chemischen Re-
aktionen stattfinden, vereinfacht sich die Transportgleichung (1.10). Wegen div(uv) =
Vu - v + udivo = v - Vu erhalten wir ndmlich

ur+v-Vu =0, x€R3,t>O.

Ist die Anfangsbedingung stetig differenzierbar, konnen wir diese Gleichung explizit
16sen:
u(x,t) = up(x — vt), (1.12)
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denn us(x,t) = —v - Vup(x — vt) und v - Vu(x,t) = v - Vug(x — vt). In Abbildung 1.11
sind diese Losungen fiir den eindimensionalen Fall und in Abbildung 1.12 fiir den
zweidimensionalen Fall dargestellt. Die Funktion t + x —ovt wird auch eine Charakteristik
genannt. Die Anfangsdichte wird also in Richtung der Geschwindigkeit v transportiert.
Dies erkldart den Namen der Gleichung.

Abbildung 1.12: Lésungen der Transportgleichung mit Geschwindigkeitsvektor v = (1,0)! zu den
Zeitpunkten ¢t = 0 (links), t = 0.4 (Mitte) und t = 0.8 (rechts).

Ist ug nicht stetig differenzierbar, so ist (1.12) keine stetig differenzierbare Losung von
(1.10). Andererseits ist physikalisch plausibel, dass auch eine nicht stetig differenzier-
bare Anfangsdichte gemafs (1.12) transportiert wird. Wir kénnen in diesem Fall (1.12)
als eine verallgemeinerte oder schwache Losung von (1.10) interpretieren. Dies bedeutet,
dass auch eine unstetige Funktion eine Losung einer partiellen Differentialgleichung
sein kann. Dies macht es natiirlich notwendig, den Losungsbegriff genauer zu definie-
ren und zwischen klassischen (stetig differenzierbaren) und schwachen Losungen zu
unterscheiden.
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2 Partielle Differentialgleichungen erster und zweiter
Ordnung

Waihrend wir im vorigen Kapitel sehr spezielle Differentialgleichungen betrachtet haben,
untersuchen wir nun allgemeine partielle Differentialgleichungen erster und zweiter

Ordnung. Dabei betrachten wir zunéchst die Situation im R? und dann allgemeiner im
R".

2.1 Quasilineare Gleichungen erster Ordnung
Die allgemeine partielle Differentialgleichung erster Ordnung im R? lautet
a(x,y, wuy +b(x,y, u)uy, =c(x,y,u), (x,y)€ RZ, (2.1)
Fordern wir zusitzlich, dass die sogenannten Cauchydaten
u=1u aufl (2.2)

erfiillt sind mit einer Kurve I' im R?, dann erhalten wir ein Cauchyproblem. Sei diese
Kurve parametrisiert durch (¥(t), i(t)). Dann ist (¥(t), §(t), ii(t)) eine Kurve im R3, die
wir S nennen. Wir behaupten, dass wir das Problem (2.1)-(2.2) auf die Losung eines
Anfangswertproblems fiir gewohnliche Differentialgleichungen zurtickfiithren kénnen.

u/

Charakteristiken

X®).y1,0(1)

%

(x(5,0,1(5.0,u(5,1))
¢

Abbildung 2.1: Charakteristiken im R3. Die
Kurve T ist die Projektion von S auf die M
(x, y)-Ebene. I

Dazu geben wir zundchst eine geometrische Interpretation von (2.1). Wir erinnern,
dass die Tangentialebene an die Fliche u = u(x,y) im Punkt (xo, yo, uo) durch die
Gleichung

N

u —up = ux(xo, yo)(x — xo) + uy(xo0, yo)(y — vo)

fur (x,y) € R? beschrieben wird. Dies bedeutet, dass (i1, Uy, ~1)T-(x—x0, Y—Yo, u—ug)’ =
0. Also ist der Normalenvektor auf die Fliche gegeben durch (uiy, 11y, —1)’. Nun kénnen
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a(x,y,u) Uy
b(x,y,u)|-[uy [=0,
c(x,y,u) -1

d.h., der Vektor (a,b, c)" steht senkrecht auf dem Normalenvektor (i, Uy, -1T. Dies
bedeutet, dass (a, b, c)T in der Tangentialebene an die Flache u = u(x, y) liegt.

Wir konnen also (2.1) 16sen, indem wir eine Flache von Raumkurven konstruieren,
die Losungen der gewohnlichen Differentialgleichungen

wir (2.1) auch formulieren als

ox dy odu
a a(x y/u) g - b(x, Y, u)/ % - C(X, Y, M) (23)

sind. Wir erhalten Losungen der Form (x(s), y(s), u(s)) (die Funktion u(s) ist nicht zu
verwechseln mit der Losung u(x, y) von (2.1)). Dann 16st u(x(s), y(s)) die Differential-
gleichung (2.1):

8u c9x 8u8
c(x,y,u) = —(x(s) Vo) =505 S, L e,y w0+ b, y, Wy,

Wir nennen (x(s), y(s), u(s)) die Charakteristiken der Gleichung (2.1) (sieche Abbildung
2.1).

Die Cauchydaten (2.2) sind erfiillt, wenn wir die Raumkurven (x(s), y(s), u(s)) von
der Kurve S ausgehen lassen. Dazu benétigen wir einen zweiten Parameter ¢t € R:

x(0,t) =x(t), y(0,t)=74(t), u(0,t)=1lt). (2.4)

Fiir jedes feste t bildet (2.3)-(2.4) ein Anfangswertproblem fiir ein System von gewdhn-
lichen Differentialgleichungen mit der Losung u(s, t). Die Losung ist also eine Funktion
von s und ¢. Um eine Funktion von x und y zu erhalten, miissen wir von (s, t) nach (x, y)
transformieren.

Beispiel 2.1. Wir wollen das Cauchyproblem
Uy +uy = u?, u(x,0)= f(x), (x,y)eR?

16sen. Die Kurve I ist also gegeben durch {(X(t), #(t)) = (t,0) : t € R} (Abbildung
2.2). Das dazugehorige Anfangswertproblem lautet

ox dy du
P

x(O0,0) = 2(t)=t, y(O,5)=§(t)=0, u0,1)=1i(t)=f(t).
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I
>
X
Abbildung 2.2: Kurve I' fiir Beispiel 2.1.
Die Losung kann explizit angegeben werden:
t
x(s,t)=s+t, y(s,t)=s, u(s,t)= %
Schliefslich eliminieren wir s und t, indem wir s = y und t = x — s = x — y setzen:
flx-y)
u(x,y) = ———————.
PTGy
Dies ist die gewiinschte Losung. |

Die Elimination von s und ¢ ist nicht immer sichergestellt. Nach dem Satz iiber die
Umkehrabbildung kénnen wir eine differenzierbare Funktion in einer Umgebung eines
Punktes invertieren, wenn die Funktionaldeterminante an dieser Stelle nicht verschwin-
det. Die Abbildung (s, t) — (x, y) ist also invertierbar an s = 0, wenn

aAx,y) xs(0,8) x¢(0, 1)\ _ _ . -
0 # det G0 det (ys(O,t) yt(O,t)) = aii(t) — bx(t).

Damit ist diese Abbildung auch invertierbar in einer Umgebung von T

Beispiel 2.2. Wir wollen zuerst 1, = 1 mit den Cauchydaten u(0,y) = f(y) 16sen.
Dann ist I gegeben durch {(0, t) : t € R} (Abbildung 2.3). Das Cauchyproblem

xS = 1/ x(ol t) = O/ ys = 0/ ]/(0; t) = t/ us = 1/ u(ol t) = f(t)l

besitzt die Losung x(s, t) = s, y(s,t) = t, u(s, t) = s + f(t). Wegen

dx,y) _ 1 0\ _
detm—det(o 1)—1

konnen wir nach (x, y) auflosen und erhalten die explizite Losung u(x, v) = x + f(y).
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YA
r

Abbildung 2.3: Kurve I' fiir Beispiel 2.2.

Die Situation dndert sich, wenn wir die Cauchydaten u(x,0) = g(x) verwenden.
Dann ist die Kurve I' durch {(¢,0) : t € R} definiert und das Anfangswertproblem

xs=1,x(0,t)=t, ys=0,y(0,t)=0, us=1, u(0,t)=g(t)

hatdie Losung x(s, t) = s+t, y(s,t) = 0,u(s, t) = s+g(t). Die Funktionaldeterminante
ist tiberall gleich null, denn
det (1 1) =0,

00

d.h., wir kénnen nicht nach (x, y) auflosen.

Was bedeutet dies geometrisch? Die Gleichungen der Charakteristiken sind x5 = 1
und ys = 0, also (x(s), y(s)) = (s, c) mit ¢ € R. Diese Kurven stellen Parallelen zur
x-Achse dar, also y = c. Die Anfangskurve I ist gerade die x-Achse, sie ist also eine
spezielle Charakteristik. m|

Das letzte Beispiel hat gezeigt, dass die Anfangskurve I' quer zu den Charakteristi-
ken verlaufen muss, da ansonsten das Problem nicht eindeutig 16sbar ist. Wir fassen
zZusammen:

Theorem 2.3. Scien S eine stetig differenzierbare Kurve im R3 und T die Projektion von
S auf die (x,y)-Ebene. Die Funktionen a, b und c seien in einer Umgebung von S stetig
differenzierbar. Ferner gelte aijy — bx; # 0 auf I'. Dann existiert in einer Umgebung von S eine
eindeutige stetig differenzierbare Lisung von (2.1)-(2.2).

Beweis. Wir haben bereits die Existenz einer lokalen Losung gezeigt. Die Eindeutigkeit
folgt aus der Eindeutigkeit von Losungen von Anfangswertproblemen gewohnlicher
Differentialgleichungen. O

Bemerkung. Wir haben in Abschnitt 1.4 die Losungen f(x + ct) der eindimensionalen Wel-
lengleichung u;; = 21y, mit u(-,0) = f und u;(-,0) = +cf” auch Charakteristiken genannt.
Um zu sehen, dass dieser Begriff mit dem in diesem Abschnitt verwendeten tibereinstimmt,
benotigen wir die allgemeine Definition einer Charakteristik.

Sei L ein Differentialoperator k-ter Ordnung (also mit Ableitungen hochstens k-ter Ordnung)
und I eine Hyperflache im R". Die Werte einer Funktion samt ihren Normalableitungen bis
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zur Ordnung k—1 aufI'nennen wir Cauchydaten. Wenn der Wert von Lu an einem Punkt x € T’
aus den Cauchydaten berechnet werden kann, nennen wir die Mannigfaltigkeit S, definiert
durch S := (I', Cauchydaten) C R™k | charakteristisch von L in x. Wenn S charakteristisch in
jedem Punkt ist, heifst S eine Charakteristik.

Betrachte als erstes Beispiel den Operator der Wellengleichung Lu = uy; — c?uyy in R. Gemaf
Abschnitt 1.4 sind f(x + ct) fiir beliebige Funktionen f spezielle Losungen dieser Gleichung.
Ist eine Kurve I' durch die Gleichung x + ct = const. gegeben, so ist die Losung der Wellen-
gleichung vollstindig durch die Werte auf I', gegeben durch x + ct = const., bestimmt. Dies
bedeutet, dass I' eine Charakteristik von L ist.

Wahlen wir wie in Beispiel 2.2 Lu = u, und I gleich der x-Achse, schreiben wir also u(x, 0) =
g(x) vor, so ist Lu(x,0) = uy(x,0) = g’(x) aus den Cauchydaten berechenbar. Folglich ist
S ={(x,0,g(x)) : x € R} eine Charakteristik. Ist I gleich der y-Achse, so konnen wir Lu(0, y) =
ux(0, y) nicht aus den Cauchydaten u(0, y) = f(y) bestimmen und die entsprechende Kurve
S ist nirgends charakteristisch. m|

Wir kénnen die oben erlduterte Charakteristikenmethode auf partielle Differential-
gleichungen erster Ordnung in n Variablen erweitern:
n
Z ai(x, u)uy, =c(x) inR", u=u aufl, (2.5)
i=1
wobei x = (x1,...,x,) € R". Sei I parametrisiert durch X(t5, ..., t,). Dann ist die zuge-
horige (n — 1)-dimensionale Flache S im R"**¥ nirgends charakteristisch, wenn

a1 0Jxi/dty --- JXi/dty
det| : : : # 0.
an 8fn/at2 e afn/atn
Wir l6sen die Anfangswertprobleme

IXi i (0, by b)) = Tty b)), i=1,...m,
ds
a—MZC, u(0,ty,..., ty) =1ii(ty, ..., ty).
ds

Da S nirgends charakteristisch ist, ist die Variablentransformation (x1, ..., x,) = (s, f2,
..., t,) definiert, und wir erhalten lokale Losungen u(x1, ..., x,) von (2.5). Satz 2.3 gilt
also auch fiir den n-dimensionalen Fall.

Beispiel 2.4. Die Burgers-Gleichung
up+uuy =0 inR, t >0, u(x,0)=up(x), x€R,

ist eine vereinfachte Gleichung in der Fluiddynamik mit der Dichte u(x, t). Sie tritt
auch bei Verkehrsfliissen auf, wobei u = 1 — 2p/pmax, und p beschreibt die Fahr-
zeugdichte (siehe Abbildung 2.4. Im Gegensatz zu den vorherigen Beispielen ist die
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Abbildung 2.4: Links: Charakteristiken der Burgers-Gleichung. Rechts: Fahrzeuge auf einer Au-
tobahn (Quelle: Thaddaeus Lim on Unsplash).

Gleichung quasilinear. Wir wollen sie mit der Charakteristikenmethode 16sen. Formal
ista =1,b =u und c = 0in (2.1). Folglich ist (wir schreiben (f, x) anstatt (x, y))

ot ox du
% = 1, % = u(x, t), z =0. (26)

Die erste Gleichung impliziert s = t (bis auf eine additive Konstante). Daher ist

T x(5), 1)) = D0 (x(0), 1) = (w0, D5+ 1 (x(0), ) = e+ =0,

was wir schon aus der dritten Gleichung in (2.6) wissen. Wir schliessen, dass die
Losung u konstant entlang der Charakteristik x(f) ist. Dann ist die rechte Seite der
zweiten Gleichung in (2.6) konstant:

8&_3: = u(x(t),t) = const.,, x(0) = xo.

Folglich ist x(t) eine Gerade in der (x, t)-Ebene durch xo mit der Steigung 1/uo(x(t))
= 1/up(xp). Abbildung 2.4 illustriert die Losung u(x,t) der Burgers-Gleichung mit
der Anfangsbedingung 1o = 1inx <0, up(x) =1-xin0 < x <lundup =0inx > 1.
Die Geraden stellen die Charakteristiken dar, die die entsprechenden Anfangswerte
fiir t > 0 “transportieren”. Die Abbildung zeigt auch, dass sich die Charakteristiken
im Punkt (x,t) = (1,1) treffen. Dort wird die Losung unstetig! Dies zeigt, dass Satz
2.3 im Allgemeinen nur zeitlich lokale stetige Losungen liefern kann.

In der Verkehrsflussanwendung ist die Autobahn leer fiir x < 0 (p = 0 oder u = 1)
und moderat gefiillt fiir x > 1 (p = pmax/2 oder u = 0). Die Autos im Intervall (0, 1)
fahren in Richtung der positiven x-Achse, bis sich dort keine Autos mehr befinden.
Da keine Autos von links nachkommen, ist dann p = 0 oder # = 1 in (-0, 1).
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Mit dieser Technik lassen sich auch komplexere Situationen explizit 16sen; siehe
etwa das Ampelproblem in Abbildung 2.5. m]

Dauer Rotphase

—

Dauer Grinphase

ro—

Anfangsdichte [0.1]

|U.1 Berechnen |

max(Dichte]

min(Dichte)

Anfangs

Dauer Rotphase

e

Dauver Griinphase

—

Anfangsdichte [0..1]

IU.4 Berechnen I

max(Dichte)

min(Dichte)

Anfangs

Abbildung 2.5: Dargestellt ist die Fahrzeugdichte vor einer Ampel (rot: hohe Dichte, griin: niedrige
Dichte). Die x-Achse bezeichnet die Position, die y-Achse die Zeit. Oben: Von links kommende
Fahrzeuge stauen sich vor einer roten Ampel. Der Stau 16st sich wihrend der Griinphase auf.
Unten: Die Anzahl der von links kommenden Fahrzeuge wihrend einer Rotphase ist zu grofs,
um wihrend der Griinphase abgebaut zu werden. Der Stau wichst {iber alle Grenzen.

2.2 Klassifikation partieller Differentialgleichungen zweiter Ordnung

Partielle Differentialgleichungen konnen nicht einfach klassifiziert werden, da es eine
Vielzahl von Typen gibt. Im Falle reellwertiger Gleichungen zweiter Ordnung in zwei
Variablen ist eine vollstindige Klassifikation mdoglich. Daher betrachten wir zunéchst
eine allgemeine quasilineare Gleichung zweiter Ordnung fiir eine Funktion u(x, y):

Allyy + 2buyy + cuyy = f, (2.7)
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wobei a, b, c und f Funktionen von x, y, u, u, und u, sind.

Definition 2.5. Die Klassifikation der Gleichung (2.7) lautet wie folgt:
» Falls b? — ac < 0 an der Stelle (x, y), so heifit (2.7) elliptisch an (x, y).
» Falls b%> — ac > 0 an der Stelle (x, y), so heifit (2.7) hyperbolisch an (x, y).
» Falls b> — ac = 0 an der Stelle (x, y), so heifit (2.7) parabolisch an (x, y).

Diese Begriffe haben einen Zusammenhang mit den Kegelschnitten: Die Gleichung
ax? + 2bxy + cy? = f beschreibt eine Ellipse, wenn b? — ac < 0; eine Hyperbel, wenn
b% — ac > 0; und eine Parabel, wenn b? — ac = 0 (siehe Abbildung 2.6).

Abbildung 2.6: Kegelschnitte. (Quelle: Duk at en.Wikipedia, Creative-Common-Lizenz.)

Beispiel 2.6. (i) Die zweidimensionale Laplace-Gleichung Au = uy, + u,,, = 0 ist
elliptisch in R?, denna = ¢ =1und b = 0.

(ii) Die eindimensionale Wellengleichung u;; — 1y = 0 ist hyperbolisch in R?,
denn (wir setzeny :=t)a=-1,b=0und c = 1.

(iii) Die eindimensionale Warmeleitungsgleichung u; — uy, = 0 kann mit y := ¢
und f = u; wie (2.7) geschrieben werden, wobei a = -1 und b = ¢ = 0. Folglich ist sie
in R parabolisch.

(iv) Die Tricomi-Gleichung

Yilex + 1y =0, (x,y) €R?,

ist elliptisch, falls ¥ > 0, und hyperbolisch, falls y < 0. Sie ist ein einfaches Modell fiir
eine stationdre Stromung. Die Funktion u ist hierbei die Stromfunktion. m|

Bei Differentialgleichungen mit mehr als zwei Variablen ist eine vollstindige Klassi-
fikation schwieriger. Wir beschranken uns daher nur auf einige fiir die Anwendungen
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wichtige Typen. Dazu betrachten wir die quasilineare partielle Differentialgleichung

N *u
L(l/l) = Zl ﬂijm = f (28)
ij=

tiir zweimal stetig differenzierbare Funktionen u : R” — R. Die Koeffizienten a; jund die
rechte Seite f kénnen von x = (x1,...,x,), # und Vu abhdngen. Wir konnen die Matrix
A = (a;j) ohne Einschrdnkung als symmetrisch voraussetzen, denn ansonsten kénnten
wir sie gemafs

%u
c9x]~8x,'

2 2 2 2
aij ou_ aji ou__ (aij + aji)a—u = 1(aij + aji)a—u + 1(llz'j + aji)
8xic9x]~ 8x]~axl~ 8x,'axj 2 8xl~8x]~ 2

formulieren, und die Matrix B = (b;;) aus den neuen Koeffizienten b;; = %(aij +aj;) ist
symmetrisch. Die Eigenschaften der Gleichung (2.8) hingen von den Vorzeichen der
Eigenwerte von A ab.

Definition 2.7. Betrachte die Differentialgleichung (2.8) mit symmetrischer Koeffizientenma-
trix A = (ajj), die von x, u und Vu abhingt. Seien Ay, ..., A, € R die Eigenwerte von A an
einer Stelle x € R".
» Wir nennen (2.8) elliptisch an x, falls A; > 0 fiirallei =1,...,n oder A; < 0 fiir alle
i=1,...,ngilt
> Wir nennen (2.8) hyperbolisch an x, falls A; > 0 fiirein j € {1,...,n} und A; <0 fiir
alle i # j oder falls A; < O fiireinj € {1,...,n} und A; > 0 fiir alle i # j gilt.
» Wir nennen (2.8) parabolisch an x, fallsein j € {1, ..., n} existiert, so dass Aj = 0 und
alle anderen A; dasselbe Vorzeichen haben.

Diese Definition steht im Einklang mit Definition 2.5: Die zu der Gleichung au,, +
2buyy + cuyy = f gehérende Matrix lautet

2=l

mit den reellen Eigenwerten

Mp = %(a +c)+ %\/(a +¢)? 4+ 4(b% - ac).

Dann gilt klarerweise:
> Aq/2 > 0impliziert b2 —ac <0 (elliptischer Fall);
» A1 > 0und A; < 0 implizieren b? — ac > 0 (hyperbolischer Fall);
» A, = 0 impliziert b?> — ac = 0 (parabolischer Fall).
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Beispiel 2.8. (i) Die Laplace-Gleichung im R",
Au =0,

ist elliptisch, denn die Koeffizientenmatrix ist gleich der Einheitsmatrix, die nur den
Eigenwert eins besitzt.
(i) Die Koeffizientenmatrix der Wellengleichung

up—Au=f, xeR", t>0,

lautet
1 0 O 0
0 -1 0 0
A=10 0 -1 2, (2.9)
: ’ 0
0 O 0 -1

wobei wir die Variablen in der Reihenfolge (¢, x1, ..., x,) aufgeschrieben haben. Da
genau ein Eigenwert gleich eins ist und alle anderen gleich —1, ist die Wellengleichung
hyperbolisch.

(iii) Die Warmeleitungsgleichung

u—Au=f, xeR" t>0,

ist parabolisch, denn die Koeffizientenmatrix ist dhnlich zu (2.9) mit dem Unterschied,
dass das Element 411 = 0 und nicht a1 = 1 lautet. ]

Nicht alle Differentialgleichungen zweiter Ordnung fallen in die oben angefiihrte
Unterteilung. Ein Beispiel ist die komplexwertige Schridinger-Gleichung der Quantenme-
chanik,

iy =—-Au, xeR" t>0,

wobei i die komplexe Einheit mit i> = —1 ist. Es handelt sich nicht um eine parabolische
Gleichung. Thre Losungen konnen etwa ein wellenartiges Verhalten zeigen. Beispiels-
weise ist u(x, t) = ek *=Ik*) fijr jedes k € R" eine Losung der Schrédinger-Gleichung,
die mit der Frequenz |k|? oszilliert.
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3 Distributionen

3.1 Definitionen

Wir haben in Abschnitt 1.5 gesehen, dass es Sinn machen kann, nicht stetig differenzier-
bare Losungen zu betrachten. Betrachte etwa die stationdre Transportgleichung

uy=f, xéeR. (3.1)

Wir multiplizieren sie mit einer Funktion ¢ € C*(R) mit der Eigenschaft, dass ¢ aufser-
halb eines Intervalls (a, b) verschwindet, und integrieren tiber R:

/Rux(pdxz/qubdx.

Tatsédchlich lauten die Integrationsgrenzen a2 und b, da ¢ = 0 fiir x < a und x > b. Wir
formen mit partieller Integration um:

b b
/ UxPdx = —/ udrdx + [ugl.
Wegen ¢(a) = ¢(b) = 0 folgt

/R U ydx = — /R Fodx. (32)

Wir kénnen nun u eine verallgemeinerte Losung von (3.1) nennen, wenn sie die Gleichung
(3.2) tir alle ¢ erfiillt. Jede klassische (d.h. stetig differenzierbare) Losung von (3.1) ist
klarerweise eine verallgemeinerte Losung. Umgekehrt ist jede verallgemeinerte Losung,
die sich als stetig differenzierbar herausstellt, auch eine klassische Losung.

Der Vorteil dieses neuen Losungsbegriffs ist, dass die Funktion u nicht differenzier-
bar, sondern nur lokal integrierbar sein muss. Die Ableitung wird auf die sogenannte
Testfunktion ¢ tibertragen. Diese Idee kann mit Hilfe der Distributionentheorie forma-
lisiert werden. Distributionen sind verallgemeinerte Funktionen, die nicht punktweise
ausgewertet werden kénnen, sondern nur iiber die Anwendung von Testfunktionen de-
finiert sind. Insbesondere sind Distributionen immer unendlich oft partiell differenzier-
bar. Sie sind daher ein wichtiges Hilfsmittel, um verallgemeinerte Losungen definieren
zu konnen. Im Folgenden fithren wir in die Theorie der Distributionen ein.

Seien () eine offene Menge und

D(Q) = C(Q) ={¢p € C(Q) : supp(¢) ist kompakt in Q}

der Raum der Testfunktionen. Der Raum enthdlt nicht nur die Nullfunktion, denn z.B.
die Funktionen

Palx) = { P (IXIg—joﬂ) Hxl < a

0 x| > a
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3 DISTRIBUTIONEN

0.4

0.35¢
0.3r

0.25¢

Abbildung 3.1: Die Funktion ¢i1(x) = 0.05}
exp(1/(x? = 1)) fiir |x| < 1 und ¢1(x) =0 0
fir [x] > 1 ist ein Element von C*(R). x

fir @ € R sind Elemente von D(R") (Abbildung 3.1). Dies kann man dadurch einsehen,
indem man ¢, fiir |x| < a differenziert und dann die Regel von de 'Hospital fiir [x| — «
anwendet.

Bemerkung. Wir skizzieren kurz die Topologie des Raums D(Q) der Testfunktionen. Fiir

prézisere und weiterfithrende Aussagen verweisen wir auf Yoshida [14, Seiten 27f.] und
Rudin [12, 6.2f.]. Seien Q) € R" offen und K C ) kompakt. Wir definieren

Di(Q) = {f € C(Q) : supp f ¢ K.
Die Topologie von Dk((2) wird von den Halbnormen

pm(f) = sup sup [D*f(x)|, m €Ny,

laj<m xeK

erzeugt. (Eine Abbildung p : X — R ist eine Halbnorm auf einem Vektorraum X, wenn
p(x +y) < p(x) + p(y) und p(ax) = |a|p(x) firr alle x, y € X und a € R gilt. Die obigen
Abbildungen sind sogar Normen.) Sei nun

2= |J D

KcQ kompakt

der Raum der Testfunktionen. Falls K; c K, kompakt, so ist die Topologie von Dk, (QQ) gleich
der relativen Topologie von Dk, () als eine Teilmenge von Dk, (£2). Dann ist der induktive
Limes der Dg(Q) tiber alle kompakten Mengen K C Q ein lokal konvexer topologischer
Vektorraum, der D(Q) genannt wird. Die oben definierten Normen koénnen dazu benutzt
werden, um eine lokal konvexe, metrisierbare Topologie auf D(Q) zu definieren [12, Section
6.2]. Allerdings ist diese Topologie nicht vollstindig. Wir kénnen eine andere Topologie auf
D(Q) definieren, die vollstindig ist, die sich aber als nicht metrisierbar erweist. Um diese
Schwierigkeiten zu vermeiden, definieren wir auf D(Q) nur die Konvergenz und gehen nicht
weiter auf topologische Eigenschaften ein. Wir werden sehen, dass dies fiir unsere Zwecke
gentigt. |

Auf D(Q) definieren wir Konvergenz von Funktionenfolgen wie folgt.
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Definition 3.1. Eine Folge (¢.,) aus D(Q) konvergiert gegen null genau dann, wenn

> es eine kompakte Menge K C () gibt, so dass supp(¢) C K fiir alle m € N gilt, und
> wenn fiir alle Multiindizes o € N gilt:

lim sup |D%¢.m(x)| = 0.
M=% yeQ)

Wir schreiben auch kurz: ¢, — 0 in D(Q).

Mit anderen Worten: Die Folge (¢,,) konvergiert gegen null, wenn alle ¢,, aufSerhalb
einer kompakten Menge verschwinden und wenn alle partiellen Ableitungen von ¢,
gleichméflig gegen null konvergieren. Mit diesem Konvergenzbegriff konnen wir eine
Distribution definieren.

Definition 3.2. Eine Distribution ist ein lineares Funktional u : D(Q) — R, das beziiglich
des oben definierten Konvergenzbegriffs stetig ist, d.h., wenn

lim u(¢p,) =0 fiir alle Folgen (¢,,) € D(Q), die gegen null konvergieren.
n—-oo

Anstelle der Schreibweise u(¢) fiir ¢ € D(Q) verwenden wir auch die Notation (u, ¢). Wir
bezeichnen die Menge aller Distributionen mit D’(().

Diese Definition ist zuweilen etwas unhandlich. Wir konnen Distributionen auch
folgendermafien charakterisieren.

Lemma 3.3. Ein lineares Funktional u : D(Q)) — R ist eine Distribution genau dann, wenn
u beschrinkt ist, d.h., wenn es fiir alle kompakten Mengen K C () zwei Konstanten C > 0
und k € Ny gibt, so dass fiir alle p € D(K) := Dg(Q) gilt

[Ku, )| < Cllollcrxy, (3.3)
wobei ||pllckk)y = Xjaj<k SUPxex [D*P(x)].

Bewelis. 1.Seiu : D(Q) — R mit der Eigenschaft (3.3) und (¢,) € D(Q) eine Folge, die
gegen null konvergiert. Dann folgt sofort aus (3.3), dass (u, ¢,) — 0 fiir n — oo und
ue D(Q).

2. Sei umgekehrt u € D’(Q). Wir machen die Widerspruchsannahme, dass es eine
kompakte Menge K gibt, so dass fiir alle C > 0, m € N und n € Ny eine Funktion
¢n € D(K) existiert mit der Eigenschaft [(u, ¢,,)| > C||¢pullcm(x). Wir wihlen speziell
C=m=mn:

|<u/ ¢n>| > nl'ﬁbn”C”(K)-

Durch Wahl einer multiplikativen Konstante fiir ¢, konnen wir stets [(u, ¢,)| = 1
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erreichen. Dann folgt fiir alle |a| < n

1

— > |lpullenx) = sup [D*dn(x)l,

n xeK
und fiir n — oo folgt sup |D“¢,,| — 0. Dann miisste wegen u € D’(Q) aber (u, ¢,) — 0
folgen, was ein Widerspruch zur Voraussetzung |[{(u, ¢,,)| = 1 ist. O

Die Definition von Distributionen hat den Zweck, den Begriff der Funktion zu ver-
allgemeinern. Der folgende Satz zeigt, dass dies tatsdchlich der Fall ist.

Theorem 3.4. Jede Funktion f € Llloc(Q) = {f : Q —> R : VK C Q kompakt: f|x € L'(K)}
kann vermittels

(f, o) = /fgbdx fiir alle ¢ € D(Q)
Q
als eine Distribution aufgefasst werden.

Wir haben in dem obigen Satz die gleiche Notation fiir die Funktion und die da-
zugehorige Distribution verwendet. Das Integral auf der rechten Seite existiert, da die
Funktion f ¢ einen kompakten Trager hat und als Produkt einer integrierbaren Funktion
mit einer beschrdankten Funktion wieder integrierbar ist. Bis auf Identifikation kénnen
wir also

I

loc

Q) cD'(QY

schreiben.

Beweis. Sei K C Q) eine kompakte Menge. Die Distribution ist offensichtlich linear und
auch stetig, denn

[<f s P < sup [P f k)

xeQ)
tiir alle ¢ € D(Q) mitsupp(¢) C K. Wihlealsoin Lemma3.3C = ||f||;yxyundk =0. O

Definition 3.5. Eine Distribution, die einer lokal integrierbaren Funktion entspricht, wird
requlir genannt, anderenfalls singulir.

Beispiel 3.6. Ein Beispiel einer singuldren Distribution ist die sogenannte Diracsche
Delta-Distribution 6, definiert durch (6, ¢) = ¢(0) fiir alle ¢ € D(R"). Aufgrund der
Abschétzung [(5, ¢)| < sup,x |¢(x)] fiir ¢ € D(K) kénnen wir in Lemma 3.3 C =1
und k = 0 wéhlen, und es gilt 6 € D’(R").

Wir konnen die Delta-Distribution (in einer Raumdimension) anschaulich ver-
stehen, indem wir sie durch Funktionen approximieren. Seien dafiir fiir ¢ > 0 die
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Abbildung 3.2: Tllustration der Funktion f, Vo[
aus Beispiel 3.6 fiir verschiedene Werte i
von €. -€ & X
Funktionen

0 dlx| > €

felx) = { 1/(2¢) :|x| < ¢
gegeben (siche Abbildung 3.2). Es gilt f, € L, (R). Dann wird durch

@)= limy [ fipdz, ¢ < D)

ein lineares Funktional auf D (R) definiert. Aus dem Mittelwertsatz der Integralrech-
nung folgt

@) = timy [ fpdr = tim 5o [ oz = 900)

also ist u gleich der Delta-Distribution 6. In diesem Sinne ist der Trdger von 6 (den
wir in Beispiel 3.8 definieren) konzentriert auf den Punkt null, und der “Wert” von
6 in diesem Punkt ist “unendlich”. Daher wird 6 in der Physik héufig als die Dichte
einer Punktladung verwendet. O

Definition 3.7. Sei G c Q eine offene Menge und u € D’'(Q). Wir sagen, dass u auf G
verschwindet, u = 0 in G, wenn

(u, ) =0 fiiralle ¢ € D(Q) mit supp(¢) C G.

Beispiel 3.8. Wir behaupten, dass fiir die Delta-Distribution 6 = 0 in R\ {0} gilt. Sei
¢ € D(Q) mit supp(¢) € R\{0}. Dann ist ¢(0) = 0 und daher (6, ¢) = ¢(0) = 0. In
diesem Sinne ist 6 auf den Punkt null konzentriert. O
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3.2 Eigenschaften

Rechenregeln fiir Distributionen kénnen dadurch definiert werden, dass die entspre-
chende Eigenschaft auf die Testfunktion iibertragen wird. Die Grundlage fiir diese Vor-
gehensweise liefert der folgende Satz.

Theorem 3.9. Seien 0y, Qy € R” zwei offene Mengen und sei L : D(01) — D()y) eine
lineare, stetige Abbildung. Wir definieren die adjungierte Abbildung L* : D((p) — D(L2)
durch

(6, L)) = /Q L' (P)dx = /Q L@Wdx = (L($), )

fiiralle € D(Q) und P € D(CQy). Wir setzen voraus, dass L* existiert und stetig ist. Dann
wird L durch

(L(w), §) = (u, L(@)) fiiralleu € D'(Qn), ¢ € D(Qy)
auf eine stetige Abbildung von D’(q) nach D’ (()y) erweitert.

Wie ist Stetigkeit in 9’(Q) zu verstehen? Wir sagen, dass eine Folge von Distributio-
nen (u,) gegen u € D’(Q) konvergiert, wenn

(U, ¢y — (u,¢p) firalle p € D(Q)

erfiillt ist. Dann bedeutet die Stetigkeit von L, dass aus u, — u in D’();) folgt L(u,) —
L(u) in D'(Qy).

Beweis. Es ist zu zeigen, dass L wohldefiniert (d.h. L(u) € D’((),) fiir u € D’()))
und stetig ist. Sei (¢,) € D(Q) mit ¢, — 0in D(CQy). Aus der Stetigkeit von L* folgt
L*(¢n) — L*(0) = 0in D(€q) und daher

(L(u), py) = (u, L*(¢pn)) — (u,L*(0)) = 0.

Nach Definition 3.2 ist L(1) € D’(Q,).
Sei nun (1) € D’(Qq) mit u, — u in D’()q). Dann folgt

(Lun), ) = un, L'(9)) = (u, L'(P)) = (L(u), §).
Dies beweist die Stetigkeit von L. |

Satz 3.9 erlaubt die Definition neuer Distributionen:

e Mulfiplikation mit Funkfionen. Seien a € C*(Q) und L(¢) = a¢. Dann gilt L* = L. Die
Multiplikation einer Distribution u# mit der Funktion a wird definiert durch

(au, ¢y = (u,ad), ueD(Q), ¢ € DWQ).
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Abbildung 3.3: Koordinatentransformati-
onS:Q — Oy, S(y) = x.

Dies ist wohldefiniert, da a¢ € D(Q).

e Koordinatentransformationen. Seien 1, (3 ¢ R" Gebiete mit C*-Rand und S :
Qp — Qg ein C*-Diffeomorphismus, d.h. eine bijektive C*-Funktion, deren Inverse
ebenfalls aus C* ist (siehe Abbildung 3.3), und sei L(x) = x o S fiir x € D()). Wir
benutzen die Transformationsformel der Integralrechnung (mehrdimensionale Substi-
tutionsregel mit x = S(y)),

/ XSOy = / () (S (x))] det DS (x)]dx,
Q (O)]

wobei DS~! die Jacobi-Matrix von S~! bedeutet und x € D(Q1), ¢ € D(Qy,). Wir kénnen
folglich die Transformation von Distributionen durch

(uoS,¢)=(u,poS ' detDS™|), ueD(Q), ¢ € D),

definieren. Wichtige Beispiele sind

» Translation um einen Vektor z € R":Sei 7,(x) = x+z, Dannist (¢po7;)(x) = ¢(x+2z).
Wir schreiben auch 7,(¢) = ¢ o 1;, d.h., wir interpretieren 7, als Funktion von
D(R™) nach D(R"). Dann definieren wir

(tzu, ¢) = (u,1-,¢), ueDR"), ¢ € DR").

» Reflexion: Definiere R(x) = —x. Dann ist (¢ o R)(x) = ¢(—x) bzw., wenn wir R als
Funktion von D(R") nach D(R") interpretieren, (Rp)(x) = ¢(—x). Damit konnen
wir definieren:

(Ru,p) = (u,Rp), ueDR"), ¢ € DR").
Beispiel 3.10. Ein Beispiel einer verschobenen Distribution ist die Delta-Distribution
mit Pol & € R" ¢ = 1_¢0, definiert durch

(0, @) = 0, 1) = (1:$)(0) = P(&).

Manchmal schreibt man auch 6(x — &) fiir 65, um den Pol in £ zu betonen. Diese
Schreibweise ist allerdings etwas missverstdandlich, da 6(x — &) keine Funktion und
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Abbildung 3.4: Illustration der Heaviside- >
Funktion. 0 | X
x — & kein Argument von 6 ist. |

e Ableitung einer Distribution. Sei L = D® mit a € N". Partielle Integration zeigt, dass
L* = (-1)4ID®. Wir definieren

(D%u, ) = (-1)1*u, D*}), u e D'(Q), ¢ € D(Q).

Insbesondere ist jede Distribution beliebig oft partiell differenzierbar!

Beispiel 3.11. Die Heaviside-Funktion (Abildung 3.4)

0 :x<0
H(x):{1 Lx >0

ist nicht im gewohnlichen Sinne differenzierbar. Fassen wir sie jedoch als Distribution
auf, so konnen wir sie im Sinne der Distributionentheorie ableiten. Wir erhalten fiir
alle ¢ € D(R)

(H, ) = —(H, ¢} = - /O &' (0ddx = (0) = (6, ).

Folglich ist H” = 6. Die distributionelle Ableitung der Heaviside-Funktion ist also
gleich der Delta-Distribution.
Natiirlich ist auch die Delta-Distribution 6 unendlich oft (distributionell) differen-
zierbar:
(D%, ) = (-1)*(5, D) = (-1)D*$(0), a €N".

O

Die Ableitung einer konvergenten Folge von Distributionen ist wieder konvergent.
Es gilt das folgende Lemma:

Lemma 3.12. Sei (u,) C D’(Q) eine konvergente Folge mit u,, — u in D’'(Q) und o € N"
ein Multiindex. Dann konvergiert (D%uy,) fiir n — oo in D’(Q) gegen D%u.
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Beweis. Es gilt fiir alle ¢p € D(Q)
(D%un, ) = (=1, DY) — (=1)*(u, D¢) = (Du, ¢) fiirn — oo,
also D%u,, — D%u in D’(Q). O

e Faltung mit Testfunktion. Fir die Losung von partiellen Differentialgleichungen be-

notigen wir noch den Begriff der Faltung oder Konvolution. Sie ist fiir Funktionen ¢,
Y € D(R") definiert durch

o= [ we=notdy = [ pee -y,

Esgiltp +¢p € DR")und D* (P * p) = ¢+ (D*P) = (DY) * p. Auflerdem ist die Faltung
kommutativ. Wir definieren L(¢) = ¢ * ¢ und rechnen

(L(P), 1) = é (% * ) x(x)dx = /R /R W(x - 2) b(2)r(x)dzdx
n n n o 2
=(Ry)(z—x)
- [ Ry 00z = (6, Ry« 1)

und daher ist L*(x) = Ry * x. Da die Konvergenz in D(R") gleichméfiig ist, sind sowohl
L als auch L* stetig. Satz 3.9 kann also angewendet werden, und durch

(Wru, @)=, (RP)+¢), ueD'R"), P, e DR,

wird eine Distribution definiert. In dhnlicher Weise kann u * ¢ definiert werden, und
man kann u * 1) = 1) * u beweisen. Aufierdem kann ¢ * u differenziert werden:

Lemma 3.13. Seien a € Nj, u € D'(R") und i € D(R"). Dann gilt
Dy *u) = (DY) *u =+ Du.

Beweis. Sei ¢ € D(R"). Die Definition der Faltung sowie die Eigenschaft D*(Ri) =
(=1)lel R(D*y) ergeben

(D *u), ) = (1)1 »u, D*¢) = (-1)*u, (Ryp) * (D))
= (-1)l*Ku, DY (Ry) * ) = (u, RIDYP) * ) = (DY * u, ).

Dies beweist D%(¢ * u) = (D%) * u. Die andere Gleichheit zeigt man analog. O
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Beispiel 3.14. Es gilt fiir die Delta-Distribution ¢ * 6 = 1, denn fiir ¢ € D(R") folgt

(90, 6) = (6, (RY) ) = (R 0)0) = [ pptands = (b, 0.

Diese Eigenschaft spielt eine wichtige Rolle bei der Bestimmung von Fundamental-
l6sungen, die wir im ndchsten Abschnitt einfiihren. O

3.3 Fundamentallésungen

Ziel dieses Abschnitts ist die Losung von partiellen Differentialgleichungen
L(u)=f inR",
wobei L ein linearer formaler Differentialoperator der Ordnung k auf D(R") ist,
L) = ), caD"9, ¢ € DR,
|| <k

und ¢, € C*(R"), a € NJ.
Definition 3.15. Der formal adjungierte Operator ist definiert durch

L(@) = > (DD cagp), ¢ € DRY).

la|<k
Operatoren mit der Eigenschaft L = L* heifSen formal selbstadjungiert.

Beispiele formal selbstadjungierter Operatoren sind

*?
L=A , L= — —c°A.
Jt?
Der formal adjungierte Operator ergibt sich durch partielle Integration, indem man alle
Ableitungen auf die Testfunktion anwendet. Randintegrale verschwinden hierbei, da die

Testfunktionen kompakten Trager in R" besitzen:

[ vowas= 3 [ caprgnpar= Y [ gt = [ orwias,

la|<k la|<k

Der Operator L* ist daher die adjungierte Abbildung im Sinne von Satz 3.9. Wir kénnen
folglich die Anwendung von L auf eine Distribution definieren durch

(L), ¢) = (@, L'(9)), u €D R, ¢ € DR").
Dies erlaubt die Definition verschiedener Losungsbegriffe fiir die Differentialgleichung

L(u)=f.
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Definition 3.16. Seien Q) c R" eine offene Menge und f € D’(Q).

(i) Die Funktion u heifit klassische Losung von L(u) = f, wenn u € C*(Q) und wenn sie
die Differentialgleichung fiir alle x € (2 ldst.

(if) Die Abbildung u heifSt distributionelle Losung von L(u) = f, wenn u € D’'(Q) und
wenn L(u) = f im Distributionensinne gilt, d.h. (L(u) — f, ¢) = 0 fiir alle ¢ € D(Q).

(iii) Eine distributionelle Losung u, die in () lokal integrierbar ist, heif$t schwache Losung
von L(u) = f.

Das folgende Lemma zeigt, dass der Begriff der distributionellen Losung eine Erwei-
terung des klassischen Losungsbegriffs ist.

Lemma 3.17. Jede klassische Losung der Differentialgleichung L(u) = f ist auch eine
distributionelle Losung. Ist umgekehrt u eine distributionelle Losung und u € C*(Q), so ist
sie auch eine klassische Losung.

Beweis. Sei u € Ck(Q) eine klassische Losung von L(u) = f. Dann folgt fiir alle ¢ €
D(Q)

(L) - f, ) = /Q (L(w) - f)bidx = 0.

Also ist u eine distributionelle Losung. Sei umgekehrt u € C*(Q) eine distributionelle
Losung von L(u) = f. Dann erhalten wir fiir alle ¢ € D(Q)

0= (L)~ £,9) = [ (L= iodx.
Dies impliziert nach Lemma 1.9 L(u) = f in Q. O

Wesentlich fiir die Losung der Differentialgleichung ist der Begriff der Fundamen-
tallosung.

Definition 3.18. Seien L ein linearer formaler Differentialoperator wie zu Beginn dieses
Abschnitts und & € R". Wir nennen eine distributionelle Losung von

L(U¢) = 6,

wobei 6¢ die verschobene Delta-Distribution aus Beispiel 3.10 ist, Fundamentallosung von L
mit Pol in &.

Beispiel 3.19. Wir zeigen, dass die Funktion g(-, &) fiir gegebenes & € R, definiert

durch :
_x(E-1) x <€

8. &) = { Sx-1) x>,

x € R,



42 3 DISTRIBUTIONEN

Abbildung 3.5: Fundamentallosung g(x, &)
aus Beispiel 3.19.

eine Fundamentallésung von d?/dx? mit Pol in & ist (siehe Abbildung 3.5). Dazu
rechnen wir fiir ¢ € D(R)

& )
//’ — , 144 — _1 144 d _1 144 d
(&) = (g,¢") /mx@: 6 (X)x+/g E(x - 1)¢" (x)dx

& co
= @D - [ o)+ i 09l - [ g
= (&~ D(EYE) - 9(E) + &( - (E =~ DY/(E) + 0(E)) = D)
Wegen (6¢, ¢) = ¢(&) folgt die Behauptung. O

Fundamentallésungen liefern distributionelle Lésungen von L(u) = f, falls L ein Dif-
terentialoperator mit konstanten Koeffizienten ist. Dies wird im folgenden Satz préazisiert.

Theorem 3.20. Seien L ein linearer formaler Differentialoperator mit konstanten Koeffizien-
ten und Uy eine Fundamentallosung mit Pol in null.

(1) Dann ist 1_gUy eine Fundamentallésung mit Pol in &.

(ii) Ist f € D(R"), so ist u = Uy * f eine distributionelle Losung von L(u) = f.

Beweis. (i) Sei ¢ € D(R"). Dann folgt

(L(t-¢Uo), ) = (1-cUo, L*(¢)) = (Uo, TeL*()) = (Up, L* (1))
= (L(Up), e P) = (60, TcP) = (O¢, ).

Die Gleichheit “+” gilt nur bei konstanten Koeffizienten, da der Operator 7 dann nur
auf die Testfunktion ¢ wirkt. Wir erhalten L(t_:Up) = ¢, d.h., 7_¢Uy ist eine Fundamen-
tallosung mit Pol in €.

(ii) Da L konstante Koeffizienten besitzt, folgt aus Lemma 3.13 und dann aus Beispiel
3.14

L(Up* f)=L(Uo)*f =00*f = f.
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Dies zeigt, dass Uy * f eine distributionelle Losung ist. O

Nach dem Satz von Ehrenpreis-Malgrange existiert zu jedem linearen formalen Dif-
ferentialoperator mit konstanten Koeffizienten eine Fundamentallésung. Der Beweis ist
recht aufwendig und verwendet den Fortsetzungssatz von Hahn-Banach. Wir verweisen
fiir Details auf Hormander [10].

In einigen Fillen ist es moglich, eine Fundamentallosung zu finden, die durch eine
Funktion reprasentiert wird. Welche Gleichung sollte diese Fundamentalldsung erfiil-
len? Sei 7_¢Up eine Fundamentallosung mit Pol in £. Dann folgt

P(&) = (0¢, p) = (L(t-cUo), ) = (t-cUo, L'()).
Lasst sich nun 7_sUy durch eine Funktion U(x, &) darstellen, so muss die Gleichung
/ U(x, &)L (P))(x)dx = ¢(&) fiir alle ¢ € D(R") (3.4)
RTI

erfiillt sein. Diese Formel werden wir im folgenden Kapitel zur Bestimmung von Fun-
damentalldsungen elliptischer Gleichungen verwenden.
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4 Die Poisson-Gleichung

4.1 Fundamentallésung und Greensche Funktion

In diesem Abschnitt suchen wir eine Fundamentalldsung der Poisson-Gleichung
Au=f inR"
und eine Losung des Dirichlet-Randwertproblems
Au=f inQ, u=g aufdQ,

wobei QO € R” ein beschrianktes Gebiet mit dQ € C! sei. Wegen Satz 3.20 (i) geniigt es,
eine Fundamentalldsung mit Pol in null zu bestimmen, d.h. eine distributionelle Lésung
von Au = 0. Nach Beispiel 3.8 gilt 6 = 0 auf R"\{0}. Wir suchen also eine Funktion, die
die Laplace-Gleichung Au = 0 auf R"\{0} erfiillt und eine Singularitdt in null hat.

Die Symmetrie des Problems macht die Verwendung sphérischer Koordinaten plau-
sibel. Dazu miissen wir den Laplace-Operator in sphérischen Koordinaten formulieren.

Seidazur = |x| =, /x% + - -+ + x2 und schreibe v(r) = u(x). Wir rechnen

Ju ’ ’ Xi
2L =S = =0,
x% +ooe a2
Ferner ist )
P u wenXi Xi Xi
R b REACE R CER
Damit erhalten wir
Au = 8_u 0" (r) Z — + v’(r)— -o'(r) Z —Z 0" (r) + - 1v’(r)
= ox} = .

Die Gleichung Au = 0 wird eine gewohnliche Differentialgleichung,

! v'(r) =

1/1 —
v"(r) +

die fiir alle > 0 (also ohne den Ursprung) zu losen ist. Wenn v’(r) # 0, folgt nach
Division durch v’(r)

1-n o"(r) d

r u(r)  dr

und daher nach Integration In[v’| = (1 — n)Inr + ¢o und folglich v’(r) = c;r1™" fiir

—In[v’|
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Abbildung 4.1: Fundamentallosung des
Laplace-Operators fiir n = 2.

beliebige Konstante cg, c1 € R. Wir erhalten folgende Losungen:

| eolnr+ecz in=2
o(r) = { cor®™ 43 in >3,
wobei ¢;, c3 € R. Wegen der Singularitdt im Ursprung liegt die Vermutung nahe, dass
v(r) fiir spezielle Konstanten ¢, und c3 eine Fundamentallosung liefert. Der folgende
Satz zeigt, dass dies tatsdchlich der Fall ist (siehe Abbildung 4.1).

Theorem 4.1. Die lokal integrierbare Funktion

1
=Inr n=2

U(V)Z{an 2-n .
D

ist eine Fundamentallosung des Laplace-Operators mit Pol 0.

In dem Satz ist
nm' /2

= T2+ )

die Oberfldche der Einheitskugel im R"” und I'(x) = /OOO t*le~tdt die Gamma-Funktion.

Insbesondere ist T'(5/2) = 3y/rt/4 und S3 = 47. Den Fall n = 1 haben wir iibrigens bereits
in Beispiel 3.19 behandelt.

Bewels. Die Funktion U(r) = U(|x|) ist auf R" lokal integrierbar, denn in sphédrischen
Koordinaten lautet das Integral iiber den Radialanteil

1
/ U(r)r”"ldr,
0
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f Q‘//BG(O)

n
Abbildung 4.2: Zur Definition von Q.. R

und dieses Integral existiert fiir alle n > 2. Damit ist U(r) eine reguldre Distribution. Wir
miissen also gemadfs der Formel (3.4), ndmlich ¢(&) = fR" U(x, &)L (¢)(x)dx fiir £ = 0,
zeigen, dass fiir alle ¢ € D(R")

$(0) = lim i UA¢dx 4.1)

gilt, wobei Q, = R"\B.(0) (siche Abbildung 4.2). Der Grenzwert ist notwendig, da U im
Ursprung eine Singularitdt aufweist. Wir integrieren zweimal partiell geméfs dem Satz
von Gaufs:

/VUAgbdx:—/QVVU-ngdx+/a UV -vds
:/ Au¢dx+/ UV -v - ¢pVU - v)ds.
Q, 2Q,

Das erste Integral auf der rechten Seite verschwindet, da nach Konstruktion AU = 0 in
Q). Es bleiben also nur die beiden Randintegrale abzuschétzen.

Die dufiere Normale an 0d€), ist gleich der negativen dufSeren Normalen an B,(0), die
in Radialrichtung weist. Daher ist VU - v = U /dv = —dU /dr. Die Abschitzung

‘ / Uve - vds( < |U(&)lmeas(dQ,) max |Vé(x)| = [U(&)|"1S, max |V (x)]
9Q, x€eR" xeR"

zeigt, dass das Integral fiir ¢ — 0 gegen null konvergiert. Hierbei ist meas(9Q,) = ¢"71S,,
das Maf$ (engl.: measure) des Randes von Q.. Fiir das andere Randintegral verwenden
wir den Mittelwertsatz der Integralrechnung: Es existiert ein x, € dB(0), so dass

au

——ds = qb(xs) (é) ds,

VU -vds = —dS = P(x¢)
/ ¢ 9B, (0)¢ dr Plxe 2B.(0) AT 9B.(0)

denn dU /dr ist konstant auf dB.(0). Die Oberfliche von dB.(0) = dQ, ist gleich ¢"~1S,,.

Andererseits gilt
1 n=2
Me)= { Lo

) -
™M
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Wir schliefien
—/ VU -vds = ¢(x,).
Q)

Fiir ¢ — 0 folgt x, — 0 und damit ¢(x,) — ¢(0). Dies beweist (4.1). O

Mit Hilfe von Satz 3.20 aus dem vorigen Abschnitt konnen wir eine Losung der
Poisson-Gleichung bestimmen.

Theorem 4.2. Seien () C R" ein beschriinktes Gebiet und f € D(Q). Das Newton -Potential

NG = U= = [ Ul =iy 42)
ist eine klassische Losung von Au = f in Q.

Bewels. Aus Satz 3.20 folgt, dass U * f eine distributionelle Losung der Poisson-Glei-
chung ist. Mit den Resultaten aus Abschnitt 3.2 folgt fiir alle ¢ € D(Q):

W= f,0) = WgRA = [ Ulh@RAWAy = [ [ Ul -pptodsy

wobei (Rf)(x) = f(—x) und die zweite Gleichheit wegen U € L}OC(Q) folgt. Daher ist

(U f)(x) = /Q U(Iy)f(x — y)dy = /Q U(lx - z)f()dz.

Weil f € D(Q), konnen wir U + f differenzieren, und es gilt U » f € C®(Q). Daher ist
U * f eine klassische Losung. m|

Das Newtonsche Potential 16st die Poisson-Gleichung, erfiillt aber nicht unbedingt
vorgegebene Dirichlet-Randbedingungen. Um dies zu erreichen, benétigen wir den Be-
griff der Greenschen Funktion.

Definition 4.3. Die Greensche Funktion (erster Art) G ist definiert durch

Glx,y)=U(x—-yl)—h(y), xyeQ, x+y,

wobei U die in Satz 4.1 definierte Fundamentallosung des Laplace-Operators und hy die
(stetige) Losung von

Ahy=0 inQ, he(y)=U(x-yl|) fiiryedQ, (4.3)

sind.
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Abbildung 4.3: Zur Definition von Q..

Die Greensche Funktion G ist fiir festes x € () also eine Fundamentallosung des
Laplace-Operators, die zusdtzlich homogene Dirichlet-Randbedingungen erfiillt:

AG(x,-) =0y inQ, G(x,)=0 aufdQ. 4.4)

Kennt man eine solche Funktion, dann kann man eine explizite Formel fiir C2(QY)-
Losungen des Dirichletproblems der Poisson-Gleichung angeben. Dies fiihrt auf die
folgende Reprisentationsformel.

Theorem 4.4 (Reprasentationsformel fGr das Dirichlet-Problem). Seien Q c R" ein
beschriinktes Gebiet mit dQ € C1, f € C%(Q), ¢ € CY(9Q), und sei u € C*(Q) eine Lisung
des Dirichlet-Randwertproblems

Au=f inQ, u=g aufdQ.

Dann folgt

uw)= [ sw5enism+ [ cwnfody, req @

Die Normalenableitung dG/dv ist definiert durch V,G(x, y) - v(y), wobei v der du-
Bere Normalenvektor an y € JQ ist. Wir bemerken, dass im Allgemeinen fiir beliebige
Funktionen f € C°(Q) und g € C%0Q) durch (4.5) nicht eine Losung des klassischen
Dirichletproblems gegeben sein muss.

Beweis. Wegen der Singularitdt von U(|x — y|) an x = y konnen wir nicht ohne weiteres
in Integralen tiber R" partiell integrieren. Daher definieren wir dhnlich wie im Beweis

von Satz 4.1 fiir ein beliebiges x € Q) die Menge (), = Q\B.(x). Integrieren wir zweimal
partiell wie im Beweis von Satz 4.1, so erhalten wir wegen AU = 0 in Q, und JQ;, =

dQ U dB.(x)
ou
/ U(lx — y)Au(y)dy = / u_8v - u—av )d + /335(x) (u_8v - u_8v )ds

wobei U = U(|x — y|). Das Randintegral tiber dB.(x) kann wie im Beweis von Satz 4.1
behandelt werden, und wir erhalten im Grenzwert ¢ — 0 wegen “Q, — Q" den Wert
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Abbildung 4.4: Losung des Randwertpro-
blems Au =2in Q = [-1.5,1.5] x [-1,1],
u = x? + y? auf 9Q.

u(x). Daher folgt

u(x) =— /aQ (U;—Z — u%—tj)ds + ‘/Q U(|x = y])Au(y)dy.

Da die Funktion hy, definiert in (4.3), harmonisch ist, erhalten wir durch zweimalige

(4.6)

partielle Integration

oh, u
= — A X = — - hx_ - th . 4.7
0 /Qu hedy /,,Q(“av 8V)ds /Q udy 4.7)
Addieren wir (4.6) und (4.7), so folgt

)= [ ((u )2 u - m))ds o [ (U =y = by
00 \ ~—\ — 81/ 071/ ~——— Q
=0 =G(x,") =G(x,")

0
/aggg(}(x, -)ds +/QG(x, ) fdy

und damit die Behauptung.
Im Allgemeinen ist es schwierig, die Greensche Funktion explizit zu bestimmen,
und man bendtigt numerische Verfahren. In Abbildung 4.4 stellen wir die Losung des
Randwertproblems Au = f in Q, u = g auf JQ mit Q = [-1.5,1.5] x [-1,1], f(x,y) =2
und g¢(x,y) = x% + y? dar. Die rechte Seite f kann als eine Kraft interpretiert werden,
die auf den Graphen von u wirkt, im Beispiel als eine konstante Kraft in Richtung der
positiven z-Achse. Der Graph wolbt sich daher in der Ndhe des Ursprungs leicht nach

O

oben.
Bei Problemen mit sehr einfacher Geometrie kann die Greensche Funktion explizit
berechnet werden. Wir betrachten im folgenden Abschnitt zwei einfache Beispiele.
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4.2 Greensche Funktionen fiir die Halbebene und fir Kugeln

Wir wollen die Greensche Funktion fiir die zweidimensionale Halbebene () = R X (0, o0)
und die n-dimensionale Kugel bestimmen. Die Hauptschwierigkeit ist die Berechnung
der Funktion h,. Hierfiir verwenden wir die sogenannte Spiegelungsmethode. Diese Tech-
nik wird insbesondere in der Elektrotechnik angewendet, um das elektrische Potential
fiir Punktladungen innerhalb eines Gebiets mit geeigneten “Scheinladungen” aufierhalb
des Gebiets zu konstruieren.

e Greensche Funktion fUr die Halbebene. Wir verwenden die Fundamentallosung
im R?,
1
U(x,y) = . In\/x2+y2, (x,y) €R? (x,y)#(0,0).

Die Idee der Spiegelungsmethode lautet, fiir h(, ;) die Fundamentalldsung mit einem
Pol auflerhalb des betrachteten Gebiets zu verwenden, ndmlich durch Spiegelung am
Rand des Gebiets. Wir ziehen also von der Fundamentallosung mit Pol in (&, 7) (mit
n > 0) den an der x-Achse gespiegelten Pol (£, —n) ab (siehe Abbildung 4.5):

G(x,yféfﬂ) = %(ln\/(x —£)2+(y_n)2_ln\/(x _£)2+(y+n)2)
= g (I = O 4 =) im0+ ()

Diese Funktion hat weiterhin nur den Pol (&, 7n) im Gebiet y > 0 und ist daher ei-
ne Fundamentallésung in R X (0, o0). Ferner erfiillt G homogene Randbedingungen,
G(x,y,&,0) = 0. Der dufiere Normalenvektor an y > 0 weist in negativer y- bzw. 1-
Richtung. Daher ist

9G _9G _ 1 2y-m) 2y +n)
W(x,y,é,O)— a—n(x,y,E,O)— 4n[(x—§)2+(y—17)2 (x = &)2+ (y +n)*In=0
Yy

S (x =&+ y?’

und aus der Représentationsformel (4.5) folgt fiir f =0

9G 1 y8(&)
, = = X, Y,G, 0 d = - —d .
u(x, y) /Rg(é)av(xyé )de = — R(x_5)2+y25
Wir zeigen, dass diese Funktion tatsdchlich das Dirichletproblem des Laplaceoperators
16st:

Theorem 4.5. Sei ¢ € CO(R) N L*(R). Die Funktion

1 y8(&)

- Rmdé, X € R, y > 0, (48)

u(x/ y) =
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] &n)

Abbildung 4.5: Zur Konstruktion der ¢ (&-n)
Greenschen Funktion fiir die Halbebene.

l6st das Dirichlet-Randwertproblem
Au=0 inRx(0,00), u=g aufRx{0}.

Die Beziehung (4.8) wird die Poissonsche Integralformel fiir die Halbebene genannt.
Die Funktion K(x, y, &) = y/(r((x — &£)? + y?)) heiit der Poisson-Kern fiir die Halbebene.
Man kann zeigen, dass u auf der Halbebene beliebig oft differenzierbar und beschrankt
ist (siehe Evans, Seite 38 [7]). Letzteres folgt fiir x € R, y > 0 aus

1 y
e, 91 = 2l | ezt = gl

Wir bemerken aufierdem, dass (4.8) nicht eindeutig ist; auch u(x, y) + cy mit ¢ € R sind
Losungen. Um FEindeutigkeit der Losung zu erhalten, ist es notwendig, das Verhalten
fiir y — oo vorzugeben.

Bewels. Wir gehen wie in Evans, Seite 38 [7] vor. Da G(x, y, -, -) eine Fundamentallosung
ist, ist (£, ) — G(x, y, &, n) harmonisch fiir (x, y) # (£, n). Die explizite Darstellung von
G zeigt, dass G symmetrisch ist, G(x,y,&,n) = G(&,n, x,y). Also ist auch (x,y) +—
G(x,y, &, n) harmonisch fiir (x, y) # (£, ). Dann ist auch K(x, y, &) = —=dG(x,y, &,0)/dn
harmonisch in (x, y) € R x (0, c0) und

Au(x,y) = /Rg(é)A(x,y)K(x,y, §dE=0, xeR, y>0.

Es bleibt zu zeigen, dass u die Dirichlet-Randwerte erfiillt, d.h. u(x, y) — g(xo) fiir
x — xo, y — 0. Hierfiir wahlen wir xo € R und ¢ > 0. Da g stetig ist, existiert ein 6 > 0,
so dass fiir alle £ € R mit |[xg — &| < 6

18(x0) ~ 8(&)] < 5 (4.9)

erfiilltist. Eine direkte Rechnung zeigt, dass fR K(x,y,&)d& = 1gilt. Dann folgt fiir x € R,
y > 0 mit [x — xo| < 0/2

e, ) = g6l = | | Kix,,6)(566) - gt
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|3f~€ |
;

Abbildung 4.6: lllustration fiir den Beweis
der Poissonschen Integralformel.

< [ K, olg© - gt
|&—x0|<d
o K Ols© - st @10
E—xp|=0

Das erste Integral auf der rechten Seite konnen wir wegen (4.9) wie folgt abschétzen:

€ €
[ ke olg© - golde < 5 [ Ky e =3,
|&—xo|<0 R

Aus |x — xg| < 0/2und |€ — x¢| > 6 folgt (sieche Abbildung 4.6)

0 1
€= %ol < 1€ = x|+ [ = x| <&~ x| + 5 < £~ x|+ 51— xl

und daher |x —&| > %lé — xo|. Damit konnen wir das zweite Integral in (4.10) abschétzen:

1 y
K r Y - d SZ —_— —dé
/|5—x0|26 (x,y,8)|8(&) — g(xo)|dE sg;glg(é)l n~/|é—x0|26 TISE
8y dé
<2 s
o S;elg|g(5)| E—xo|z0 (& — X0)?

Da das Integral auf der rechten Seite beschriankt ist, konvergiert die rechte Seite fiir
y — 0 gegen null. Fiir hinreichend kleines y > 0 ist die rechte Seite also kleiner als ¢/2,
so dass sich aus (4.10) ergibt:

+ - =¢€.

N| m
N| m

lu(x,y) — g(xo)| <

Dies zeigt die Behauptung. |

e Greensche Funktion fur Kugeln. Um die Greensche Funktion zu konstruieren, ver-
wenden wir wieder die Spiegelungsmethode. Wir spiegeln durch den Rand der Kugel
Br(0) ¢ R"™ mit Radius R > 0. Genauer definieren wir fiir x € Br(0) den an dBg(0)
gespiegelten Punkt

R2

x = X.
|x|?
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Abbildung 4.7: Zur Konstruktion der
Greenschen Funktion fiir eine Kugel mit
Radius R.

Punkte auf dem Rand JBg(0) werden wieder auf den Rand abgebildet und das Bild
des Ursprungs ist unbeschrdnkt (siehe Abbildung 4.7). Wir definieren die Greensche
Funktion wie folgt:

_fux-yh-uix-7) :y#0
G(x’y)‘{ U(lx - yl) - U(R) Ly =0,

wobei x, y € Br(0), x # y, und U ist die in Satz 4.1 definierte Fundamentallésung des
Laplace-Operators. Wegen
R2

lyl, o — [yl
RIETIEN R TR

Cwr L R R2\ [RPE
—\/F(lﬁd +W|y| —ZX'yw)— RZ +R —ZX'y

2

kénnen wir G fiir y # x auch schreiben als

X2y
R2

G(x,y):U(\/|x|2+|y|2—2x-y)—U( +R2—2x-y). (4.11)

Bemerkung. Die Greensche Funktion kann mit Hilfe des elektrischen Potentials im dreidi-
mensionalen Raum motiviert werden. Wir machen fiir y € R3 den Ansatz

(R | _
x-yl |x -7l
wobei ¢ das elektrische Potential, 4 eine Punktladung an der Stelle y und j eine “Schein-
ladung” an der Stelle i/ (ohne physikalische Einheiten) seien. Wir wollen i und 4 aus der
Forderung ¢,(x) = 0 fiir alle [x| = R bestimmen. Physikalisch bedeutet dies, dass wir die

“Scheinladung” so platzieren, dass das elektrische Potential am Kugelrand verschwindet.
Aus ¢, (x) = 0 folgt

¢y(x) = |

&

=y~ |x—gP




54 4 DIE POISSON-GLEICHUNG

Formen wir diesen Bruch um, erhalten wir
g (|x? + 171> = 2x - §) = 7*(1xP* + [y* = 2x - y)

oder wegen [x| = R

%171 + R*) = 7(lyI* + R?) = =2(7%y = 75 - x. (4.12)

Diese Gleichung soll fiir alle x € dBr(0) gelten, aber die linke Seite hdngt nicht von x ab. Es

ist daher sinnvoll, beide Seiten gleich null zu setzen:
9> _lyP+R?

oy —— und

7> _ lyl
7> |jl*+R? 72

=2, (4.13)
|71
Wir kénnen g und 7 eliminieren, indem wir beide Gleichungen gleichsetzen:
lyl _ lyP+R? _ _
éﬁ ) éPW also |yl(I7 +R?) = [71(1yI* + R?)

bzw. nach Umformulierung

Iyl = [7D(R* = |yl 1g]) = 0.
Eine Losung ist |y| = |i7|. Dies ergibt wegen (4.13) g% = 32 und wegen (4.12) ¢*(y — %) - x =0
fiir alle x, woraus sich y = 7 ergibt. Falls g = -, so folgt die triviale Losung ¢,(x) = 0. Falls
q = g, erhalten wir ¢,(x) = 2q/|x — y| # 0 fiir [x| = R, was der Forderung ¢,(y) = 0 fiir
|x| = R widerspricht. Daher muss die andere Losung R? = |y| || gelten. Geometrisch liegen
wegen (4.12) y und ¥ auf einer Linie, also ist

I

Setzen wir diese Beziehung in die zweite Gleichung von (4.13) ein, so erhalten wir q%/3% =
ly|?/R? und folglich § = —gR/|y|. Wir fassen zusammen:

0y(0) = 1 L

S

Dies entspricht gerade (fiir g = 1) der Greenschen Funktion G(x, ) im R>. |

Es gelten die folgenden Eigenschaften.

Lemma 4.6. Fiir die Greensche Funktion (4.11) gilt fiir alle x, y € Br(0)
G(x,y) =G(y,x) und G(x,y)<0.

Beweis. Die Symmetrie von G folgt aus der Symmetrie des Skalarprodukts und der
Darstellung (4.11). Die zweite Eigenschaft folgt aus der Ungleichung

214,12 2 21412
S e (iR e FEE

2 2 _

fur alle |x|, |[y| < R

<R?
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und der Tatsache, dass die Fundamentallosung U, definiert in Satz 4.1, monoton wach-
send ist. O

Wir koénnen die Eigenschaften von G aus Lemma 4.6 physikalisch interpretieren. Da-
zu erinnern wir, dass G(x, -) die Differentialgleichung AG(x, -) = 6, in Br(0) erfiillt und
homogene Dirichlet-Randwerte hat (siehe (4.4)). Wir kénnen G(x, y) als die Temperatur
an der Stelle y interpretieren, wenn sich an der Stelle x eine Temperatursenke befindet.
Die durch die Senke verursachte Temperatur liegt unter der Randtemperatur, die gleich
null ist: G(x,y) < 0 fiir x, y € Br(0). Die Symmetrie von G bedeutet dann, dass die
durch eine an der Stelle x befindliche Warmesenke verursachte Temperatur an der Stelle
y gleich ist der Temperatur an der Stelle x, die durch eine Senke an y verursacht wird.

Bevor wir das Dirichletproblem 16sen, zeigen wir einige Eigenschaften fiir harmoni-
sche Funktionen, also fiir die Losungen der Laplace-Gleichung.

Theorem 4.7. (i) Sei u € C%(Br(0)) eine harmonische Funktion. Dann gilt die Poisson- sche
Integralformel fiir Kugeln

_RZ—|x|? u(y)
u(x) = RS, LBR(O) P y|nds(y), x € Br(0). (4.14)

(ii) Eine in einer offenen Menge Q) harmonische Funktion liegt in C*(Q2).

Dieser Satz zeigt zwei erstaunliche Eigenschaften harmonischer Funktionen. Teil (i)
sagt aus, dass die Werte einer harmonischen Funktion in einer Kugel vollstindig durch
die Werte auf dem Kugelrand bestimmt sind. Teil (ii) driickt eine Regularisierungs-
eigenschaft des Laplace-Operators aus: Erfiillt eine klassische Losung u die Laplace-
Gleichung, so ist sie automatisch unendlich oft differenzierbar. Beachte allerdings, dass
u nicht notwendigerweise glatt bis zum Rand ist, d.h., dass u € C®(Q) nicht unbedingt
gelten muss. Ahnlich wie bei der Halbebene wird die Funktion

K(x,y) =
der Poisson-Kern fiir die Kugel genannt.

Beweis. Eine Rechnung zeigt, dass fiir y € dBr(0)

G y _RE-x* 1

% _vg. L
dv, ' R RS, |x-—y|

gilt. Damit folgt Teil (i) aus der Reprasentationsformel (4.5). Um Teil (ii) zu beweisen,
bemerken wir, dass der Poisson-Kern beliebig oft differenzierbar in x € Br(0) ist (fiir
y € dBgr(0)), also gilt die Aussage fiir Kugeln. Bei einer beliebigen offenen Menge Q
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%//

1% 9
70
Abbildung 4.8: Losung der Poisson- 1 .
0

schen Integralformel im Einheitskreis mit
-1 -

glx,y) =x+y% y X

wihlen wir x € Q. Dann existiert eine Kugel mit Mittelpunkt x, die vollstandig in () liegt.
Wir kénnen die Aussage auf diese Kugel anwenden und erhalten die Differenzierbarkeit
an x. 0

Wie bei der Halbebene liefert die Poissonsche Integralformel eine klassische Losung
des Dirichlet-Problems.

Theorem 4.8. Sei ¢ € C%(9Bg(0)). Dann ist

R? — |x|? / s(y)
u(x) = ——— ds(y)
) RSy Jogroy X —yl" J

eine Losung von
Au=0 inBgr(0), u=g aufdBr(0).

Wir illustrieren die Lésung u in Abbildung 4.8, wobei wir R = 1 und g(x, y) = x + y>
gewdhlt haben.

Beweis. Der Beweis ist dhnlich wie der Beweis von Satz 4.5. Es ist die Stetigkeit an den
Randpunkten zu zeigen. Dazu bemerken wir, dass die Poissonsche Integralformel (4.14),
angewendet auf u = 1, die Beziehung

/ K(x,y)ds(y) =1 (4.15)
dBr(0)

ergibt. Seien nun xg € JdBr(0) und ¢ > 0. Wegen der Stetigkeit von g existiert 6 > 0, so
dass aus |y — xo| < 6 folgt |g(y) — g(x0)| < €/2. Fur alle x € Br(0) mit |x — x| < 6/2 folgt
dann wegen (4.15)

e =gt = | [ ke s - st
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i

< / K(x,y)Ig(y) — g(xo)lds
y€dBR(0), ly—xo|<6

Abbildung 4.9: Illustration fiir den Beweis
der Poissonschen Integralformel.

" / K(x, y)Ig(y) = g(xo)lds
YEIBR(0) ly—x0l20

2 2 d
<L42 sup Ig(z)lM / S(y)n. (4.16)
2 2€dBR(0) RSy, ly—x0|=0 |x - yl

Aus den Ungleichungen |x—xo| < 6/2und |y—xg| > 6 folgt |x—y| > |y—xo|—|x0—x| = 6/2
(siehe Abbildung 4.9), so dass das Integral auf der rechten Seite beschréankt ist:

d n
/ atl < (%) / ds < oo,
ly—xolz5 X = yI" 0/ JaBg(o)

Fiir |x — xg| — 0 erhalten wir R? — |x|> — 0. Also ist die rechte Seite von (4.16) fiir
hinreichend kleines |x — x| kleiner als ¢/2. Dies beweist u(x) — g(xo) fir x — xo. O

4.3 Maximumprinzip

In diesem Abschnitt beweisen wir weitere Eigenschaften fiir die Losung der Laplace-
oder Poisson-Gleichung. Zuerst zeigen wir, dass die Losung der Laplace-Gleichung,
ausgewertet an einem Punkt x, gleich dem Mittelwert der Funktion iiber die Oberflache
einer Kugel mit Mittelpunkt x ist. Es gilt sogar mehr:

Theorem 4.9 (Mittelwerteigenschaft). Sei Q c R" ein Gebiet. Fiir u € C2(Q) gelte
Au = 0in Q. Dann gilt fiir alle R > 0 und x € Q mit Br(x) C Q die Mittelwerteigenschaft:

1 n
u(x) = / uds = / udy. 4.17)
SnR"1 JoB(x) SnR™ Jpr(x) !

Falls Au > 0 bzw. Au < 0in Q, so gilt (4.17) mit "<” bzw. “>" anstelle des Gleichheitszei-
chens.

Beweis. Wir wahlen sphérische Koordinaten mit Mittelpunkt xo € Q, r = |x — xg|,
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w = (x —xp)/r und 0 < r < R. Dann folgt aus dem Satz von Gauf3

0= / Audx = / a—uds = r”_l/ 8_u(x0 +rw)dw.
B, () 2B,(xg) IV 2B1(0) 9

Division durch 7"~ und Integration von null bis R liefert

R
0= / / 8_u(xO +rw)drdw = / (u(xo + Rw) - M(XO))dCU
9B1(0) J0 ar dB1(0)

=
= u(xo + w)dw' — u(xp) dw
R™1 J B (0) 9B1(0)

2y
= uds — S,u(xp),
R™1 J 3By (xo) ’

denn S, ist die Oberfldche von dB1(0). Dies zeigt die erste Gleichheit in (4.17). Die zweite
Gleichheit folgt aus der ersten, denn

R R S,R"
/ udy = / / udsdr = / u(x)S,r"tdr = ZZ—u(x).
BR(X) 0 8BR(x) 0 n

Im Falle eines der Ungleichheitszeichen verlduft der Beweis analog. O

Ubrigens gilt auch die Umkehrung von Satz 4.9: Ist u € C?(Q) und gilt (4.17) fiir alle
Kugeln Br(x) C Q, so ist u harmonisch (siehe Evans, Seite 26 [7]).

Wir haben bereits bei den Poissonschen Integralformeln aus dem vorigen Abschnitt
gesehen, dass eine harmonische Funktion in einem Gebiet vollstindig durch die Werte
auf dem Rand des Gebiets bestimmt ist. Diese Aussage kann verschérft werden.

Theorem 4.10 (Maximum- und Minimumprinzip). Sei QQ C R" ein beschrinktes Gebiet.
Sei u € C2(Q) N CYQ) mit Au > 0 bzw. Au < 0in Q.
(i) Es existiere ein xo € Q mit u(xo) = max, g u(x) bzw. u(xp) = min,, g u(x). Dann
ist u konstant in Q.
(ii) Es gilt
supu = sup u bzw. infu = inf u.
xeQ xeoQ xeQ xedQ)

Teil (i) des Satzes wird das starke Maximumprinzip bzw. Minimumprinzip genannt; Teil
(ii) heifst das schwache Maximumprinzip bzw. Minimumprinzip. Der Satz ist auch giiltig,
wenn QO C R" in (i) eine offene, zusammenhidngende Menge und in (ii) eine offene,
beschrdankte Menge ist. Anstelle von “sup” und “inf” hétten wir auch “max” und “min”
schreiben kénnen, da u stetig auf Q ist.
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Beweis. Sei xo € Q mit M = u(xg) = sup, ., u(x) und 0 < r < dist(xg, dQ). Aus der
Mittelwerteigenschaft (4.17) und u < M folgt

n
S,

M = u(xp) = / udx < 2—Mmeas(Br(xo)) = M.
Br(x()) ¥ Sn

Also muss Gleichheit gelten, aber dies ist wegen der Stetigkeit von u nur moglich, wenn
u = M in B,(xo) gilt. Wir behaupten, dass die Menge A = {x € Q: u(x) = M} offen und
(relativ) abgeschlossen in Q ist. Daraus folgt dann A = Q (da Q als zusammenhéngend
vorausgesetzt wurde) und die Behauptung (i). Wahlen wir x € A, so existiert nach
der obigen Betrachtung eine Kugel B,(x) mit u = M in B,(x). Also ist A offen. Die
Abgeschlossenheit von A folgt aus der Stetigkeit von u.

Teil (ii) des Satzes ist eine Konsequenz aus Teil (i), denn nimmt u das Maximum im
Innern von Q) an, so ist # nach Teil (i) konstant und die Aussage gilt. |

Eine wichtige Konsequenz aus dem Maximumprinzip ist die Eindeutigkeit von klas-
sischen Losungen des Dirichlet-Problems.

Theorem 4.11. Sei Q C R" ein beschriinktes Gebiet. Seien u1, u, € C2(Q) N CO(Q) zwei
Losungen des Dirichlet-Problems

Auj=f inQ, w=g aufdQ,i=1,2,

wobei f und g stetige Funktionen seien. Dann gilt uy = uy in Q.

Beweis. Die Funktion u7 — uy ist harmonisch und nimmt daher nach Satz 4.10 ihr
Minimum und Maximum auf dem Rand an. Auf dem Rand verschwindet u; — u#> nach
Voraussetzung. Also muss 11 — 1> = 0 in Q gelten. m|
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5 Elliptische Gleichungen

5.1 Motivation

In diesem Kapitel verallgemeinern wir einige Resultate aus dem vorigen Kapitel fiir
Losungen allgemeiner elliptischer Differentialgleichungen zweiter Ordnung

Lu)=f inQ, u=g aufdQ, (5.1)
wobei L ein linearer formaler Differentialoperator der Form
L(u) = —=div(A(x)Vu) + b(x) - Vu + c(x)u

und ) C R" ein beschrdanktes Gebiet seien. In Anwendungen sind hdufig die Koeffi-
zienten von L oder die rechte Seite f in (5.1) nicht stetig. In diesen Fillen kann keine
zweimal stetig differenzierbare Losung existieren. Wir miissen den Losungsbegriff auf
verallgemeinerte oder sogenannte schwache Losungen erweitern. Um dies zu motivieren,
betrachten wir folgendes Dirichletproblem:

—Au+u=f inQ, u=0 aufdQ. (5.2)

Wir nehmen zunichst an, dass dieses Problem eine klassische Losung u € C2(Q)NC%(Q)
besitzt und dass f € C°%(Q). Wir multiplizieren die Differentialgleichung mit einer
Funktion v € H = {v € C1(Q) : v = 0 auf dQ}. Dann erhalten wir mit dem Satz von

Gaufs:
/fvdx = /(—Au + u)vdx = /(Vu - Vo + uv)dx.
Q 0 Q

Das Randintegral verschwindet, da v = 0 auf JdQ. Diese Darstellung hat den Vorteil,
dass die Funktion u nur noch einmal differenzierbar sein muss. Damit erhalten wir eine
alternative Formulierung des Dirichlet-Problems (5.2), die sogenannte schwache Formu-
lierung: Finde eine einmal stetig differenzierbare Funktion u mit u = 0 auf JQ), so dass
fiir alle einmal stetig differenzierbaren Funktionen v mit v = 0 auf JQ gilt:

/fvdx = /(Vu Vo +uv)dx. (5.3)
Q Q

Insbesondere legt diese Formulierung den Versuch nahe, ein Resultat aus der Funktio-
nalanalysis zu verwenden, ndmlich den Darstellungssatz von Riesz. Dazu erinnern wir
an die Definition eines Hilbertraums und seines Duals: Ein Vektorraum H heifst Hilbert-
raum, wenn auf ihm ein Skalarprodukt (-, -) definiert ist und wenn er vollstandig ist (d.h.,
jede Cauchy-Folge ist konvergent in H). Der Dualraum H’ ist definiert durch

H' ={F : H — R : F linear, stetig}.
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Theorem 5.1 (Darstellungssatz von Riesz). Seien H ein Hilbertraum und F € H'. Dann
existiert genau ein u € H, so dass

(u,v)=F(v) fiirallev € H.

Fiir den Beweis verweisen wir auf die Literatur tiber Funktionalanalysis, z.B. Alt,
Seite 163 [2]. Um den Darstellungssatz anwenden zu konnen, ist es naheliegend, H =
{v € CY(Q) : v =0auf dQ} und

(u,v):/(Vu-Vv+uv)dx, F(v):/fvdx, u,v € H,
Q Q

zu definieren. Die Norm von H ist iiber das Skalarprodukt durch ||u||i[ = (u,u) fur
u € H definiert. Sind die Voraussetzungen des Darstellungssatzes erfiillt? Das Produkt
(-, -) ist ein Skalarprodukt, denn es ist bilinear, symmetrisch und (u, u) > 0 mit (u, u) = 0
genau dann, wenn u = 0. Das Funktional F ist linear und stetig und damit ein Element
aus H’, denn mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung (siehe Satz 1.7) folgt

Fo) =] [ foas| < 1ol < Il ol

1

0.8f
0.6/
0.4
0.2f
Abbildung 5.1: Funktionen u,, (gestrichelte
Linie) und u (durchgezogene Linie). o Y o 05 ’

Ist der Raum H ein Hilbertraum? Er ist sicherlich ein Vektorraum, aber ist er auch
vollstandig? Dies stimmt leider nicht. Um dies einzusehen, definieren wir exemplarisch

die Funktionenfolge
un(x) = {[1+ 1_ NEE: l,
n n

xeQ=(-1,1),neN

(siehe Abbildung 5.1). Dann gilt u, € H und u,(x) konvergiert fiir n — oo punktweise
gegen u(x) =1—|x|, x € (-1,1). Ferner gilt:



62 5 ELLIPTISCHE GLEICHUNGEN

Lemma 5.2. Die Funktionenfolge (u,) konvergiert in der Norm von H gegen u,
nlglgo (lltn = ull 2 + Ny, = 1’ ll12)) =0,
aber es gilt u ¢ H.

Bewels. Eine lingere Rechnung zeigt, dass

[f(un—u)zdx - %(1— (1+%)3/2+ (%)s/z)+%
+%(1_m)(ln(“@)—ln(_“@)).

Wegen xInx — 0 fiir x — 0 konvergiert dieser Ausdruck fiir n — oo gegen null. Die
Ableitung von u lautet u’(x) = —1 fiir x > 0 und u(x) = 1 fur x < 0. Eine andere lingere
Rechnung ergibt dann

! ’ "2d ° * _ 12d 1 _r 12d
[1(un—u) x_ll(_\/x2+1/n_) x+/0 (_\/x2+1/n+) §
1 2
=2 [-—2— 1)d
/0 ( \/x2+1/n+ i

1 / 1 2
=2 - —arctanvVn +2-2 1+—+—),
( Vn no «n

und dies konvergiert wegen arctan(x)/x — 0 fiir x — oo ebenfalls gegen null, falls
n — oo. Dies zeigt das Lemma. |

Da u nicht differenzierbar ist, konnen Grenzwerte von Folgen von H also aus dem
Raum hinausfiihren. Damit kann der Darstellungssatz von Riesz nicht angewendet wer-
den. Gibt es einen Ausweg aus diesem Problem? Ja, er besteht darin, den Funktionen-
raum zu dndern. Eine Idee lautet, den Raum H beziiglich seiner Norm zu vervollstandi-
gen, d.h. den Raum H zu betrachten, wobei der Abschluss beziiglich der oben definierten
Norm zu verstehen ist. Solche vervollstindigten Raume heifSen Sobolevriume. Wir un-
tersuchen sie im folgenden Abschnitt genauer, bevor wir uns der Losung des Problems
(5.3) zuwenden.

5.2 Sobolevrdume

Wir definieren in diesem Abschnitt Sobolevraume, die fiir die schwache Ldsbarkeit
elliptischer Differentialgleichungen essentiell sind, und notieren einige ihrer wichtigsten
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Eigenschaften. Die Beweise aller Eigenschaften wiirde den Rahmen dieses Manuskripts
sprengen, und wir miissen fiir Details auf die Literatur iiber Sobolevraume verweisen;
siehe z.B. Adams [1] oder Troianiello [13].

Es sei im Folgenden QO C R" eine offene Menge und k € Nj. Wir definieren auf dem
Vektorraum C®(Q) das Skalarprodukt

(u,0)gr = Z /QD"‘uD"‘vdx

la|<k

und die dadurch induzierte Norm

”u”Hk(Q) = (u, u)yx.

Ferner definieren wir (siehe Alt, 1.25 [2]):

Definition 5.3. Sei Q ¢ R" offen. Der Abschluss von X = {u € C*(Q) : [[u||gxq) < oo}
beziiglich der Norm ||-|| () ist der Sobolevraum H k(Q). Der Abschluss von Co () beziiglich
der Norm || - || yx(qy) ist der Sobolevraum H(’)‘ (Q). Wir schreiben:

HYQ) =X, HiQ)=CP(Q).

Die Riume H*(Q) und H('J‘(Q) sind Hilbertraume. Wir setzen H*(Q) = L?(QQ). Gemif3
Definition kann eine Funktion u aus H*(Q) (bzw. H(])c (Q)) durch Funktionen u, aus
C®(Q) N HY(Q) (bzw. Cy(€Q)) approximiert werden,

Lim luy — u]] () = 0.

Die obige Definition vermeidet das am Ende des vorigen Abschnitts erwdhnte Pro-
blem der Nicht-Vollstindigkeit, aber sie hat den Nachteil, dass sie eher abstrakt ist. Wir
konnen allerdings auch eine andere Charakterisierung des Sobolevraums H*(Q) geben.

Theorem 5.4 (Charakterisierung von Sobolevfunktionen). Sei QO C R”" offen. Dann
gilt

HYQ) = {u € L*(Q) : D*u € L*(Q) fiir alle |a| < k},
wobei Du € D'(Q) die distributionelle Ableitung von u ist.

Beweisskizze. Der Beweis basiert auf folgender Idee: Sei Z = {u € L*(Q) : D%u € L*(Q),
la| < k} und definiere die Abbildung | : H*(Q) — L*(Q) durch J(u) = u, wobei u =
L2-limy,c0 1, und (1) eine Cauchyfolge in C*®(Q2) sind. Wegen der Aquivalenzrelation
in H¥(Q) ist | injektiv und nach der Definition der Norm in H*(Q) normerhaltend.
Man kann aufierdem mit Hilfe der Faltung zeigen, dafs | surjektiv auf Z ist. Fiir Details
verweisen wir auf [2], Abschnitt 1.25. Folglich ist | : H Q) - Z bijektiv. Daher ist Z
vollstindig und wir kénnen Z mit H k(Q) identifizieren. O
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Abbildung 5.2: Beispiel einer beschrank-
ten, aber am Ursprung unstetigen Funk-
tion aus H'. y -1 X

Da L?-Funktionen nur fast iiberall (d.h. bis auf Nullmengen) definiert sind, besteht
H*(Q) eigentlich aus Aquivalenzklassen von Funktionen, die bis auf Nullmengen iiber-
einstimmen. In diesem Sinne gilt u = v in H¥(Q), wenn u(x) = v(x) fiir alle x € Q\N
und N C Q) eine Nullmenge ist.

Beispiel 5.5. (i) Die Funktion u(x) = |x| ist ein Element aus H'(-1,1), denn die
distributionelle Ableitung u’, gegeben durch u’(x) = -1 fiir x < 0 und u’(x) = 1 fiir
x > 0, ist L?-integrierbar. Die zweite Ableitung von u lautet dagegen u” = 250, denn
fir alle ¢ € D(-1,1) folgt

0 1
Ww”, ¢y =—-W, ¢’y = /_1 ¢’ (x)dx — /0 ¢’ (x)dx = 2¢(0).

Da 6o keine reguldre Distribution ist, erhalten wir u” ¢ Lz(—l, 1) und daher u ¢
H?(-1,1).

(ii) Die Funktion u(x,y,z) = In(x? + y? + z2), (x,y,2)T € B1(0) C R3, (x,y,z) #
(0,0,0), ist ein Element von H'(B1(0)), denn wir erhalten in Kugelkoordinaten

21 b4 1 1
/ lu|*dxdydz = / / / | In(r?)|*r? sin Odrd0d¢ = 167z/ In%(r)r2dr < oo,
B1(0) 0 0o Jo 0

21 T 1 2 2
/ |Vu|2dxdydz = / / / (—) % sin O0drdOd¢d = 161 < oo.
B1(0) 0 0 o \7

Dieses Beispiel zeigt, dass Funktionen aus H! nicht stetig (fortsetzbar) sein miissen.

(iii) Die Funktion u(x) = sin(In(1 + 1/|x|)) mit x € B1(0) € R3 ist beschrinkt (im
Gegensatz zum Beispiel in (ii)) und ein Element von H!(B1(0)), aber an der Stelle
x = 0 nicht stetig (sieche Abbildung 5.2). O

Wie konnen wir uns Funktionen aus Hé (Q) vorstellen? Da sie durch Funktionen aus
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Abbildung 5.3: lllustration fiir den Beweis
von Satz 5.6. Die hellblaue Fldche be-
schreibt B, die fette schwarze Linie ist
T.

Co (Q), die samt allen Ableitungen auf JQ verschwinden, approximiert werden, konnen
wir vermuten, dass auch Funktionen aus Hé (Q) auf JQ gleich null sind,

ue Hé(Q), wenn u € HY(Q) und “u = 0 auf 9Q".

Allerdings haben wir in dem obigen Beispiel gezeigt, dass Sobolevfunktionen nicht stetig
sein miissen, also i.a. auf JQ nicht punktweise definiert sind. In welchem Sinn ist dann
die Aussage “u = 0 auf dQ)” zu verstehen? Dazu benétigen wir die Spur einer Funktion.

Theorem 5.6 (Spur von Sobolevfunktionen). Sei Q C R" eine offene, beschrinkte
Menge mit dQ € Cl. Dann existiert ein beschrinkter linearer Operator, genannt die Spur
(engl.: trace), T : HY(Q) — L*(dQ) mit der Eigenschaft

T(u) = ulyq fiiralleu € HY(Q) N CY(Q).

Bewesisskizze. Wir nehmen zunichst an, dass u € C1(Q) und dass dQ in der Nihe eines
Randpunktes xo “gegléttet” ist, also in der Menge {x,, = 0} liegt. Wir wollen Tu := u|r
auf I definieren und miissen daher zeigen, dass ||Tu|| 2y = [[ullr2r) < Cllullg ) ilt-
Sei B,(xp) eine Kugel um xo mit Radius r > 0 und sei & € C°(B,(xp)) mit & > Ound & =1
in B, 5(xo). Seien weiter I' = dQ N B, j>(xp) und B* = B,(xp) N {x, > 0} (Abbildung 5.3).
Dann ist

/uzds < / Eulds = —/ J (E|lu*)dx  (denn & = 0 auf dB*\{x, = 0})
r {x,=0} B

+ aXn

_ d& du s [ Ou\2 ’
_ /B+(axn” +2£uaxn)dx§C/B+ (u +<axn) )dx§C||u||H1(Q).

Im vorletzten Schritt haben wir die Cauchy-Schwarz-Ungleichung auf u(du/dx,) ange-
wendet und & bzw. d&/dx, durch L*-Normen abgeschitzt. Fiir den allgemeinen Fall
zerlegt man dQ in endlich viele Teilmengen, die in der Nédhe eines Randpunktes “geglit-
tet” werden und definiert Tu := u|yq. Die obige Rechnung motiviert die Beschranktheit
von T:

ITullr200) < Cllullmq)-
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Schlieflich seien u € H'(Q) und (u,) ¢ C'(Q) eine Folge von Funktionen, die u € H'(Q)
approximiert, und definiere Tu := L?-lim;,_,. Tuy,. Fiir den vollstindigen Beweis siehe
Theorem 1, Kapitel 5.5 in [7]. O

Der Satz ist auch gtiltig, wenn der Rand von Q nur lipschitzstetig ist, d.h. lokal durch
eine lipschitzstetige Funktion dargestellt wird. Dies gilt fiir alle nachfolgenden Satze
dieses Abschnitts, in denen C!-Regularitit des Randes gefordert wird.

Sei u € H&(Q). Dann existiert eine Folge (u,) € C7°(Q), so dass u, — u in HY(Q).
Dann gilt geméafl dem obigen Satz T(u,,) = 0 und, da T ein stetiger Operator ist, T(u) = 0.
Es gilt auch die Umkehrung, deren Beweis deutlich aufwendiger ist; siehe Theorem 2,
Kapitel 5.5 [7]. Damit konnen wir H, é (Q)-Funktionen charakterisieren.

Theorem 5.7 (Charakterisierung von Hj-Funktionen). Sei QO c R” eine offene, be-
schrinkte Menge mit dQ € C1. Sei ferner u € H'(Q). Dann gilt

ue Hé(Q) genau dann, wenn  T(u) = 0.

Fiir Sobolev-Funktionen kann die partielle Integration verallgemeinert werden.

Theorem 5.8 (GauB fur Sobolev-Funktionen). Sei QO c R”" eine offene, beschrinkte
Menge mit dQ € C und seien uy, ..., u,, w € HY(Q). Setze u = (u1, . ..,u,)’. Dann gilt

/(divu)wdx = —/ u - Vwdx +/ (u - v)wds,
Q Q oQ

wobei v der duflere Normaleneinheitsvektor auf dCJ ist.

Das Randintegral ist als /aQ(T(”) - )T (v)ds und T(u) = (T(u1),..., T(uy))" zu
interpretieren, wobei T der Spuroperator ist. Dieses Integral ist definiert, da T(u;),
T(v) € L?(dQ). Der Satz kann durch Approximation mit Funktionen aus Cy (R") be-
weisen werden; sieche Abschnitt A6.8 in [2].

Wir haben in Beispiel 5.5 gesehen, dass H!-Funktionen nicht unbedingt stetig sein
miissen. Sind H*-Funktionen stetig, wenn k hinreichend grof ist? Der folgende Einbet-
tungssatz zeigt, dass dies tatsdchlich der Fall ist.

Theorem 5.9 (Einbetftungssatz von Sobolev). Sei Q c R”" eine offene, beschrinkte
Menge mit dQ € C und es gelte k —n/2 > m fiir k € N und m € Ny. Dann gilt

H*Q) — c™(Q),
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d.h., es gibt eine Konstante C > 0, so dass fiir alle u € H*(Q)
”u”Cm(ﬁ) < C”u”Hk(Q)

Wir haben H¥(Q) — C™(Q) anstatt H(Q) c C™(Q) geschrieben, denn die Men-
geninklusion ist streng genommen nicht korrekt, weil H k(Q) aus dquivalenzklassen von
Funktionen besteht. Das Zeichen “<—” deutet die folgende Aussage an: Jede Aquiva-
lenzklasse von H*(Q) enthilt einen Repréasentanten, der ein Element von C™ (Q) ist. Die
Abschitzung der C™-Norm gilt dann fiir diesen Reprédsentanten.

Beweisskizze., Wir skizzieren den Beweis nur fiir den Fall k = 1, m = 0 (also fiir Funktio-
nen u € Hé(Q)) und approximieren u durch C°(€2)-Funktionen (siehe die Argumente
im Beweis von Satz 8.9 in [2]). Wir setzen u = 0 auf R"\Q und setzen R = diam((Q2), so
dass QQ € Br(xp) fiir jedes x¢ € Q (Abbildung 5.4). Insbesondere ist u = 0 auf dBr(xo)

und
R d
/0 Eu(xo + rv)dr

wobei v den Einheitsnormalenvektor bezeichne. Integration tiber v € dB1(0) und Trans-
formation der sphérischen auf euklidische Koordinaten via x = x¢ + rv liefert

|u(x0)| =

R
S/ |[Vu(xg + rv)|dr,
0

|Vu(x)|dx

r(x0) |x - x0|n_1 .

R
meas(dB1(0))|u(xg)| < /(; /33 o |[Vu(xg + rv)|dvdr = /B

Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung ergibt sich dann

1/2 1/2
meas(dB1(0))|u(xg)| < (/B( )|x—x0|2(” 1)) (/ |Vu(x)|2dx) .

Der erste Faktor ist genau dann endlich, wenn 2(n — 1) < n oder n < 2. Wir schliefien,
dass

lullcom = Sliglu(x())l < ClIVullrzq) < Cllullmq)-
X0

Der allgemeine Fall kann dhnlich beweisen werden; siehe Seiten 330-335 in [2]. O

Wir konnen die Aussage des Einbettungssatzes auch folgendermafien formulieren:
Die Identitét ist eine stetige Abbildung von H k(Q) nach C™(Q), d.h., der Raum H¥(Q)
ist in C™(Q) stetig eingebettet. Es gilt sogar:

Theorem 5.10 (Rellich-Kondrachov). Sei Q) c R” eine offene, beschrinkte Menge mit
dQ € C! und seien k € N, m € Ny mit k > m. Dann ist die Einbettung HKQ) — H™(Q)
kompakt, d.h., beschrinkte Mengen in H*(Q) sind prikompakt in H™(Q).



68 5 ELLIPTISCHE GLEICHUNGEN

Abbildung 5.4: lllustration fiir den Beweis
von Satz 5.9.

K

Ist also (u,) eine beschrankte Folge aus H*(Q), so existiert eine Teilfolge (u,/) von
(11n), so dass (u,) in H™(Q) konvergiert, wenn k > m. Fiir den recht technischen Beweis
verweisen wir auf Kapitel 5.7 in [7].

Wir kehren zum Raum HS(Q) zuriick. Er hat die wichtige Eigenschaft, dass die

Beschréanktheit von || V|12 die Beschranktheit von [|u || ;2 () impliziert. Unter der Norm
IVu || 2(qy) verstehen wir die L*(Q)-Norm von |Vu|. Genauer gilt:

Abbildung 5.5: Illustration fiir den Beweis
von Satz 5.11.

|
RS v P

Theorem 5.11 (Poincaré-Ungleichung). Sei QO c R" eine offene, beschrinkte Menge
(beschriinkt in einer Richtung geniigt). Dann existiert eine Konstante C, > 0, so dass fiir alle
ue Hé(Q) gilt:

lullr2@) < CpllVull2q)-

Beweis. Sei zunéchst u € C°(Q). Wegen der Beschrianktheit von Q) existiert ein L > 0,
so dass Q C (=L, L) x R""! (Abbildung 5.5). Mit partieller Integration und der Cauchy-
Schwarz-Ungleichung folgt:

d d du
2 _ 2y 7. _ 2\ — 2 _
||u||Lz(Q) = /Q e (x1u”)dx /Qx1 o (u)dx /aQ x1u-vids Z/Qx1u8x1dx

du
< 2L||u||L2(Q)”3_x1 12(Q)

Hierbei haben wir benutzt, dass u = 0 auf JQ gilt. Wir erhalten also

il 2y < 2L“§7” < 2L||Vull 2 fiir alle u € D(Q).
1

L2(Q)
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Seinun u € Hé (Q). Nach Definition kann u durch eine Folge (u,) aus D(Q) appro-
ximiert werden, so dass u, — u und Vu, — Vu fiir n — oo in L?(Q) gelten. Dann folgt
aus

lunllr2@) < 2LIIVuullrzq)
durch den Grenziibergang n — oo die Behauptung mit C, = 2L. m|

Die Poincaré-Ungleichung hat die Ungleichungskette

12y = 1By + 19012y < (C2+ DIVHIRy ) < (C+ Dl G4

zur Folge, die zeigt, dass ||V(-)||2(q) eine zu || - ||g1(q) dquivalente Norm in Hé(Q) ist.

Schliefdlich benétigen wir noch Sobolevraume mit negativem Index. Betrachte etwa
die Funktion u(x) = |x| fiir x € (-1,1). Nach Beispiel 5.5 (i) gilt u € H'(-1,1), also
u’ € H%(-1,1) = L?(-1,1). Die zweite Ableitung u” existiert nur im distributionellen
Sinne, und es ist naheliegend, u” € H ~1(=1,1) zu schreiben. Im Folgenden definieren
wir diesen Raum.

Definition 5.12. Seien Q C R" eine offene Menge und k € N. Wir definieren H-*(Q) als
den Dualraum von H(’)‘(Q), d.h.

H5Q) = {u: H(’)‘(Q) — R : u ist linear und stetig}.
Der Raum H%(Q) ist mit der Norm

lulli-cy = sup{lu(@) : 19l = 11 1 € HHQ),
versehen.

Ahnlich wie bei Distributionen verwenden wir fiir u € H%(Q) und ¢ € H(’)‘ (Q) die
Notation u(¢) = (u, ¢)py-r. Jedes Element aus H “k(Q) ist eine Distribution, H*(Q) c
D'(Q), denn fiir u € H¥(Q) und ¢ € D(K) (K c Q kompakt) folgt

[{u, )y« < ||u||H—k(Q)||¢||Hg(Q) < Cllullg—+llPllcrxy

mit einer Konstante C > 0, die von K abhingt. Beispiele fiir Elemente aus H ¥ sind L2(Q)-
Funktionen (via Identifikation), denn aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung erhalten
wir fiir alle u € L%(Q), ¢ € Hé‘(Q) und k € Ny:

e, @)yt = | /Q uda| < llull 21920 < 1l 9l
Damit erhalten wir die Inklusionskette:
D(Q) c HYQ) c LH(Q) c HKQ) c D'(Q), k=>1.

In dieser Ungleichungskette haben wir den Raum L?(Q) mit seinem Dualraum L*(Q)’
identifiziert, um die Inklusion L2(Q) ¢ H%(Q) formulieren zu kénnen.
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Beispiel 5.13. Betrachte die Delta-Distribution 0 € D’(Q), definiert durch (0, ¢) =
¢(0) fiir ¢ € D(Q), wobei 0 € Q gelte. Wir behaupten, dass 6 € H “k(Q), wobei k € N
mit k > n /2. Seien dazu ¢ € H(I)‘(Q) und ¢, € D(Q) eine Folge, die in H*(Q) gegen ¢
konvergiert. Dann erhalten wir mit dem Sobolevschen Einbettungssatz 5.9 fiir m = 0

€6, @)l = [PnO)] < lipnll o) < Clidnllxca)-
Im Grenzwert n — oo folgt wegen der Konvergenz ¢, — ¢ in H*(Q):

€6, ) = 19(0)] < CliP Ik (-

Dies beweist 6 € H™%(Q). O

5.3 Existenz schwacher Losungen

Wir zeigen in diesem Abschnitt die Existenz schwacher Losungen des Dirichletproblems
—div(A(x)Vu) + b(x) - Vu + c(x)u = f(x) inQ, u=0 aufdQ, (5.5)

wobei Q c R” ein beschrinktes Gebiet mit dQ € C!, A(x) = (aij(x)) eine (n X n)-Matrix
und b(x) = (bi(x)) € R" ein Vektor seien. Wir setzen a;, b;, c € L*(Q), f € L?(Q) voraus.
Auflerdem sei die Matrix A(x) symmetrisch und gleichméfig positiv definit:

Definition 5.14. Die Differentialgleichung (5.5) heif$t (gleichmiifig) elliptisch, wenn es eine
Konstante a > 0 gibt, so dass fiir alle x € Q und & € R" gilt:

ETAM)E > alél. (5.6)

Falls A(x) symmetrisch ist, ist gleichméfige Elliptizitdt gleichbedeutend damit, dass
A(x) gleichméflig in x positiv definit ist. Dies bedeutet, dass die Eigenwerte von A(x)
positiv und durch a nach unten beschrankt sind.

Um eine Formulierung zu finden, die keine zweiten Ableitungen von u enthélt, gehen
wir wie in Abschnitt 5.1 vor. Sei u € C2(Q) N C%Q) eine klassische Losung von (5.5)
und seien a;; € CY(Q), b;, ¢, f € C%Q). Wir multiplizieren die Gleichung mit einer
Testfunktion v € D(Q)) und integrieren partiell. Dies ergibt

/ (VuT A(x)Vo + (b(x) - Vu)o + c(x)uv)dx = / fodx. (5.7)
Q Q

Das Randintegral verschwindet, da v = 0 auf Q. Wir nennen (5.7) mit a;;, b;, c € L*((2)
und f € L*(Q) eine schwache Formulierung von (5.5). Die Formulierung (5.7) ist sinnvoll,
wenn wir nur u € H(Q) verlangen. Wir definieren daher:
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Definition 5.15. (i) Eine Funktion u € C%(Q) N C%(Q) heifit klassische Lisung von (5.5),
wenn sie die Differentialgleichung fiir alle x € Q und die Randbedingunyg fiir alle x € JQ
erfiillt.

(ii) Eine Funktion u € Hé(Q) heifSt schwache Lisung von (5.5), wenn sie (5.7) fiir alle
v € Hy(Q) erfillt.

Die homogenen Dirichlet-Randbedingungen sind in der Bedingung u € Hy(Q) ge-
maf Satz 5.7 enthalten. Die obige Rechnung zeigt, dass jede klassische Losung eine
schwache Losung ist. Sei umgekehrt u € H&(Q) eine schwache Losung von (5.5) mit
u € C2(Q)NCY%Q) und a;; € C1(Q). Wir behaupten, dass dann u auch (5.5) 16st. Um dies
zu zeigen, sei v € D(Q). Wir konnen in (5.7) partiell integrieren und erhalten, da v = 0
auf 0Q),

/ (— div(A(x)Vu) + b(x) - Vu + c(x)u — f(x))vdx = 0.
Q

Dies gilt fiir allev € D(Q). Nach Lemma 1.9 folgt dann (5.5) fast tiberall. Die Gleichungen
(5.5) gelten fiir alle x € O, wenn A € C YQ)und b, c, fe CY%Q). Die Randbedingung ist
erfiillt, da der Spuroperator fiir stetige Funktionen gleich der Auswertung der Funktion
auf dem Rand ist. Wir haben gezeigt:

Proposition 5.16. Jede klassische Losung u von (5.5) mit u € H'(Q) ist auch eine schwache
Losung. Eine schwache Ldsung von (5.5) ist eine klassische Losung, wenn sie Element von
C%(Q) N C%Q) ist und a;j € CY(Q) gilt.

Der erste Teil der Proposition ist ohne den Zusatz, dass u in H L) liegt, i.A. falsch.
Ein Gegenbeispiel ist Q = (0,2), u(x) = vx fiir x € (0,1) und u(x) ist fiir x € (1,2) so
fortgesetzt, dass u(2) = 0und u € C3(Q) N CY%(Q), denn u’(x)? = 1/x ist auf (0, 1) nicht
integrierbar.

Proposition 5.16 deutet die Strategie an, mit der wir elliptische Randwertprobleme
16sen. Wir zeigen zuerst, dass das Problem eine schwache Losung besitzt. Als zweiten
Schritt zeigen wir, sofern dies moglich ist, dass die schwache Losung regulédr und damit
eine klassische Losung ist.

Zundchst miissen wir allerdings die schwache Losbarkeit sicherstellen. Dazu defi-
nieren wir die Bilinearform a(-, -) und das Funktional F auf Hé (Q):

a(u,v) = /Q (VuT A(x)Vo + (b(x) - Vu)o + c(x)uv)dx, u,v € Hy(Q),

F(v)z[)fvdx, veHS(Q).

Dann lautet die schwache Formulierung von (5.5) wie folgt: Finde u € Hé (Q), so dass
a(u,v) = F(v) furallev € Hé(Q) gilt.
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Um dieses Problem zu 16sen, kann der Darstellungssatz von Riesz leider nicht un-
mittelbar angewendet werden, weil durch a(u, v) i.A. kein Skalarprodukt definiert wird.
Das Lemma von Lax-Milgram erweitert den Darstellungssatz auf sogenannte koerzive
Bilinearformen.

Definition 5.17. Seien H ein Hilbertraum und a : H X H — R eine Bilinearform. Wir
nennen a stetig, wenn eine Konstante K > 0 existiert, so dass

la(u,v)| < K||u||gl||v||lg fiiralleu,v € H.
Die Bilinearform heif$t koerziv, wenn eine Konstante xk > O existiert, so dass

a(u,u) > K||u||%{ fiiralleu € H.

Theorem 5.18 (Lemma von Lax-Milgram). Seien H ein Hilbertraum mit Skalarprodukt
(-,-),a : HXH — R eine stetige und koerzive Bilinearform und F € H'. Dann existiert genau

einu € H, so dass
a(u,v) = F(v) fiirallev € H. (5.8)

Fiir diese Losung gilt
luller < & IF |l (5.9)

Beweis. Seiw € H. Dann ist die Abbildung a(w, -) : H — R linear und stetig und daher
a(w,-) € H'. Nach dem Darstellungssatz von Riesz existiert ein eindeutig bestimmtes
S(w) € H mit

(S(w),v) =a(w,v) fiurallev € H (5.10)
und

IS@)lle = lla(w, )lla < Kllw|a (5.11)

Dies definiert eine Abbildung S : H — H. Wegen der Bilinearitat von a ist sie linear. Die
Abschétzung (5.11) zeigt, dass sie aufSerdem stetig ist. Unser Ziel ist es zu zeigen, dass
die Inverse S™! existiert und linear und stetig ist. Daraus folgt dann die Behauptung,
denn ist gemdfl dem Darstellungssatz von Riesz ¢ € H die (eindeutig bestimmte) Losung

von
(g,v)=F(v) furalleveH

mit ||g||z = ||F||r, so folgt mit (5.10)
a(s7Y(g),v) = (S(5"X(g)),v) = (g,v) = F(v) fiirallev € H,

d.h., u = S71(g) ist die gesuchte Losung. Wir zeigen:
1. Schritt: S ist injektiv. Wegen der Koerzivitdt von a erhalten wir fiir alle u € H:

kllullfy < alu,u) = (S(u),u) < 1Sl
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also
kllullg < [ISW)llA. (5.12)

Dies zeigt, dass S injektiv ist (denn aus S(u) = 0 folgt sofort u = 0). Damit kénnen wir
die Inverse S~ auf dem Bild von S definieren, S™! : R(S) — H. Diese Abbildung ist
stetig, da ||S71(v)||g < x7|v||y fiir v € R(S). Wir miissen zeigen, dass R(S) = H.

2. Schritt: R(S) ist abgeschlossen. Sei (v,,) € R(S) mitv, — v firn — cound v € H. Zei-
gen wir, dass v € R(S), dann ist R(S) abgeschlossen. Nach Definition der Folgenglieder
v, existieren Elemente u, € H, so dass v, = S(u,) — v. Aus (5.12) folgt, dass (u,) eine
Cauchy-Folge in H ist. Die Vollstandigkeit von H impliziert die Konvergenz von (u,),
u, — w fir ein w € H. Da S stetig ist, ergibt sich weiter S(u,) — S(w), also S(w) = v
und daher v € R(S).

3. Schritt: R(S) = H. Wir machen die Widerspruchsannahme R(S) # H. Da R(S) ein
abgeschlossener linearer Unterraum von H ist, kénnen wir den Raum H orthogonal
zerlegen, d.h. H = R(S) @ R(S)* und R(S)* # {0}. Sei z € R(S)* mit z # 0. Dann ist
(S(v), z) = 0 fiir alle v € H. Insbesondere folgt aus der Definition (5.10) von S, dass

0=(5(2),2) = a(z,z) > «|z|%

und damit z = 0. Dies widerspricht unserer Wahl z # 0.
Wir haben gezeigt, dass die Abbildung S : H — H invertierbar ist. Es bleibt die
Ungleichung (5.9) zu zeigen. Sie folgt direkt aus (5.12), denn mit u = S~!(g) ergibt sich

lullg = 1IS7HIH <« Higlly =« HIF|la.
Dies beweist das Lemma. m|

Die schwache Losbarkeit des Dirichlet-Problems folgt nun aus dem Lemma von
Lax-Milgram. Zuvor beweisen wir die Young-Ungleichung, die wir in dem Beweis des
Existenzsatzes bendtigen.

Lemma 5.19 (Young-Ungleichung). Seien x, y > 0,6 > 0und 1 < p,q < oo mit
1/p +1/g9 = 1. Dann gilt

)
xy < —xP +
p q(sq/P

y.

Bewels. Aus der Konvexitdt von x +— e* ergibt sich fiir a, § > 0
Oéﬁ — elna+1nﬁ — e(l/p)lna”+(1/q)lnﬁ”f < %elnap + %elnﬂq — %ap + 1‘811,

und die Young-Ungleichung folgt mit & = 6'/Px und g = 6 /ry. m|
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Theorem 5.20. Seien a;j, bi, c € L*(Q), A = (aj;) sei symmetrisch und gleichmiif$ig positiv
definit (mit Konstante a > 0), c(x) > co > O fiir alle x € Q, und f € L*(Q). Ferner sei
entweder b = 0 und co = 0 oder 4arco > b2, wobei by = ||| L=(Q)- Dann existiert genau eine
schwache Losung u € Hé (Q) von (5.5), und es gilt

||u||H3(Q) < Cllfllz2) (5.13)

wobei C = (1 + C;%)/ (a — b§/4co) mit der Poincaré-Konstante C, (siehe Satz 5.11). Falls
co=0,ist C = (1+Cp)/a.

Die Ungleichung (5.13) nennen wir eine A-priori-Abschitzung. Sie gibt Auskunft darti-
ber, wie sich die Losung d@ndert, wenn sich die Daten der Differentialgleichung dndern.

Insbesondere hingt die Lésung in stetiger Weise von Anderungen der rechten Seite f
ab.

Beweis. Wir priifen die Voraussetzungen des Lemmas von Lax-Milgram nach. Die
Bilinearform a ist stetig, denn aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt fiir alle u,
v € H{(Q)

0

la(u,v)| = '/(VuTAVv + (b - Vu)v + cuv)dx
Q

< CllAll=@lIVull 2@ IVollz@) + (CIblls@) + llcllie@) lullm@llvlize)
< Kllullmoyllollm ).

wobei die L*-Normen von A bzw. b durch die L*-Normen der Komponenten von A
bzw. b definiert sind und K = C||A|1~(q) + Cl|bllL~) + llc|lz=(q)- Ferner ist die lineare
Abbildung F stetig, denn fiir alle v € Hg (Q) ist

|F(v)| = '/vadx

IFllg-1) = sup  [F(@)] < [Iflli2q)- (5.14)

”U”Hl(Q):l

< Ifllzllolliz) < I1f lzllollmq)

und damit

Um die Koerzivitdt von a zu zeigen, wenden wir die Young-Ungleichung auf y = |Vu|,
x=|ulund p =g =2an, wobeiu € HS(Q):

b 0
2 2 _bo 2 _ 0 2
a(u,u) > /Q(QIVul bolul |[Vu| + cou®)dx > /Q ((a 26)|Vu| + (co zbo)u )dx.
Im Falle b = 0, ¢ > 0 kdnnen wir by = 0, ¢y = 0 setzen und erhalten ¢o — (6/2)by = 0 und

24 _ 2
a(u,u) > a/gqul dx = alqulle(Q).
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Im anderen Fall 4acy > b% wiéhlen wir 6 = 2¢g/bp. Dann ist
b2
a(u,u) > C1/ IVu|?’dx mitCy = a — —2= > 0.
Q 4:C0

Aus dem Lemma 5.11 von Poincaré folgt

13y = NtllFay + IVEIITs ) < (CF + DIVUT, ),
also
a(u,u) > c1||w||§2(9) > K||u||§p(g) mit x = C1(C; + 1),

wobei C;, die Poincaré-Konstante ist. Also ist a koerziv.
Das Lemma von Lax-Milgram liefert die eindeutige Losbarkeit von (5.7), und mit
(5.14) erhalten wir die Abschédtzung

lullicy < & M Ea1) < &7l (5.15)
und damit die Behauptung des Satzes. O

Im Folgenden betrachten wir einige Erweiterungen von Satz 5.20.

e Allgemeinere rechte Seite. Satz 5.20 bleibt giiltig, wenn die rechte Seite f nur aus
H71(Q) ist. In diesem Fall ist die schwache Formulierung (5.7) abzuédndern. Die rechte
Seite von (5.7) muss nun (f, v)y-1 lauten. Es bleibt die Stetigkeit des Funktionals F(v) =
(f, )1 nachzupriifen. Nach der Definition der Norm in H~(Q) ist dies der Fall:

[F@) < [l fllarollollim ).

also ||Fllg-1q) < IIf lg-1(q)- Tatsdchlich kénnen wir F und f miteinander identifizieren
und F = f schreiben. Entsprechend ist die Abschidtzung (5.15) abzudndern. Fiir schwache
Losungen u € Hé (Q) ist die Voraussetzung f € H}(Q) optimal, da

—div(A(x)Vu) + b(x) - Vu + c(x)u € H(Q).

e Inhomogene Dirichlet-Randbedingungen. Wir betrachten die elliptische Differen-
tialgleichung mit inhomogenen Dirichlet-Bedingungen,

—div(A(x)Vu) + b(x) - Vu +c(x)u = f(x) inQ, wu=g aufdQ. (5.16)

Wir setzen voraus, dass die Funktion ¢ auf Q definiert ist, etwa ¢ € H'(Q), denn dann
sind die Werte von ¢ auf dQ) im Sinne des Spursatzes 5.6 definiert. Es wiirde gentigen,
g nur auf JQ zu definieren und dann auf Q fortzusetzen, aber hierfiir benttigen wir
spezielle Voraussetzungen, fiir die wir z.B. auf Adams [1] verweisen.
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Die schwache Formulierung von (5.16) lautet: Findeu € H 1(Q), so dass u — g€ HS(Q)
und a(u,v) = F(v) fur alle v € H(l) (Q) gilt. Um das Lemma von Lax-Milgram anwenden
zu konnen, fithren wir das Problem auf eines mit homogenen Dirichlet-Bedingungen
zuriick. Dazu definieren wir w = u — g € Hé(Q) und setzen G(v) = F(v) — a(g, v). Wir
suchen also w € Hé(Q), so dass a(w,v) = G(v) fur alle v € Hé(Q) erfiillt ist. Dieses
Problem ist 16sbar, wenn G stetig ist (die Stetigkeit und Koerzivitdt von a4 haben wir ja
bereits im Beweis von Satz 5.20 nachgewiesen). Dies folgt jedoch aus der Stetigkeit von
a, denn

IG@)| < (IIfllz2) + Kllglm@) 101l @)

also ||Gllg1q) < lIflli2@) + KlIgllg1q)- Nach dem Lemma von Lax-Milgram existiert
also ein eindeutig bestimmtes w € H} 0(Q), so dass fiir alle v € H ! 0(Q) gilt a(w + g,v) =
G(v) +a(g,v) = F(v). Dannistu = w + g die gewtinschte Lésung, denn esist u = g auf
dQ. Wir haben folgendes Resultat bewiesen:

Theorem 5.21. Es gelten die Voraussetzungen von Satz 5.20, und es sei ¢ € HY(Q). Dann
existiert eine eindeutig bestimmte schwache Losung u € H'(Q) von (5.16), und es gilt

lullae) < CUIf 2@ + 1811 @),

wobei die Konstante C > 0 nur von A, b, ¢ und () abhingt.

Beweis. Es bleibt die A-priori-Abschédtzung zu zeigen. Aus dem Beweis von Satz 5.20
und (5.15) folgt

lu =gl < ClGIa1q) < CIf ) + KIIgln @)

und damit die Behauptung. m|

e Neumann-Randbedingungen. Wir suchen eine schwache Losung des Problems
—div(A(x)Vu) + b(x) - Vu +c(x)u = f(x) inQ, (AXx)Vu)-v=g aufdQ, (5.17)

wobei v der duflere Normalenvektor an dQ sei. Zunichst leiten wir die schwache For-
mulierung her. Wir multiplizieren die Differentialgleichung mit v € H!(Q), integrieren
tiber () und integrieren partiell:

/ (Vol A(x)Vu + (b(x) - Vu)v + c(x)uv)dx = (A(x)Vu) - vods + / fodx.
o)

(90%/—/

Wir konnen die Bilinearform wie oben definieren. Die rechte Seite definiert das Funk-

tional
P(v):/ gvds+/fvdx,
2Q Q
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wobei das Randintegral eigentlich als fag T(g)T(v)ds zu verstehen ist. Also lautet die
schwache Formulierung wie folgt: Finde u € H'(Q), so dass a(u,v) = F(v) fiir alle
v € HY(Q) gilt. Interessanterweise taucht die Neumann-Bedingung (AVu) - v = ¢ in der
schwachen Formulierung nicht auf; sie ist implizit enthalten, weil wir fiir die Testfunk-
tionen nur v € H'(Q) vorausgesetzt haben.

Im Falle reguldrer Losungen ist eine schwache Losung auch eine klassische Losung:

Proposition 5.22. Seien A € C%(Q)NCY(Q), b, ¢, f € CO(Q), g € CO(IQ) und IQ € C.
Jede klassische Losung von (5.17) ist eine schwache Losung. Ist eine schwache Lisung ein
Element von C?(Q) N CY(Q), so ist sie eine klassische Lisung.

Beweis. Es bleibt die zweite Aussage nachzuweisen. Seien u € C?(Q) N CL(Q) eine
schwache Losung von (5.17) und v € D(Q). Wir erhalten nach partieller Integration,
weil v = 0 auf dQ:

/ (—div(AVu)+b-Vu +cu —f)vt:lx =0.
o)

Diese Beziehung gilt fiir alle v € D(Q). Aus Lemma 1.9 folgt, dass —div(AVu) +b - Vu +
cu — f = 01in Q. Verwenden wir in der schwachen Formulierung als zweiten Schritt
v € C*(Q)), so folgt nach partieller Integration

/ (—div(AVu) +b - Vu + cu)ovdx +/ (AVu) -vods = / gods + / fodx.
o) 20 20 Q

Da u die Differentialgleichung 16st, folgt

/ (AVu) -vods = / guds fir allev € C¥(Q).
Ple) o0

dhnlich wie in Lemma 1.9 erhalten wir daraus die Neumann-Bedingung. O

Wir wenden uns nun der Losung von (5.17) zu. Im Beweis von Satz 5.20 haben wir die
Poincaré-Ungleichung benutzt, um die Koerzivitit der Bilinearform zu zeigen. Fiir H'-
Funktionen steht jedoch die Poincaré-Ungleichung aus Satz 5.11 nicht zur Verfiigung.
Wir benétigen daher eine zusétzliche Voraussetzung. Es gilt:

Theorem 5.23. Es gelten die Voraussetzungen von Satz 5.20. Ferner seien ¢ € HY(Q),b = 0
und c(x) > co > 0 fiir x € Q. Dann existiert eine eindeutig bestimmte schwache Losung

u € HY(Q) von (5.17), und es gilt

lullgq) < Ci(llfllzq) + Callg i),
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wobei C1 = 1/min{a, co} und Cy ist das Quadrat der Stetigkeitskonstante des Randoperators
T : H(Q) — L%(9Q).

Beweis. Die Koerzivitdt von a folgt aus

a(u,u) = /(VuTAVu +cu?)dx > /((Jéqu|2 + cou?)dx > min{a,co}||u||f{1(g).
Q Q
Da a und F stetig sind, konnen wir das Lemma von Lax-Milgram anwenden und erhalten
eine eindeutig bestimmte schwache Lésung von (5.17). Die A-priori-Abschédtzung ergibt
sich aus
lullgq) < min{a, co} " IFllg-1q)

und der Stetigkeitsabschdtzung von F. O

Was geschieht, falls c(x) nicht durch eine positive Konstante nach unten beschrankt
ist, z.B. wenn ¢ = 0? In diesem Fall konnen wir die Koerzivitit von a nicht beweisen.
Tatsdchlich existiert eine Losung nur unter einer zusétzlichen Bedingung. Ist ndmlich u
eine klassische Losung von

—div(A(x)Vu) = f inQ, (Ax)Vu)-v=g¢ aufdQ, (5.18)

und integrieren wir die Differentialgleichung, so ergibt sich nach dem Satz von Gauf:

/Q fdx = - /Q div(A(x)Vu)dx = — /a Q(A(x)Vu) -vds = - /a . gds.

Diese Bedingung ist notwendig fiir die Lésbarkeit von (5.18). Ubrigens geht in diesem
Fall auch die Eindeutigkeit verloren: Mit u ist auch u + ¢ fiir eine beliebige Konstante
c € R eine Losung. Um Eindeutigkeit zu gewihrleisten, ist eine zusitzliche Bedingung
notwendig, etwa die Forderung
/ udx = 0.
Q

Unter diesen beiden Bedingungen folgt die eindeutige Losbarkeit von (5.18).

5.4 Regularitat

Unter welchen Bedingungen ist die schwache Losung einer elliptischen Differentialglei-
chung regulédr oder sogar eine klassische Losung? Betrachte zur Motivation zunéchst
das Modellproblem

—Au=f inR"

mit f € L?(R"). Dann existiert Au in L?>(R") und kann durch die L2-Norm von f ab-
geschétzt werden. Wir begriinden wie in Evans [7] heuristisch, dass die L?-Norm aller
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zweiten partiellen Ableitungen von u durch die L?-Norm von f abgeschitzt werden
kann. Sei u also eine klassische Losung der Poisson-Gleichung. Wir quadrieren diese
Gleichung, integrieren iiber R"” und integrieren partiell:

n n

24 _ 29 _ _
fodx = (Au)“dx = Z / ux,.xiuxjx].dx =— Z / uxixix].uxjdx
R R* ij=1YR" ij=1YR"
n
_ _ 2,12
- Z/ uxix].uxjx,.dx = |D“ul|“dx.
Rn Rr

i,j=1

Da wir angenommen haben, dass u eine klassische Losung ist, stellt dies keinen Beweis
dar. Es ist allerdings moglich, die Regularitdt schwacher Losungen rigoros zu beweisen,
indem die partiellen Ableitungen durch Differenzenquotienten approximiert werden.
Die entsprechenden Beweise sind technisch und lang, so dass wir auf die Literatur
verweisen, z.B. Evans, Kapitel 6.3 [7] oder Gilbarg und Trudinger [3].
Das erste Resultat sagt aus, dass eine (schwache) Losung der elliptischen Differenti-
algleichung
L(u) = =div(A(x)Vu) + b(x) - Vu + c(x)u = f(x) inQ (5.19)

bei reguldren Daten im [nnern des Gebiets auch reguldr ist.

Theorem 5.24 (Regularitéit im Innern). Seien a;; € C**1(Q), b;, ¢ € CKQ) und f €
HXQ) fiir ein k € No (i, j = 1,...,n). Ferner sei u € H(Q) eine schwache Lésung von
(5.19) und w ein Gebiet mit @ C Q. Dann gilt u € H**(w) und, mit einer Konstante C > 0,
die nur von w, Q) und den Koeffizienten von L abhingt,

lull ey < CULf laxk) + 11llr2(@))-

Die Losung ist also immer zwei Differentiationsordnungen regulérer als die rechte
Seite. Dies ist eine wesentliche Eigenschaft elliptischer Differentialgleichungen: Der Dif-
ferentialoperator “glittet” die Losungen. Bemerkenswerterweise haben die Randdaten
keinen Einfluss auf die Regularitit der Losung im Innern. Regularitit ist also hier eine
lokale Eigenschaft.

Sind die Randdaten und der Rand regulér, so ist die Losung auch reguldr bis zum
Rand.

Theorem 5.25 (Regularitat bis zum Rand). Es gelten die Voraussetzungen des vorigen
Satzes. Zusitzlich sei dQ € C*? und ¢ € H**?(Q), und es sei u € H'(Q) die schwache
Losung des Dirichlet-Randwertproblems (5.19) und u = g auf dQ. Dann gilt u € H**2(Q)
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und, mit einer Konstante C > 0, die nur von Q und den Koeffizienten von L abhingt,

lullgezq) < CUf lar@) + 18 lHE20))-

7

| ) ”z&?f
Abbildung 5.6: Losung des Problems o
—Au = 1 in einem L-férmigen Gebiet ()
und u = 0 auf JQ. Die Farbe gibt die Star-
ke des Gradienten an.

Die beiden obigen Sidtze beantworten die Frage, unter welchen Bedingungen klassi-
sche Losungen existieren. Sei namlich k € N mit k > n/2. Unter den Voraussetzungen
von Satz 5.25 gilt u € H*?(Q). Der Sobolevsche Einbettungssatz 5.9 impliziert dann
u € C%(Q), d.h., u ist eine klassische Losung von (5.19), u = g auf 0Q.

Sind die Daten des Dirichlet-Randwertproblems aus C*(Q), so ist auch die Losung
eine C®(Q)-Funktion, denn sie ist ein Element in H**2(Q) fiir alle k € N. Beispielsweise
ist die Losung der Laplace-Gleichung Au = 0 im Innern des Losungsgebiets immer
unendlich oft differenzierbar. Ist der Rand des Gebiets C*, so ist u tiberall unendlich oft
differenzierbar.

Wenn die Glattheitsbedingung des Gebiets nicht erfiillt ist, gilt die Regularitatsaus-
sage von Satz 5.25 im Allgemeinen nicht mehr. Ein Beispiel ist durch das L-féormige
Gebiet Q = (-1,1)*\([0,1] x [0, 1]) gegeben, das keinen C!-Rand besitzt. Abbildung
5.6 stellt die Losung der Poisson-Gleichung —Au = 1 in ) mit homogenen Dirichlet-
Randbedingungen dar. An der einspringenden Ecke (0, 0) verliert die Lésung u an Re-
gularitdt. Man kann zeigen, dass u in der Ndhe des Ursprungs durch r2/3 sin((2¢ +m)/3)
approximiert werden kann, wobei (7, ¢) sphérische Koordinaten sind. Die Ableitung
dieser Funktion in Radialrichtung ist unbeschrankt, d.h., u ist keine klassische Lésung
(aber weiterhin eine schwache Losung).

Ahnliche Resultate wie oben gelten auch fiir Lésungen von Neumann-Randwert-
problemen, siehe Troianiello [13].

5.5 Maximumprinzip

Wir haben in Abschnitt 4.3 gezeigt, dass fiir Losungen der Poisson-Gleichung unter
bestimmten Bedingungen ein Maximumprinzip gilt. In diesem Abschnitt zeigen wir
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analoge Resultate fiir allgemeine elliptische Differentialoperatoren der Form

n

%u - u
L(u) = - Z aij(X)m + Z bi(x)% +eo(x)u, xeQ. (5.20)
i,j=1 R i= :

Beachte, dass die Differentialgleichung im vorigen Abschnitt in Divergenzform formuliert
wurde:

L'(u) = —div(A’(x)Vu) + b’(x) - Vu + c(x)u,

wobei A’ = (a;j) und b" = (b’). Gentigend Regularitit vorausgesetzt, kénnen wir solche
Operatoren stets in die Form (5.20) bringen, denn durch Differentiation folgt

, " , 82 n n 8&1; , 0
L(”):_Z_laij&xing+]Z:1l(_i:1a_x:+bj)a_;lj+cu’

und wir kénnen a;; = agj und b; = - 3; 8a§j/8xi + b;. definieren.

Wir setzen in diesem Abschnitt folgendes voraus: (2 C R" ist eine offene, beschrankte
Menge, (a;;) ist symmetrisch, a;;, b;, c € L*(Q), und L ist gleichméafig elliptisch, d.h., es
gilt (5.6). Wir verallgemeinern zuerst das schwache Maximumprinzip.

Theorem 5.26 (Schwaches Maximumprinzip flr ¢ = 0). Sei ¢ = 0. Fiir u € C2(Q)n
CYQ) gelte
L(u) <0 bzw. Lu)>=0 inQ.

Dann folgt

supu(x) = sup u(x) bzw. infu(x)= inf u(x).
xeO o) xeQ x€dQ

Beweis. 1. Schritt: Wir nehmen zunéchst an, dass L(z) < 0 in Q gilt. Wir nehmen wei-
terhin an, es gébe ein xo € Q mit u(xp) = supg, #. Dann ist Vu(xg) = 0, und D?u(x) ist
negativ semidefinit. Wir behaupten, dass daraus (L(u))(xo) > 0 im Widerspruch zur An-
nahme folgt. Um dies zu zeigen, bringen wir die Matrix A = (a;;(xo)) auf Diagonalgestalt.
Da ndmlich A symmetrisch und positiv definit ist, existiert eine orthogonale Transfor-
mationsmatrix S = (s;j) € R"™", so dass SAS™! gleich der Diagonalmatrix mit Elementen
A, ..., Ayistund A; > O fiirallei = 1,...,n. Wir setzen (b;j) = B = D?u(xg) = BT und
erhalten

n

2 n n
(L(u))(x0) = = Z ﬂij(xo)%(xo) = - Z aijbij = — Z(ABT)ii
i,j=1 e i,j=1 i=1

= ~sp(ABT) = ~sp(AB),
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wobei sp(AB) die Spur der Matrix AB ist. Die Matrix B ist negativ semidefinit; daher
sind alle Diagonalelemente ; von SBS™! nichtpositiv: 8; < 0,i = 1,...,n. Da die Spur
einer Matrix invariant beztiglich Ahnlichkeitstransformationen ist, folgt wegen A; > 0

n
(L(u))(x0) = ~sp(SABS™) = —sp(SAST'SBS™!) = = " A;; > 0.
i=1
Dies widerspricht der Annahme. Folglich kann das Maximum nicht im Innern des
Gebiets angenommen werden.

2. Schritt: Fiir den allgemeinen Fall betrachten wir die Funktion u.(x) = u(x) + ee’¥1,
wobei ¢ > 0, A > 0. Die Elliptizitit von L bedeutet, dass zT A(x)z > a|z|? fiir alle z € R”
und x € Q gilt. Ist z der erste Einheitsvektor des R", so folgt a11(x) > a fir x € Q.
Aufserdem haben wir vorausgesetzt, dass b beschréankt ist; es existiert also ein by > 0, so
dass |b1(x)| < by fiir x € Q. Damit erhalten wir

L(ug) = L(u) + L(ee™1) < eL(e™1) = e(—=A%a11 + Ab1)e™ < Ae(=Aa + bp)e™ <0,
wenn wir A > by/a wihlen. Der erste Schritt impliziert
sup(u(x) + ee™1) = sup (u(x) + ee™),
xeQ xedQ)

und der Grenziibergang ¢ — 0 liefert die Behauptung des Satzes.
3. Schritt: Das Minimumprinzip folgt, wenn wir das Maximumprinzip auf die Funk-
tion —u anwenden. |

Auch im Fall ¢ > 0 kann ein schwaches Maximumprinzip bewiesen werden.

Theorem 5.27 (Schwaches Maximumprinzip far ¢ > 0). Sei ¢ > 0 in Q. Fiir u €
C2(Q) N CYQ) gelte
L(u) <0 bzw. Lu)>0 inQ.

Dann folgt

sup u(x) < max {0, sup u(x)} bzw. inf u(x) > min {0, inf u(x)}.
xeQ x€dQ x€C) x€dQ
Beweis. Wir beweisen nur den Fall L(1) < 0. Sei Q, = {x € Q: u(x) > 0}. Falls Q, die
leere Menge ist, folgt sofort u(x) < O fiir alle x € Q. Anderenfalls folgt in (),

n

%u N du
— Z {lem-i'zl:bla—xl < —-cu <0.

i,j=1 i=

Aus dem vorigen Satz folgt, da Q. offen ist, dass die Funktion u ihr Maximum an
xp € dQ, annimmt. Der Rand JQ); setzt sich zusammen aus Randpunkten von QO und
Punkten, an denen u verschwindet. Im ersteren Fall ist u(xo) = sup,.., #(x), im letzteren
Fall u(xp) = 0. Dies zeigt die Behauptung. m|
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Das starke Maximumprinzip kann ebenfalls auf allgemeinere elliptische Differen-
tialoperatoren iibertragen werden. Hierfiir bendtigen wir zuerst ein Hilfsresultat iiber
die Normalenableitung an einem Randpunkt. Fiir dieses Resultat muss der Rand eine
gewisse Regularitdtsforderung erfiillen, ndmlich die innere Kugelbedingung.

Definition 5.28. Eine offene Menge Q3 c R" erfiillt an xo € JQ die innere Kugelbedin-
qung, wenn es eine offene Kugel B C Q gibt, so dass x¢ € JB.

*o
X
B @
Abbildung 5.7: Das linke Gebiet erfiillt die

innere Kugelbedingung an x(, das rechte
Gebiet nicht.

Gebiete mit einem Rand dQ € C? erfiillen die innere Kugelbedingung. Fiir Eckpunkte
von Rechtecken im R? oder Quader im R3 existiert keine Kugel, die vollstandig im Gebiet
liegt und den Eckpunkt enthilt, so dass diese Gebiete die innere Kugelbedingung nicht
erfiillen (siehe auch Abbildung 5.7).

Lemma 5.29 (Hopf). Wir setzen voraus:

(i) Es gelte L(u) < 0in Q fiir ein u € C*(Q).

(ii) Seien xg € dQ, u stetig differenzierbar an xo und u(xo) > u(x) fiir alle x € Q.

(iii) Es sei entweder ¢ = 0 oder ¢ > 0 in Q (mit ¢ € L*(Q)) und u(xq) > 0.

(iv) Die Menge Q) etfiille an xq die innere Kugelbedingung und der dufSere Normalenein-
heitsvektor v existiere an xy.

Dann folgt

P
%(xo) > 0.

Die entscheidende Behauptung des Lemmas ist die strikte Ungleichung. Da u an xo
maximal wird, ist du /dv(xy) > 0 Kklar.

Abbildung 5.8: llustration fiir den Beweis
des Lemmas von Hopf.
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B,(y)

u-u(x,)+ev<0

Abbildung 5.9: Illustration des Kreisrings L(u-u(x,)+ev)<0

K = Br(y)\By(y).
Beweis. Die innere Kugelbedingung impliziert die Existenz einer Kugel Br(y) C Q mit
Radius R > 0 und Mittelpunkt y € Q, so dass xg € dBr(y) (siehe Abbildung 5.8). Wir
definieren ferner fiir beliebige A > 0

v(x) = oM _ e_ARZ, x € Br(y), r =|x—y].

Das Ziel ist die Anwendung des schwachen Maximumprinzips auf v in einem geeigneten
Gebiet. Es gilt

8'0 _ ) ) —/\1’2 820 _ 2 ] ] ) ] - _/\1,2
8_x,-(x)_ 2Mxi — yi)e , '8x]'(X)_(4A (x yz)(x] }/]) ZA(SI])E ,

ox;

wobei 6;; = 0ftiri # jund 6;; = 1 das Kronecker-Symbol ist. Die gleichméfige Elliptizitat
von L impliziert dann

n

n
L(v) = - Z AjjOx;x; + Z bivy, + cv
i=1

ij=1
n n n
A2 142 142
= 4%V Z aij(xi — yi)(xj — yj) + 24 Z aj; —2Ae™ Z bi(xi —yi) + cv
l,]:1 l:1 1:1

< e‘Mz( — 40%ar? + 2A(sp(A) + |b] 1) + c).

Definiere den Kreisring K = Br(y)\B,(y) fiir p < R (Abbildung 5.9). Wahlen wir A
hinreichend grof}, kénnen wir erreichen, dass L(v) < 0 in K gilt. Nach Voraussetzung
ist u(x) — u(xo) < O fiir alle x € JB,(y), so dass es ein ¢ > 0 mit der Eigenschaft
u —u(xo) + v < 0 auf dB,(y) gibt. Dies gilt auch auf dBr(y), weil v dort verschwindet.
Insgesamt haben wir also L(u — u(xp) + €v) = L(u) — L(u(xo)) + eL(v) < —cu(xg) < 0
in Kund u — u(xo) + €v < 0 auf JK = dBr(y) U dB,(y) bewiesen. Aus dem schwachen
Maximumprinzip (Satz 5.27) folgt u —u(xg) + ev < 0in K. Da die Funktion u — u(x¢) + €v
an der Stelle xo verschwindet, muss die Normalenableitung an dieser Stelle nichtnegativ
sein:

0 2w~ ulw) + £0)(x0) = I () + € 90 (xo).

Daraus folgt wegen Vou(xg) = —2A(xg — y)e‘)\R2 und v = (xo — y)/|xo —y| = (xo —y)/R
du

—(x0) = —ea—v(xo) = —¢eVo(xg) - v = 2eARe ™R > 0,
adv v
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Abbildung 5.10: Illustration fiir den Beweis
des starken Maximumprinzips.

also die Behauptung. |

Aus dem Lemma von Hopf folgt nun das starke Maximumprinzip.

Theorem 5.30 (Starkes Maximumprinzip). Sei O c R” offen, beschrinkt und zusam-
menhingend. Seien ¢ = 0 und u € C2(Q) N CO(Q) mit L(u) < 0 (bzw. L(u) > 0in Q). Wenn
u den maximalen (bzw. minimalen) Wert in Q annimmt, dann ist u konstant. Die Aussage
bleibt giiltig fiir ¢ > 0 in ), wenn u ein nichtnegatives Maximum (bzw. nichtpositives
Minimum) in Q annimmt.

Beweis. Wir machen die Widerspruchsannahme, dass u nicht konstant ist und das
Maximum M in Q annimmt. Definiere U = {x € Q : u(x) = M} und V = {x €
Q :u(x) < M}. Sei xg € V mit dist(xg, U) < dist(xo, Q) und sei B,(xg) die groBite
Kugel mit Mittelpunkt x(, deren Inneres noch in V liegt (siehe Abbildung 5.10). Dann
existiert ein Punkt y € U mit y € dB,(xp). Auflerdem gilt u < M in B,(xp). Damit sind
die Voraussetzungen des Lemmas von Hopf erfiillt, und wir erhalten du/dv(y) > 0.
Andererseits nimmt # das Maximum in y € Q an, also Vu(y) = 0; Widerspruch. 0
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Abbildung 6.1: Zerlegung eines Signals /
(rot) in seine harmonischen Bestandteile

(blau).

6 Parabolische Gleichungen

6.1 Fourier-Transformation und Warmeleitungsgleichung

Die Fourier-Transformation ist ein niitzliches Hilfsmittel zur Losung linearer partieller
Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten im R". Wir werden sie auf die
Wirmeleitungsgleichung

up—Au=0 inR"x(0,00), u(-,0)=uy inR" (6.1)

anwenden. Die Fourier-Transformation kann als eine Verallgemeinerung einer Fourier-
Reihe fiir nichtperiodische Funktionen interpretiert werden. Mit ihrer Hilfe kann ein
Signal in seine Frequenzen zerlegt werden; siehe Abbildung 6.1.

Definition 6.1. Sei f € LY(R") = LY(R";C). Dann ist die Fourier-Transformation von f
definiert durch

f(k) = F[f](k) = /Rn f(x)e **dx, keR"

Wir nennen die folgende Funktion die Fourier-Kotransformation von f:

fy=@n™ [ fke**dk, xeR".
Rn

Die Integrale sind wohldefiniert, da [e*’**| = 1 und f € L'(R"). Wegen
Ifllio@ny < sup | 1e™ 1 f(0)ldx = [ fllpaae)
keRm JR"

folgt, dass F den Raum L}(R") nach L*(R") abbildet. Man kann sogar zeigen, dass
F:LY(R") - CJ(R") = {g € CO(R") : g(k) — O fiir |k| — oo} abbildet.

Beispiel 6.2. Betrachte die Gauf3-Funktion ¢(x) = e~¥?/2 x € R". Dann ist ¢ €
LY(R"), und ¢ ist definiert. Unser Ziel ist die Berechnung von ¢. Dazu bemerken wir,
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dass ¢ die eindeutig bestimmte Losung der Differentialgleichung
Vop+xp=0, xeR", ¢0)=1,

ist. Wir wenden auf diese Gleichung die Fourier-Transformation an. Mit partieller
Integration folgt

Fl¢y1(k) = - /R <P(x)a%(e—ik'x)dx = ik;F[p](k), (6.2)
0 ~ d

Flxjo)(k) = i —(e7**)dx = i—F[o](k).

(0106 =1 | 00y = i Flglh

Daher ist _ R
0=F[Vop +x¢] =ik +iVio.

Die Fourier-Transformierte (:5 16st also dieselbe Differentialgleichung wie ¢. Aufer-
dem gilt

&5(0):/ e~ X123y :/e"x%/zdxl'--/e_x%/zdxn = (/e‘VZ/zdy)n = (2n)"/2.
" R R R

Da die Losung der Differentialgleichung mit Anfangswert eindeutig bestimmt ist,
muss also ¢ das (271)"/2-Vielfache von ¢ sein. Wir erhalten

eRP2 = B(k) = (2m)"2e K2, ke R, (63)

Die Fourier-Transformierte der Gauf3-Funktion ist also wieder ein Vielfaches der
Gauf3-Funktion. m]

Im Allgemeinen ist die Fourier-Transformierte fnicht integrierbar, so dass wir nicht
notwendigerweise die Fourier-Kotransformierte von ]?berechnen kénnen. Wenn diese
Eigenschaft erfiillt ist, entspricht die Fourier-Kotransformierte der inversen Fourier-
Transformation.

Theorem 6.3 (Inversionsformel). Sei f € LY(R") die Fourier-Transformierte einer Funk-
tion f € LY(R"), d.h. f = F[f]. Dann folgt fiir alle x € R"

Fx) = Ffl(x) = @r)™ 5 Fk)e**dk,

und F~1 ist die Inverse von F.

Der Beweis ist in Abschnitt 8.4 zu finden. Wir benétigen noch folgendes Resultat.
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Lemma 6.4. Seien f, g € L\(R") mit f, g € L\(R"). Dann gilt
frg=f3 (64)
Beweis. Wir verwenden die Inversionsformel:
(2m)™" / F(k)g(k)e *dk = / f(y)((zn)—" / §(k)eik'xe‘ik'ydk)dy
R" Rn R#
= [ W=y = (£ )

Also ist die Fourier-Transformation von f * g gleich fg‘ ]

Bemerkung. Die Einschrinkung der Fourier-Transformation auf L!'(R")-Funktionen, deren
Fourier-Transformierte auch in L!(R") liegt, ist zuweilen unpraktisch. Daher wird die Fourier-
Transformation hdufig zunédchst auf sogenannte Schwartz-Riume S(R") definiert. (Dies sind
Rédume, deren Funktionen samt ihren Ableitungen rasch abklingen.) Die Fourier-Transforma-
tion F ist dann eine Abbildung von S(R") nach S(R"). Man kann zeigen, dass diese Abbildung
zu einer (surjektiven und isometrischen) Abbildung von L2(R") nach L2(R") fortgesetzt wer-
den kann. Die Inverse F~! bildet L?(R") ebenfalls nach L>(R") ab.

Wir kehren zum Anfangswertproblem der Warmeleitungsgleichung (6.1) zurtick.
Dazu nehmen wir an, dass dieses Problem eine Losung u besitzt, so dass fiir alle t > 0
u(-,t), us(-,t) € LY(R") gilt. Dann koénnen wir die Warmeleitungsgleichung Fourier-
transformieren. Wir haben bereits in (6.2) gezeigt, dass die Fourier-Transformation Ab-

leitungen in Produkte transformiert: F[Vu|(k) = ikF[u](k). Daraus folgt Au = —|k|%u
und
0 = Flus — Aul(k) = w; + |k|*u, keR™

Dies ist eine gewohnliche Differentialgleichung fiir u(k, -), die der Anfangsbedingung
1u(k,0) = 1y geniigt. Eine Integration ergibt

Uk, t) = ige kPt

Wenden wir die Inversionsformel an, so erhalten wir:

u(x,t) = 2m)™ / e %P0 (ke ** dk.

n

Wir konnen diese Formel vereinfachen. Sei dafiir w = F~1[¢~I¥ |2’f]. Dann impliziert (6.4)

u(x, t) = 2n)™ /R ” w(k, )ig(k)e™*dk = 2n)™ / n w*ug(k, e dk = (w = ug)(x, t).
(6.5)
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Es bleibt w auszurechnen. Wir transformieren y = V2tk und verwenden (6.3):

w(x,t) = (27'()_”/

= (47'(t)_”/2(27'c)_” (zn)n/Ze—lylz/Zeiy-x/\/Edy
RVI

_ _ 1|2 _ _IvI2
= (anty PR = (dmy e b

e—|k|2teik-xdk — (27'()_”(215)_”/2/ e—|y|2/26iy~x/\/ﬂdy

n n

Setzen wir diese Beziehung in (6.5) ein, so erhalten wir eine Kandidatin fiir eine Lo-
sung der Warmeleitungsgleichung. Das folgende Resultat zeigt, dass diese Funktion die
Wirmeleitungsgleichung tatsdchlich 16st.

Proposition 6.5. Die Funktion

n

u(x,t) = (4nt)_”/2/ e"x"y|z/4tuo(y)dy (6.6)

ist eine Losung der Wirmeleitungsgleichung mit Anfangswert u(-,0) = ug in R".

Es ist nicht schwer zu zeigen, dass durch (6.6) eine Losung der Warmeleitungs-
gleichung gegeben ist. Da G(x,t) := (4mt)™/ 2p-1xP/4t gine Approximation der Delta-
Distribution ist, G(-, t) — 6 in D’(R"), folgt u(-,t) = G(-,t) * ug — 0 * ug = ug zuerst fiir
Testfunktionen ug and dann fiir alle ug € L'(R"). Fiir Details siehe Evans, Seiten 49ff. [7].

Da die Fundamentallisung w(x,t) = (4nt)™"2e~ /4 fiir t > 0 und w(x,t) = O fiir
t <0 (aufSer an (0, 0)) beliebig oft differenzierbar ist und die Losung u eine Konvolution
der Fundamentallosung und der Anfangsbedingung ist, konnen wir u(-,t) fur t > 0
unendlich oft ableiten. Dies deutet auf eine erstaunliche Regularititseigenschaft hin:
Selbst bei nicht differenzierbaren Anfangsdaten ist die Losung fiir alle positiven Zeiten
unendlich oft differenzierbar.

AufSerdem besitzt die Losung eine unendliche Ausbreitungsgeschwindigkeit. Darunter
verstehen wir die folgende Tatsache. Sei 1y > 0 (aber nicht identisch gleich null). Die
Formel (6.6) zeigt, dass u(x, t) strikt positiv fiir alle x € R"” und fiir alle t > 0 ist. Selbst fiir
kleine Zeiten ist die Losung {iberall positiv, obwohl sie zur Zeit t = 0 nur nichtnegativ
ist.

6.2 Symmetrische und kompakte Operatoren

Unser Ziel ist der Beweis der Existenz von Losungen fiir das Anfangsrandwertproblem

up —div(AVu) +cu =0 inQx(0,00), u(-,0)=uy inQ, (6.7)
u=0 aufdQx(0,c). (6.8)
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Um die Existenz einer Losung zu zeigen, interpretieren wir die obige Differentialglei-
chung als eine gewohnliche Differentialgleichung mit Werten u(t) = u(-,¢) in einem
Banachraum,

u + L(u) = 0.

Wire L eine Matrix aus R"*", so wiirde es sich um ein System gewohnlicher Differen-
tialgleichungen handeln. Um dieses Problem zu l6sen, konnten wir die Matrix diago-
nalisieren und die entkoppelten Probleme analysieren. Dazu nehmen wir an, dass die
Matrix L symmetrisch ist. Dann sind die Eigenwerte von L reell und es existiert eine
Orthonormalbasis des R" aus Eigenvektoren von L. Sei (v1, . . ., v,) eine solche Basis mit
Eigenwerten Ay, ..., A,. Wir machen nun den Lésungsansatz
n
u(t) = Z ur(t)vk.
k=1
Einsetzen in die Differentialgleichung liefert wegen Lvy = A, vy

n
0=u+L(u) = Z(”l,c + Agug)vk.
k=1

Da (vy, ...,v,) eine Basis des R" ist, folgt furalle k =1,...,n:

u;{ + Arur = 0.

At g0 dass die

Die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung lautet u(t) = cxe”
allgemeine Losung des Systems als
n
u(t) = Z cre Moy (6.9)
k=1

geschrieben werden kann. Hierbei ist u(t) eine Abkiirzung von u(-, t), d.h., u(t) ist eine
Funktion des Ortes. Die Koeffizienten cx kann man aus der Anfangsbedingung u(0) = uo
berechnen: Aus ug = 3 dyvy folgt ug - vj = 3y dyvk - vj = dj, denn die Vektoren (vy) sind
orthonormal. Andererseits ist #(0) = Y, cxvk, also muss

Ck = Up * Ok

gelten. Wir sehen: Die Losung des Differentialgleichungssystems ldsst sich als die Line-
arkombination der Eigenvektoren von L schreiben. Die zeitliche Entwicklung wird durch
die Eigenwerte bestimmt. Es liegt nahe, diese Formulierung auf Differentialoperatoren
L(u) = =div(AVu) + cu zu tibertragen. Hierfiir miissen wir kldren, was “Symmetrie” be-
deutet und wie das Eigenwertproblem genau formuliert werden kann. Dazu benétigen
wir einige Hilfsmittel aus der Funktionalanalysis, die wir im Folgenden bereit stellen.

Sei H ein reeller Hilbertraum mit Skalarprodukt (-, ). In unendlichdimensionalen
Hilbertraumen wird die Summe (6.9) eine unendliche Reihe sein, so dass wir kurz auf
die Konvergenz von Banachraumwertigen unendlichen Reihen eingehen miissen.
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Definition 6.6. Eine Folge (v,) C H heifit vollstindiges Orthonormalsystem, wenn alle
Elemente aus (v,,) paarweise orthogonal zueinander und normiert sind und wenn fiir ¢ € H
aus (v, ¢) = 0 fiir alle n € N folgt ¢ = 0.

Lemma 6.7. Sei (v,,) ein vollstindiges Orthonormalsystem in H und (a,) C R eine Folge.
Dann konvergiert

o

5 o

k=1

gegen ein v € H genau dann, wenn Y7, ai konvergiert. In diesem Fall gilt ay = (v, vi) und
die Parseval-Gleichung

(o8]

ol = > at. (6.10)

k=1

Beweis. Der Beweis ist nicht schwer. Wir definieren die Partialsummen

n

n

2

Sp = Zakvk/ th = Zak
k=1

k=1

und rechnen fiir m > n

m m m m
||Sm_5n||2:( Z axvk, Z ﬂjvf) = Z axaj(vg,v;) = Z ay =ty —ty.
k=n+1 j=n+1 j k=n+1 k=n+1

Also ist (s,) eine Cauchy-Folge in H genau dann, wenn (f,,) eine Cauchy-Folge in R ist.
Aus der Vollstandigkeit von H und R folgt die erste Aussage. Die zweite Aussage haben
wir bereits weiter oben gezeigt. Die Parseval-Gleichung ergibt sich schliefslich aus der
Orthonormalitét von (vy,). O

Wir betrachten als ndchstes spezielle lineare Operatoren auf H.

Definition 6.8. Seien L : D(L) ¢ H — H und K : H — H lineare Operatoren. Wir
definieren:
(i) Der Operator L heif$t symmetrisch, wenn fiir alle u, v € D(L) gilt (Lu,v) = (u, Lv).
(ii) Der Operator K heifst kompakt, wenn er beschrinkte Mengen auf relativ kompakte
Mengen abbildet, d.h., wenn fiir alle Folgen (u,) C H mit ||u,|| < C fiir alle n € N und fiir
ein C > 0 eine konvergente Teilfolge von (Ku,,) existiert.

Jeder kompakte Operator ist beschrankt, denn der Abschluss des Bildes K(B) ist fiir
jede Kugel B kompakt, also beschrénkt.
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Abbildung 6.2: Beispiel einer Eigenwert-
verteilung eines symmetrischen, kompak-
ten Operators.

—_——o———o——oc—o—o<b—=>
H, H, s Hy 0

Beispiel 6.9. (i) Bs gelte dQ € C!, A, [VA|, c € L(Q), und sei A symmetrisch. Seien
H = L*(Q) und D(L) = H*(Q)) N H;(Q). Der Operator L : D(L) — H, definiert durch
Lu = —div(AVu) + cu fir u € D(L) ist wohldefiniert (d.h. Lu € H) und symmetrisch,
denn fiir alle u, v € D(L) gilt u = 0 und v = 0 auf JQ und nach partieller Integration
(siehe Satz 5.8)

(Lu,v) = /Q(—diV(AVu) + cu)vdx = /Q(VUTAVu + cuv)dx = (u, Lv). (6.11)

(ii) In endlichdimensionalen Vektorrdumen ist jeder lineare Operator beschrankt
und kompakt, weil in solchen Rdumen jede beschriankte Menge eine konvergente
Teilfolge besitzt. Allgemeiner ist jeder lineare, stetige Operator, dessen Bild K(H)
endlichdimensional ist, kompakt.

Fiir die Eigenvektoren und Eigenwerte eines symmetrischen Operators gilt das fol-
gende Resultat aus der Funktionalanalysis.

Proposition 6.10. Sei L : D(L) — H ein symmetrischer, linearer Operator. Dann sind
alle Eigenwerte von L reell, und Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal
zueinander.

Fiir symmetrische Operatoren, die zusétzlich kompakt sind, konnen wir die Eigen-
werte genauer charakterisieren (siehe Abbildung 6.2).

Theorem 6.11 (Entwicklungssatz symmetrischer, kompakter Operatoren). Sei K :
H — H ein linearer, injektiver, symmetrischer, kompakter Operator. Dann gilt:

1. Der Operator K hat héchstens abzihlbar viele Eigenwerte uy, k € I, mit endlicher Vielfach-
heit. Die Eigenwerte seien entsprechend ihrer Vielfachheit mehrfach gezihlt, und |u| sei
monoton fallend angeordnet.

2. Im Falle I = N bildet (uy) eine Nullfolge.

3. Es existiert ein vollstindiges Orthonormalsystem (vy) aus Eigenvektoren von K und fiir
alle u € H gilt
Ku = Z pi(u, v )vk.

kel
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6.3 Existenz von Lésungen homogener Probleme

Nach den Vorbereitungen des vorigen Abschnitts kehren wir wieder zum Anfangsrand-
wertproblem (6.7)-(6.8) zuriick. Wir setzen voraus, dass QO C R" offen und beschrankt
ist, 9Q € C! gilt, die Koeffizienten A(x) = (a;;(x)) und c(x) > 0 in der parabolischen
Gleichung (6.7) nur vom Ort abhdngen und beschrankt in ) sind, |[VA| beschrankt ist
und dass die Matrix A symmetrisch und gleichméfig positiv definit ist.

Entscheidend fiir die Losungsformel ist die Bestimmung eines vollstindigen Or-
thonormalsystems, in dem die Lésung entwickelt werden kann. Seien H = L?(Q) und
K : H — H definiert durch Kf = u, f € H, wobei u die eindeutig bestimmte schwache
Losung des stationdren Problems —div(AVu) + cu = f in Q, u = 0 auf JQ ist, also des
Problems

a(u,v)=F(v) furallev e Hé(Q), (6.12)

wobei

a(u,v):/Q(VuTAVv+cuv)dx, F(v):/vadx.

Aus u = 0 folgt sofort f = 0, d.h., der Operator K : H — H ist injektiv. Daher kénnen wir
die Inverse L = K~! auf dem Bild D(L) := K(H) definieren. Beachte, dass der Operator
K : H — K(H) invertierbar ist, moglicherweise aber nicht der Operator K : H — H. Es
gilt D(L) C Hy(Q).

Wir diskutieren im Folgenden den Unterschied zwischen den Operatoren

» L:D(L) = H,Lu = f oder (Lu,v) = a(u,v) fuiru € D(L), v € Hé(Q);

» L:D(L):= HX(Q) N H}(Q), L(u) = —~div(AVu) + cu fiir u € D(L).

Wir kénnen fiir u € D(L) und v € Hol(Q) auch schreiben:
(fu,v) = /(—diV(AVu) + cu)vdx = /(VUTAVLl + cuv)dx = a(u,v) furv € Hol(Q).
Q Q

Falls u € D(L) ¢ D(L) (diese Inklusion wird in Lemma 6.13 bewiesen), so ist
(Lu,v) =a(u,v) = (fu,v) fir alle v € H&(Q),

also Lu = Lu. Die Operatoren L und L stimmen auf dem “kleineren” Definitionsbe-
reich D(L) iiberein. Der Operator L ist jedoch fiir eine “grofiere Menge von Funktionen
definiert, namlich fiir solche aus D(L). In diesem Sinne kénnen wir L als eine Erweite-
rung von L interpretieren. Diese Erweiterung ist notwendig, weil wir ansonsten keinen
kompakten Operator K = L™! : H — H definieren kénnen.

Das Hauptresultat ist der folgende Existenzsatz.

Theorem 6.12 (Existenz von Losungen homogener Probleme). Sei ug € L3(Q).
Es existiert ein vollstindiges Orthonormalsystem (vy,) von L*(Q) (die Eigenfunktionen von
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L : D(L) — L*(Q) sind) und eine monoton wachsende Folge (A,) positiver Zahlen mit
Ap — oo fiir n — oo (die die Eigenwerte von L sind), so dass

o

u(t) = Z e M (19, vi) 20k (6.13)
k=1

die eindeutig bestimmte Losung von (6.7)-(6.8) im folgenden Sinne ist: Es gilt
u € CY([0, c0); L2(Q)) N C((0, 0); LA(Q)), u(t) € D(L) fiirallet > 0, (6.14)

und die Differentialgleichung u:(t) + L(u(t)) = 0 ist fiir alle t > O erfiillt. Ferner gilt die
A-priori-Abschitzung

lu®)ll2cy < e lluoll2()- (6.15)

Unter C*([0, 00); L2(Q)) (k € Np) verstehen wir den Raum aller Funktionen u(t) =
u(-, t), fur die gilt

lim Dt + 1) —uD ()2 =0 fitrallet >0, j=0,...,k.

In welchem Sinne sind die Anfangs- und Randbedingungen erfiillt? Die Regularitit
von u impliziert, dass t + u(-,t) an der Stelle ¢ = 0 im Sinne von L?(Q) stetig ist, d.h.,
die Anfangsbedingung u(-,0) = ug gilt im L?(Q)-Sinn. Andererseits ist u(-,t) € D(L) C
H}(Q), d.h., die Randbedingung u = 0 gilt im Sinne des H}(Q).

Den Beweis des obigen Satzes fithren wir in mehreren Schritten.

e 1. Schritf. Eigenschaften der Operatoren K und L.

Lemma 6.13. Fiir die oben definierten Operatoren gilt:
1. L ist symmetrisch und H*(Q) N Hé(Q) c D(L) c Hol(Q).
2. Falls 9Q € C?, a;j € C1(Q) und ¢ € C%(Q), dann gilt D(L) = H(Q) N H}(Q).
3. K ist symmetrisch und kompakt.

Beweis. 1. Die Symmetrie von L folgt aus (Lu,v);2 = a(u,v) = a(v,u) = (u,Lv);2 fir
alle u, v € D(L). Fiir jede Funktion u € H>(Q) N Hé (Q) kénnen wir L(u) definieren, also
ist H*(Q) N Hy(Q) c D(L).

2. Unter den Regularitdtsvoraussetzungen an dQ, a;; und c erfiillt die Losung u von
(6.12) die Regularitit Kf = u € H*(Q) N Hé(Q) (siehe Satz 5.25). Dies zeigt D(L) =
K(H) c H*(Q) N Hj(€2) und damit Gleichheit zwischen beiden Mengen.

3. Die Symmetrie von K folgt aus der von L, denn fiir f, ¢ € H mitu = Kf € D(L),
v =Kg € D(L) folgt Lu = f, Lv = g und daher

(Kf/ g)L2 = (MILU)L2 = (LMIU)L2 = (f’ Kg)Lz'
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Nach dem Existenzsatz fiir schwache Losungen elliptischer Probleme (Satz 5.20) gilt die
Abschétzung

IKf @) = lullgia) < Cllif llizq).
die zeigt, dass K als Operator von H nach H(l) (Q) beschrankt ist. Die Einbettung HS(Q)
— H ist gemdf} Satz 5.10 von Rellich-Kondrachov kompakt. Also ist die Abbildung
K : H — Hy(Q) — H als Komposition einer stetigen und einer kompakten Abbildung
kompakt. m|

e 2. Schrift. Entwicklung von L in Eigenfunktionen. Nach Satz 6.11 konnen wir den
symmetrischen, kompakten Operator K : H — H in Eigenfunktionen entwickeln. Es
existiert ein vollstindiges Orthonormalsystem (v, ) C H aus Eigenfunktionen von K mit
dazugehorigen Eigenwerten (u,), fiir die u, — 0 fiir n — oo erfiillt ist. Insbesondere ist

u=Kf = > ulf, 0000k (6.16)
k=1

Die Gleichung Kv, = u,v, impliziert v, € K(H) = D(L). Daher kénnen wir L auf
die Eigenwertgleichung anwenden und erhalten Lv, = p;'v,. Beachte, dass wegen der
Injektivitdt von K stets u, # 0 gilt. Alsoist A, = u,* ein Eigenwert von L mit Eigenvektor
Un-

Lemma 6.14. Es gilt fiir alle u € D(L):
Lu = Z/\k(u,vk)szk. (6.17)
k=1

Auflerdem ist (A,) eine monoton wachsende Folge positiver Zahlen mit A, — oo fiir n — co.
SchliefSlich gilt fiir alle u € H: u € D(L) gilt genau dann, wenn 37, /\i(u, vx)? konvergiert.

Beweis. Aus (6.16) folgt fiir u € D(L):
(u,vj) = pi(f,vj) = /\fl(Lu,vj)Lz,

woraus sich sofort (6.17) ergibt. Die Rechnung

2
H'(Q)

2

2 K”Un”Lz(Q)

An””ﬂ”iz(g) = (Lvy, vn)r2 = a(vn, 0) 2 x||on ||

(x ist die Elliptizititskonstante von A) impliziert A, > x > 0. Da (u,) = (A;') eine
monoton fallende Nullfolge ist, folgt A,, — oo fiir n — co.

Um die Aquivalenz zu zeigen, sei zuerst u € D(L) = K(H). Dann existiert ein f € H,
so dass f = Lu = X, Ak(u, vr)20k (siehe die Darstellung (6.17)). Nach Lemma 6.7
folgt mit ax = Ay(u, vg)p2, dass Y1 A7(u, vg)* konvergiert. Konvergiert umgekehrt diese
Reihe, definieren wir u := 3,7, Ax(u, vx)20x € H. Aus Koy = /\Elvk folgt dann Ku =
Yipeq Ak, vi)2Kog = 35771 (u, vi)20x = u und damit u € K(H) = D(L). O
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Bemerkung. Im Beweis haben wir gezeigt, dass der Differentialoperator L, versehen mit ho-
mogenen Dirichlet-Randbedingungen, ein vollstandiges Orthonormalsystem aus Eigenfunk-
tionen v, mit zugehoérigen Eigenwerten A, besitzt. Wir haben also nebenbei das Eigenwert-
problem

Lu=Au inQ, u=0 aufdQ,

gelost. Die Eigenwerte A, sind monoton wachsend in #n und unbeschréankt fiir n — oo, d.h.
Ay — o0. In Abbildung 6.3 illustrieren wir die ersten drei Eigenfunktionen fiir den Laplace-
Operator L = —A mit homogenen Dirichlet-Bedingungen auf einem L-formigen Gebiet (). O

KPR
Wl N

NG

Abbildung 6.3: Die ersten drei Eigenfunktionen von L = —A auf einem L-formigen Gebiet mit
homogenen Dirichlet-Randbedingungen. Die entsprechenden Eigenwerte sind ndherungsweise
gleich A1 =9.746, A; = 15.303 und A3 = 19.924.

e 3. Schriff. Eigenschaften der Losungsformel (6.13). Wir benotigen zuerst folgenden
Spezialfall des Satzes von Lebesgue iiber die majorisierte Konvergenz.

Lemma 6.15. Seien ay : (-1,1) = R, k € N, Funktionen mit den Eigenschaften
1. ax(h) — 0 fiir h — 0.

2. Es existieren by > 0, so dass fiir alle k € Nund h € (=1,1) gilt |ax(h)| < by und 3.7, k
konvergiert.

Dann gilt
. z 2 _
I111—>0 =1 ak(h) -

Beweis. Sei ¢ > 0 gegeben und wiahle m € N so grof, dass ;7 .4 b% < ¢€/2. Sei
auBlerdem |I] so klein, dass } ;" ; ax(h)? < €/2. Dann erhalten wir

(0]

> a(ny? < iak(h)2+ Z b2 < % %: e.

k=1 k=1 k=m+1
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Dies zeigt die Behauptung. m|

Wir beweisen nun folgende Eigenschaften von u.

Lemma 6.16. Sei u durch die Reihenentwicklung (6.13) definiert, also

[o0]

u(t) = Z e ™M (ug, vy )20k

k=1
Dann gilt:
1. u € C°([0, 00); LA(Q));
2. u(t) € D(L) fiir alle t > 0;
3. u € CY((0,0); L*(Q)) und u I6st uy + L(u) = O fiir alle t > 0.

Beweis. 1. Aus ug € L*(Q) und der Parsevalschen Gleichung (6.10) folgt
Z(uo, 0022 = ol < (6.18)

AuBerdem ist e < 1, so dass wir u(t) € L%(Q) und

o

()20 = > €72 (o, 00)7, <Z(u0,vk)Lz Il

k=1

fiir alle t > 0 erhalten. Um die Stetigkeit von u zu zeigen, betrachten wir fiir t > 0 und
heRmitt+h>0o0dert=0und h >0

[o0]

— - 2
lu(t + ) = (B = D (e — =) 2o, v )2,
k=1

Wir wenden Lemma 6.15 auf ai(h) = (e =+ —e=At)(14g, v)) 2 an. Die Voraussetzungen
des Lemmas sind mit by = |(up, vi);2| erfiillt. Also ist

lim [Ju(t + 1) = u(®)| ) =

Dies beweist die Stetigkeit von u.
2. Aus Lemma 6.14 folgt, dass u(t) € D(L) genau dann gilt, wenn

Z A% (e™ (ug, vk)Lz)Z < co.

k=1
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Dies ist eine Konsequenz aus der elementaren Ungleichung |Axe | < 1/(et) und aus
(6.18), denn

1

2 (,—Axt 2 S 2 - 1 :
Z/\k(e ¥ (o, vi)2)” < e ;(”O'U")LZ = W”uo”Lz(ﬁ) =

S
k=1 (e

Diese Abschitzung kann i.a. nur fiir t > 0 gelten, da u(-, 0) = up nur eine L?(Q)-Funktion
ist.

3. Die Differenzierbarkeit von u nach t sowie die Gleichung u; + L(u) = 0 ist bewiesen,
wenn wir

1 2
li H— t+h)—u(t))+ L(u(t
fim|| e + 1) = () + L),
= }}E}) H Z E("_Ak(Hh) — e~ M) (ug, Vi) 20k + Z Are ™M (ug, vk) 20k .
oL e gt a2 2
= lim (—(e k —e k)+/\ke k) (up, v)5, =0
h—0 h L
k=1
=ay(h)?

zeigen. Fiir die erste Gleichheit haben wir (6.17) und die Orthonormalitdt von (vy)
benutzt. Fiir die zweite Gleichheit verwenden wir Lemma 6.15. Wegen ax(h) — 0 fiir
h — 0 und

Lo 0t+h)  —Agt Mgt | Ayt ( e Mh 1 )| 1
hl _ Ao Mt = e M -~ 411)| < =
‘h(e em) + Axe ke \T o ) S er
<1/(et) —_—
€(0,1)

falls h > 0, sowie
—Axh
‘l(e—Ak(Hh) — et 4 e = ‘/\ke_Akt/z ( et 1)6/\kh e—)\k(t/2+h)‘ < E,
h ~— —Arh — | " et

<2/(et) 10 <1

falls —t/2 < h < 0, sind die Voraussetzungen des Lemmas mit by = (2/et)|(u0, vk)2|
erfiillt, und es folgt die Behauptung. Die Stetigkeit von u; bzw. L(u(t)) wird analog zum
ersten Teil des Beweises gezeigt. |

e 4. Schritt. A-priori-Abschédtzung. Wir folgern aus der Losungsformel (6.13) und der
Parsevalschen Gleichung (6.10)

[00]

o0

2 -2 2 -2 2 -2 2

)y = D e (o, 0)7s < €M (0, 007, = e [luol 22
k=1 k=1
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denn Ay > A1 > 0 fur alle k € N.

¢ 5. Schrift. Eindeutigkeit der Losung. Seien # und v zwei Losungen im Sinne von Satz
6.12. Dann 16st u — v dasselbe Problem mit homogener Anfangsbedingung. Multiplika-
tion der Differentialgleichung fiir u — v und Integration tiber Q liefert

1d

5 E”u - (u—v,(u—-0v))2=—(u—-0v,L(u—v))

2 _

L2(Q) —
=—(L(u—-v),u—-0v)2=-a(u—-v,u—-0o)<0.

Die erste Gleichheit gilt sicherlich fiir Funktionen aus C((0, ); D(Q)) und daher we-

gen der Dichtheit von C1((0, c0); D(Q)) in C((0, o0); L%(Q)) auch fiir C}((0, o0); L*(Q))-

Funktionen. Wir schlieffen u — v = 0, was die Eindeutigkeit zeigt.
Damit ist Satz 6.12 vollstandig bewiesen.

6.4 Existenz von Losungen inhomogener Probleme

Wir behandeln in diesem Abschnitt inhomogene Anfangswertprobleme der Form

ur+L(u) = f(-,t) inQx(0,00), u(-,0)=uy inQ, (6.19)
u=0 aufdQx(0,c), (6.20)
wobei L(u) = —div(AVu) + cu und die Voraussetzungen an A und c wie im vorigen

Abschnitt seien. dhnlich wie bei gewthnlichen Differentialgleichungen kénnen wir in-
homogene Probleme mit Hilfe der Formel der Variation der Konstanten 16sen. Wir
definieren fiir festes t > 0 den Operator e~ : [2(Q) — L?(Q) durch

ety = Z e M (v, vk, v e LHQ), (6.21)
k=1

wobei A, die Eigenwerte von L mit zugehorigen Eigenvektoren vy sind (siehe den vorigen
Abschnitt). Die Schreibweise e ist symbolisch zu verstehen; man kann ihr im Rahmen
der Halbgruppentheorie aber auch einen Sinn geben.

Theorem 6.17 (Existenz von Losungen inhomogener Probleme). Seien ug € L2(Q)
und f € CO([0, 0); L?(Q)). Dann ist

t
u(t) = e Huy +/ e M=) f(s)ds, t>0, (6.22)
0

die eindeutig bestimmte Losung von (6.19)-(6.20) mit den Regularititseigenschaften (6.14).
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Auflerdem gilt die A-priori-Abschiitzung
1
lu(®)ll 2@y < e lluollzq) + 7, Sup £ () llz2)-
1 0<s<t

Wir motivieren zuerst die Losungsformel (6.22). Da (v,) ein vollstindiges Orthonor-
malsystem des L?(Q) ist und u(t) € L*(Q) fiir alle t > 0 gilt, konnen wir u(t) in der
Form

o0

u(t) = Y un(tyo,  mitw,(t) = (u(t), 0,)p2

n=1
schreiben. Setzen wir diese Beziehung in die Differentialgleichung ein und setzen f; =
(f, vk)r2, erhalten wir fiir k € N eine gewohnliche Differentialgleichung

0= (us + L(u) = f,00)2 = ) (}on + L (0n), 00)p2 = (f, 0p)p2
n=1

oo
= Z(u,’qvn + A0, vi)12 — (f, r)2 = up + Agug — fi
n=1

mit der Anfangsbedingung
uk(0) = ((0), vi)r2 = (uo, Vi)r2-
Dieses Anfangswertproblem kann mit der Variation der Konstanten gelost werden:

t
u(t) = e (g, 01)pa + / e M09, (5)ds.
0

Der erste Summand stellt einen Fourier-Koeffizienten von e 1 dar, der zweite Sum-
. . .. t 1=
mand einen Fourier-Koeffizienten von /0 e Ht=5) f(s)ds, denn

(/ t@‘“f—s)f(s)ds,vk) :/ t(e_L(t‘s)f(S)ka)UdS
0 12 0

o

t
- / (Z —AJ-(t—s)(f(s),vj)szj,vk) ds
LZ

/ Z H9) £(5) 0, 01 2ds = / eI (5)ds.

Das Zeitintegral darf nach dem Satz von Fubini mit dem Ortsintegral vertauscht werden.
Es folgt fiir alle k € N

(u(t), vi)r2 = uk(t) = (e_”uo + /Ote_L(t_s)f(S)dS,Uk) ,

12
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und damit ,
u(t) = e HMugy + / e_L(t"s)f(s)ds.
0
Dies ist gerade die Losungsformel (6.22).

Beweis von Satz 6.17. Die Regularitit der Losung folgt aus der Regularitit von e 1
(siehe Satz 6.12). Indem wir die obige Rechnung in umgekehrter Reihenfolge durchfiih-
ren, sehen wir, dass u eine Losung von u; + L(u) = f ist. Die Eindeutigkeit folgt wie im
letzten Schritt des Beweises von Satz 6.12.

Es bleibt die A-priori-Abschidtzung zu zeigen. Wir verwenden die Dreiecksunglei-
chung und die Abschidtzung (6.15), also ||€_Ltu0||L2(Q) <e Mt lluoll2():

/t e_L(t_s)f(s)ds
0

/t e~ L) £(s5)ds
0

Der zweite Summand kann gemafs der Parseval-Ungleichung geschrieben werden als

t (t=s) N t (t-s) "\
—L(t—s _ —L(t-s
[, = (S o) )
00 t 2\ 1/2
(S o]
0

k=1

()2 < lle ™ uollr2q) +
L2(Q)

< e M |lugll 2y +

L2(Q)

wobei fi(s) = (f(s), vk)r2. Wir schdtzen ab, indem wir A1 < Ay fiir k > 1 verwenden:

t ) t 2\1/2
H/ e—L(t—s)f(S)dS < (Z sup fk(s)z(/ e—M(t—S)dS) )
0 L2(Q) k=1 0<s<t 0

< i sup fi(s)? L | = L su if (s)? " = 1 sup [[f(s)ll
= P Jk /\1 p k /\1 p L2(Q)-

=1 0<s<t Lo<s<t \ 14 O<s<t

Wegen der gleichmifliigen Konvergenz konnen wir die unendliche Summe und das
Supremum im vorletzten Schritt vertauschen. Dies zeigt die Behauptung. 0

6.5 Regularitat und Langzeitverhalten

e Regularitat. Wie bei elliptischen Differentialgleichungen gilt, dass die Losung umso
reguldrer ist, je reguldrer die Daten dQ), A und ¢ (aber nicht notwendigerweise 1) sind.
Sei u die Losung des homogenen Anfangsrandwertproblems

up+Lu)=0 inQx(0,00), u(-,0)=uy inQ, (6.23)
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u=0 aufdQx(0,c), (6.24)

wobei L(u) = —div(AVu) + cu. Die Darstellungen

o

u(t) = e (g, ve)ppok,  Lu(t) = Y Ae ™ (uo, i) 20 (6.25)
= =

(siehe (6.13) und (6.17)) legen die Vermutung nahe, dass die Reihe
Z Apte ™ (ug, )20k
k=1

gleich L™u und dies gleich (—1)"d™u /dt™ ist. Dies ist richtig, und der Beweis ist dhnlich
wie der Beweis von du /dt = Lu in Lemma 6.16. Wir fassen zusammen:

Theorem 6.18 (Regularitat). Seien ug € L2(Q) und u die Losung von (6.23)-(6.24). Dann
gilt
u € C*((0,0); L2(Q)), u(t) e D(L™) fiirallet >0 undm € N.

Falls der Rand des Gebiets und die Koeffizienten von L reguldr sind, ist die Losung
u reguldr im Ort. Seien dQ € C*, a;j, c € C*(Q) und g € L*(Q). Dann gilt:

u(t) e C*(Q) firallet > 0.

Die Losung ist also bis zum Rand von Q unendlich oft differenzierbar, obwohl der An-
fangswert nur als quadratintegrierbar vorausgesetzt wurde. Dies zeigt eine erstaunliche
Regularisierungseigenschaft parabolischer Gleichungen.

Regularitdt in [0, co) konnen wir nur erwarten, wenn der Anfangswert hinreichend
glatt ist und einer Kompatibilitdtsbedingung geniigt. Um dies einzusehen, nehmen wir
an, dass u € C1(Q x [0, o0)). Wegen u(0) = 0 auf dQ erhalten wir Lug = —(du/dt)(-,0)
= 0 auf JQ. Wir miissen also Lug = 0 auf dQ fordern. Allgemein gilt fiir L = —A (siehe
Brézis, Théoreme X.2 [4]), dass fiir g € C®(Q) mit A"ug = 0 auf JQ fiir alle n € N die
Regularitdat u € C *(Q % [0, )) folgt.

Auch fiir inhomogene Probleme vom Typ u; + L(u) = f sind Regularitdtsaussagen
moglich, sofern zusétzlich f hinreichend glatt ist. Wir verweisen auf die Literatur, z.B.
Evans [7] oder Ladyzenskaya, Solonnikov, Ural’ceva [11].

Die Losung des homogenen Problems in einem Quadrat Q = (-1, 1)?> mit homo-
genen Dirichlet-Randbedingungen ist in Abbildung 6.4 fiir mehrere Zeiten dargestellt.
Der Anfangswert ist ugp = 1 in Bp4(0) und up = 0 sonst, also unstetig. Wir sehen die
Glattungseigenschaft auch fiir sehr kleine Zeiten.

e Langzeitverhalfen. Die Abschdtzung (6.15) fiir die Losung des homogenen Anfangs-
randwertproblems,

()2 < e M lluoll 2,
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Abbildung 6.4: Losung der parabolischen Gleichung u; — Au = 1in Q, u = 0 auf JQ fir t = 0
(links), t = 0.005 (Mitte) und ¢ = 0.1 (rechts).

zeigt, dass wegen A1 > 0 die Losung u(t) fiir t — oo exponentiell schnell gegen die Null-
funktion konvergiert. Konvergiert auch die Losung des inhomogenen Problems gegen
eine stationdre Losung? Im Folgenden beantworten wir diese Frage. Eine notwendige
Voraussetzung fiir eine positive Antwort ist, dass die Inhomogenitit fiir t — oo gegen ei-
ne Grenzfunktion konvergiert. Unter dieser Bedingung und einer Regularititsannahme
konnen wir die Frage bejahen. Genauer gilt das folgende Resultat.

Theorem 6.19 (Langzeitverhalten). Sei ug € L2(Q). Ferner sei f : Q x (0,00) —» R
Hélderstetig in t, d.h., es existieren Konstanten p € (0,1] und Cyx > 0, so dass fiir alle s,
t >0 gilt

If ¢, 8) = fC Dl < Cls = 1P,
und es existiere
foo = lim f(-,1) € LX(Q).
Dann gilt fiir die Lésung des inhomogenen Anfangsrandwertproblems (6.19)-(6.20):
: . du
lim u(t) = K(feo), lim —(.,£) =0,

wobei K der zu Beginn von Abschnitt 6.3 definierte Losungsoperator ist und die Grenzwerte
im L?(Q)-Sinn zu verstehen sind.

Die Funktion ue = K(fw) ist die eindeutig bestimmte schwache Losung des ellipti-
schen Problems

—div(AVie) + Clleo = foo INQ, U =0 auf dQ.

Fiir den Beweis des Satzes benttigen wir eine Aussage tiber das asymptotische Verhalten
der Losung des homogenen Problems.
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Lemma 6.20. Sei unom(t) = e ug die Lisung des homogenen Problems (6.23)-(6.24) und
0 > 0. Dann existiert ein C(0) > 0, so dass fiir allet > 0

C(0) (A1)t

|ILthom (D)l 2q) £ —— lluollr2)-

Beweis. Gleichung (6.25) (also Lu(t) = Y 3o Axe ™ (ug, vi) 20k) zeigt, dass

[Se]

_ 2
L ttnom (Dl22) = D (Axe ™) (a0, 012,
k=1

Wenn wir die Ungleichung

Ao~ Mt < C((S) (A1)t

tiir alle 6 > 0 gezeigt haben, folgt die Behauptung des Lemmas, denn dann ist

C(6 C 0
WLtthom )l < ()”k“”fZ( oo = S A2,

Wir definieren
F(t) = C(5)eMH Aol _ A ¢,

Dann ist F(t) > 0 zu zeigen. Diese Ungleichung gilt fiir t = 0 und wegen A1 < A fiir
t — oo. Wir bestimmen das Minimum von F in [0, c0). Wir erhalten aus

0=F'(tn) = C(O) (A1 + Ax + 6)6(—/\1+/\k+6)tm — A

den Wert
ty, = 1 In A
T M+ A+ 0 COO) A+ A +0)
Damit A A
k k
0<Ft = — M (1] )
(tn) A+ A +6 nC((‘S)(—/h + A +0)

erfillt ist, muss fiir C(6) die Bedingung

Ak

C(0) 2 e(=A1 + Ag +0)

gelten. Wegen Ay — oo fiir k — oo ist die rechte Seite gleichmiflig in k beschrankt, und
wir kénnen ein C(6) unabhingig von k finden, so dass die Ungleichung fiir alle k erfiillt
ist. Dies zeigt das Lemma. m|
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Beweis von Safz 6.19. Die Losung u des inhomogenen Problems kann gemaf3 (6.22) in
der Form

u(t) = e My (1) + /t e M=) £(s)ds

T

geschrieben werden (verwende u(7) als Anfangswert). Da u(t) differenzierbar ist, erhal-
ten wir
dr (e u(1)) = dyttnom(t) = —Lthom(t) = —Le""Vu(1)

und damit

u(t) = 8t(e_L(t_T)u(T)) + 8t(/t e_L(t_s)f(s)ds) (6.26)

T

t
= —Le Mt=Dy(7) - / Le M=) f(s)ds + f(t)
= —Le M=y (1) - / tLe_L(t_s)(f(s)— f(t))ds - / tLe_L(t_s) F(t)ds + f(t).

Wir erinnern, dass Parameterintegrale gemaf3 der Leibniz-Regel fiir hinreichend regulére
Funktionen wie folgt abgeleitet werden:

d ll(t) ll(f)

JF
— —(s, t)ds.
dt Sy op (5 1)ds

F(s, t)ds = a'(t)F(a(t), t) — b'(H)E(b(t), ) + /

b(t)
Wegen

_ / t Le M=) £ (t)ds = — / t a%e‘”t‘s) f(t)ds = —f(t) + e LEOf (1)

T T
sind die letzten beiden Terme in (6.26) gleich e~L(t=1) f(t), und wir erhalten

u(t) = —Le M=y () - / tLe‘L(t‘S)(f(s)— F(t)ds + e MDD £ (1. (6.27)

T

Wir schitzen die rechte Seite termweise ab. Es gilt fiir hinreichend grofles t > 7,
dass || f(t) = feollr2() < 1(t), wobei n(t) — 0 fiir T — oo. Fiir den zweiten Summanden
verwenden wir die Holderstetigkeit von f fiir hinreichend grofies s, t > 7,

1F(s) = FBlliy < NF6) = FO oy (1) = fsllizy + 1) = foollizen)
< VCals = HF(I£(5) = frollizy + ILF (D) = fusllizen)
< \J20(0yChls — P2,
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Aus Lemma 6.20 folgt dann

</ O ohe D 6) - (D)2

12(Q) t—s
t
< C(é)VZTI(T)\/ CH/ |t — s|ﬁ/z‘1e(—)\1+5)(t—s)d5.

Waihlen wir 0 < 6 < Ay, so ist das Integral auf der rechten Seite gleichmafSig in t € (0, o)
beschrankt (denn (—=A; + 6)(t — s) < 0). Wir wahlen nun 7 so grof3, dass die rechte Seite
kleiner als ein vorgegebenes ¢ > 0 wird.

Fiir den ersten Summanden auf der rechten Seite von (6.27) folgt aus der elementaren
Ungleichung |Are | < 1/et, dass

/ Lo I (s) — fit))ds

T

[o0]

—L(t-7) 2 _ —Ap(t—1))2 2 1 2
ILe™ ()] 2, ) = ; (Aee™ ) (), 00, < sl

Schliefilich erhalten wir fiir den dritten Summanden in (6.27) wegen (6.15)

le™ D f ()l 2) < e N F(B)l2)-

Die beiden Summanden werden fiir hinreichend grofies t — 7 (7 ist bereits fiir die Ab-
schitzung des ersten Summanden fest gewihlt) jeweils kleiner als ¢. Damit ist

lur(B)llr2q) < 3¢

fiir hinreichend grof3 gewéhltes T > 0 und ¢ > 7. Dies beweist lim; o ||14¢[/12(q) = 0.

Um die verbleibende Behauptung, ndamlich u(t) — Kf. fiir t — oo, zu zeigen,
verwenden wir die stetige Abhdngigkeit der Losung 1 von den Daten (Satz 5.20), woraus
IKfllr2) < Cllfll12() und daher

lu(t) = K(foo)llziy < IK(Lu(t) = )2 + IK(F(E) = fooll 2oy
< Cl|Lu(t) = f®ll2) + CllF @) = foll2 )
< Cll = w2 + ClIF () = follr2)

folgt. Die Behauptung ergibt sich im Grenzwert ¢t — oo. |

6.6 Galerkin-Methode

In den vorigen Abschnitten haben wir ausschliefilich parabolische Gleichungen betrach-
tet, bei denen die Koeffizienten nur vom Ort abhidngen. In diesem Abschnitt betrachten
wir Differentialoperatoren, deren Koeffizienten auch von der Zeit abhdngen kénnen und
erlauben Terme mit ersten Ortsableitungen:

ur+L(u) = f(x,t) inQx(0,T), u(-,0)=uy inQ, (6.28)
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u=0 aufdQx(0,T), (6.29)

wobei
L(u) = =div(A(x, t)Vu) + b(x,t) - Vu + c(x, t)u.

Wir nehmen an, dass Q c R” ein beschrinktes Gebiet mit dQ € C! und die Matrix
A = (a;j) symmetrisch und gleichméfsig positiv definitistund dass A, b, c € L*(Qx(0,T))
gilt. In diesem Abschnitt gehen wir dhnlich vor wie Evans, Kapitel 7.1 [7].

Ahnlich wie in den vorigen Abschnitten suchen wir eine schwache Losung. Wir
suchen Losungen, die beziiglich der Zeit nicht unbedingt stetig, sondern nur quadratin-
tegrierbar sind. Dafiir bendtigen wir Hilbertraumwertige Lebesgue-Raume (sogenannte
Bochner-Rdume), die wir im Folgenden definieren.

Definition 6.21. Seien H ein Hilbertraum und T > 0. Der Raum LP(0,T; H), 1 < p < oo,
ist die Menge aller (Aquivalenzklassen von) messbaren Funktionen u : (0,T) — H, fiir die
Qilt

T 1/p
lulrorsn = ( [ luolar) " <o firp <o und
0
]| eo(o,7:1) = esssupy, g llu(t)|lg < oo.

Diese Definition erfordert die Erweiterung der Begriffe der Messbarkeit und Inte-
grierbarkeit auf Hilbertraumwertige Funktionen u : (0, T) — H. Wir erwdhnen nur, dass
eine (mefSbare) Funktion u : (0,T) — H genau dann integrierbar ist, wenn t +— ||u(t)||x
integrierbar ist. Fiir Details siehe die Theorie der Bochner-Integrale (Kapitel X, Abschnitt
21in [3]). Es gelten die folgenden Eigenschaften.

Theorem 6.22. Sei u € L*(0, T; Hy(QY)) mit u; € L*(0, T; H™1(QY)).
(i) Dann gilt u € C°([0, T]; L%(Q)) (ggf. nach Auswahl eines geeigneten Reprisentanten),
und es existiert eine von u unabhingige Konstante C > 0, so dass

sup [[u(t)llr2) < C(||u||L2(o,T;H5(Q)) + ||ut||L2(o,T;H-1(Q)))
0<t<T

(ii) Die Abbildung t > |[[u(t)||;2q) ist absolut stetig (also insbesondere fast iiberall
differenzierbar), und es gilt

d .
Ellu(t)lliz(g) = 2u(t), u(t))y-1 fiir fastalle0 <t < T.

Fiir einen Beweis verweisen wir auf Evans, Seite 287 [7].
Wir kénnen nun den Begriff der schwachen Losung definieren. Sei dazu zunéchst
u eine klassische Losung von (6.28)-(6.29). Multiplizieren wir die Differentialgleichung
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mit einer Testfunktion v € D(Q x (0,T)), integrieren tiber QO X (0, T) und integrieren
partiell, so folgt

T T T
/ (ur, v)p2dt + / /(VuTAVv + (b -Vu)v + cuv)dxdt = / / fodxdt.
0 0 Jo 0o Ja

Eine schwache Losung sollte also einmal schwach beziiglich des Ortes differenzierbar
sein, u € L*(0,T; Hé(Q)). In welchem Raum liegt dann die Zeitableitung u;? Wegen
uy = —L(u) + f kann héchstens u; € L?(0,T; H-}(Q)) gelten, d.h., die Zeitableitung
ist eine Distribution, keine Funktion. Das Produkt (u;,v);2 konnen wir dann als das
Dualitatsprodukt (u;, v)y-1 interpretieren. Wir erhalten somit die folgende Definition.

Definition 6.23. Eine Funktion u heif$t schwache Losung von (6.28)-(6.29), wenn gilt:

(i) u € L2(0, T; Hy(QQ)) und u; € L*(0, T; H(QQ));
(ii) fiir alle v € L*(0, T; H)(Q)) gilt

T T T
/ (ut,v>H1dt+/ a(u,v;t)dt:/ /fvdxdt,
0 0 0 Jo

a(u,v;t) = /(VuTA(x, H)Vo + (b(x,t) - Vu)v + c(x, t)uv)dx.
Q

wobei

(iii) u(0) = ug fast iiberall in Q.

Die Eigenschaft (iii) macht Sinn, denn nach Satz 6.22 liegt die Losung im Raum
CO([0, T]; L*(Q)), so dass u(0) definiert ist. Das Hauptresultat ist der folgende Existenz-
und Eindeutigkeitssatz.

Theorem 6.24. Es gelten die zu Beginn dieses Abschnitts genannten Voraussetzungen.
Ferner seien f € L*(0,T; L*(Q)) und uy € L*(Q). Dann existiert eine eindeutig bestimmte
schwache Losung von (6.28)-(6.29).

e 1. Schrift: Galerkin-Approximation. Wir 16sen zuerst das Anfangsrandwertproblem
in endlichdimensionalen Raumen. Dazu wéahlen wir Funktionen vy € Hé (Q), die or-
thogonale Funktionen in H(l)(Q) und eine Orthonormalbasis von L*(Q) bilden. Bei-
spielsweise kénnen wir die beziiglich L?((Q2) normierten Eigenfunktionen des Operators
—A in Hé(Q) wihlen (siehe Bemerkung 6.3). Dann existieren Eigenwerte Ay, so dass
—Av, = Ayvg in Q. Die Eigenfunktionen v sind orthogonal beziiglich des Skalarpro-
duktes in L2(Q)). Daher gilt

/Vvk - Vodx = —/ Avgvidx = A / vpojdx =0, k#],
Q Q Q
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d.h., die Funktionen vy sind auch beziiglich des Skalarproduktes in Hé (Q) orthogonal.
Wir suchen approximative Losungen im Raum span(vy, . .., vn),

N
un(t) = > ar(t)ok, (6.30)
k=1
mit zu bestimmenden Koeffizienten ay. Setzen wir diesen Ansatz in die Differentialglei-
chung un = —L(un) + f ein, so folgt nach Multiplikation mit v; und Integration tiber
Q
N

a; = Z a, (v, vj)2 = (un,t,0j)2 = (~L(un) + f,v})
k=1

akll(vk, U]/t) + (f/ ?J]‘)LZ-

N N
k=1

== > aK(L(oR), v)) + (f, o) = =
k=1

Dies ist ein System von gewohnlichen Differentialgleichungen fiir die Koeffizienten aj
mit Anfangswerten

a]-(O) = (u(), U]')Lz.
Da die rechte Seite der Differentialgleichung linear und stetig ist, existiert nach einer
Verallgemeinerung des Satzes von Picard-Lindelof eine eindeutig bestimmte Losung
(a1,...,an) auf [0,T], die fast tiberall differenzierbar ist. Aus elliptischer Regularitit
und der Voraussetzung f(t) € L*(Q) folgt un(t) € H%(Q). Wir haben bewiesen:

Lemma 6.25. Sei N € N. Dann existiert eine eindeutig bestimmte Lésung uy : [0, T] —
H?(Q) N Hj(€) von

(MN,i’/v]')L2 + a(uNI U]‘,' t) = (f/ vj)LZI ] = 11 <. /N/ (631)

die die Darstellung (6.30) besitzt.

e 2. Schritt: A-priori-Abschdfzungen. Wir zeigen, dass die approximativen Losungen
un gleichméaflig in N in gewissen Normen beschrankt sind.

Lemma 6.26. Sei uy die Losung von (6.31). Dann existiert eine Konstante C > 0, die nur
von Q, T und den Koeffizienten von L abhingt, so dass

lun 20, @) + lunllzora-1@) < CULf ll2orz@) + lHollzq))-
Beweils. Wir multiplizieren (6.31) mit a i und summierenvonj=1,...,N:

N N N
(uN,t, ajvj) + a(uN, ajvj;t) = (f, ajvj) ,
L2 =1 L2

=1 =1 =
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woraus sich ergibt:
(un ¢, un)r2 + a(un, un;t) = (f, un)re. (6.32)

Der erste Summand kann gemafS Satz 6.22 (ii) geschrieben werden als

1d
(un,t, uN)2 = EEH”NH%z(Q)-

Fiir den Term auf der rechten Seite verwenden wir die Youngsche Ungleichung (siehe
Lemma 5.19):

1 1
(Fun)iz < SllunBaggy + 5112

Esbleibt der zweite Summand a(uy, un; t) in (6.32) abzuschitzen. Hierzu verwenden wir
eine Variante der Koerzivitiat von a und die Beschranktheit der anderen Koeffizienten:

a(un, un;t) > 06||VMN||%2(Q) = 16l @x,m) IVun 2 llun 2 (6.33)

- ”C”L""(QX(O,T))”uN”%2(9)-

Mit der Youngschen Ungleichung erhalten wir fiir den zweiten Term auf der rechten
Seite:

o 1
8llesxo Vi llizallanllizo) € S IV IR0 + 5 1B1Ew ooy 1120

Der erste Term wird von der rechten Seite von (6.33) absorbiert. Damit ist

o 1
a(un, ;1) = SV ) = (52 101w oy + lim@ctomy )l gy,

Aus der Poincaré-Ungleichung folgt, dass die Normen ||V(-)||;2 und || - ||g1 dquivalent
sind. Es existieren also Konstanten C1, C2 > 0, so dass aus (6.32) folgt

d

s 0 + Crllun P gy < Callin o + 1122 (6.34)

wobei Cp > 0 nur von «, b und ¢ abhingt. Setzen wir U(t) = ||uN(t)||%2(Q) und F(t) =

Il f (t)lli2 @ SO erhalten wir die Differentialungleichung
dau

< 1 X
S CU+F in(0,T)

Wir erinnern an das Lemma von Gronwall:

Lemma 6.27 (Gronwall). Seien U : [0, T] — [0, o) absolut stetig und F, G : [0,T] —
[0, o0) integrierbar, und es gelte fiir fast alle t € (0, T)
au

It < G(H)U + F(t).
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Dann ist fiir alle t € [0, T]

U(t) < exp (/Ot G(s)ds)(U(O) + /OtF(s)ds).

Ein Beweis ist etwa in Evans, Seite 624 [7] zu finden. Wenden wir dieses Lemma auf

die obige Ungleichung mit U(t) = |lun/(t)||? 12(qy AN SO erhalten wir:

(B2 g < o (un (O + / £ )
Das Supremum tiber (0, T) liefert die Abschatzung

OSTPT ”uN(t)”iZ(Q) S eCZT(”uN(O)H%Z(Q) + ”f”iZ(O,T,.LZ(Q)))' (635)
<t<

Integrieren wir (6.34) tiber (0, t), so erhalten wir

t t
I+ Co [ e s < IOy +Ca [ (o) g

+ ”f”LZ(O t: LZ(Q))

Wir wenden das Supremum {iber ¢t € (0, T) an und verwenden (6.35):

sup ||HN(t)||i2(Q) + Cl””NHLZ(O T;HY(Q)) = C3(||MN(O)||L2(Q) + ”f”iz(O,T;Lz(Q)))’ (636)
0<t<T

wobei C3 > 0 nur von C; und T abhéngt.
Es bleibt die Abschétzung fiir un ; zu zeigen. Sei dafiir w € HS(Q) mit ||w|| H(Q) < 1.

Wir schreiben w = wy + wlf], wobei wy € span(vy, ..., vN) und (wﬁ,vk)Hé(Q) = 0 fiir

alle k =1,...,N. Da die Funktionen vx nach Konstruktion orthogonal in Hé (Q) sind,
erhalten wir

oIy ) = Gon, 0 = w8y = on, @) < o gyl
also ||wN||Hé(Q) < ||w||H(1)(Q) < 1. Mit (6.31) folgt

(6.31)
<uN,t/w>H*1 = (uN,t,w)LZ = (UN,t,wN)LZ = —a(un,wn;t) + (f, WN)p2

und damit nach dhnlichen Abschétzungen wie fiir ||un||12(0,1;11 ()

lun iz = sup  [{un,t, w)p-1]

0l 0,51
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<Cy sup (llunllgiq) + ||f||L2(Q))||w||H3(Q)~

Integration tiber (0, T') liefert

T
2 2 2 2
/0 ”uN,t”H—l(Q)dt S 2C4(||uN”L2(0,T;H1(Q)) + ||f||L2(O,T;L2(Q)))’

und mit der Abschdtzung (6.36) folgt das Ergebnis. O

e 3. Schritt: Grenzwert N — oo. Lemma 6.26 zeigt, dass (uy) beschrankt in L2(0, T;
HY(Q)) und (un ;) beschriankt in L%(0, T; H~1(Q)) ist. Daher existiert eine Teilfolge (un;)
von (uy), so dass (uy,) in diesen Raumen schwach konvergiert,

uNk — u schwachin L2(0/ T/ Hl(Q))I
ungt — - schwach in L*(0, T; H™'(Q)) fiir k — oo,

und es gilt u € L2(0, T; HY(Q)) und u; € L?(0, T; H"(Q)). Wir erinnern, dass eine Folge
(xn) aus einem Hilbertraum schwach konvergiert, wenn (v, x,)g — (y, x)g fir n — oo fiir
alle y € H. Genau genommen konvergiert (uy, ) gegen eine Funktion v, aber wegen

T T T T
/0 Citng 1) @Yt = — /O O Sy /0 1, br)ppadt = é (1t @Yt

fir alle ¢ € Cé((O, T); Hol(Q)) folgt sofort v = u;.

Seinunv = Z?’ﬂ bjv;, wobeib; € C1([0, T]). Dann gilt v € C!([0, T];H(l)(Q)). Multipli-
zieren wir Gleichung (6.31) fiir ux mit b j, summieren iiber j = 1,..., N und integrieren
tiber (0, T), so ergibt sich

T T T
/ (UN,t, 0y dt +/ a(un,,v; t)dt :/ (f,v)pedt. (6.37)
0 0 0

Die obige schwache Konvergenz erlaubt den Grenzwert Ny — oo in dieser Gleichung:

T T T
/0<”trU>H—1dt+/0 a(u,v;t)dt:/o (f,v)2dt. (6.38)

Diese Gleichung gilt fiir alle v, die endliche Linearkombinationen der Funktionen vy
sind. Diese Linearkombinationen sind jedoch dicht im Raum C!([0, T]; Hé (Q)), so dass
die obige Gleichung fiir alle v € C!([0,T]; H}(Q)) erfiillt ist. Aus Dichtheitsgriinden
gilt die Gleichung auch fiir alle v € L%(0, T; Hé(Q)). Dies zeigt, dass u eine Losung der
schwachen Formulierung ist.
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e 4. Schritt: Anfangsdaten. Wir zeigen, dass u(0) = ug gilt. Wir wihlen v € C1([0, T];
H& (Q)) mit v(T) = 0 in (6.38) und integrieren partiell im ersten Summanden (man kann
zeigen, dass diese partielle Integration auch fiir Funktionen in Sobolev-Rdumen gilt):

T T T
—/ (u,vs)yg-1dt — (1(0), v(0));2 +/ a(u,v;t)dt :/ (f,v)pe2dt. (6.39)
0 0 0

Andererseits folgt aus (6.37) mit derselben Testfunktion

T T T
—/ (un,, veyg-1dt — (un, (0), v(0))2 +/ a(un,,v; t)dt :/ (f,v)2dt.
0 0 0

Fiihren wir den Grenzwert Ny — oo durch und beachten, dass ux(0) = Zszl(”O/ Vi )20k
— ug in L2(Q), so folgt

T T T
—/0 (u,vt)H1dt+(u0,v(0))Lz+/0 a(u,v;t)dtz/o (f,v)pedt.

Ein Vergleich dieser Beziehung mit (6.39) zeigt, dass u(0) = up, da v(0) beliebig gewahlt
werden kann.

¢ 5. Schritt: Eindeutigkeitf. Seien u und v zwei schwache Losungen von (6.28)-(6.29) und
sei t € (0,T). Wir konnen u — v als Testfunktion in der schwachen Formulierung der
Differenz

t t
/ (U —v)t,u —v)yds +/ a(u—v,u—uv;s)ds =0
0 0

wéhlen. Satz 6.22 und einige Abschidtzungen dhnlich wie in Schritt 2 ergeben

T =06y < el ~0)(5) P

fiir eine Konstante ¢ > 0, die von den Koeffizienten von L abhédngt, und wegen (1 —v)(0) =
0 folgt mit dem Lemma von Gronwall ||(u — v)(¢);2q) = 0, also u = v.
Damit ist Satz 6.24 vollstandig bewiesen.

6.7 Maximumprinzip

Wir beweisen das schwache Maximumprinzip fiir parabolische Gleichungen der Form
u+Lu)=f inG=Qx(0,T],

wobei T > 0 und Q) C R" ein beschrdnktes Gebiet seien. Der Ortsoperator sei gegeben
durch

C u - ou
L(u) = - Z lll']'(x, t)m + 1:21 bi(x, t)8_3(11 +c(x, t)u.

ij=1
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LA

A0 x [0,1)

Abbildung 6.5: Der parabolische Rand be- 0
steht aus dem hellblauen Mantel und dem

blauen Boden, ohne dem weifsen Deckel.

Wir setzen in diesem Abschnitt voraus, dass die Koeffizienten a; ir b; und c in G beschrankt
sind, A = (aj;) ist symmetrisch und gleichméafig positiv definit und ¢ > 0 in G. Wir
setzen ferner voraus, dass eine klassische Losung existiert. Darunter verstehen wir eine
Funktion, die beziiglich ¢t einmal und beziiglich x zweimal stetig differenzierbar ist. Es
ist zweckmafiig, hierfiir die folgende Notation einzufiihren (siehe Evans [7]):

C%(G) ={u:GoR:u,up, y;, Uyx; € C%G) Vi, j}.

Die Funktion # und ihre Ableitungen sind also stetigbist = T'. Eine klassische Losung
existiert, wenn der Rand dQ) und die Koeffizienten von L reguldr sind.
Fiir das Maximumprinzip definieren wir weiterhin den parabolischen Rand

I'=(Qx{0)U@Qx[0,T)).

Der parabolische Rand besteht aus dem Boden und dem Mantel des Zylinders G =
Q% (0, T), beinhaltet aber nicht den Deckel D = QX {T}. Es gilt insbesondere dG =T'UD
(siehe Abbildung 6.5).

Theorem 6.28 (Schwaches Maximumprinzip fir ¢ = 0). Sei u € C%(G) n C%G),
c=0in Gund
ur+ L) <0 bzw. w+Lu)=0 inG.

Dann folgt

sup u(x,t) = sup u(x,t) bzw. inf u(x,t)= inf wu(x,t).
(x,t)eG (x,t)el (x,t)eG (x,t)el

Beweis. 1. Schritt: dhnlich wie beim Beweis des schwachen Maximumprinzips fiir el-
liptische Gleichungen setzen wir zundchst u; + L(#) < 0 in G voraus. Wir machen die
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Widerspruchsannahme, dass (xo, o) € G existiert mit u(x, tg) = SUP(y 1)eG U- Wir unter-
scheiden die beiden Fille 0 < to < Tund tg = T.

Im ersteren Fall liegt (xo, fp) im Innern von G und insbesondere ist u;(xo, tp) = 0, da u
das Maximum an diesem Punkt annimmt. Im Beweis des schwachen Maximumprinzips
fiir den elliptischen Operator L (Satz 5.26) haben wir gezeigt, dass aus der Eigenschaft
u(xo,to) = sup;u dann L(u)(xo,to) > 0 folgt. (Dies folgt im Wesentlichen aus der
Tatsache, dass die erste Ableitung nach x in diesem Punkt verschwindet und die Hesse-
Matrix beztiglich x negativ semidefinit ist.) Wir erhalten wegen (u; + L(u))(xo, to) > 0
einen Widerspruch zur Annahme.

Im zweiten Fall ty = T muss u(xo, fo) > 0 gelten, da u das Maximum auf dem Deckel
des Zylinders G annimmt. Da weiterhin L(u)(xo, to) > 0 giiltig ist, folgt der Widerspruch
(1t + L(u))(x0, to) = 0.

2. Schritt: Seinun u; +L(1) < 0in G. Wir definieren die Funktion u.(x, t) = u(x, t)—et,
¢ > 0. Dannist wegenc =0

oiue + L(ue) =u; +L(u)— e <0 inG,
und nach dem ersten Schritt gilt

sup (u(x,t) —et) = sup ue(x,t) = sup u(x,t)= sup (u(x,t)— et).
(x,t)eG (x,t)eG (x,t)el (x,t)el

Mit Hilfe der gleichméBigen Stetigkeit von u. auf G konnen wir den Grenziibergang
¢ — 0 durchfiihren und erhalten die Behauptung.

3. Schritt: Das Minimumprinzip folgt, wenn wir das Maximumprinzip auf —u anwen-
den. |

Der folgende Satz erlaubt nicht-verschwindende Koeffizienten ¢ > 0.

Theorem 6.29 (Schwaches Maximumprinzip fur ¢ > 0). Sei u € C%(G) N CY%G),
c>0inGund
ur+ L) <0 bzw. w+Lu)=0 inG.

Dann folgt

sup u(x,t) < max {O, sup u(x,t)} bzw. inf u(x,t) > min {0, inf u(x,t)}.
(x,t)eG (x,t)el (x,t)eG (x,t)el

Insbesondere folgt aus uy + L(#) = 0 in G im Falle ¢ = 0, dass

sup |u| = sup |u|.
G r

Die Funktionswerte der Losung sind also beschrinkt durch die Randwerte und die
Anfangswerte.
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Beweis. Wir beweisen nur das Maximumprinzip. Falls u; + L(u) < 0 in G und u ein
positives Maximum an der Stelle (xg, tgp) € G annimmt, so folgt wie im vorigen Beweis
wegen (cu)(xop, to) = 0 ein Widerspruch. Gilt u; + L(1) < 0 in G, dann definieren wir
wieder u.(x,t) = u(x,t) — et und leiten d;u, + L(u,) < 0in G her. Nimmt u ein positives
Maximum an einer Stelle (xg, fp) € G mit u(xg, tg) > SUP(y pyer u(x,t) an, dann nimmt
auch u, ein positives Maximum in G an, wenn wir ¢ > 0 hinreichend klein wéhlen. Dies
liefert wieder einen Widerspruch zu dyu, + L(u,) < 0 in G. (Alternativ konnten wir den
Grenziibergang ¢ — 0 durchfithren und dariiber zu demselben Schluss kommen.) O

Es gibt auch ein starkes Maximumprinzip fiir parabolische Gleichungen. Der Beweis
ist elementar, aber technisch aufwendig und lang. Da wir das starke Maximumprinzip
spater nicht benotigen, zitieren wir das Resultat nur und verweisen fiir einen Beweis auf
Evans, Abschnitt 7.1.4 [7].

Theorem 6.30 (Starkes Maximumyprinzip). Seien QO C R" eine offene, beschrinkte und
zusammenhingende Menge, ¢ = 0 und u € C*(G) N C%G) mit uy + L(u) < 0 (bzw.
ur + L(u) > 0) in G. Wenn u den maximalen (bzw. minimalen) Wert an (xg,ty) € G
annimmt, dann ist u konstant auf Q x [0, to). Die Aussage bleibt giiltig fiir ¢ > 0in G, wenn
u ein nichtnegatives Maximum (bzw. nichtpositives Minimum) in G annimmt.
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7/ Hyperbolische Gleichungen

7.1 Die Wellengleichung im R"

Wir betrachten zunéchst die eindimensionale Wellengleichung. Die Schwingungen einer
unendlich langen Saite kénnen beschrieben werden durch die eindimensionale homo-
gene Wellengleichung

Uy = gy IR X (0, ), u(-,0) =ug, us(-,0) =u7 inR. (7.1)

Wir haben bereits in Abschnitt 1.4 gesehen, dass die klassische Losung der homogenen
Gleichung durch

1 x+ct
Unom (X, t) = E(uo(x —ct) + ug(x + ct)) + Z/ u1(z)dz, x€R,t>0, (7.2)
x—ct

gegebenist, falls die Anfangsdaten zweimal stetig differenzierbar sind. Diese Darstellung
wird auch d’Alembertsche Formel genannt. Interessanterweise konnen auch Anfangsda-
ten, die nicht stetig differenzierbar sind, als Losungen interpretiert werden. Es gilt das
folgende Resultat.

Proposition 7.1. Sei f € L}OC(R). Dann ist u(x,t) = f(x £ ct) eine schwache Losung von
(7.1) mit Anfangsdaten ug = f und u; = +cf’, d.h.

/ u(ppr — Pry)dxdt =0 fiir alle ¢ € D(R?). (7.3)
R2

Der Anfangswert 11 = +cf’ ist im Sinne der Distributionentheorie zu verstehen. Er
wird im folgenden Beweis nicht verwendet.

Beweis. Wir setzen & = x —ct, n = x +ctbzw. x = (n+&)/2,t = (n —&)/(2c) und
P(E,n) = Px,t) = (P(%(U +&), 21_(;(77 — ¢£)). Dann folgt

1 1 1 1 1
= — —_— = — + — ——
Yen (2¢" 2¢ qbt)q gPvrt P =g

1 1
CCPtx - E(Ptt = E(czcbxx — dut).

Die Determinante der Jacobi-Matrix von (&, 1) = (x, y) ist

dx[/dE dx[dn| _ 1/2 1/2 ) 1
det(&y/aé &y/&n)_det( )_Z

-1/(2¢) 1/(2c¢)
Dies ergibt dxdt = (1/2c)d&dn und

/ flx+ct)(pee(x, t) - Prx(x, t))dxdt = —2c/ Fmyen(&, mdédn
R2 R2
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:—2céf(n)([ngn(é,n)dé)dn-

Da ¢ eine Testfunktion ist, verschwindet das Integral nach &, woraus (7.3) folgt. Der
Beweis verlduft analog fiir f(x — ct). O

Aus den obigen Bemerkungen folgen einige wesentliche Eigenschaften der Wellen-

gleichung:

» Die Losung ist im Allgemeinen nur so reguldr wie die Anfangsdaten, d.h., die
Wellengleichung “gldttet” im Gegensatz zu parabolischen Gleichungen die Losung
nicht.

» Storungen der Anfangsdaten werden mit der Geschwindigkeit +c fortgepflanzt,
wihrend Losungen der Warmeleitungsgleichung eine unendliche Ausbreitungs-
geschwindigkeit besitzen.

» Die Losung existiert fiir alle Zeiten t € R, widhrend die Losungen der Warmelei-
tungsgleichung nur fiir t > 0 existieren.

Als nédchstes betrachten wir die inhomogene Wellengleichung
Uy — gy = f(x,t) inRx(0,00), u(-,0)=ug, us(-,0)=u; inR. (7.4)

Um dieses Anfangswertproblem zu lsen, bestimmen wir zuerst die Fundamentallo-
sung. Wir erinnern, dass die Heaviside-Funktion H durch H(x) = 1 fiir x > 0 und
H(x) = 0 fiir x < 0 definiert ist.

Lemma 7.2. Eine Fundamentalldsung von L(u) = us — C2 Uy ist gegeben durch Up(x,t) =
H(ct — |x|)/(2c), d.h., Uy ist eine distributionelle Losung von

Ut — CPulyy =6 inR2.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass fiir alle ¢ € D(R?) gilt:

1
[:= /R g H(et = x)(r - 2y )dxdt = $(0,0).

Wir haben im Beweis von Proposition 7.1 bereits gezeigt, dass die Substitution x =
(n+&)/2,t = (n—&)/(2c) auf die dquivalente Formulierung

1 1
I:[RZH(ct—IxI)(—%a)dédn:—[RZH(E(n—é)—Eln+g| DeydEdn

fiihrt. Die Heaviside-Funktion ist genau dann ungleich null, wenn (n - &) = [n+ &| > 0
oder
—n-& <n+&<n-& bzw. -2n<0< -2&.
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Abbildung 7.1: Illustration des Dreiecks
D(x,t).

Wir kénnen den Integrationsbereich R2 also ersetzen durch {& <0, n > 0} und erhalten

0 0
t== [ [ 1ot mands = [ see, 0 = 60,0,

Dies beweist das Lemma. m|
Mit Hilfe der Fundamentallésung kénnen wir das inhomogene Anfangswertproblem

tiir die Wellengleichung l6sen.

Theorem 7.3. Seien ug, u; € L}OC(R) und f € D(R X (0,)). Dann ist die Funktion
ue Llloc(Rz), definiert durch

w,t) = upom(t, )+ o | f(&,DdEdT, (x,) € RX (0, 00),
2¢ Jp(x,p)

wobei Unom, in (7.2) definiert ist, eine distributionelle Losung von (7.4). Hierbei ist D(x,t) =
{(§,7) eR?*:0 <1 < t, |x —&| < c(t — 1)} das Dreieck, das in der (&, T)-Ebene durch die
Geradent =0, =x —c(t — 1) und & = x + c(t — ) begrenzt ist (siche Abbildung 7.1).

Beweis. Gemafs einer Variante von Satz 3.20 ist eine distributionelle Losung der inho-
mogenen Gleichung mit 19 = 0 und u; = 0 gegeben durch

u(x, £) = (Uo * f)(x, £) = /R Us(x— &, = 5)(&, 5)deds

-2 /R H(c(t - 5) — |x — EDF(E, s)dEds.

Wir setzen f(-,s) = 0 fiir s < 0, damit das Integral tiber R? definiert ist. Die Heaviside-
Funktion ist genau dann ungleich null, wenn

—c(t—s)<x-&<c(t—s) bzw. x—c(t—-s)<&<x+c(t—s).

Also erhalten wir

t x+c(t-s)
(e, ) = o /0 [ sz = [ g

—c(t-s) D(x,t)
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Abbildung 7.2: Brechung einer Wellen-
front. Nach dem Huygens-Prinzip ist je-
der gelbe Punkt auf der Grenzoberfldche
Ausgangspunkt einer Elementarwelle.
Die Elementarwellen weiter links sind

grofier als die weiter rechts, weil die Wel-
lenfront frither auf die Oberfldche trifft. %/

Die Uberlagerung der Elementarwellen

ergibt die griine Wellenfront. (Quelle: {
Arne Nordmann (norro), Wikipedia.de, \
Creative-Common-Lizenz.)

Die Losung von (7.4) ist nun die Summe aus der homogenen Losung (7.2) und der obigen
Losung. O

Bemerkung. Das Huygens-Prinzip besagt, dass jeder Punkt einer Wellenfront im R3 als Aus-
gangspunkt einer neuen Welle, der sogenannten Elementarwelle, betrachtet werden kann.
Durch Uberlagerung aller Elementarwellen ergibt sich dann die neue Lage der Wellenfront
(siehe Abbildung 7.2). Dieses Prinzip gilt nur im Dreidimensionalen, nicht im Ein- oder
Zweidimensionalen. Um dies einzusehen, notieren wir (ohne Beweis) die explizite Losung
der Wellengleichung uy; = c2Au im R3 mit Anfangsdaten u(-,0) = up und u(-,0) = uy:

1 J 1
oy /| s u1(€)d0:+§(—4m2t /| s uo(é)dﬁé)-

Es hangt also u(x, t) nur von den Daten auf der Sphédre um x mit Radius ct ab, nicht von den
Daten im Innern. Dies ist die mathematische Formulierung des Huygens-Prinzips.

Das Prinzip gilt nicht im Ein- oder Zweidimensionalen, denn die Losungen des entsprechen-
den Wellengleichungsproblems sind gegeben durch

u(x,t) =

n=1: u(x,t)= %(uo(x —ct)+up(x +ct)) + l/I : u1(&)dé,
x—¢|<ct

2c
1 u1 (&) 14 up(é)
n:2:u(x,t)=—/ dé + — d&
21C Jr—gl<ct [(ct)2 — |x — &2 21 Ot Jyx—gi<ct J(ct)2 = [x — &2

Hier hédngt u(x, t) von den Daten in der Kugel um x mit Radius ct ab, also insbesondere von
den Daten im Innern. O

7.2 Existenz von Losungen
In diesem Abschnitt betrachten wir allgemeinere Wellengleichungen der Form

ug + L) = f(x,t) nQxR, u=0 aufdQxR, (7.5)
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1/[(‘, 0) = Uop, ut('/ O) = U in Q/ (76)

wobei L(u) = —div(A(x)Vu) + c(x)u ein symmetrischer elliptischer Differentialoperator
sei. Wir setzen voraus, dass Q c R" ein beschrinktes Gebiet mit dQ € C! ist, die Matrix
A = (ajj) sei symmetrisch und gleichméfig positiv definit, fiir die Koeffizienten gelte a;;,
c € C®(Q), c = 0in Q, und es seien up, u; € L2(Q) und f € COR; L2(Q)).

Wir leiten im Folgenden eine Losungsformel fiir das Anfangsrandwertproblem (7.5)-
(7.6) her. Wir haben im Beweis von Satz 6.12 bewiesen, dass der Operator L, definiert auf
H(l) (Q), positive Eigenwerte Ay (k € N) besitzt, und die zugehorigen normierten Eigen-
funktionen bilden ein vollstindiges Orthonormalsystem (v) in L?(Q2). Daher kénnen

wir den Losungsansatz
(&)

u(t) = > ui(t)ox

k=1

mit zu bestimmenden Funktionen #; machen. Setzen wir ihn in die Differentialgleichung
ein, so folgt nach Multiplikation mit v;

ujpr = (e, vj)2 = =(L(w), vj)2 + (f, vj)2 = =(u, L(vj))2 + (f, vj)2 = =Ajuj + fj,

wobei wir f; = (f,v;);2 gesetzt haben. Dies ist eine gewohnliche Differentialgleichung
zweiter Ordnung mit den Anfangsbedingungen

uj(0) = (uo,vj)r2, ujt(0) = (u1,vj)r2.

Da die Eigenwerte A; positiv sind, erhalten wir trigonometrische Funktionen als Lésung:

sm(\/_t) | t sin(\/)L—j(t —-s))
\//\_] ————(u1,9j)12 +/0 \//\_]

uj(t) = cos(ft)(uo,v])Lz + fi(s)ds.

Dies motiviert die Losungsformel

()= ;COS(‘/— t)(uo,vk>ka+ZSm(v*i_k_%l,vk)m

sin(VA(t — s))
+/0 kzz; n fr(s)vids. (7.7)

Wir haben in Abschnitt 6.4 den Operator e~ definiert durch

Lty = Z e M (v, v) 20 fiir v € L2(Q)
k=1
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(siehe (6.21)). Im Hinblick auf die obige Losungsformel ist es naheliegend, allgemein fiir
Funktionen g

g(Ltyo = ) g(Axt) (0, ve)r20
k=1

zu definieren. Der Definitionsbereich dieses Operators hiangt von g ab. Damit kénnen
wir Formel (7.7) kompakter formulieren als

u(x, ) = cos(VHuo(x) + &\gt)um) « [ | Sin(\/—f/(zt_s))f(x,s)ds, 78)

wobei x € Q und t € R. Wir zeigen nun, in welchem Sinne dies eine Losung von
(7.5)-(7.6) ist.

Theorem 7.4. Es gelten die zu Beginn des Abschnitts gemachten Voraussetzungen. Dann ist
die durch (7.8) definierte Funktion ein Element aus CO(R; L?(Q)) und eine schwache Lésung
(im Sinne von: lokal integrierbare distributionelle Lsung) von

uy +Lu) = f(x,t) inQXR, u(-,0)=uy, u(-,0)=u; inQ.

Beweis. Wir zeigen zuerst die Regularitdtsaussage. Genauer zeigen wir, dass fiir be-
schrinkte, stetige Funktionen ¢ : R — R und v € L?(Q) die Eigenschaft g(\/ft)v €
CO(R; L%(Q)) gilt. Seien t, h € R. Es ist fiir ux = VAx > 0

[00]

Ig(VL(E + h)yo = g(VLO |2, = > (8t + ) = g(ueh)) (0, ve ).

k=1

Auferdem konvergiert (g(ux(t + h)) — g(uxt))*(v, vk)%2 fiir h — 0 punktweise gegen null,
es gilt die gleichméflige Abschdtzung

|g (ux(t + 1)) = g (ut)| 1(v, vr)2] < ZSUIE 18O (@, vi)2l,

und die Summe von (U,Uk)iz fur k = 1,2, ... existiert (und ist gleich ||v||i2(Q)). Nach
Lemma 6.15 konnen wir den Grenzwert 1 — 0 und das Summenzeichen vertauschen

und erhalten

lim [[g(VL(t + )0 = g(VLHD | ) = ; lim (g(ue(t + 1)) = g(uxh)) (@, 00)72 = 0.

Dies beweist ¢(VLt)v € CO(R; L2(Q)). Wihlen wirnun g(x) = cos(x) und g(x) = sin(x)/x,
so folgt, dass die ersten beiden Summanden in (7.8) Elemente aus C%(R; L?(Q)) sind.
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Fiir den dritten Summanden, den wir mit uinhom bezeichnen, gilt

”uinhom(t +h) - uinhom(t)”Lz(Q)

Bhin(VL(E + h —s)) [ sin(VL(t — 5))
[ [ty

L2(QY)
B in(WL(t + 1 — )
< d
< /t L f(s)ds o)
Psin(VL(t + h — s)) — sin(VL(t — 5))
d
/0 VL Jes 12(0)

Wir koénnen die Operatornorm von sin(VLt) durch eins abschitzen, denn fiir v € L2(Q)
ist

Isin(VLE)o2, ) = > sin(uet 20,007 < D (0,005 = [0l (79)
k=1 k=1

Analog kann man zeigen, dass die Operatornorm von 1/VL durch 1/4/A; nach oben
abgeschédtzt werden kann. Nach dem Mittelwertsatz gilt fiir ein £ zwischen t + h —s und
t—s:
sin(ur(t + h —s)) — sin(ux(t — s))
Lk
so dass nach dhnlicher Rechnung wie in (7.9) die Operatornorm von

= COS([JkE)h/

sin(VL(t + h —5)) — sin(VL(t — s))
VL

durch ein Vielfaches von I abgeschitzt werden kann. Damit erhalten wir

t+h

1 t
| tinhom (t + 1) = tinhom ()l 12(q) < _A”]C(S)HLZ(Q)EZS + Ch/ I f ()2 ds
t 1 0

h
< ——= sup [If(s)llrzq + Cht sup [|[f(5)ll2q)-

1 t<s<t+h O<s<t

Im Grenzwert i — 0 folgt
}111_{% ”uinhom(tL + h) - uinhom(t)”LZ(Q) =0

und damit die Stetigkeit des dritten Summanden.

Wir zeigen, dass u die Wellengleichung im distributionellen Sinn erfiillt. Seien U, =
Z’,Zzl uyv und F, = ZZzl frvk die Partialsummen von u und f. Wir haben weiter oben
gezeigt, dass uj die gewdhnliche Differentialgleichung

Ugpt + A = fr,
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erfiillt. Multiplizieren wir diese Gleichung mit v; und summieren iiber k =1, ..., 1, so
folgt wegen A v) = Loug

dtz Z Uroy + Z ukka = kavk,

also Uy, 1+ + LU, = F,. Man kann zeigen, dass die Partialsummen U, und F,, gegen die

entsprechenden Fourier-Reihen in L?(Q) gleichmifig in ¢ konvergieren und damit im

distributionellen Sinne. Nach einer Variante von Lemma 3.12 konvergieren dann auch

die Ableitungen im distributionellen Sinne, und wir erhalten im Grenzwert n — oo aus
Uyt + LU, = Fyund U, — u, F, — f die Gleichung uy + L(u) = f.

Schliefilich folgt direkt aus der Darstellung (7.8), dass die Anfangswerte erfiillt sind.

O

Der obige Satz ldsst offen, ob die Randbedingungen erfiillt sind und ob die durch (7.8)
definierte Losung eindeutig ist. Wir beantworten diese Fragen im ndchsten Abschnitt.

7.3 Energieintegral und Regularitét

Fiir die Herleitung des Energieintegrals nehmen wir zunéchst an, dass das Anfangs-
randwertproblem der Wellengleichung

U — C2Au =f(x,t) NMQOXR, u=0 aufdQxR,
u(-,0)=ug, u(-,0)=u; inQ,

eine klassische Losung besitzt. Dann konnen wir die Differentialgleichung mit #; mul-
tiplizieren und integrieren und erhalten

Zdt/ zdx—/uttutdx—c /Auutdx+/futdx

Wir konnen die Ableitung nach t und das Integralzeichen wegen der angenommenen
Regularitdt vertauschen. Partielle Integration im ersten Integral auf der rechten Seite

ergibt
Auupdx = —/ Vu - Vuydx = ———/ |Vu|2t:lx
[) ! o ! 2 dt

Das Randintegral verschwindet, da mit # = 0 auch u; = 0 auf JQ gilt. Folglich ist

Zdt ‘/(ut +c2|Vu|2)dx—/futdx

Wir nennen das Integral auf der linken Seite die Energie des Systems,

E(t) = /Q(ut(x, £)? + 2| Vu(x, t)[*)dx.
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Falls f = 0, so ist die Energie konstant und gleich der Anfangsenergie
Ey = /(u% + c?|Vup|?)dx.
Q

Dies motiviert, dass die Lésung im Raum C(R;L?(Q)) liegt. Natiirlich ist dies kein
Beweis, da wir ja angenommen haben, dass die Losung regulér ist. Es gilt allerdings
folgendes Resultat:

Theorem 7.5. Seien T > 0, Q und L wie im vorigen Abschnitt, f € CO([-T,T]; L*(Q2))
und u die durch (7.8) definierte Funktion. Sei ferner ugy € HS(Q), uy € L%(Q). Dann Iost u
das Anfangsrandwertproblem (7.5)-(7.6) im folgenden Sinne: Es gilt

up € L°(=T,T; L*(Q)), u(t) e HS(Q) fiirallet € R,

und u lost die Differentialgleichung im distributionellen Sinne.

Beweis. Seien vy € D(L) C Hé(Q) die beziiglich der L?(Q)-Norm normalisierten Ei-
genfunktionen zu den Eigenwerten Ay des Operators Lu = —div(AVu) + cu. Gemaf3
Proposition 6.10 sind die Funktionen vy paarweise orthogonal. Daher bildet (vy) ein
vollstandiges Orthonormalsystem von L?(Q2), die orthogonal beziiglich des Skalarpro-
dukts

a(u,v) = /Q (VuT A(x)Vu + c(x)uv)dx

ist, denn

a(vj, vi) = (Lvj, vk)2 = Aj(0), 012 = Ajjk.
Sei Uy, (t) = Xy ux(t)vx die Partialsumme der Fourier-Reihe von u(t) = X} 77 ux(t)vk.
Dann ist a(U,(0), U,(0)) beschrankt:

n n [ee]
a(Ua(0), Un(0) = > uj(Oux(0)a(vj, a) = Y Aeug(0F < 3 Apur(0)
jk=1 k=1 k=1
= a(u(0), 1(0)) = a(uo, up) < ClluolZ
Die Partialsumme U, 16st die Gleichung U, +; + L(U,) = F,, wobei F, die Partial-
summe der Fourier-Reihe von f ist. Multiplizieren wir diese Gleichung mit U, ; und
integrieren wir beztiglich x, so folgt

/ Uy U, pdx + / (VU A(x)VU, ¢ + c(x)U, Uy ) dx
Q Q

1 1
=/Fnun,tdxs E/F%dx+§/lli,tdx.
Q Q Q
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Mit den Beziehungen
Zdt(u i') u}’l,ftui’l ts unun,t Zdt(UZ)
1d
VULA(x)VU, ; = o —vVulrAx)yvu,
erhalten wir
d
5 (u2 + VUL A(x)VU, + c(x)UZ)dx < /Q F2dx + /Q uy dx. (7.10)

Definieren wir G = fQ(Uﬁ,t +VUTA(x)VU, + c(x)U?)dx und H = fQ F2dx, so ergibt sich
die Differentialungleichung dG/dt < H + G, die mit dem Lemma von Gronwall (siehe
Lemma 6.27) die Abschdtzung

t
/ (Uﬁt + VUZA(x)VUn + c(x)u,%)dx =G(t) < et(G(O) +/ H(s)ds), t>0,
Q 0

liefert. Das Integral G(0) = ||U,, ,,L(0)||LZQ + a(U,(0), U,(0)) ist gemdfl der Rechnung zu
Beginn des Beweises unabhédngig von n. Kehren wir die Zeitrichtung mit t — —t um,
koénnen wir eine dhnliche Ungleichung auch fiir t < 0 zeigen, so dass fiir alle t € (=T, T)
gilt
/ (U2, + VU A(x)VU, + c(x)U7)dx < C(T),
Q

wobei die Konstante C(T) > 0 von T, den Anfangsdaten und der L>-Norm von F,, oder
f abhangt. Die Koerzivitdt von A(x) ergibt

sup /Q(Un,t(t)2+a|VUn(t)|2)dx

-T<t<T

< sup / (Ui (1)? + VUL A(x)VU, + c(x)U2)dx < C(T).
-T<t<T JQ

Dies liefert eine von n unabhingige Abschidtzung.

Im Grenzwert n — oo folgt, dass u; € L®(-T,T;L*(Q)) und u € L*(-T,T; Hé(Q)).
Ferner gilt U, (t) = X}_, ux(t)vx € Hé(Q), woraus wir im Grenzwert u(t) € Hé(Q) flr
fastalle t € (=T, T) schliefen. Wegen (7.8) (Darstellung von u(t)) gilt dies dann auch fiir
alle t € R. O

Der folgende Satz zeigt, dass die Losung regulérer ist, wenn die Anfangsdaten regu-
larer gewdhlt werden.
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Theorem 7.6. Es gelten die Voraussetzungen von Satz 7.5 sowie f € CO(R; L%(QQ)). Ferner
seien uy € D(L) und uy € Hé(Q). Dann gilt fiir die Losung u von (7.5)-(7.6): uy €
L®(R; L*(Q)) und u(t) € D(L) fiir alle t € R. Die Differentialgleichung ist insbesondere
punktweise erfiillt.

Der Beweis dieses Satzes ist &hnlich wie der Beweis von Satz 7.5 und wird daher nicht
ausgefiihrt. Wir bemerken, dass die Voraussetzung ug € Hé (Q) in Satz 7.5 wesentlich fiir
die Regularitdtsaussage ist, wie das folgende Beispiel zeigt.

t
-1
0 0
21 1
0 0 I -
T -1
0 0 27 - 0] 9w 27 X
1
0 T X --1

Abbildung 7.3: Links: Losung von (7.11). Die Geraden sind die Unstetigkeitskurven der Losung.
Rechts: Illustration der Funktion vy.

Beispiel 7.7. Betrachte das eindimensionale Anfangsrandwertproblem

Upp = gy, u(x,0)=1, us(x,0)=0, u(0,t)=u(n,t)=0, xe(0,m)),t>0.
(7.11)
Der Anfangswert ug = 1 ist keine Funktion aus Hé (0, ), so dass Satz 7.5 nicht an-
wendbar ist. Die (normierten) Eigenfunktionen und Eigenwerte von L(11) = —uix, mit
homogenen Dirichlet-Randbedingungen sind gegeben durch vi(x) = (2/m)sin(kx),
Ak = k? (k € N). Aus der Losungsformel (7.7) folgt daher

(o] o

u(x, t) = Z cos(\Axt) (1o, V) 20k = Z ay cos(kt)sin(kx), x,te€R,

kzl k:l
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und die Koeffizienten a; berechnen sich aus

o

1 =up(x) = Z arsin(kx), x € (0, n). (7.12)
k=1

Mit der Identitat
1 1
cos(kt) sin(kx) = 5 sin(k(x +t)) + 5 sin(k(x —t))

erhalten wir

o

Z ax (sin(k(x + ) + sin(k(x — £))).

k=1

NI =

u(x,t) =

Wir kénnen die Summe umformulieren. Dazu bemerken wir, dass fiir x € (-, 0) aus
(7.12) die Beziehung 7" ; ax sin(kx) = —1 folgt, da der Sinus eine ungerade Funktion
ist. Definieren wir also (siehe Abbildung 7.3 rechts)

vo(x) = { _i i 2 E(i’:)o) 2n-periodisch sonst,
so kénnen wir -
vo(x) = Z agsin(kx), x €R,
k=1

schreiben. Setzen wir ug = 1 auf (0, ) ungerade auf (-7, 1) und 2m-periodisch auf R
fort, so erhalten wir gerade vg. Damit lautet die Losung

u(x,t) = %(vo(x +1) +vo(x — t)).

Dies entspricht der d’Alembertschen Formel (7.2). Die Losung ist also stiickweise
konstant und nimmt nur die Werte —1, 0 und 1 an. Die Sprungunstetigkeitsstellen
verlaufen entlang von Geraden (die Charakteristiken). Die Funktion ist in Abbildung
7.3 (links) illustriert. Dies zeigt, dass die Voraussetzung uy € H(l)(Q) in Satz 7.6
wesentlich ist, um die Regularitdt der Losung sicherzustellen. O

Eine Konsequenz von Satz 7.6 ist die Eindeutigkeit von Losungen.

Proposition 7.8. Seien u, v € C*(R;L*(Q)) zwei Lisungen von (7.5)~(7.6). Dann folgt
u=vin QxR

Mit etwas mehr Aufwand kann bewiesen werden, dass die Eindeutigkeit auch fiir
Losungen aus C!(R; L2(Q)) gilt.

Beweis. Die Differenz u — v 16st die homogene Gleichung (4 — v); + L(u — v) = 0 mit



7.3 Energieintegral und Regularitit 129

Anfangsdaten (u — v)(0) = 0 und (u — v)¢(0) = 0 in Q. Da die Differentialgleichung
punktweise erfiillt ist, konnen wir sie mit (4 — v); multiplizieren und dann integrieren:

2 I /(u — v)zdx = /(u —0)(u —v)pdx = —/ L(u—ov)(u—0v)dx
/ (V(u —0)TAV(u — 0); + c(u — v)(u — v);)dx
Q

Weil die Matrix A symmetrisch ist und nicht von t abhdngt, konnen wir

/ V(u —0)TAV(u — v)dx = 1a V(u —0)TAV(u — v)dx

schreiben. Auferdem ist (u — v)(u — v); = %&((u —v)?), und wir erhalten

%% A (u —0)? + V(u —0)TAV(u = v) + c(u — v)?)dx = 0.
Daher ist der Integrand konstant fiir alle ¢ und wegen (1 — v);(0) = 0 und (1 — v)(0) =
folgt (u —v)(t) = 0in Q fir alle t € R. O

Ein Eindeutigkeitsresultat kann auch fiir schwache Losungen bewiesen werden, aber
der Beweis ist wesentlich aufwendiger. Wir verweisen auf Evans, Seite 385 [7].

Die numerische Losung der homogenen Wellengleichung u;; — Au = 0 in einem Qua-
drat, wobei die Losung an zwei gegeniiber liegenden Seiten fixiert (Dirichlet-Bedingung)
und an den anderen beiden Seiten frei (Neumann-Bedingung) ist, ist in Abbildung 7.4
fiir verschiedene Zeiten dargestellt. Die Schwingungen der Losung sind gut erkennbar.

Abbildung 7.4: Losungen der homogenen Wellengleichung zu den Zeiten t = 0, 0.5, 1 (obere
Reihe) und t = 1.5, 2, 2.5 (untere Reihe).
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8 Ergdnzungen

In diesem Kapitel geben wir einige Ergdnzungen zu einzelnen Themen.

8.1 Die Ritz-Galerkin-Methode

Die Ritz-Galerkin-Methode liefert einen alternativen Existenzbeweis fiir Variationspro-
bleme der Form

a(u,v) =F(v) furallev € H, (8.1)
wobei H ein Hilbertraum, F € H und a : HXH — R eine stetige, symmetrische, koerzive
Bilinearform sind,

|a(u,0)| < Kllullullolln, a(u,u) = «llul};, firalleu,o€H,

sowie K > 0 und x > 0. Aufierdem liefert diese Technik die Grundlage fiir eine Metho-
de, numerische Approximationen von Losungen elliptischer Probleme zu finden, die
sogenannte Methode der Finiten Elemente.

Die Idee lautet, den (i.a. unendlichdimensionalen) Raum H durch eine Familie end-
lichdimensionaler Unterrdume V), C H (h > 0) zu ersetzen. Die Ritz-Galerkin-Approxi-
mation uy € Vy, ist definiert als die Losung des abstrakten diskreten Problems

a(uy,vy) = F(vy) fur alle vy, € V. (8.2)
Wir zeigen, dass dieses Problem eine Losung besitzt. Sei dafiir (vy, . . ., vn) eine Basis
von V},. Dann ist (8.2) dquivalent zu dem Problem
a(up,v;)=F(v;), i=1,...,N.

Setzen wir die Entwicklung u;, = Zﬁ\il x;v; in diese Gleichung ein, so erhalten wir das
lineare Gleichungssystem

N
Zxka(vk,vi) =F(v;)), i=1,...,N,
k=1

mit den Unbekannten x1,...,xy € R. Definieren wir A = (a(v;,v}));j, b = (F(v;)); und
x = (x;);, so lautet das lineare Gleichungssystem in Matrixform, weil 2 symmetrisch ist,
Ax =b.
Es ist eindeutig l6sbar, da aus der Koerzivitdt von a die positive Definitheit von A folgt:
Seien x € RN und w = 2V, x;v;. Dann ist
i=1
N
xTAx = Z a(vi,vj)x;ixj = a(w,w) > K||w||%{.
i,j=1

Ist nun Ax = 0, so folgt unmittelbar w = 0 und damit x = 0. Dies bedeutet, dass A
injektiv und folglich bijektiv ist. Wir haben bewiesen:



8.1 Die Ritz-Galerkin-Methode 131

Proposition 8.1. Seien H ein Hilbertraum, a eine stetige, symmetrische, koerzive Biline-
arform auf H, F € H" und V}, C H ein endlichdimensionaler Unteraum. Dann besitzt das
diskrete Problem (8.2) eine eindeutig bestimmte Losung uy, € V.

Wir kénnen sogar abschdtzen, wie gut die diskrete Losung uj, die kontinuierliche
Losung u approximiert.

Lemma 8.2 (Céaq). Seien H ein Hilbertraum, a : H X H — R eine stetige, symmetrische,
koerzive Bilinearform, F € H" und u € H die Lésung von (8.1). Seien ferner V,, C H ein
Unterraum und uy, € Vy, die Losung von (8.2). Dann gilt

K
- < —inf [Ju - , 8.3
= wnlls < = inf 1=l 53)
wobei K die Stetigkeitskonstante und « die Koerzivititskonstante von a sind.
Beweis. Wir subtrahieren (8.1) und (8.2). Dann ist a(u — uy,v) = 0 fiir alle v € Vj,.

Insbesondere gilt
a(u —uy,v—uy) =0 farallev €V,

und daher

x||u —uh||%1 <alu-—-up,u—up)=alu—uy,u—ov)+alu—uy,v—uy)

=0
< Klju = up||ullu - vlla.
Wir erhalten %
lu — up||g < ;llu —o|lg firallev € Vy,
woraus die Behauptung folgt. m|

Da a symmetrisch ist, definiert a ein Skalarprodukt auf H, denn a(u, u) = 0 impliziert
wegen der Koerzivitit u = 0. Damit kéonnen wir das Lemma von Céa geometrisch
interpretieren. Die Gleichung a(u — ujy,v) = 0 fiir alle v € Vj, bedeutet, dass u — u,
orthogonal zu Vj, ist, d.h., uj, ist dasjenige Element in V}, das u “am nédhesten” kommt
(siehe Abbildung 8.1). Mit anderen Worten: uy, ist die Bestapproximation von u im Raum
Vi.

Um Konvergenz von uj, gegen die Losung u fiir h — 0 zu erhalten, benétigen wir
eine Eigenschaft der Familie (V},), ndmlich dass sie gegen H konvergiert, und zwar im
folgenden Sinn:
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Abbildung 8.1: Die Approximation uy
kommt u in V;, am “n&hesten”.

Proposition 8.3. Es gelten die Voraussetzungen von Lemma 8.2 und

;llil’l’(l) dist(v, V) =0 fiirallev € H.

Dann folgt
}}H(l) lu —upllm = 0.

Unter “dist” verstehen wir den kleinsten Abstand eines Vektors an den Unterraum,
d.h. dist(v, V3,) = inf{||v — vp||lg : vn, € Vi }.

Bewels. Seien ¢ > 0 und u € H. Dann existiert nach Voraussetzung ein hy > 0, so dass
fur alle 0 < h < hg gilt: dist(u, V) < xke/K. Aus Lemma 8.2 ergibt sich dann

K
lu —upllg < ;dist(u,Vh) <eg,
und die Behauptung folgt. m|

Wie bereits zu Beginn des Abschnitts bemerkt, kann die Ritz-Galerkin-Methode zur
numerischen Aproximation der Losung von (8.1) verwendet werden. Dazu muss lediglich
das lineare Gleichungssystem Ax = b mit A = (a(v;,v}))ij, b = (F(v;)); gelost werden.
Die Funktion u, = }; x;v; ist dann die gewiinschte Approximation. Fiir die praktische
Berechnung ist es wiinschenswert, wenn die Berechnung der Matrixelemente moglichst
einfach und die Matrix dinn besetzt ist, da in diesem Fall effiziente Techniken zur
Losung des linearen Gleichungssystems zur Verfiigung stehen.

Falls die Bilinearform symmetrisch ist, konnte man mittels des Orthonormalisie-
rungsverfahrens von Gram-Schmidt beziiglich des durch die Bilinearform gegebenen
Skalarprodukts eine Orthonormalbasis von V}, bestimmen. Dann ist A die Einheitsma-
trix und die Losung des linearen Gleichungssystems ist trivial. Leider ist die Bestimmung
der Orthonormalbasis genauso aufwendig wie die Losung des Gleichungssystems und
liefert daher kein brauchbares Verfahren.

Eine andere Idee lautet, Basisfunktionen v; zu verwenden, die auf Teilbereichen von Q)
mit Polynomen {ibereinstimmen (damit die Berechnung von a(v;, v;) moglichst einfach
ist) und einen moglichst kleinen Trédger besitzen (damit die Matrix diinn besetzt ist).



8.2 FEine Konsequenz aus dem Maximumprinzip fiir elliptische Gleichungen 133

Hierzu wird zuerst Q in Polyeder (z.B. Dreiecke im R? oder Tetraeder im R®) zerlegt. Der
maximale Durchmesser aller Polyeder sei i > 0, und die Ecken der Polyeder seien mit
X1, ..., XN bezeichnet. Dann definiert man fiir jedes x; eine polynomielle Basisfunktion
v;, so dass v;(x;) = 1 gilt und der Trager von v; moglichst wenige Polyeder umfasst
(z.B. nur die an x; angrenzenden Polyeder). Dies definiert den endlichdimensionalen
Raum V), = span(v, ..., vn), wobei “span” die lineare Hiille bezeichne. Der Grenzwert
h — 0bedeutet dann, dass die Zerlegung in Teilbereiche von () immer feiner wird. Diese
Technik wird die Methode der Finiten Elemente genannt.

Nach Proposition 8.3 konvergiert die Folge der approximativen Losungen uy, fiir
h — 0 gegen die Losung u von (8.1). Fiir die Praxis sind jedoch genauere Abschitzungen
fiir die Differenz u — uj, erwiinscht. Diese Fehlerabschidtzungen kénnen mit dem Lemma
von Céa bewiesen werden. Dazu wird eine Projektion IT,u von u auf V), durch ITju =
> u(xi)v; € Vy, definiert. Aus dem Lemma von Céa folgt

K . K
I —unlln < = inf [lu—-ollg < —|lu—Tullq.
K veVy K

Es gentigt also, die Differenz u — IT,u mit Hilfe der Approximationstheorie zu berech-
nen. Typische Ergebnisse sind Abschitzungen von der Form ||u — ITyully < ChP fiir

Konstanten C > 0 und § > 0, die nicht von h oder u, aber von der Wahl des Raums H
abhédngen. Dann ergibt sich die Fehlerabschidtzung

CK
lu —upllg < 7}1‘6-

Dies bedeutet, dass die approximative Losung mit der Ordnung p gegen die Losung u
konvergiert. Je grofler § ist, desto schneller ist die Konvergenz. Fiir Details verweisen
wir auf Biicher tiber Finite Elemente, z.B. Ciarlet [6] oder Grofsmann/Roos [9].

8.2 Eine Konsequenz aus dem Maximumprinzip fir elliptische Glei-
chungen

Wr beweisen wir eine Folgerung aus dem schwachen Maximumprinzip fiir elliptische
Gleichungen, siehe Abschnitt 8.2.

Theorem 8.4. Sei u € C*(Q) N C%(Q) eine Lisung von
Lu)=f inQ, u=g aufdQ,
wobei g € CO(0Q), f € COQ), und sei ¢ > 0in Q. Dann gilt

sup |u(x)| < sup |g(x)| + Csup |f(x)|, (8.4)
xeQ x€dQ xeQ
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wobei C > 0 nur von a, supg, |b| und dem Durchmesser von ) abhingt. Hierbei ist a > 0
die Elliptizititskonstante von L (siehe (5.6)).

Man nennt (8.4) eine A-priori-Abschitzung. Im Unterschied zu der Ungleichung (5.13)
haben wir hier eine L*-Abschédtzung der Losung.

Beweis. Da()alsbeschrankt vorausgesetzt wurde, existiert eine Konstante d > 0, so dass
Q (ohne Beschriankung der Allgemeinheit) in dem Streifen 0 < x; < d liegt. Definiere
tiir beliebige A > 0 die sogenannte Vergleichsfunktion

v(x) = sup |g(x)| + (e — ") sup |f(x)| > 0.
x€0Q) xeQ

Mit by = supg, |b1| und a1 > a folgt

L(v) = (/\2a11 - /\bl)eM1 sup |f(x)| + cv > A(aA = bo) sup | f(x)|.
xeQ) xeQ)

Wiahlen wir A hinreichend grof3, so ist L(v) > supg, |f|. Daraus ergibt sich

Lu-v)< f—-sup|f(x)] <0 inQ
xeQ)

und u — v < 0 auf JQ. Das schwache Maximumprinzip impliziert u — v < 0 in Q. (Dies
erklart die Bezeichnung “Vergleichsfunktion” fiir v.) Analog kann man u +v > 0 in Q
beweisen. Daher ist

lu| < v < sup |g(x)| + (e’ — 1) sup |f(x)],
xedQ) xeQ

woraus die Behauptung folgt. m|

8.3 Konsequenzen aus dem Maximumprinzip flr parabolische Glei-
chungen

Im Folgenden beweisen wir einige Korollare aus dem schwachen Maximumprinzip aus
Abschnitt 6.7. Hierzu betrachten wir das inhomogene Anfangsrandwertproblem

up+L(u) = f(x,t) inG, u(-,0)=uy inQ, (8.5)
u=g aufdQx(0,7). (8.6)

Die Menge ) C R" sei ein beschrdnktes Gebiet. Das erste Resultat beweist die stetige
Abhéngigkeit der Losung von den Daten.



8.3 Konsequenzen aus dem Maximumprinzip fiir parabolische Gleichungen 135

Theorem 8.5 (Stefige Abhdngigkeit von den Daten). Sei u € C%(G) N CY(G) eine
Losung von (8.5)-(8.6). Dann ist

sup |u| < max{sup lug|, sup |g|} + Csup |f],
G Q 2Qx(0,T) G

wobei C > 0 nur von Q und den Koeffizienten von L abhingt.

Beweis. Der Beweis ist dhnlich wie der entsprechende Beweis fiir elliptische Gleichun-
gen. Da Q beschrankt ist, existiert ein d > 0, so dass Q (ohne Beschrankung der Allge-
meinheit) in dem Streifen 0 < x1 < d liegt. Wir definieren die Vergleichsfunktion

v(x,t) = max{sup luo|, sup |g|} + (eM - M) sup|f] 2 0,
Q 9Qx(0,T) G

wobei A > 0. Die Funktion ist konstant beziiglich ¢t. Mit by = sup, |b1| und a17 > a folgt
wie im elliptischen Fall

L(v) = (A%a11 — Aby)e? sup |f| + cv = A(aA — bo)sup |f| = sup |f],
G G G

wenn wir A hinreichend grofs wiahlen. Wegen

(u—0v)+Lu—-v)=u+Lu)—Lv) < f—sup|f| <0 inG
G

konnen wir das schwache Maximumprinzip auf u — v anwenden. Es gilt (1 — v)(-,0) <
up—supg, |uol <0 Qund u—v < g—supyq, o1 gl < 0auf IQx(0, T). Daher erhalten
wir # —v < 0in G und damit die Behauptung. Die Abschitzung fiir die untere Schranke
wird analog gezeigt. O

Aus dem schwachen Maximumprinzip folgt die Eindeutigkeit klassischer Losungen
des Problems (8.5)-(8.6), denn sind 1 und v zwei solche Losungen, so erfiillen sie u—v = 0
zur Zeit t = 0 und auf dem Rand sowie (v —v); + L(u —v) = f — f = 0in G. Das
Maximumprinzip impliziert u — v = 0 in G. Damit kann nur héchstens eine klassische
Losung existieren.

Abschliefiend zeigen wir, dass jede klassische Losung von (8.5)-(8.6) mit homogener
rechter Seite und homogenen Randdaten exponentiell schnell gegen null konvergiert,
falls infg ¢ > 0.

Proposition 8.6. Seiu € C%(G) N CO%(G) eine Losung von (8.5)-(8.6) mit f = 0und g = 0.
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Dann gilt fiir alle (x,t) € G

lu(x, t)| < sup |ugle™, wobei A = irc}fc.

Q

Beweis. Wir setzen v(x,t) = sup lugle=* und verwenden diese Funktion als Ver-
gleichsfunktion. Dann ist v unabhéngig von x und

(u—v)y+Lu—-v)=-v;—L(v)=Av—cov = (igfc—c)v <0.

Ferner ist nach Konstruktion u — v < 0 zur Zeitt = 0und u — v = —v < 0 am Rand. Das
schwache Maximumprinzip impliziert # — v < 0 in G. Analog kbnnen wir v + u > 0 in
G beweisen. Wir schlieSen |u| < v in G. O

8.4 Inverse der Fourier-Transformation

Wir wollen zeigen, dass die Fourier-Kotransformation gleich der inversen Fourier-
Transformation ist, sofern die Fourier-Transformierte in L!(R") liegt. Zuerst zeigen wir
ein Hilfesresultat.

Lemma 8.7. Seien G.(x) = (27132)‘”/26‘“"2/252 und f € LY(R™). Dann gelten folgende
Eigenschaften:

(1) Gelk)=e W72,
@  G=en" [ Cubetar,
Rn

(®  Hm(Ge+f)=finR"

Die Funktion G, kann als eine Approximation der Delta-Distribution interpretiert
werden (siehe Abbildung 8.2), da fiir Testfunktionen ¢ € D(R") nach einer Transforma-
tion y = x/¢ (also dy = ¢ "dx) folgt

liir}) g Ge(x)p(x)dx = 111)%(27182)_"/2 /n e_|x|2/252¢(x)dx
= liir(l)(zm‘"/z / e R (ey)dy
= @02 [ R0y = 900)

Fiir den Grenzwert ¢ — 0 haben wir den Satz von der dominierten Konvergenz benutzt.
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Abbildung 8.2: Funktion G, fiir ¢ = 0.1 (links), ¢ = 0.05 (Mitte), ¢ = 0.02 (rechts).

Beweis. Die erste Behauptung wird durch Rechnung nachgewiesen:

Glk) = @)™ /

— (Zn)—n/z('ﬁ(ek) _ e_é~2|k|2/2’

e—|x|2/2£2e—ik~xdx — (27_()—11/2/ e—|y|2/28—isk'ydy

n n

wobei wir (6.3) verwendet haben. Die zweite Behauptung folgt nach einer dhnlichen
Rechnung. Wir weisen die dritte Aussage zundchst fiir Funktionen f € D(R") nach:

(Geo f)) = @redy ™2 [ eI iy = 2 [ PR e

Nach dem Satz von der dominierten Konvergenz kénnen wir den Grenzwert ¢ — 0 mit
dem Integralzeichen vertauschen und erhalten

lim(G. + ) = 2r) "2 [

n

e~ 121/2 lir%f(x —ez)dz = f(x).

n

Da L!(R")-Funktionen durch Testfunktionen approximiert werden, folgt die Aussage
auch fiir solche Funktionen. O

Theorem 8.8 (Inversionsformel). Sei j? € LY(R") die Fourier-Transformierte einer Funk-
tion f € L'(R"), d.h. f = F[f]. Dann folgt fiir alle x € R"

fx) = FYfI(x) = @r)™ y Fk)e®*dk,

und F~Y ist die Inverse von F.

Beweis. Nach der Definition der Fourier-Transformation und wegen lim,_,g ég(k) =1,
dem Satz von der dominierten Konvergenz und dem Satz von Fubini kénnen wir die
rechte Seite der obigen Gleichung umformulieren:

Q)" | Flk)e**dk = 2m)™ / lim G (k) f(k)e™**dk
R~ R e—0
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= (2n)™" lim Ge(k)f(k)e'**dk
E— R”

= lim / / Ge(k) f(y)e~*Yel**dydk

e—0
= lim (@g(k)eik'(x‘y)dk) f(y)dy
e—0 Jpn
= lim/ Ge(x —y)f(y)dy = lim(G; * f)(x) = f(x),
e—0 Jpn e—0
wobei die letzte Gleichheit aus Lemma 8.7 (3) folgt. O

8.5 Dispersion und Schroédinger-Gleichung

In den vorherigen Kapiteln haben wir die Phanomene Diffusion und (Wellen-) Transport
kennengelernt. Es gibt noch einen anderen Effekt, die Dispersion. Dazu betrachten wir
zundchst die Wellengleichung

l/ltt—AZ/l=0 il’an,tER.

Die komplexwertige Funktion u(x,t) = exp(i(k - x — wt)) mit k € R", v € R ist eine
Losung, wenn
0=uy—Au=—(0?-|k[Pu, also w ==|k|.

Interpretieren wir x als den Ort und t als die Zeit, so hat |k| die Dimension 1/m und w
die Dimension 1/s. Der Quotient w/|k| hat also die Dimension einer Geschwindigkeit.

Wir nennen w

K|
die Phasengeschwindigkeit. Fiir die obige Losung der Wellengleichung gilt v = +1, d. h.,
die Welle breitet sich mit der Geschwindigkeit +1 aus.
In der Quantenmechanik wird postuliert, dass die Evolution eines Quantensystems
aus Elementarteilchen (z.B. Elektronen) durch die Schrédinger-Gleichung

0

iug+Au=0 inR", t eR,

beschrieben wird. Die komplexwertige Losung u(x, t) wird Wellenfunktion genannt. Sie
beschreibt den quantenmechanischen Zustand des Teilchensystems. Das Integral

/ lu|>dx
Q

wird als die Wahrscheinlichkeit interpretiert, bei einer Messung das Teilchensystem in
Q zu finden. Damit dies Sinn macht, sollte # normiert sein:

/ lul?dx =1,
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denn dies bedeutet, dass das Teilchensystem mit Sicherheit im R" zu finden ist. Die
Funktion u(x, t) = exp(i(k - x — wt)) 16st die Schrédinger-Gleichung, wenn

0=iu +Au=(w-|kP)u, also w =k

(Allerdings ist diese spezielle Losung nicht normiert; um eine physikalisch sinnvolle
Losung zu erhalten, sollten wir Wellenpakete betrachten.) Die Phasengeschwindigkeit
v = w/|k| = |k| hangt vom Vektor k (der sogenannten Wellenzahl) ab, d. h., “Wellen” mit
unterschiedlicher Wellenzahl k breiten sich unterschiedlich schnell aus (die Phasenge-
schwindigkeit hangt also von k ab). Dieses Phanomen nennt man Dispersion. Dispersion
spielt auch bei klassischen Ereignissen, etwa bei Wasserwellen, eine wichtige Rolle.
Ist der Anfangswert u(0) = up € C;°(R"), so kénnen wir die Schrodinger-Gleichung
explizit 16sen:
pilx?/4t

—ix-y[2t+ily|? /4t
it /n e uo(y)dy

fir x € R", t € R. (Fiir einen Beweis siehe die Vorlesung “Nichtlineare partielle Diffe-
rentialgleichungen”.) Insbesondere gilt

u(x,t) =

()l oy < @rlt)) ™ luollpieny fiir t #0,

d. h., die “Welle” “zerfliefft” im Laufe der Zeit. Beachte allerdings, dass die L?>-Norm
konstant in der Zeit ist:

lu®ll2@ny = lluoll 2@y, t €R.

In gewisser Weise dhnelt die Schrodinger-Gleichung sowohl der Warmeleitungs- als
auch der Wellengleichung. Ihre Losungen besitzen wie die der Wellengleichung Wel-
lencharakter; allerdings regularisiert die Schrodinger-Gleichung wie die Warmeleitungs-
gleichung, aber nicht so stark. Ist ug € L2(R"), so gilt u(t) € HEO/CZ(R”) fur fast allet e R
(siehe das Buch von Cazenave [5] fiir einen Beweis). Wir gewinnen also fiir fastalle t € R
lokal im Ort eine “halbe” Ableitung.

8.6 Maschinenlernen und partielle Differentialgleichungen

Wir haben in dieser Vorlesung zwei Techniken kennengelernt, mit denen partielle Dif-
ferentialgleichungen gelost werden kénnen:

» analytische Losungsformeln, etwa mit Hilfe der Greenschen Funktion;
» Approximationstechniken, etwa die Galerkin-Methode.

Weitere Approximationstechniken stellen z.B. Finite-Differenzen- und Finite-Elemente-
Methoden in der numerischen Analysis dar. Methoden des Maschinenlernens stellen
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eine dritte, relativ neue Technik dar. Die Idee lautet, einen physikalischen Prozess mit-
tels einer zunédchst unbekannten partiellen Differentialgleichung mathematisch zu mo-
dellieren. Beispielsweise sind die grundlegenden Terme bekannt (Diffusion, Transport,
Drift), aber die Koeffizienten miissen noch bestimmt werden. Diese konnen etwa aus
einer grofSen Anzahl von Daten (aus Experimenten oder anderen numerischen Appro-
ximationen) “gelernt” werden. Andere Aspekte, die “gelernt” werden kénnen, sind

» Transformationen einer nichtlinearen auf eine lineare Gleichung (wie die Hopf-

Cole-Transformation);

» Modelle reduzierter Ordnung: Bewegt sich die Losung auf einer niedrigdimensio-

nalen Mannigfaltigkeit?;

» Konstruktion (nichtlokaler) neuraler Operatoren, die etwa die Greensche Funktion

reprasentieren.

Maschinenlernen wird mittels sogenannter kiinstlicher neuronaler Netzwerke reali-
siert. Neuronale Netzwerke konnen mathematisch als ein Graph veranschaulicht wer-
den, dessen Knoten die Neuronen und Kanten die Verbindungen in verschiedenen
Schichten darstellen. Wir unterscheiden:

» Eingangsschicht x(0) mit Ny Neuronen;

» verdeckte Zwischenschichten x(f) mit Ny Neuronen, wobei¢ =1,...,L —1;

» Ausgangsschicht x(L) mit N; Neuronen.

Die Informationen der Schicht ¢ werden gewichtet auf die Neuronen der ndchsten Schicht
{ + 1 vermittelt, indem man die Werte zunichst affin transformiert,

Ny
5i(0) = > wii(0)x;(6) + bi(0),
j=1
und dann von einer nichtlinearen Aktivierungsfunktion o; auswertet,

xi(€+1)=ai(si(€)), i=1,...,Ng+1, €=O,...,L—1.

Die Gewichte w;;(f) und Biaswerte b;(f) werden durch Training des Netzwerks bestimmt.
Seien N = Ny und (x(0), z(k)) Trainingsdaten mit den Eingangsvektoren x) (z.B. Bilder)
und Zielvektoren z*) (z.B. Bildbeschreibung), wobei k = 1, ..., M. Das Ziel ist nun, die
Parameter 0 = (wj;(¢), bi(€)); j ¢ so zu wihlen, dass die Ausgangsvektoren y) moglichst
nahe den Zielvektoren z¥) liegen, etwa durch Minimierung der Kostenfunktion

(ISR
_ _ 2
](9)_2]\/122'3/1‘ z I

k=1 i=1

Diese Funktion hangt via yfk) = xl(k)(L) von den Parametern 0 ab.

Der Vorteile dieser Herangehensweise ist, dass die Dimension der Differentialglei-
chung kaum eine Rolle spielt und somit Gleichungen sehr hoher Ordnung approximiert
werden konnen. Beispiele sind
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» Black-Scholes-Gleichung der Finanzmathematik (Dimension = Anzahl der betrach-

teten Aktienunternehmen);

» Boltzmann-Gleichung fiir komplexe Molekiile (Dimension = Freiheitsgrad des Mo-

lekiils);

» Viel-Teilchen-Schrédinger-Gleichung (Dimension = Anzahl der Teilchen).
Nachteile sind zum Beispiel Instabilitdten bei der Berechnung von Ableitungen, unge-
niigende Datenqualitit, implizite (einschrdnkende) Modellannahmen.

Es gibt eine Vielzahl von Softwarebibliotheken, die mittels physikinformiertes Ma-
schinenlernen Differentialgleichungen 16sen kénnen:

» DeepXDE (Programmiersprache Python, Backend TensorFlow);

» PyDEns (Programmiersprache Python, Backend TensorFlow);

» NeuralPDE (Programmiersprache Julia, Backend Julia).
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9 Fragen zum Selbsttest

Die Losungen zu den Fragen finden Sie am Ende des Manuskripts hinter der Literatur-

liste.

Kapitel 1

1. Welche der folgenden partiellen Differentialgleichungen sind linear?

O (a) XYy + Uy + 1y = f(x,y), (x,y) € R%
0 (b) uitxy + ux +uy = f(x,y), (x,y) € R
a (C) uxuy + Uxxx = f(x/ ]/), (x/ ]/) € Rz'

2. Welche der folgenden partiellen Differentialgleichungen sind quasilinear?

O (a) Usltyy + u2 = f(x,y), (x,y) € R%
0 (b) uitxy + uy +uy = f(x,y), (x,y) € R
0 () tylxyylxxy + u,%u; = f(x,vy), (x,y) € R2

3. Die viskose Burgers-Gleichung u; + uu, = uy, fiir x € R, t > 0 ist vom folgenden Typ:

O (a) Lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung.
0 (b) Semilineare Differentialgleichung zweiter Ordnung.

O (c) Voll nichtlineare Differentialgleichung zweiter Ordnung.

4.Sei Q der Halbraum {(x, y,z)" € R3: x > 0}. Die Normalenableitung von f(x, v, z) =
xe¥*?Z an der Stelle (0, Yy, z), wobei die Normale normiert und nach aufien gerichtet

ist, lautet:
O (a) df /ov(x,y,z) = xeV*2.
o (b) df /dv(x,y,z) = —eV 22
o(c) df /dv(x,y,z) =-1.

Kapitel 3
1. Welche der folgenden Funktionale sind Distributionen aus D’(R")?

0 (a) (u, ¢) = ¢”(0).

0 (b) (u, ) = ¢(0)*.
o (c) (u, ) = fRn ¢(x)dx.
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2. Welche der folgenden Eigenschaften sind giiltig?

O (a) Distributionen sind unendlich oft differenzierbar.
O (b) Das Produkt zweier Distributionen ist wieder eine Distribution.
O (c) Die Funktion u(x) = 1/x fir x > 0 ist eine Distribution.
3. Der distributionelle Grenzwert folgender Funktionenfolgen ergibt die Delta-Distri-
bution 6 € D’(R):
0 (a) fe(x) =1/¢ fir |x| < /2 und f(x) = 0 sonst.
0 (b) fe(x) = 1/2¢ fir x € (0,2¢) und f¢(x) = 0 sonst.
O (c) fe(x) = 1/2€? fiir |x| < € und fe(x) = 0 sonst.
4. Sei 6, die Diracsche Delta-Distribution mit Pol in x € R". Es gelten die folgenden
Eigenschaften:
O (a) (D%, ¢) = (=1)IID*¢(x) fiir alle ¢ € D(R") und a € N".
0 (b) 6x * ¢ = ¢ fur alle p € D(R").
O (c) Sei f(x) =1furx € (0,1) und f(x) = 0 sonst. Dann ist f* = 69 — 01 in D’(R).
5. Der formal adjungierte Operator zu L(u) = xu” + u’, x € R, lautet:
o) L*(u) = xu” —u'.
o(b) L*(u) = xu” +u’'.
O(c) L*(u) = (xu’)y —u'.

6. Sei L ein linearer formaler Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten, Uy eine
Fundamentall6sung mit Pol in null, und f € D(R"). Dann gilt:
O (a) Ug * f ist eine distributionelle Losung von L(u) = f(£), & € R".
0 (b) 8¢ * f ist eine distributionelle Losung von L(u) = f.
0 (c) Up * f ist eine distributionelle Lésung von L(u) = f(&), £ € R™.

Kapitel 4
1. Das Newton-Potential ist eine Lésung von

O (a) L(u) = f in R", wobei L ein linearer formaler Differentialoperator zweiter
Ordnung ist.

0 (b) Au = f in Q.

O(c) Au = 6 in R".
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2. Die Greensche Funktion G(x, -) fiir festes x € Q 16st
O (a) AG(x, ) = 0, in Q, G(x, -) = 0 auf 0Q.
0 (b) AG(x,-) = 60 in Q, G(x, ) = 0 auf JQ.
0 (c) AG(x,-) =0in Q, G(x, ) = g auf JQ, g gegeben.
3. Fiir eine harmonische Funktion u : () — R gilt
O (a) Au = 6 in Q.
O (b) u ist unendlich oft differenzierbar in Q).
O(c) Au =0in Q.
4. Sei u harmonisch auf der Kugel Br(0). Dann gilt:

O (a) u(xp) mit |xo| < Rist vollstandig bestimmt durch die Werte von u auf dBg(0).

0 (b) u(xp) mit |xg| = R ist vollstindig bestimmt durch die Werte von u in der
Kugel Bg/»(0) mit halbem Radius.

0 (c) Au(0) kann explizit berechnet werden.

5. Sei Q C R" ein beschrinktes Gebiet und 1 € C(Q) N C%(Q) mit Au > 0 in Q. Dann
gilt:

O (a) Wenn zusétzlich Au < 0in Q, dann ist u konstant.
O (b) u nimmt das Maximum auf dem Rand JdQ) an.

O (c) u nimmt das Minimum auf dem Rand JQ an.

Kapitel 5
1. Sei Q c R" eine offene Menge mit dQ € C!. Der Sobolevraum H k(Q) ist gleich

O (a) dem Abschluss von Cg°(Q2) in der Norm || - || gx(qy)-

0 (b) dem Abschluss von C®(Q) in der Norm || - || H Q)

O (c) der Menge aller (dquivalenzklassen von) messbaren Funktionen f, fiir die
D¢ f fiir alle || < k quadratintegrierbar ist.

2. Die Funktion u(x) = |x|%, x € B1(0) € R" (n € N), x # 0, ist genau dann ein Element
von H'(B1(0)), wenn

O(a) a>-1.
ob)a>-n/2+1.
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O(c) a > —n.
3.Sei Q ¢ R" ein beschrinktes Gebiet mit dQ € C! und u € H¥(Q), k € N. Dann ist
O (a) u stetig in 3, wenn k > 1.

O (b) u stetig differenzierbar in QQ, wenn k > n.

O (c) u zweimal stetig differenzierbar in Q, wenn k > (n +4)/2.
4. Die folgenden Funktionen u : (-1, 1) — R sind Elemente von H~1(0, 1):
o) u(x)=-1firx <Ound u(x) =1 firx > 0.
o) u =06.
O(u=27.

5. Seien A € R™" eine symmetrische Matrix und ¢ > 0. Die Differentialgleichung
—div(AVu) + cu = f heifit gleichmafig elliptisch, wenn

O (a) alle Eigenwerte von A(x) positiv gleichméfSig in x sind.

0 (b) n — 1 Eigenwerte von A(x) positiv sind und ein Eigenwert negativ ist (gleich-
maéfig in x).

O (c) fiir alle x und €& gilt ETA(x)E > 0.

6. Eine notwendige Bedingung zur Losung des Randwertproblems Au = f in Q,
Jdu/dv = g auf JQ) lautet

0() [,f=0.
0 (b) J,,u =0.
O (c) fo =/3di5.

Kapitel 6

1. Die Fourier-Transformierte von f(x) = 1 fiir -1 < x < 1 und f(x) = 0 fiir [x| > 1
lautet

O (a) f(k) = 2sin(k)/k.
0 (b) f(k) = v2/msin(k).
o (c) j?(k) = 2mtk sin(k).

2. Seien f € L'(R";C), a € R" und g(x) = f(x — a). Dann lautet die Fourier-Transfor-
mierte von g
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0 (a) g(k) = ia - kf (k).
0 (b) 3(k) = F(k).
0 (0) §(k) = e (k).
3. Welche der folgenden Operatoren ist symmetrisch?
O (a) L(u) = —=div(AVu + bu) + cu.
O (b) L(u) = —=Au + cu.

O (c) L(u) = —A(Au).

4.Sei Q) C R" ein beschrinktes Gebiet mit JQ € C. Welcher der folgenden Operatoren
K : L2(Q) — L?(Q) ist kompakt?
O(a) Kf =u, wobei —Au +cu = finQ, u =0auf dQund c > 0.

0(b)Kf = f.

O (c) Kf = fQ f(x)dx, wobei die rechte Seite als konstante Funktion interpretiert
wird.

5. Sei QO C R" ein beschrinktes Gebiet mit dQ € C2. Die Lésung von u; — Au = 0 in
Qx(0,T),u =0auf dQx(0,T), u(0) = up € L>(Q) in Q erfiillt
O (a) u € C'([0, T); L*(C)).
0 (b) u(t) € H*(Q) fiir alle t > 0.
0 (c) u € C=((0, T); LH(Q)).

6.Seiu € L*(0, T; HY(Q)) mit u; € L*(0, T; H™1(Q)). Dann gilt:

O (a) |[Vu| € L3(0, T; L3(Q)).
a (b) u € C°([0, T]; L¥(Q)).
0 (c) u € CH((0,T); Hy(Q)).

7. Sei u eine klassische Losung von 1y — Au < 0in G = Q % (0, T). Dann folgt

O (a) supg # = max{supg (-, 0), supyo o, 1) 4}

O (b) sup u = sup, u(t) fiiralle t € (0, T).

0 (c) supg |u| = max{supg, [u(-,0)], SUP y0%(0,T) |u]}.
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Kapitel 7

1. Sei ug € C?(R). Dann lautet die klassische Losung von Uy = Uy, in R2?, u(-,0) = up,
ut(-, O) =0:
o) u(x,t) =up(x —t) + up(x +t).
o(b) u(x,t) = %(uo(x —t) + ug(x + t)).

O (c) u(x,t) = %fxit uo(s)ds.
2. Eine Fundamentallosung von L(u) = uy — uxy ist gegeben durch
0 (a) Up(x, t) = f(t — x) fiir beliebiges f € D(R).
0 (b) Uo(x, £) = 5(8x—t + Oxst)-
O (c) Up(x,t) = %H (t — |x|) mit der Heaviside-Funktion H.

3. Eine Losung von uy —uyy = f(x,t) in Rx (0, 00), wobei f € D(R (0, o)), ist gegeben
durch

0@ u(x, t)=f(x—t,x+t).

x+(t-s)

O (b) u(x, t) = %fx—(t—s) f(gz t)dé

x+(t—s)

0(Qulx, t) =3 f [T F(€ s)deds.

4. Seien ug € Hé(Q), u1 € L2(Q) und u eine Lésung von uy — Au = 0 in Q X (0, o),
u(+,0) = up und (-, 0) = 11 in Q. Dann gilt
O (a) u € COR; HX(Q)).
o (b) u € CY(R; L*(Q)).
0 (c) u € CH(R; Hy(QY).
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