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1 Mengensysteme und Maf3ifunktionen

1. (a) Definieren Sie MaBfunktion, endliche Mafifunktion, sigmaendliche Ma8-
funktion, duflere Maffunktion.



[\]

(b) Formulieren und beweisen Sie den Fortsetzungssatz fiir Maffunktio-
nen.

(c) € sei eine beliebige Menge und fiir A C

* 0 wenn A=10
A) = )
wi(4) {1 sonst.

Zeigen Sie, dass p* eine duflere Mafifunktion ist und bestimmen Sie
das System der p*-messbaren Mengen.

. Gegeben Sei die folgende Funktion auf 2F:

0 fiir A=10,
w(A)=4¢1 wennl< |A| < oo,
2  sonst.

Zeigen Sie, dass p* eine duflere Mafifunktion ist und bestimmen Sie das
System der p*-messbaren Mengen.

(a) Definieren Sie Ring, Semiring, monotones System, Dynkin-System,
Algebra, Sigmaalgebra.

(b) Zeigen Sie: Wenn R ein Ring ist, dann stimmt das von R erzeugte
monotone System mit dem erzeugten Sigmaring iiberein.

(a) Definieren sie Mafifunktion, endliche Mafifunktion, sigmaendliche Ma$-
funktion, duflere Maffunktion, von einem Maf} erzeugte dulere Maf-
funktion.

(b) Zeigen Sie, dass eine duere MaBfunktion auf dem System der messba-
ren Mengen ein Maf bildet.

(a) © sei eine Sigmaalgebra iiber Q, C' C Q. Zeigen Sie
A, (GU{C}H ={(ANC)U(BNC),A,B¢c&}.
(b) R sei ein Ring iiber Q. Zeigen Sie
AR) =RU{A: A° € R}.
(a) Definieren Sie Ring, Semiring, monotones System, Dynkin-System.
(b) Gegeben sei der Wahrscheinlichkeitsraum (€2, &,P). Fiir A € & sei
U(A)={B:P(AnB) =P(A)P(B)}

das System aller Mengen, die von A unabhingig sind. Zeigen Sie,
dass $1(A) ein Dynkin-System ist.

(a) Definieren Sie: #ufleres Mafl, Messbarkeit nach Caratheodory, von
einer Mafifunktion erzeugtes Maf3.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

(b) Zeigen Sie: wenn p duBere Mafle iiber derselben Menge sind, dann
auch sup,, pr,.

%;,1 = 1,2 seien Semiringe iiber den Mengen §2;,7 = 1, 2. Zeigen Sie, dass
{Al X A2 . Az S I“Z = 1,2}
ein Semiring iiber ; x s ist.
1 und v seien zwei Mafle auf dem Ring fR. Zeigen Sie:
(a) (u+ )" = " + 0",
(b) Dﬁu*+y* 2 Dﬁu* n EDTV*
(c¢) Falls g und v sigmaendlich sind, dann gilt im vorigen Punkt Gleich-
heit.
(a) Definieren Sie die Begriffe Semiring, Ring, Sigmaring, monotones Sy-
stem, Dynkin-System.

(b) Zeigen Sie, dass das von einem Ring erzeugte monotone System mit
dem erzeugten Sigmaring iibereinstimmt.

(c) Bestimmen Sie alle Ringe iiber @ = {0,1,2}.

(a) Definieren Sie: duleres Maf, Carathéodory-Messbarkeit, Vervollstandi-
gung eines Sigmarings beziiglich eines Mafles.

(b) Zeigen Sie, dass die p*-messbaren Mengen eine Sigmaalgebra bilden

und p* darauf ein Maf ist.

Zeigen Sie: Falls p,, fiir jedes n eine Maffunktion auf (2, &) ist, so ist auch
=3, in eine MaBfunktion.

Zeigen Sie: Falls pq und po zwei d&ulere MaBfunktionen sind, so ist auch
1 = max(p1, u2) eine dullere MaBfunktion.

Es sei
T={ACR:|Al <2}.

(a) Zeigen Sie: ¥ ist ein Semiring.

(b) Bestimmen Sie den von ¥ erzeugten Ring bzw. Sigmaring.

(¢) Was muss eine Mengenfunktion p auf ¥ erfiillen, damit sie ein Ma8

ist.
Es sei Q = (0,1] x (0,1] und
T={(a,b] x(0,1]:0<a<b<1}U{(0,1] X (a,b] : 0<a<b< 1}

Ferner sei
u((a.b] x (0,1]) = u((0,1] x (a,5]) = b a.



(a) Zeigen Sie: p ist ein Inhalt auf ¥.
(b) Zeigen Sie: ¥ ist kein Semiring.
(c) Zeigen Sie: Die Fortsetzung von p zu einem Inhalt auf dem erzeugten

Ring ist nicht eindeutig bestimmt.

16. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass eine zufiillig (gleichverteilt)
gewdhlte Permuation von n Elementen keinen Fixpunkt hat.

17. Ein Wiirfel wird einmal geworfen, X sei die erzielte Augenzahl. Anschlie-
Bend werden in eine Urne X weifle und eine schwarze Kugel gelegt, und
eine Kugel wird gezogen. A sei das Freignis, dass die schwarze Kugel ge-
zogen wurde. Bestimmen Sie

(a) P(A),
(b) P(X = 3|A4).
18. Stellen Sie fest, welche der folgenden Mengenfunktionen auf 2 dulere Ma-

Be sind. Bestimmen Sie fiir die dufleren Mafifunktionen jeweils das System
der p*-messbaren Mengen.

(a) pr(4) = 4],
(b)

0 wenn |4] < o0
* A — ?
n(4) { 1 sonst,

«/ v J 0 wenn card(A) < R,
wiA) = { 1 sonst,

0 wenn A = (),
p(A)=<¢ 2 wenn A=R,
1 sonst,

19. (a) Definieren Sie: Ring, Semiring, Sigmaring, Algebra, Sigmaalgebra,
Dynkin-System, monotones System.

(b) Von welchem Typ sind folgende Mengensysteme iiber @ = R?
¢ ={ACR:|A] < oo},
¢ ={ACR:|A|l <5},
€3 ={A C R:|A| < oo gerade},
¢4 ={ACR:card(A) < Ng}.



20. (a)

(b)

21. (a)

22. (a)

23. (a)

Definieren Sie: Maf}funktion, endliche Mafifunktion, sigmaendliche
Maffunktion, dulere MaBifunktion, von einem Mafl auf einem Ring
erzeugte duflere MaBfunktion, messbare Menge.

Zeigen Sie, dass das System 9 der p*-messbaren Mengen eine Sig-
maalgebra ist, und dass die Einschriankung von p* auf 9t ein Mafl
ist.

Definieren Sie: Ring, Semiring, Sigmaring, Algebra, Sigmaalgebra,
Dynkin-System, monotones System.

Formulieren und beweisen Sie das monotone class theorem.
Definieren Sie: Maffunktion, endliche Mafifunktion, sigmaendliche

MafBfunktion, duBlere MaBifunktion, von einem Mafl auf einem Ring
erzeugte duere MaBfunktion.

u und v seien zwei Maflifunktionen auf dem Ring fR. Zeigen Sie:
(4t v)" =+ v

und
M N M C Mgy

Definieren Sie: Ring, Semiring, Sigmaring, Algebra, Sigmaalgebra,
Dynkin-System.

pund v seien zwei Wahrscheinlichkeitsmafie auf dem Messraum (€2, S).
Zeigen Sie, dass

D={AecG:puA)=v(4)}

ein Dynkin-System ist.

24. Gegeben sind das Mengensystem

¢ = {0,{1,2}, {3},{1,2,3},{4,5}}

iiber Q = {1,2,3,4,5} und darauf die Mengenfunktion p mit

p(0) = p({1}) = p({4,5}) =0,

n({1,2}) = n({3}) = 1,
:u({L 2, 3}) =2

Verifizieren Sie, dass € ein Semiring und g ein Maf ist, und bestimmen
Sie die Fortsetzung von p auf R(C), das erzeugte duflere Mafl p* und das
System der p*-messbaren Mengen.

25. (a)

Definieren Sie: duflere Maffunktion, von einem Maf auf einem Ring
erzeugte duflere MaBfunktion, messbare Menge.
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27.

28.

(b) Auf 2F ist folgende Funktion gegeben:

2 wenn A hochstens abzihlbar ist,

0 wenn A hochstens abzéhlbar ist,
p*(A) =
1 sonst.

Zeigen Sie, dass p* eine duflere Mafifunktion ist, und bestimmen Sie
das System der p*-messbaren Mengen.

(a) Definieren Sie: Ring, Semiring, Sigmaring, Algebra, Sigmaalgebra,
monotones System.
(b) Von welchem Typ sind die folgenden Mengensysteme iiber Q = R:
. ¢={ACQ:|A <5},
ii. €={ACQ:|A| <oo},
ili. €={ACQ:card(4) < Np}.
(a) Definieren Sie Mafifunktion, duflere Mafifunktion, messbare Menge.
(b) Zeigen Sie, dass durch
0 fiir A=10,
p(A) =42 fir A=R,
1 sonst.

eine duflere Mafifunktion iiber R definiert ist, und bestimmen Sie das
System der p*-messbaren Mengen.

(a) Definieren Sie: Mafifunktion, Lebesgue-Stieltjes Mafifunktion, Messraum,

Mafiraum, Wahrscheinlichkeitsraum.

(b) Formulieren und beweisen Sie das Lemma von Borel-Cantelli.

(a) Definieren Sie Ring, Sigmaring, Algebra, Sigmaalgebra, von einem
Mengensystem erzeugte Sigmaalgebra, Maffunktion, Inhalt, endliche
MafBfunktion, sigmaendliche Maffunktion.

(b) Zeigen Sie: Wenn fR ein Sigmaring iiber der Menge (2 ist, dann ist
A=RU{ACQ: A c R}

die von R erzeugte Sigmaalgebra.

(c) Zeigen Sie: wenn R ein Sigmaring ist, der € nicht enthilt und p ein
endliches Maf3 auf R, dann ist u beschrinkt, also

a =sup{p(A): A€ R} <
und fiir jedes b > a durch

| u(4) wenn A € R,
Ho(A) = { b—u(A) wenn A° € R

ein Mafl u;, auf der von R erzeugten Sigmaalgebra gegeben, das u
fortsetzt.



29. (a) Definieren Sie Semiring, Sigmaring, Ring, Algebra, Sigmaalgebra,
monotones System, Dynkin-System.

(b) Essei Q@ ={1,2,3,4,5},
T ={0,{1},{2,5},{1,2,5},{3,4}}.
u({1}) = p({3,4}) = p(0) = 0, n({2,5}) = u({1,2,5}) = 1.

Zeigen Sie, dass T ein Semiring und p ein Mafl auf ¥ ist. Bestim-
men Sie das von p erzeugte duflere Mafl p* und die Menge der p*-
messbaren Mengen.

30. (a) Definieren Sie Semiring, Sigmaring, Ring, Algebra, Sigmaalgebra,
monotones System, Dynkin-System.

(b) Formulieren und beweisen Sie das monotone class theorem.

(c) Essei Q ={1,2,3,4}, T = {0, {1}, {2}, {3,4}}. Stellen Sie fest, von
welchem Typ ¥ ist und bestimmen Sie die von ¥ erzeugte Sigmaal-
gebra.

31. (a) Definieren Sie Mafifunktion, sigmaendliche Mafifunktion, &ufiere Maf3-
funktion, von einem Maf} auf einem Ring erzeugte duflere MafBfunk-
tion.

(b) Welche der folgenden Funktionen auf 2® sind #uflere MafBfunktionen?
Welche konnen als von einer Maffunktion auf einem Ring erzeugte
dulere MaBfunktionen dargestellt werden?

Lt (A) = |A]
i ut(A4) = {0 wenn |A| < oo,

1 wenn |A] = oc.

i, p*(A) = {0 wenn A = 0,

1 sonst,

0 wenn A =0,
iv. p*(A)=<¢ 2 wenn A =R,

1 sonst,

32. (a) Definieren Sie Semiring, Sigmaring, Ring, Algebra, Sigmaalgebra,
monotones System, Dynkin-System.

(b) Formulieren und beweisen Sie das monotone class theorem.

(c) € sei ein beliebiges nichtleeres Mengensytem iiber der Menge ). Zei-
gen Sie, dass

R={ACQ:IAp)nen € : A€ | An}

neN

ein Sigmaring ist.



33.

34.

35.

36.

(Zum heutigen Welttierschutztag) Ein Tierschiitzer mochte in die Arktis
fahren, um kuschelige Seehundbabies zu retten. Die Wahrscheinlichkeit,
dass er iiberhaupt dorthin kommt, betrégt 0.4. Ist er einmal dort, kann
er mit (bedingter) Wahrscheinlichkeit 0.3 tatséchlich Seehundbabies ret-
ten. Wenn ihm das gelingt, kehrt er danach mit Wahrscheinlichkeit 0.6
heil zuriick, sonst mit Wahrscheinlichkeit 0.8. Sie treffen ihn nach seiner
Riickkehr. Wie grof ist die (bedingte) Wahrscheinlichkeit, dass er See-
hundbabies gerettet hat?

(a)
(b)

Definieren Sie Semiring, Sigmaring, Ring, Algebra, Sigmaalgebra,
monotones System, Dynkin-System.

(Q, S, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum, A € &,
U={Be6:P(AnB)=P(A)P(B)}.

Zeigen Sie, dass 4 ein Dynkin-System ist.

Definieren Sie: Lebesgue-Stieltjes MaBfunktion, Verteilungsfunktion,

Verteilungsfunktion im engeren Sinn, Regularitéit eines Mafles.

Gegeben sei die Funktion g : R — R. Zeigen Sie: F(z1,22) = g(z1 +
x9) ist genau dann eine zweidimensionale Verteilungsfunktion, wenn
g konvex ist.

Definieren Sie Maflifunktion, endliche Mafifunktion, sigmaendliche Maf3-
funktion, &uffere Maffunktion.

Fiir A C R sind folgende Funktionen gegeben:
i
w'(A) =sup{|z —y|: x,y € A},
ii.
w*(A) = sup{|x| : z € A},
iii.
p'(A) =sup{z:z € A,z > 0},

immer mit der iiblichen Konvention sup @ = 0.

Stellen Sie fest, welche dieser Funktionen duflere Mafifunktionen sind,
und bestimmen Sie fiir die duleren Maffunktionen jeweils das System
der messbaren Mengen.

Definieren Sie: Ring, Semiring,Sigmaring, Algebra, Sigmaalgebra, mo-
notones System.

Bestimmen Sie alle Semiringe iiber 2 = {1,2,3}, die den Ring 2%
erzeugen. Wie viele davon sind auch Semiringe im engeren Sinn?



38. (a) Definieren Sie: Semiring, Ring, Sigmaring, Algebra, monotones Sy-
stem.

(b) Formulieren und beweisen Sie das monotone class theorem.
(¢) Auf ©Q = R sind der Durchmesser

d(A) = sup{lz —y| : 2,y € A}
(mit der Konvention sup ) = 0) und die Mengensysteme
¢ ={ACR,d(A) <2},

¢, ={ACR,d(A) <2}
¢; = {ACR,d(A) < o}

gegeben. Bestimmen Sie jeweils den Typ und speziell auch, ob es sich
um ein monotones System handelt.

39. © und Q5 seien zwei nichtleere Mengen, f : 1 — Q9 eine Abbildung, u}
eine duere Mafifunktion auf Q9. Zeigen Sie, dass durch puj(A) = p3(f(A4))
eine duBere Mafifunktion auf €; definiert ist, und dass f~1(A) beziiglich
17 messbar ist, wenn A beziiglich p5 messbar ist.

40. (a) Definieren Sie Semiring, Sigmaring, Ring, Algebra, Sigmaalgebra,
monotones System, Dynkin-System.
(b) Bestimmen Sie alle Algebren iiber der Menge Q2 = {1, 2, 3}.
41. (a) Definieren Sie: Sigmaring, Ring, Algebra, Sigmaalgebra, Semiring,
monotones System, Dynkin-System.
(b) Von welchem Typ sind die folgenden Mengensysteme tiber Q = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}7
. €={ACQ:} . o <25}
i €={ACQ:> 4r=0 (mod5)}
iii. €={ACQ:zeA=11—z€ A}
iv. €={0,Q,{1},{10}}.

2 Lebesgue-Stieltjes Mafle

1. Zeigen Sie:

F(z,y) = {xy2 falls y > 0,
’ 0 sonst

ist eine zweidimensionale Verteilungsfunktion. Bestimmen Sie das Maf} des
Einheitskreises.

2. (a) Definieren Sie Mafifunktion, Lebesgue-Stieltjes Mafifunktion, Vertei-
lungsfunktion.
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(b) Zeigen Sie, dass jede nichtfallende und rechtstetige Funktion Vertei-
lungsfunktion eines Lebesgue-Stieltjes Mafles auf R ist.

(c) Zeigen Sie, dass F(x) = min(z1,22) zweidimensionale Verteilungs-
funktion ist.

Gegeben sei die Verteilungsfunktion

Flz)y=qz+1 firl<z<2,.

x2 fir2<gz

{ 0 fir z <0,
Bestimmen Sie [ e *dup(x).
Fiir welche n ist (z1+...+2,)? eine n-dimensionale Verteilungsfunktion?
Fiir welche n ist F(z,y) = (x+y)" zweidimensionale Verteilungsfunktion?
Zeigen Sie:
F(z,y) = min(z,y)
ist eine zweidimensionale Verteilungsfunktion, und bestimmen Sie pr(]0, 1]x]0, 1])
und pp({(z,z): 0 <z < 1}).

Zeigen Sie:

F(z,y) = {xy2 falls y > 0,
’ 0 sonst

ist eine zweidimensionale Verteilungsfunktion. Bestimmen Sie das Maf des
Einheitskreises.
Es sei

r firx <1,

F(m):{x2 fiirl <z <2,

5 firx > 2.
(a) Zeigen Sie, dass F' eine Verteilungsfunktion ist.
(b) Bestimmen Sie pp(A) fir A =10,2],(0,2),Q, [-1, ).
) Bestimmen sie [ e*dup(z).

) Definieren Sie: Maffunktion, endliche Maffunktion, sigmaendliche

Maffunktion, Lebesgue-Stieltjes MafBfunktion, Regularitéit von au-
Ben, Regularitit von innen, Regularitdt von Maflen.

(b) Zeigen Sie, dass Lebesgue-Stieljes Mafle reguliir sind.
. Gegeben ist die Funktion F': R — R:

T firx <0
) 2?+1 fir0<z <1,
Fx) = 2z firl1 <z <3,
8 fiir x > 3.

Weisen Sie nach, dass F' eine Verteilungsfunktion ist, und bestimmen Sie
pr(]0,1]), pr([0,1]), pre(]0, 1) und pr(Q).

10



11. Gegeben ist die Funktion F': R — R:

12.

13.

14.

15.

16.

wenn z < 0,
wenn 0 <z <1,
wenn 1 <z < 2,
wenn r > 2.

F(z) =

R = O

a) Zeigen Sie, dass F' eine Verteilungsfunktion ist.

(a)

(b) Bestimmen Sie pp(]0,1]), ur([0,2]), nr(Q).

(c) Bestimmen Sie [e“dup(z).
)
)

a) Definieren Sie Lebesgue-Stieltjes Maf3, Verteilungsfunktion.

(
(b) Fy und F3 seien zwei eindimensionale Verteilungsfunktionen. Zeigen
Sie, dass

F(.Th.rg) = Fl(.Tl)FQ(fL'Q)
eine zweidimensionale Verteilungsfunktion ist.

(a) Definieren Sie Maflfunktion, endliche Maf}funktion, sigmaendliche Maf3-
funktion, Lebesgue-Stieltjes-Mafifunktion, Verteilungsfunktion.

(b) Die Zufallsvariable X ist N(7,16)-normalverteilt. Bestimmen Sie die
Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse [X < 10], [X > 2] und [|X| < 4].

(a) Definieren Sie: Lebesgue-Stieltjes Mafifunktion, Verteilungsfunktion.
Zeigen Sie, dass durch

F(z1,22) = (21 4 x2)°

eine zweidimensionale Verteilungsfunktion gegeben ist, und stellen
Sie pp moglichst einfach dar.

(a) Definieren Sie: Lebesgue-Stieltjes Mafifunktion, Verteilungsfunktion,
Verteilungsfunktion im engeren Sinn, Regularitéit eines Mafles.

(b) Gegeben sei die Funktion g : R — R. Zeigen Sie: F(z1,x2) = g(z1 +
x9) ist genau dann eine zweidimensionale Verteilungsfunktion, wenn
g konvex ist.

(a) Definieren Sie MaBifunktion, endliche MaBfunktion, sigmaendliche Ma8-
funktion, Lebesgue-Stieltjes-Mafifunktion, Verteilungsfunktion.

(b) Gegeben ist die Funktion

0 firzx<l,
_Jx firl<e <3,
Fa) = 2?2 fir3<z<?b,
x

3 fiir & > 5.

Zerlegen Sie p in einen stetigen und diskreten Anteil und bestimmen
Sie die Mafie der Mengen [1, 3], ]3,5[, ]1,5], [1, 5], Q.

11
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Messbare Funktionen

1. Essei Q =N, & =25 p(A4) =3, . ,27*. Wann konvergiert die Funktio-

nenfolge f,, im Mafiraum (2, S, p)
(a) fast iiberall

(b) fast gleichméBig

(¢) im Mafi?

2. BEssei Q =N, & = 2Y und u(A) = |A|. Wann konvergiert die Folge f, in

(2,6, 1)

(a) fast iiberall

(b) fast gleichmiflig
(c) im Maf3?

(a)

a) Bestimmen Sie die kleinste o-Algebra & iiber Z, beziiglich der die

Funktion f(x) = 2? messbar ist.

(b) Welche Bedingung muss eine Funktion ¢ : Z — R erfiillen, damit sie
messbar beziiglich & ist?

4. Definieren Sie Konvergenz fast iiberall, fast gleichméfig, im Maf}, fast

iiberall gleichméfig, im p-ten Mittel.

In welchem dieser Sinne konvergieren die folgenden Funktionenfolgen auf
dem Mafraum ([0, 1],B N [0,1],A)?

Definieren Sie Konvergenz fast iiberall, fast gleichméfig, fast iiberall
gleichméBig, im Maf.

(b) In welchem Sinn konvergiert die Folge
1
T

auf dem Mafiraum ([0, 1], N[0, 1], A\)? Fiir welche Werte von p kon-
vergiert sie im p-ten Mittel?

6. f: R — R sei iiberall differenzierbar. Zeigen Sie, dass f’ Borel-messbar

1st.

(a) Definieren Sie: messbare Funktion, Treppenfunktion, Konvergenz im
Maf, Konvergenz fast iiberall, Konvergenz fast gleichméfig.

12



10.

11.

12.

(b) Formulieren und beweisen Sie den Approximationssatz fiir reellwer-
tige messbare Funktionen.

(a) Definieren Sie: messbare Funktion, Treppenfunktion, Konvergenz im
Maf}, Konvergenz fast iiberall, Konvergenz fast gleichméfig.

(b) In welchem Sinn (fast iberall gleichméBig/fast gleichméflig/fast tiber-
all/im MafB) konvergieren die folgenden Folgen in (R, B, \)?
i. fn(z) = sin(z)/n,
i fn(@)
iii. fn(z) =x/n,
iv. fu(x) = {1 wenn v/n — |yn] <z <vn+1-[Vn]

0 sonst.

(a) Definieren Sie: messbare Funktion, Treppenfunktion, Konvergenz im
Maf}, Konvergenz fast iiberall, Konvergenz fast gleichméfig.

(b) In welchem Sinn (fast iiberall gleichméiBig/fast gleichméflig/fast iiber-
all/im Maf}) konvergieren die folgenden Folgen in (R, B, \)?

1. fn(x) =e
iii. fn(x) = JI/TL,
iv. fulz) = { 1 wenn v — |va) <3 < Va1 V)

0 sonst.

(a) Definieren Sie: messbare Funktion, Treppenfunktion, Konvergenz im
Maf, Konvergenz fast iiberall, Konvergenz fast gleichméfig.

(b) fn,n € N und f seien reellwertige messbare Funktionen auf dem
MafBraum (9, S, ). Zeigen Sie:

i. Wenn f,, — f fast iberall und g : R — R stetig ist, dann go f,, —
g o f fast iiberall.
ii. Wenn f,, — f im Mal und g : R — R gleichméBig stetig ist,
dann go f,, = go f im Maf.
iii. Geben Sie ein Beispiel einer Folge f,, und einer stetigen Funktion
g, sodass f, im Mafl konvergiert, aber nicht g o f,.

(a) Definieren Sie: Konvergenz fast iiberall, fast iiberall gleichméBig, fast
gleichméfig, im MasB.

(b) Gegeben ist der Mafiraum (N,2Y, u) mit p({z}) = 27%,2 € N. Zei-
gen Sie, dass in diesem Mafiraum die Konvergenzen fast iiberall, fast
gleichméfBig und im Maf} &quivalent sind.

(a) Definieren Sie messbare Funktion, mafitreue Funktion.
(b) Auf Q = N ist die Funktion

f(z) =2 — 3z

13



13. (a)

14. (a)

15. (a)

16. (a)

gegeben. Bestimmen Sie die kleinste Sigmaalgebra & iiber €2, fiir die
f G-messbar ist.

Definieren Sie: messbare Funktion, mafitreue Funktion, Konvergenz
fast tiberall, Konvergenz im Ma#f.
Auf R ist die Funktion f(z) = 22 gegeben.

i. Bestimmen Sie die kleinste Sigmaalgebra &, beziiglich der f
messbar ist.

ii. Was muss die Funktion ¢g : R — R erfiillen, damit sie beziiglich
& messbar ist?

Definieren Sie messbare Funktion, Borel-messbare Funktion, maf-
treue Funktion.

Essei Q ={-1,0,1,2}, f: Q — R mit f(x) = 2.
i. Bestimmen Sie die kleinste Sigmaalgebra & iiber €, fiir die f
G-messbar ist.
ii. Von g : (2,6) — (R,B) ist bekannt, dass g(x) = « fiir alle
x € Q\ {1}. Welchen Wert hat g(1)?

Definieren Sie Konvergenz im Maf, fast iiberall, fast gleichméfBig, fast
iiberall gleichméBig.

(X,,) sei eine Folge von unabhiingigen Zufallsvariablen. Zeigen Sie,
dass genau dann fast sicher

lim X, =0

n—oo
gilt, wenn fiir jedes € > 0

> P(IXn] > €) < 00).

neN

Definieren Sie: messbare Funktion, Treppenfunktion, Konvergenz im
Maf}, Konvergenz fast iiberall, Konvergenz fast gleichméfig.

(X,) sei eine Folge von unabhingigen Zufallsvariablen im Wahr-
scheinlichkeitsraum (), &, P). Zeigen Sie, dass

X,, — 0 in Wahrscheinlichkeit
genau dann gilt, wenn fiir alle € > 0

lim P(|X,| > €) =0,
n— oo

und
X, — 0 fast sicher,

wenn fiir alle e > 0

> P(IXn] > €) <o

n—oo
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17. Gegeben ist Q = {—2,-1,0,1,2} und f: Q — R durch f(z) = 2% — .

(a) Bestimmen Sie die Kleinste Sigmaalgebra & iiber Q, beziiglich der f
messbar ist.

(b) von der Funktion g : @ — R sind die Werte g(—2) = 1, g(—1) = 4
und ¢(0) = 0 bekannt. Ergénzen Sie die fehlenden Werte so, dass g
beziiglich & messbar ist.

18. Geben Sie auf einem geeigneten Mafiraum ein Beispiel einer Folge von
messbaren Funktionen, die fast iiberall konvergiert, aber nicht im Ma$,
und eine, die im Maf} konvergiert, aber nicht fast tiberall.

(a) Definieren Sie: messbare Funktion, Borel-messbare Funktion, Kon-
vergenz im Maf}, Konvergenz fast iiberall, gleichméfige Konvergenz
fast iiberall, Konvergenz fast gleichméfig.

(b) Die Funktion f :Z — R ist gegeben durch
f(z) = 2 — 2.

i. Bestimmen Sie die kleinste Sigmaalgebra & iiber Z, fiir die f
G-messbar ist.

ii. Die &-messbare Funktion g : Z — R erfiillt g(z) = « fiir x > 1.
Ergéinzen Sie die fehlenden Werte von g.

Das Integral

1. Es sei
0 firx <0
) fir0<z<1
Fa) = (r+1)? firl<az<?2
9 fir x > 2

(a) Zeigen Sie: F ist eine Verteilungsfunktion
(b) Bestimmen Sie [ fdup fir f(z) = z2.

0 falls x < 0,
F(z) = { 1—21e® fallsz > 0.

2. Es sei

(a) Zeigen Sie: F ist eine Verteilungsfunktion.
(b) Bestimmen Sie [ f(z)dF(z) fiir f(z) =e *.

3. Ein Versuch besitzt die méglichen Ausgénge {ws,...w,,}. Ein Spieler be-
ginnt mit einem Kapital K zu spielen und setzt den Anteil ¢; seines Ka-
pitals auf Ausgang wq, g2 auf we usw. (¢; > 0, > ¢; = 1). Wenn Ausgang
w; gezogen wird, wird das m-fache des Einsatzes auf diesen Ausgang als
Gewinn ausgezahlt, die anderen Einsitze gehen verloren. Nach der ersten
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6.

7.

Runde hat der Spieler also ein Kapital K1 = mq; Kq, wenn w; gezogen wur-
de. In jeder folgenden Runde wird das Kapital K,,_; wieder im Verhéltnis
q1: g2 ...: qm aufgeteilt. Die Ergebnise der einzelnen Ziehungen seien
unabhéngig.

(a) Wie grof ist das Kapital K, nach n Runden?
(b) Gegen welchen Wert konvergiert (1/n)log(K,)?
(c) Welche Aufteilung ¢, ..., ¢, ist optimal?

Zwei Spieler A und B spielen folgendes Spiel: beginnend mit A wird ab-
wechselnd gewdiirfelt, bis ein Spieler gewinnt. A gewinnt, wenn er eine 3
oder 6 wiirfelt, B gewinnt, wenn er eine gerade Zahl wiirfelt.

(a) Ist dieses Spiel fair?

(b) Bestimmen Sie die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass B gewinnt, wenn
A das erste Spiel verliert.

(a) Definieren Sie das Integral einer nichtnegativen Treppenfunktion, ei-
ner nichtnegativen messbaren Funktion, einer messbaren und einer
fast iiberall messbaren Funktion.

(b) Es sei

0 fiir z < 0,

r+1 firl <z <2,

212 fir 2<x <3,

20 fir 3 < x.

Uberzeugen Sie sich, dass F eine Verteilungsfunktion ist und bestim-
men Sie [ fdup fir f(z) = e”.

(¢) Formulieren und beweisen Sie den Satz von der Konvergenz durch
Majorisierung.

F(z) =

X sei eine Zufallsvariable mit Erwartungswert 0 und Varianz 1. Zeigen Sie
fiir A >0

1
P(X >\ < .
(X*/\)*1+/\2

(Wenden Sie die Ungleichung von Markov auf (X + ¢)?,¢ > 0 an und
bestimmen Sie die optimale Wahl fiir ¢).

(a) Definieren Sie: Integral einer nichtnegativen messbaren Funktion, in-
tegrierbare Funktion, gleichméfige Integrierbarkeit.

(b) Gegeben ist die Verteilungsfunktion

0 fir x < 0,
z8 fir 0 <z <1,

Fx) = z+1 firl<z<?2
x? fiir x > 2.

Bestimmen Sie [ e "dup(x).
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8.

9.

10

11

12

13

14

15.

(X,,) sei eine Folge von unabhingigen, auf [0, 1] gleichverteilten Zufallsva-
riablen. Gegen welchen Wert konvergiert

n

(JTx)'

i=1

(a) Formulieren und beweisen Sie das starke Gesetz der grofien Zahlen
von Kolmogorov.

(b) (ay) sei eine Folge von reellen Zahlen, (X,,) unabhingig mit P(X,, =
1) = P(X,, = —1) = 1/2. Zeigen Sie, dass

g a’ILX’IL
n

genau dann fast sicher konvergiert, wenn a2 < oo.

. Auf [0, 1] ist folgende Funktion gegeben:

_[1/q fallsz=p/q, p,qgeN, ggT(p,q) =1
f(z) 0 o
sonst.

Zeigen Sie dass f Riemann-integrierbar ist und bestimmen Sie fol f(x)dx.

. Es sei
0 fiirx <0
)=z firo<z<l1
F@=3"0412 fir1<o<2
9 fir x > 2

(a) Zeigen Sie: F ist eine Verteilungsfunktion
(b) Bestimmen Sie [ fdup fiir f(z) = 22

. Ein Wiirfel wird einmal geworfen, X sei die erzielte Augenzahl. Anschlie-
Bend werden X Miinzen geworfen. Y sei die Anzahl der “Kopfe”. Bestim-
men sie die Varianz von Y und die bedingte Erwartung von X unter der
Bedingung Y = 3.

. X und Y seien unabhingig gleichverteilt auf [0,1], U = min(X,Y), V =
max(X,Y). Bestimmen Sie die Kovarianz von U und V sowie die Varianz
von U.

. In einer Urne befinden sich 3 schwarze und 5 weile Kugeln. Es wird so
lange ohne Zuriicklegen gezogen, bis eine weile Kugel erscheint. X sei die
Anzahl der benétigten Ziehungen. Bestimmen Sie Erwartungswert und
Varianz von X.

X sei Poissonverteilt mit Parameter A; die bedingte Verteilung von Y
unter der Bedingung X = x sei binomial mit Parametern z und p.
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16.

17.

18.
19.

20.

21.

22.

23.

(a) Die Verteilung von Y,
(b) Die bedingte Verteilung von X unter der Bedingung ¥ = y.

X habe eine Verteilung mit der Dichte
flx)=ax(l—2) (0<z<1).
Bestimmen Sie a sowie Erwartungswert und Varianz von X.

Ein Wiirfel wird 10 mal geworfen. Bestimmen Sie mit den Ungleichungen
von Markov und Chebychev obere Abschétzungen fiir die Wahrscheinlich-
keit, dass die Summe der Augenzahlen mindestens 50 betrigt.

Formulieren und beweisen Sie den Satz von der dominierten Konvergenz.

(X,,) sei eine Folge von unabhingigen Zufallsvariablen mit P(X,, = 1) =
P(X, = —1) = 1/2, (a,) eine Folge von reellen Zahlen. Zeigen Sie, dass

die Reihe
S0,
neN

genau dann fast sicher konvergiert, wenn

Zai<oo.

neN

(a) Definieren Sie das Integral einer nichtnegativen messbaren Funktion.

(b) (Resolute Minderheit) Bei einer Umfrage sind 1000000 Personen wahl-
berechtigt. Davon sind 10000 unbedingt dafiir, die restlichen Perso-
nen sind indifferent und entscheiden bei der Abstimmung mit Wahr-
scheinlichkeit 1/2 dafiir, mit Wahrscheinlichkeit 1/2 dagegen. Schéitzen
Sie die Wahrscheinlichkeit, dass die Entscheidung negativ ausfillt,
mit Hilfe der Ungleichung von Chebychev ab.

(a) Definieren Sie das Integral einer nichtnegativen messbaren Funktion.

(b) Formulieren und beweisen Sie den Satz von der dominierten Konver-
genz.

(a) Definieren Sie das Integral einer nichtnegativen messbaren Funktion.

(b) Gegeben ist die folgende Verteilungsfunktion:

T fiir x < 0,
F(x)z{x2+1 fir0<z <1,
3x fir x > 1.

Bestimmen sie [ e~ ®ldup(z).

(a) Definieren Sie das Integral einer nichtnegativen messbaren Funktion.

18



(b) Formulieren und beweisen Sie den Satz von der dominierten Konver-
genz.

(¢) (Xn,n € N) sei eine Folge von unabhéngigen, auf [0, 1] gleichverteil-
ten Zufallsvariablen. Zeigen Sie, dass

n

Y, =[x

i=1
mit Wahrscheinlichkeit 1 konvergiert und bestimmen Sie den Grenz-
wert lim, Y,,.
24. Gegeben ist die Funktion F': R — R:

0 wennz <0,

1 wenn 0 <z <1,

xz® wenn 1l <z <2,
5 wenn x > 2.

Zeigen Sie, dass F' eine Verteilungsfunktion ist.

)
) Bestimmen Sie /’['F(]O7 1[)a ,U/F([O? 2])7 /J/F(Q)
(c) Bestimmen Sie [ e“dup(z).
25. ) Definieren Sie das integral einer nichnegativen messbaren Funktion.
)

Formulieren und beweisen Sie den Satz von der dominierten Konver-
genz.

(c) Gegeben ist die Verteilungsfunktion

0 fir z < 0,
_Jz+1 fro<z <1,
F(e) = x? firl <z <2,
6 fir x > 2.

Bestimmen Sie [ z?dup ().
26. (a) Definieren Sie: Integral einer nichnegativen messbaren Funktion, in-
tegrierbare Funktion.
(b) Formulieren und beweisen Sie den Satz von der monotonen Konver-

genz.

27. Gegeben ist die Funktion F' : R — R:

T firz <0
2?2+1 fir0<z<l,

F(x) = 2z firl <az <3,
8 fir x > 3.

Weisen Sie nach, dass F' eine Verteilungsfunktion ist, und bestimmen Sie

/exdup(x).
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28. (a) Definieren Sie: Integral einer nichtnegativen messbaren Funktion, Er-
wartungswert und Varianz einer Zufallsvariable.

(b) Ein fairer Wiirfel wird 100 mal geworfen. Bestimmen Sie mit den
Ungleichungen von Markov und Chebychev obere Schranken fiir die
Wahrscheinlichkeit, dass die Anzahl der Sechsen mindestens 21 ist.

29.

30. (X,,) sei eine Folge von unabhéngigen, auf [0, 1] gleichverteilten Zufallsva-

riablen. Bestimmen Sie
n 1/n
Jim (H Xi) ~

i=1

31. (a) Definieren Sie: Integral einer nichtnegativen messbaren Funktion, Er-
wartungswert, Varianz, gleichméfige Integrierbarkeit.

(b) Gegeben ist die Funktion F' : R — R:

0 fiir x < 0,
Tz +1 fiir 0 <z <1,
(x+1)? firl<z<?2,
10 fir x > 2.

F(x) =

Bestimmen Sie [ Fdup.

32. (a) Definieren Sie: Integral einer nichtnegtiven messbaren Funktion, Er-
wartungswert, Varianz, gleichméfige Integrierbarkeit.

(b) Zeigen Sie: wenn die unabhingigen Zufallsvariablen (X,,n € N)
nichtnegativ sind, dann geniigt fiir die Konvergenz von ) X, die
Konvergenz der ersten beiden Reihen aus dem Dreireihensatz.

33. (Xn,n € N) sei eine Folge von unabhingigen, identisch verteilten Zufalls-
variablen mit P(X > z) = —i; fiir z > 1. Fiir welche k € N hat

1 n
L
n <
1=1
einen endlichen Grenzwert my? Bestimmen Sie in diesen Féllen den Wert

von myg.

34. (a) Definieren Sie: Integral einer nichtnegativen messbaren Funktion, Er-
wartungswert, Varianz, gleichméflige Integrierbarkeit.

(b) Die Zufallsvariable X hat eine Verteilung mit der Dichte

fx(@) = c(1—a%)4.

Bestimmen Sie die Konstante ¢, die Verteilungsfunktion F'x, Erwar-
tungswert und Varianz von X.
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35. Gegeben ist die Funktion F' : R — R:

T fir x < 1,
x? fﬁr1§x<\@,
222 fiir V2 <z <2,
23 fiir x> 2.

F(z) =

(a) Verifizieren Sie, dass F' eine Verteilungsfunktion und bestimmen Sie
die Werte des Mafles i fiir die Mengen [0, /2], [0,v/2], {v/2}, Z und
Q.

(b) Bestimmen Sie f[_3’3] edup(x).

36. (a) Definieren Sie: Integral einer nichtnegativen Funktion, integrierbare
Funktion, Erwartungswert, Varianz.

(b) Die Zufallsvariable X hat die Verteilungsfunktion

0 fir z < 0,
z2 .

Fy(z) = T firo<z <1,
x—% firl <z<2,
1 fiir x > 2.

Bestimmen Sie Erwartungswert und Varianz von X.

Signierte Mafle

1. Fiir welche p € R gibt es ein signiertes Maf§ p auf ([0, 1],28([0,1]) mit
1([0,2]) = 2P sin(1/x)? Bestimmen Sie eine Hahn-Zerlegung fiir p.

2. Fiir welche werte von p € R gibt es eine signierte Maf}funktion v auf
(N, 2Y) mit
v({e}) = (~1)7aP?
3. (a) Definieren Sie: signiertes Maf, positive Menge, negative Menge, Hahn-
Zerlegung, Jordan-Zerlegung.
(b) Formulieren und beweisen Sie den Zerlegungssatz von Jordan.
(¢) Fiir welche Werte n € Z gibt es eine signierte MaBfunktion p auf
(Z,2%) mit p({z}) = o7

4. Zeigen Sie, dass durch u((0,z]) = €** — e® auf (R, B) eine signierte Maf-
funktion festgelegt wird und bestimmen Sie eine Hahn-Zerlegung von p.

5. Fiir welche Werte von a gibt es auf ([0, 00), B) eine signierte Mafifunktion
te mit pe([0,2)) = e sin(x)? Bestimmen Sie eine Hahn-Zerlegung von
Ha-

6. (a) Definieren Sie signierte Mafifunktion, positive Menge, Hahn-Zerlegung,
Jordan-Zerlegung.
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10.

11.

(b)

Zeigen Sie, dass es auf (R,B) ein signiertes Maf p gibt mit

3z T

(] - 00,a]) = €% — e
Bestimmen Sie eine Jordan-Zerlegung fiir p.

Definieren Sie signiertes Maf}, positive Menge, Hahn-Zerlegung, Jordan-
Zerlegung.

Formulieren und beweisen Sie den Zerlegungssatz von Jordan.

) Fiir welche (reellen) Werte von p gibt es ein signiertes Maf p, auf

10, 1] mit

wp(]0, 2]) = 2P sin(log(x))
fiir alle « €]0,1]? Bestimmen Sie in diesem Fall eine Hahn-Zerlegung
VoI fUy,.

Definieren Sie: signiertes Maf, positive Menge, Hahn-Zerlegung, Jordan-
Zerlegung.

Zeigen Sie, dass es ein signiertes Maf auf ([0, 1], B) gibt mit
w([0,]) = 32 —22% (0 <z < 1).
Bestimmen Sie eine Hahn-Zerlegung fiir p.

Definieren Sie: signiertes Maf}, positive Menge, Hahn-Zerlegung, Jordan-
Zerlegung.

Auf ([0, 1],%B) ist ein signiertes Mafl p mit
p([0,2]) = 2° =20 <z < 1)
gegeben. Bestimmen Sie eine Hahnzerlegung.

Definieren Sie: signierte Mafifunktion, positive Menge, negative Men-
ge, Hahn-Zerlegung, Jordan-Zerlegung.

Formulieren und beweisen Sie den Zerlegungssatz von Jordan.

Definieren Sie: signierte Maflfunktion, positive Menge, Hahn-Zerlegung,
Jordan-Zerlegung.

Auf der Algebra
A={ACR:|A| < oo oder |A°| < o0}
ist die Mengenfunktion

_ [14] wenn |A| < infty,
A) = { —|A¢|  sonst

gegeben. Zeigen Sie, dass p sigmaadditiv ist, aber nicht zu einer si-
gnierten Mafifunktion auf der von 2 erzeugten Sigmaalgebra fortge-
setzt werden kann.

22



12. (a)

13. (a)

Definieren Sie: signierte Maflfunktion, positive Menge, Hahn-Zerlegung,
Jordan-Zerlegung.

Formulieren und beweisen Sie den Zerlegungssatz von Jordan.

) Zeigen Sie, dass es auf (]0,1],B) eine signierte Mafifunktion p mit

u(]0,z]) = 2% — 23 fir 0 < z < 1 gibt, und bestimmen Sie eine
Hahn-Zerlegung fiir u.

Definieren Sie: signierte Maflfunktion, positive Menge, Hahn-Zerlegung,
Jordan-Zerlegung.
Formulieren und beweisen Sie den Zerlegungssatz von Jordan.

Fiir welche Werte von p gibt es ein signiertes MaB u auf (Z, 2%) mit

(o)) = {0

14. Gegeben ist die Verteilungsfunktion

0 x <0,
224+1 0<z<l,

F@) =199, 1<z<2,°
4 x> 2.

Bestimmen Sie die Jordan-Zerlegung von pp — .

15. (a)

(b)

Definieren Sie: signierte Maflfunktion, positive Menge, negative Men-
ge, Hahn-Zerlegung, Jordan-Zerlegung, positive Variation, Totalva-
riation.

1 sei eine sigmaadditive Funktion auf dem Ring $9& und nach oben
beschriankt. Zeigen Sie, dass durch

v(A) =sup{u(B): B€R,BC A}
eine Maffunktion auf R definiert wird.

Definieren Sie: signierte Mafifunktion, positive Menge, negative Men-
ge, Hahn-Zerlegung, Jordan-Zerlegung, positive Variation, Totalva-
riation.

Zeigen Sie, dass es eine signierte Mafifunktion auf (R, B) gibt, die
pu(]—oo,x]) = 8% —9-4% +24 .27

erfiillt. Bestimmen Sie eine Hahn-Zerlegung von .
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4.

Der Satz von Radon-Nikodym

. Es sei
0 fiir x <0
)=z fir0<z<1
F@) =0 (241 fir1<z<2
9 fir x > 2
und
0 firx<O
G’(:z:)—{l fir0<z<1
z? firz>1

Bestimmen Sie die Lebesgue-Zerlegung von ug beziiglich pp und die
Radon-Nikodym Dichte des absolutstetigen Anteils.

. Es sei
F(z,y) = {xy2 falls z,y > 0
0 sonst.
(a) Zeigen Sie: F ist eine zweidimensionale Verteilungsfunktion.
(b) Zeigen Sie: pp is absolutstetig beziiglich des zweidimensionalen Le-
besguemafes.
(c¢) Bestimmen Sie die Radon-Nikodym Ableitung von up beziiglich des
zweidimensionalen Lebesguemafes.
Es sei
0 firz <0,
F(x)z{x fir0 <z <1,
2 firxz>1.
und

Gz)=qz+1 firo<z<2,

3 fir x > 2.

Bestimmen Sie die Lebesgue-Zerlegung von ug beziiglich pp und die
Radon-Nikodym Dichte des absolutstetigen Anteils.

{0 fir x < 0,

Es sei
0 falls z < 0,
F(x)—{z+1 falls 0 < z < 2,
4 falls © > 2
und
0 fallsz <0,
G(z) = {x2 falls 0 <z < 2,
4  falls x > 2.

(a) Zeigen Sie: F' und G sind Verteilungsfunktionen.

(b) Zeigen Sie, dass ¢ absolutstetig beziiglich F ist, und bestimmen Sie
die Radon-Nikodym Dichte.
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5. Es sei

xr firx <1,
F(x)z{x2 firl <z <2,
5 flirx > 2.
Zeigen Sie, dass F' eine Verteilungsfunktion ist.
Bestimmen Sie ppr(A4) fiir A =1[0,2],(0,2),Q,[—1,00).

) Bestimmen Sie die Lebesgue-Zerlegung von pp beziiglich A und die

Radon-Nikodym Dichte des absolutstetigen Anteils.

Bestimmen sie [ e*dup ().

Definieren Sie absolute Stetigkeit und Singularitdt von Maffunktio-
nen.

Formulieren und beweisen Sie den Zerlegungssatz von Lebesgue.

) Gegeben sind die Verteilungsfunktionen

0 fir x <0,
F(x):{ac—i—l fir 1 <z<2,
x? fir 2 <z
und
r firz<l1
G(m):{xQ fir 1 <z <3,
10 fir 3 < z.

Bestimmen Sie die Lebesgue-Zerlegung von pg beziiglich pp.

Definieren Sie absolute Stetigkeit und Singularitét zweier Mafle, Lebesgue-
Zerlegung.

F sei eine Verteilungsfunktion im engeren Sinn. Zeigen Sie, dass
G(r) = (F(x))? Verteilungsfunktion eines Mafles ist, das beziiglich
wr absolutstetig ist, und bestimmen Sie seine Radon-Nikodym-Ableitung.

8. Gegeben ist die Funktion

(a
(b
(c
(

a

)
)
)
)

9.

F(z1,20) = a:lxgl[o’oo)(mg).

Zeigen Sie, dass F' eine zweidimensionale Verteilungsfunktion ist.

Zeigen Sie pp < Ag.
. . d
Bestimmen Sie G5~
Definieren Sie: absolute Stetigkeit und Singularitdt von zwei Maf}-
funktionen, Radon-Nikodym Dichte.

(b) Gegeben sind die Verteilungsfunktionen

T fiir x < 0,
F(x)z{x2+1 fir 0 <z <2,
7 fir x > 2
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10.

11.

12.

13.

14.

und
x fir z < 1,
G(x)z{x2+1 fir 1 <z <3,
11 fir x > 3.

Bestimmen Sie die Lebesgue-Zerlegung von g beziiglich pp und die
Radon-Nikodym-Dichte des absoutstetigen Anteils.

Definieren Sie: absolute Stetigkeit und Singularitdt von zwei Maf-
funktionen, Radon-Nikodym Dichte.

Auf (R, B) sind durch das Lebesguema$l A und das Zahlma$ ¢ (((A) =
|A]) zwei MaBe gegeben. Zeigen Sie, dass zwar A < ¢ gilt, aber A nicht
als unbestimmtes Integral beziiglich ¢ dargestellt werden kann.

Definieren Sie: absolute Stetigkeit und Singularitdt von zwei Maf}-
funktionen, Radon-Nikodym Dichte.

Zeigen Sie: Wenn (21,61, 1) und (Q9, Sa, uo) zwei sigmaendliche
MafBrdume sind und v; und vy weitere (sigmaendliche) Mafle mit
vy < pp und vy < pg, dann gilt auch

nuy X vy K M1 X o
und

dvy
dpi2

dl/1 X Vg

dlll
dpa X pz

wi,ws) =
(w1, w2) o

(w1) 57— (w2).

Definieren Sie: absolute Stetigkeit und Singularitdt von Mafifunktio-
nen, Radon-Nikodym-Dichte, Lebesgue-Zerlegung.

Gegeben ist die Verteilungsfunktion

T firx <0
) 2?+1 firo<z<1,
F(z) = 2x fir1 <z <3,
8 fir x > 3.

Bestimmen Sie die Lebesgue-Zerlegung von pp beziiglich des Lebes-
guemafles.

Definieren Sie: absolute Stetigkeit und Singularitdt von Maffunktio-
nen, Radon-Nikodym-Dichte, Lebesgue-Zerlegung.

F sei eine Verteilungsfunktion. Zeigen Sie: G = F3 ist die Verteilungs-
funktion eines beziiglich pr absolutstetigen Mafles, und bestimmen

i duc
Sie D

Definieren Sie: absolute Stetigkeit und Singularitdt von zwei Maf}-
funktionen, Radon-Nikodym-Dichte.
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(b) Gegeben sind die Verteilungsfunktionen

T fiir x <0,

2?2+1 fir0<z<l1,
F(x) =195, fir 1 <z < 2,

4 flir x > 2,

0 fiir x < 0,
G(x)—{a: fir0 <z <1,

2 +1 firz>1.

Bestimmen Sie die Lebesgue-Zerlegung von g beziiglich pp und die
Radon-Nikodym Dichte des absolutstetigen Anteils.

(a) Definieren Sie absolute Stetigkeit, Singularitéit von zwei Maffunktio-
nen, Radon-Nikodym Dichte, Lebesgue-Zerlegung

(b) Formulieren und beweisen Sie den Zerlegungssatz von Lebesgue.

(c) Gegeben ist die Verteilungsfunktion

0 fir x <0,
) z+1 fir0<z <1,
Fz) = z2 fir 1 <z <2,
6 fir z > 2.

Bestimmen Sie die Lebesgue-Zerlegung von pp beziiglich A und die
Radon-Nikodym Dichte des absolutstetigen Anteils.

15. (1,61, p1) und (Qo, Sa, o) seien zwei sigmaendliche Mafrdume, v ein
weiteres Mafl auf (©21,81) und vy ein weiteres Mafl auf (2, S2). v; =
Via + Vis (Via < Wi, Vis L p;) sei die Lebesgue-Zerlegung von v; beziiglich
Hi-

Zeigen Sie: v1, X 1o, ist der absolutstetige Anteil in der Lebesgue-Zerlegung
von vy X v beziiglich g X po.

16. Gegeben ist die Verteilungsfunktion

0 x <0,
22+1 0<z<1,

F@) =49, 1<z<2,°
4 T > 2.

Bestimmen Sie die Lebesgue-Zerlegung von pp beziiglich A.

7 Integralungleichungen und L,-Riume

1. (a) Definieren Sie Konvergenz im p-ten Mittel, £,-Raum, L,-Raum.

(b) Formulieren und beweisen Sie die Ungleichung von Minkowski.
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(a) Definieren Sie: p-fach integrierbare Funktion, £,-Raum, L,-Raum.

(b) Formulieren und beweisen Sie die Ungleichung von Minkowski.

(¢) Fiir welche Werte von p konvergiert f,,(z) = (nz)~/? im Mafraum
([0,1],B, A) im p-ten Mittel?

(a) Definieren Sie: p-fach integrierbare Funktion, £,-Raum, L,-Raum,
p-Norm.

(b) Zeigen Sie, dass fiir 1 < p < 0o L1 N Loo in L, dicht liegt.

(a) Definieren Sie: p-fach integrierbare Funktion, p-Norm, £,-Raum, L,-
Raum.

(b) Formulieren und beweisen Sie die Ungleichung von Minkowski.

(a) Definieren Sie: p-fach integrierbare Funktion, p-Norm, £,-Raum, L,-
Raum.

(b) Zeigen Sie fiir 1 <p < q <r <oo,dass L, N L, C L, gilt.

sectionProduktraume

1. p1 und po seien Mafle mit der Verteilungsfunktion

_JO0 fallsx <0
Fx) = {xQ falls > 0.

Ferner sei A = {(x,y) € R? : 22 + y? < 1}. Bestimmen Sie (j1 x p2)(A).

(a) Definieren Sie das Produkt von zwei sigmaendlichen Mafrdumen.

(b) Formulieren und beweisen Sie den Satz von Fubini (fiir nichtnegative
Funktionen).

¢) F sei eine Mafifunktion im engeren Sinn. Zeigen Sie
g g
/(F(m bo)— P(2)dA(z) = c.

(a) Definieren Sie das Produkt von zwei sigmaendlichen Mafirdumen.
(b) Auf (R,B) ist ein Maf} u gegeben durch

u(A) = /A 2 dA(x).

Bestimmen Sie p x p({(x1,z2) : 23 + 23 < 1}).

(a) Definieren Sie das Produkt von zwei sigmaendlichen Mafiriumen.

(b) Gegeben sei die Verteilungsfunktion
F(x) = 2%[x > 0].
Bestimmen Sie

e e ({(@r,22) 1 23 + 23 < 1)).
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5. (a) Definieren Sie das Produkt von zwei sigmaendlichen Mafirdumen.
(b) Formulieren und beweisen Sie den Satz von Fubini.
() (%, S, 1i),i = 1,2) seien zwei sigmaendliche Mafirdume, v; < p;, =
1,2. Zeigen Sie v X vy < p1 X pg und %(m) = %(ml)%(m).
6. (a) Formulieren und beweisen Sie den Satz von Fubini.
(b) F und G seien zwei eindimensionale Verteilungsfunktionen. Zeigen
Sie

/( ) F(2)dG(z) = F(b)G(b) — F(a)G(a) — » G(z — 0)dF(z).

7. Bestimmen Sie

lim
M —o0 [0,M] x

(Verwenden Sie 1/x = f[o o) e~ "*d\(t) und den Satz von Fubini)

8. (a) Definieren Sie das Produkt von zwei sigmaendlichen Mafirdumen.
(b) (2,6) sei ein Messraum, f : (Q2,8) — (R,B). Zeigen Sie, dass die
folgenden Mengen & x 9B)-messbar sind:
i Ay ={(z,y): f(x) <a<y},acR,
i {(z,y) : f(2) <y} = Useq Aas
iii. {(z,y): f(z) >y},
iv. {(z,y): f(2) =y}
9. (a) Definieren Sie das Produkt von zwei sigmaendlichen Mafirdumen.
(b) Formulieren und beweisen Sie den Satz von Fubini.

(¢) (92,6, 1), 1 =1,2, seien zwei sigmaendliche Mafirdiume, v;, i = 1,2
zwei weitere Mafle mit v; < p;. Zeigen Sie

V1 X vy < 1 X g
und

dvy
dpz

dV1 X Vg

dVl
dul X 2

(w1, wa) = o

(w1) 7= (wa).

10. (21,61, p1) und (Qo, Sa, o) seien zwei sigmaendliche Mafirdume, v; ein
weiteres Mafl auf (©2;,81) und vy ein weiteres Mafl auf (s, S2). v; =
Via + Vis (Via < Wi, Vis L p;) sei die Lebesgue-Zerlegung von v; beziiglich
M-
Zeigen Sie: v14 X 1o, ist der absolutstetige Anteil in der Lebesgue-Zerlegung
von vy X v beziiglich pg X po.

11. (a) Definieren Sie das Produkt von zwei sigmaendlichen Mafrdumen.
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(b) Die Astroide ist eine ebene Kurve mit der Gleichung
o2/ + [y = 1.
A sei ihr Inneres
A= {(x,y) 2P+ yP? < 13,

Das Maf} © hat beziiglich des Lebesguemafles die Dichte

_ Ay
Fa) = M) = Jal.
Bestimmen Sie g X p(A).

12. (a) Definieren Sie das Produkt von zwei sigmaendlichen Mafrdumen.

(b) u sei das Lebesgue-Stieltjes Mafl mit der Verteilungsfunktion F'(z) =
x|z|. Bestimmen Sie

px p({(z,y) :2® +y* < 1}).

13. (a) Definieren Sie: Markovkern und Produkt von zwei sigmaendlichen
Mafirdumen.
(b) (1,61, p1) und (Qg2, Gz, u2) seien zwei sigmaendliche Mafiriume,
v < pp und ve K po jeweils ein weiteres Mafl auf (21, &1) bzw.
(Q2,83). Zeigen Sie: v1 X vy < 1 X p2 und

v

_ vy
dpiy

dpiz

d(l/l X 1/2)

d(p1 x pi2) (o, 02)

(w1) 7 (w2).

14. (a) Definieren Sie das Produkt von zwei sigmaendlichen Mafrdumen.

(b) Formulieren und beweisen Sie den Satz von Fubini fiir nichtnegative
Funktionen.

(c) Gegeben ist die Verteilungsfunktion
F(x) = 2*[z > 0].
Bestimmen Sie

pr % pr({(z,y) sz +y <1}).

8 Transformationssitze

1. X und Y seien unabhéngig exponentialverteilt mit Parameter A. Bestim-
men Sie die gemeinsame Verteilung von S = X +Y und Q = X/Y. Sind
S und @ unabhingig?
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10.

11.

. X und Y seien unabhingig standardnormalverteilt. Bestimmen Sie die
Verteilung von S = X +Y und Q = X/Y.

X und Y seien unabhéngig mit der Verteilungsfunktion
Fx(z)=¢"°
(a) Bestimmen Sie die Momentenerzeugende Mx.
(b) Bestimmen Sie die Verteilung von X — Y.

X und Y seien unabhéngig exponentialverteilt mit Parameter A. Bestim-
men Sie die Verteilung von X — Y.

(a) Definieren Sie die verallgemeinerte Inverse F'~! einer Verteilungs-
funktion.

(b) Zeigen Sie: wenn U auf [0, 1] gleichverteilt ist, dann ist X = F~1(U) ~
F.

(c) Zeigen Sie: wenn F stetig ist und X ~ F, dann ist F(X) ~ U([0,1]).

¢ und 7 seien unabhéngig exponentialverteilt mit Parameter A bzw. pu.
Bestimmen Sie die Dichte von £ + n.

X und Y seien unabhéngig identisch verteilt mit der Dichte

flx) = 567“'-

Bestimmen Sie die Dichte von X + Y.

X und Y seien unabhiingig gammaverteilt: X ~ T'(a, A), Y ~ T(8, ).
Bestimmen Sie die gemeinsame Verteilung von S = X +Y und Q = X/Y.
Sind S und @ unabhingig?

X und Y sind unabhéngig identisch verteilt mit der Dichte
fz) =220 <z <1].
Bestimmen Sie die Dichte von X + Y.

Die unabhéngigen Zufallsvariablen X und Y haben dieselbe Verteilung
mit der Dichte

1
Fx(@) = fr(e) = ~fa > 1)
Bestimmen Sie die Dichte von X/Y.

X und Y sind unabhingig auf [0, 1] gleichverteilt. Bestimmen Sie die ge-
meinsame Dichte von S = X +Y und D = X — Y und die Wahrschein-
lichkeit P(S < 1/2, D < 1/2).
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9 Null-Eins Gesetze

1. Formulieren und beweisen Sie das Null-Eins Gesetz von Kolmogorov fiir
eine Folge von unabhingigen Ereignissen.

2. (a) Formulieren und beweisen Sie das 0-1-Gesetz von Kolmogorov fiir
Ereignisse.

(b) (X,,) sei eine Folge von unabhingigen Zufallsvariablen, X,, = (X +

...+ Xn)/n. Zeigen Sie dass es Zahlen —oo < a < b < oo gibt, sodass

liminf X,, = a,limsup X,, = b.

3. (a) Formulieren und beweisen Sie das 0-1-Gesetz von Kolmogorov fiir
Ereignisse.

(b) (X,,n € N) sei eine Folge von unabhéingigen Zufallsvariablen. Zeigen
Sie: Y = limsup,,_,,, X, ist deterministisch, genauer:

Y =sup{ceR: ZP(X" > ¢) = oo}
neN

10 Charakteristische Funktionen

1. Bestimmen Sie die charakteristische Funktion der Gleichverteilung auf
[-1,1] und zeigen Sie, dass es keine unabhingigen identisch verteilten
Zufallsvariablen X und Y gibt, sodass X — Y auf [—1, 1] gleichverteilt ist.

2. Wie oft muss man wiirfeln, damit die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die
Summe der Augenzahlen mindestens 100 betrégt, nicht kleiner als 0.9 ist
(verwenden Sie eine geeignete Approximation)?

3. (a) Definieren Sie die schwache Konvergenz einer Folge von Wahrschein-
lichkeitsmaflen und die Konvergenz in Verteilung einer Folge von Zu-
fallsvariablen.

(b) Formulieren und beweisen Sie den zentralen Grenzwertsatz fiir eine
Folge von unabhéngigen identisch verteilten Zufallsvariablen.

4. (a) Definieren Sie die schwache Konvergenz einer Folge von Wahrschein-
lichkeitsmaflen und die Konvergenz in Verteilung einer Folge von Zu-
fallsvariablen.

(b) X, sei binomialverteilt mit Parametern n und p,, und lim,,_, o np, =
M. Zeigen Sie, dass (X,,) in Verteilung gegen eine Poissonverteilung
konvergiert.

5. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass in 500 Wiirfen eines
fairen Wiirfels die Anzahl der Sechsen grofier als 100 ist.
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6.

10.

11.

12.

()

(b)

Definieren Sie die schwache Konvergenz einer Folge von Wahrschein-
lichkeitsmaflen und die Konvergenz in Verteilung einer Folge von Zu-
fallsvariablen.

Formulieren und beweisen Sie den zentralen Grenzwertsatz fiir un-
abhéngig identisch verteilte Zufallsvariable.

Wie oft muss man wiirfeln, damit die Wahrscheinlichkeit, mehr als
100 Sechsen zu wiirfeln, mindesten 0.9 betrégt?

Definieren Sie die schwache Konvergenz einer Folge von Wahrschein-
lichkeitsmaflen und die Konvergenz in Verteilung einer Folge von Zu-
fallsvariablen.

Formulieren und beweisen Sie den zentralen Grenzwertsatz fiir un-
abhéngig identisch verteilte Zufallsvariable.

P,P,,n € P, seien Wahrscheinlichkeitsmafie auf (R, ) und absolut-
stetig beziiglich des sigmaendlichen Mafles i, f, f,, seien die zugehori-
gen Radon-Nikodym-Dichten. Zeigen Sie: wenn f,, — f punktweise,
dann P, = P.

Definieren Sie die schwache Konvergenz einer Folge von Wahrschein-
lichkeitsmaBen auf (R,®) und die Konvergenz in Verteilung einer
Folge von Zufallsvariablen.

(Xn,n € N) und X seien Zufallsvariable mit Werten in Z. Zeigen Sie
dass (X,,) genau dann in Verteilung gegen X konvergiert, wenn fiir
allex € Z P(X,, =z) - P(X = x).

Definieren Sie: schwache Konvergenz von Wahrscheinlichkeitsmafen,
Konvergenz in Verteilung, charakteristische Funktion.
Formulieren und beweisen Sie den zentralen Grenzwertsatz.

Ein fairer Wiirfel wird 1000 mal geworfen. Bestimmen Sie n&herungs-
weise die Wahrscheinlichkeit, dass die Summe der Augenzahlen mehr
als 3600 betrégt.

Definieren Sie: schwache Konvergenz von Wahrscheinlichkeitsmafien,
Konvergenz in Verteilung, charakteristische Funktion.

Formulieren und beweisen Sie den zentralen Grenzwertsatz.
Definieren Sie: schwache Konvergenz von Wahrscheinlichkeitsmafien,
Konvergenz in Verteilung, charakteristische Funktion.

Wie oft muss man wiirfeln, damit die Wahrscheinlichkeit, dass die
Summe der Augenzahlen grofer als 150 ist, mindestens 90% betragt?
Definieren Sie: schwache Konvergenz von Wahrscheinlichkeitsmafen,
Konvergenz in Verteilung, charakteristische Funktion.

Formulieren und beweisen Sie den zentralen Grenzwertsatz.
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(¢) Ein fairer Wiirfel wird 100 mal geworfen. Bestimmen Sie (ndherungs-
weise) die Wahrscheinlichkeit, dass die Anzahl der Sechsen minde-
stens 21 ist.

13. (a) Definieren Sie: schwache Konvergenz von Wahrscheinlichkeitsmafen,
Konvergenz in Verteilung, charakteristische Funktion.

(b) Berechnen Sie die charakteristische Funktion fiir die Exponentialver-
teilung und die Laplaceverteilung mit der Dichte

1

fz) = §€_|z‘~

14. Wie oft muss man wiirfeln, damit die Wahrscheinlichkeit, dass die Summe
der Augenzahlen mindestens 1000 betriigt, groser als 0.9 ist (verwenden
Sie eine geeignete Approximation)?

15. (a) Definieren Sie: schwache Konvergenz von Wahrscheinlichkeitsmafen,
Konvergenz in Verteilung, charakteristische Funktion.

(b) Formulieren und beweisen Sie den zentralen Grenzwertsatz.

(¢) (Xn,n € N) sei eine Folge von unabhéngigen, auf [0, 1] gleichverteil-

ten Zufallsvariablen,

Y, = (J]x)'
i=1

Bestimmen Sie (ndherungsweise)

P(Ys0 > E(Y50)).

16. (a) Definieren Sie: schwache Konvergenz, Konvergenz in Verteilung, cha-
rakteristische Funktion.

(b) Formulieren und beweisen Sie den zentralen Grenzwertsatz

(¢) (Resolute Minderheit) Bei einer Umfrage sind 1000000 Personen wahl-
berechtigt. Davon sind 2800 unbedingt dafiir, die restlichen Perso-
nen sind indifferent und entscheiden bei der Abstimmung mit Wahr-
scheinlichkeit 1/2 dafiir, mit Wahrscheinlichkeit 1/2 dagegen. Bestim-
men Sie (ndherungsweise) die Wahrscheinlichkeit, dass die Entschei-
dung negativ ausfillt.

17. (Zum heutigen Welttierschutztag) Ein begeisterter Tierschiitzer sieht téglich
im Fernsehen vier Werbespots, die zum Schutz bedrohter Tierarten auffor-
dern. Jedesmal spendet er (unabhiingig von allen anderen Spenden) mit
Wahrscheinlichkeit 0.6 5 Euro, mit Wahrscheinlichkeit 0.3 10 Euro und
mit Wahrscheinlicheit 0.1 20 Euro. Wieviel Geld muss er am Anfang des
Jahres beiseite legen, damit seine Spenden wihrend des Jahres (365 Ta-
ge) damit mit Wahrscheinlichkeit 0.9 abgedeckt sind (verwenden Sie eine
geeignete Approximation)?
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18.

19.

20.

21.

22.

11

1.

2.

(X,,) sei eine Folge von unabhiéngigen Zufallsvariablen mit P(X,, = 1) =
P(X, = —1) = 1/2, (a,) eine beschrinkte Folge von reellen Zahlen mit

2 i ; \q
n O = 00. Zeigen Sie, dass

i1 aiXi
E?:l a’Lz

in Verteilung gegen eine Standardnormalverteilung konvergiert.

(a) Definieren Sie: schwache Konvergenz, Verteilungskonvergenz, charak-
teristische Funktion.

(b) Drei der Seitenflichen eines fairen Wiirfels tragen die Zahl 1, zwei
die Zahl 2 und eine die Zahl 3. Dieser Wiirfel wird 45 mal gewor-
fen. Bestimmen Sie (n&herungsweise) die Wahrscheinlichkeit, dass
die Summe der gewiirfelten Zahlen hochstens 82 betrégt.

Ein besorgter Européer sieht téglich im Internet vier Werbespots, die zum
Kauf von Vorraten fiir den bevorstehenden Blackout auffordern. Jedesmal
kauft er (unabhéingig) mit Wahrscheinlichkeit 0.6 nichts, mit Wahrschein-
lichkeit 0.3 Waren im Wert von 10 Euro und mit Wahrscheinlicheit 0.1
Waren um 20 Euro. Wieviel Geld muss er am Anfang des Jahres beisei-
te legen, damit seine Eink#dufe wihrend des Jahres (365 Tage) dadurch
mit Wahrscheinlichkeit 0.9 abgedeckt sind (verwenden Sie eine geeignete
Approximation)?

(a) Definieren Sie: schwache Konvergenz, Verteilungskonvergenz, charak-
teristische Funktion

(b) Ein Wiirfel hat auf einer Seite die Ziffer 1, auf zwei Seiten die Ziffer
2 und auf drei Seiten die Ziffer 3. Dieser Wiirfel wird 45 Mal gewor-
fen. Bestimmen Sie ndherungsweise die Wahrscheinlichkeit, dass die
Summe der gewiirfelten Zahlen kleiner als 100 ist.

(a) Definieren Sie: schwache Konvergenz, Verteilungskonvergenz, charak-
teristische Funktion.

(b) Eine symmetrische stabile Verteilung hat die charakteristische Funk-
tion

o(t) = "

mit a > 0. Zeigen Sie, dass o < 2 gelten muss.

Momente und die Momentenerzeugende

Formulieren und beweisen Sie das Gesetz vom iterierten Logarithmus fiir
standardnormalverteilte Zufallsvariable.

(a) Definieren Sie: n-tes Moment einer Zufallsvariable, momentenerzeu-
gende Funktion, kumulantenerzeugende Funktion.
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(b) Formulieren und beweisen Sie das Gesetz vom iterierten Logarithmus
fiir normalverteilte Zufallsvariable.

3. (a) Definieren Sie: n-tes Moment einer Zufallsvariable, momentenerzeu-
gende Funktion, kumulantenerzeugende Funktion.

(b) Berechnen Sie die Momente und die Momentenerzeugende Funktion
fiir die Laplaceverteilung mit der Dichte

el

f@) =

4. (a) Definieren Sie: Moment, absolutes Moment, zentrales Moment, mo-
mentenerzeugende Funktion, kumulantenerzeugende Funktion..

(b) Bestimmen Sie die Momente und die Momentenerzeugende fiir die
Exponentialverteilung E(\).

(¢) Formulieren und beweisen Sie das Gesetz vom iterierten Logarithmus
fiir normalverteilte Zufallsvariable.

12 Martingale

1. (a) Definieren Sie Martingal, Submartingal, Stoppzeit.
(b) Formulieren und beweisen Sie die Maximalungleichung von Doob.
(¢) Xi,...,X, seien unabhingig standardnormalverteilt, Sy = Zigk X;.
Wenden Sie die Maximalungleichung auf e*>» an und bestimmen Sie
eine moglichst gute Abschéitzung fiir

P(Iglga:f S > z) (x> 0).

2. (a) Formulieren und beweisen Sie den Martingal-Konvergenzsatz.
(b) v <« p seien zwei Wahrscheinlichkeitsmafie auf ((0, 1], B),

v((k27", (k+1)27"])

fulz) = ,x € (k27" (k+1)27"],k=0,...2"—1.
w((B2, (k + 1)2-7]) ]
Zeigen Sie, dass (f,) ein Martingal ist und dass f, — Z—Z u-fast
iiberall.
3. (X1,...,X,41) seien unabhiingig und identisch verteilt mit endlichem Er-
wartungswert, S, = X1 + ...+ X,,. Zeigen Sie, dass
E:M,i:l,...,n
n+1—1

ein Martingal ist.

4. (a) Definieren Sie: Filtration, Martingal, Submartingal.
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(b) (X,,n > 1) sei eine Folge von unabhingigen identisch verteilten Zu-
fallsvariablen mit E(X,) = 0 und V(X,,) = 1. Zeigen Sie, dass

=0

und S2 — n Martingale sind.

5. (a) Definieren Sie: Filtration, Martingal, Submartingal, Stoppzeit.

(b) Formulieren und beweisen Sie die Maximalungleichung von Doob.
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