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Kapitel 1

Einleitung

For he, by Geometrick scale, Could take
the Size of Pots of Ale

Samuel Butler

Ich hoffe, meine Leserinnen und Leser verzeihen mir den kleinen Kalauer mit “der Mafi” (es
wird nicht der letzte sein). Bei néherer Betrachtung stellt sich heraus, dass man damit nicht allzu
weit vom Thema abkommt — schliefSlich kommt beides von “messen”. Auflerdem sind wir nicht
in schlechter Gesellschaft — kein geringerer als Hilbert hat ja gesagt, dass man genausogut mit
Tischen, Stiihlen und Bierkriigen Geometrie betreiben kann wie mit Ebenen, Geraden und Punkten
(vorausgesetzt, es herrschen dazwischen dieselben Beziehungen — eine allerliebste Vorstellung, das
Verbindungsseidel).

Fiir uns Mathematiker ist die Mafl (zumindest auf dem entsprechenden Abstraktionsniveau)
einfach eine Punktmenge im Raum R3. Das Ma8, im Alltag eher Inhalt oder Volumen genannt,
einer solchen Menge ist eine Zahl, die verniinftigerweise zumindest die folgenden Eigenschaften
haben sollte:

1. Nichtnegativitat,

2. Additivitdt: das Maf} der Vereinigung zweier disjunkter Mengen ist die Summe der Mafle der
einzelnen Mengen,

3. Bewegungsinvarianz: das Maf} einer Menge &ndert sich nicht, wenn man sie dreht oder ver-
schiebt.

Diese Forderungen sind in der elementaren Geometrie recht erfolgreich, und wir werden sie als
Ausgangspunkt fiir die Entwicklung der weiteren Theorie nehmen. Wir werden allerdings allgemei-
nere Mafle zulassen (also auf die Bewegungsinvarianz verzichten) und dafiir den zweiten Punkt ein
wenig erweitern.

1.1 Messen und Ziahlen

Bevor wir uns mit dem Messen von Flidchen und Volumina befassen, wollen wir an die Urgriinde
des Messens zuriickkehren: letzten Endes messen wir Langen, Flachen und Volumina, indem wir
zéhlen, wie oft ein (kleines) Referenzmaf hineinpasst (und Archimedes, von dem noch die Rede
sein wird, hat den Euklidischen Axiomen eines hinzugefiigt, das besagt, dass auch von einer sehr
kurzen Strecke nur endlich viele Kopien in eine lange hineinpassen).

Das Ziahlen wiederum besteht, wenn man keine Abkiirzungen verwendet, aus einem fortwéhren-
den Um-Eins-Weiterzdhlen, 0-1-2—.... Alle Zahlen, die wir so erhalten, bilden die natiirlichen
Zahlen. In der Theorie der Ordinalzahlen wird diese Menge der natiirlichen Zahlen gerne mit w be-
zeichnet, und das Standardmodell fiir die natiirlichen Zahlen verwendet 0 = § und a+1 = aU{a}.
Mit diesem Modell kann man nach w weiterzéhlen: w+1,w+2, ..., und mit entsprechend viel (un-
endlicher) Zeit kommt man zu Zahlen wie w + w, w * w usw. (das Produkt kann man als die Paare
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von natiirlichen Zahlen mit der lexikographischen Ordnung ansehen). Alle die Mengen, die wir so
erhalten, haben eine natiirliche Ordnung, die eine besondere Eigenschaft haben: jede Teilmenge hat
ein kleinstes Element. Eine solche Ordnung heifit Wohlordnung. Es ist nicht schwer zu sehen, dass
von zwei wohlgeordneten Mengen eine zu einem Anfangsstiick der anderen (Ordnungs-)isomorph
ist, und dass eine solche Einbettung eindeutig bestimmt ist.

Wenn man an das Auswahlaxiom glaubt, dann kann jede Menge wohlgeordnet werden, und
unter unseren “immer eins weiter’-Ordinalzahlen gibt es genau eine, die zu dieser Wohlordnung
isomorph ist. Das gibt eine Moglichkeit, schwierige Dinge zu beweisen, die transfinite Induktion.
Die verlauft dhnlich wie die Induktion in den natiirlichen Zahlen, nur gibt es jetzt neben den
Zahlen, die einen unmittelbaren Vorgénger haben (wie die endlichen Zahlen) noch die Limeszahlen
(wie w), die nicht als Vorgéinger+1, sondern als Vereinigung aller kleineren erhalten werden, und
in der transfiniten Induktion gibt es dann zwei Induktionsschritte fiir diese beiden Félle.

Etwas einfacher und mit weniger Bedarf an Struktur kommt das Konzept der Méchtigkeit aus,
sogar ohne Zahlen, wie in der Geschichte von dem R&uber und der Rauberin, die eine Anzahl von
Dublonen erbeutet haben und dann beim Teilen feststellen, dass sie nicht weiter als bis 3 zéhlen
konnen und dividieren schon gar nicht. Sie kommen zu einer gerechten Aufteilung, indem sie die
Miinzen nach dem Prinzip “eine fiir dich, eine fiir mich” gegeniiberlegen.

Diese Methode gibt uns die Moglichkeit, zwei Mengen zu vergleichen, indem wir sie als gleich
grofl (gleich méichtig) ansehen, wenn es eine Bijektion zwischen ihnen gibt, und andernfalls die
Menge als kleiner ansehen, die in die andere injektiv abgebildet werden kann. Es kénnte natiirlich
sein, dass zwei Mengen gar nicht in diesem Sinn vergleichbar sind, aber das Auswahlaxiom hilft
uns, auch diese Hiirde zu iiberwinden. Die Aquivalenzklassen von gleichméchtigen Mengen nennen
wir Kardinalzahl. Die bekannte Tatsache, dass eine Potenzmenge stets grofiere Méchtigkeit hat
als ihre Grundmenge, sagt uns, dass es neben den unendlich vielen endlichen Kardinalzahlen auch
unendlich viele unendliche (transfinite) gibt. Wir kénnen die Kardinalzahlen mit Hilfe der Ordinal-
zahlen durchnumerieren. Traditionellerweise werden dafiir hebrédische Buchstaben verwendet, Ng
(sollte eigentlich ¢N geschrieben werden) ist die Méchtigkeit der natiirlichen Zahlen, Ry die erste
iiberabzihlbare, usw. Eine zweite Hierarchie ergibt sich durch bilden der Potenzmenge: Jy = Ng,
und 3,1 ist die Méchtigkeit der Potenzmenge von 3,. Insbesondere ist J; die Michtigkeit der
reellen Zahlen. An dieser Stelle erhebt sich natiirlich die Frage, ob sich die beiden Hierarchien
unterscheiden. Der Fall Ry = J; ist als die “Kontinuumshypothese” bekannt. Sie ist — wie auch
die verallgemeinerte Kontinuumshypothese 3, = X, fiir alle @« — unabhéngig von den iibrigen
Axiomen der Mengenlehre (ZFC).

Wir werden zwei Schreibweisen fiir die Méchtigkeit von Mengen verwenden: card(A) fiir die
Michtigkeit im Sinne der Kardinalzahlen, und |A| fiir die etwas grobere Version, die die verschie-
denen Unendlichkeiten nicht unterscheidet und unendlichen Mengen den Wert oo zuordnen. Fiir
die oft gebrauchte Bedingung “héchstens abzéihlbar”, card(A) < Ny werden wir einfach A < Vg
schreiben.

1.2 Das Grab des Archimedes

Nach dem kurzen mengentheoretischen Vorgeplinkel (das hier nicht nur aus Jux und Tollerei steht
— in der Mafitheorie gibt es einige Fragen, deren Antwort sehr davon abhéngt, welche Axiome der
Mengentheorie zugrunde liegen), wollen wir uns mit einigen Fragen der Flichen- und Volumsbe-
rechnung beschéftigen und folgen dabei Archimedes, der auf seine Berechnung von Kugelvolumen
und -oberfléche so stolz war, dass er verfiigte, dass sein Grabmal mit einer Darstellung von Kugel
und Zylinder geschmiickt werden soll. Abbildung 1.2 zeigt die Wiederentdeckung dieses Grabes
durch Cicero 78 v.C., gesehen durch die Augen des frithen 19. Jahrhunderts.

Bevor wir uns aber mit dieser dreidimensionalen Frage herumschlagen, sehen wir uns an, wie
Archimedes zu seinen Naherungen fiir die Kreiszahl m gekommen ist, bekanntlich

310 _ o3l
71 =T =07

Die Methode besteht darin, dem Kreis Vielecke mit wachsender Seitenzahl einzuschreiben und
umzuschreiben. Der Umfang des Kreises liegt dann zwischen den Umfiéngen der beiden Vielecke
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Abbildung 1.1: Cicero entdeckt das Grab des Archimedes, Benjamin West, 1804
In der rechten obere Ecke ist die Kugel zu erkennen

(Archimedes hat dafiir praktisch das Konzept der Konvexitét erfunden), etwas leichter ist das fiir
die Flichen zu sehen. Archimedes begann mit dem Sechseck und gelangte durch Verdoppeln der
Seitenzahlen bis zum 96-Eck. Das kann man mit heutigen Mitteln etwa so machen, dass wir den
Umfang des eingeschriebenen 3 - 2"-Ecks mit u,, und den des umgeschriebenen mit U, bezeichnet.
Mit der Notation a,, = 1/U,, b, = 1/u,, ergeben sich die Rekursionsformeln

an +b
Up41 = - 9 n’ bn+1 =V an+1bn

(wenn man unter der Wurzel a,,1+1 durch a,, ersetzt, dann konvergieren iibrigens die Folgen a,,
und b,, gegen einen gemeinsamen Grenzwert, das arithmetisch-geometrische Mittel von ag und bg;
und — Uberraschung — auch das kann man zur Berechnung von 7 verwenden, und hier ist die
Konvergenz sehr viel schneller als mit der Archimedes-Methode oder der beliebten Arcustangens-
reihe).

Fiir uns ist hier allerdings nur die Methode wichtig: es werden zu einer Menge A Teil- und
Obermengen gesucht, deren Inhalt hinreichend leicht zu bestimmen ist; das Supremum der Inhalte
der eingeschriebenen Mengen ist das innere Mafl von A, das Infimum der Inhalte der umgeschrie-
benen Mengen das duflere Mafl. Wenn inneres und dufleres Maf {ibereinstimmen, dann nennen wir
die Menge A messbar. Die Details hdngen davon ab, wie “hinreichend leicht” interpretiert wird.
Verwendet man wie Archimedes Vielecke, filhrt das zum Jordan-Maf}, verwendet man abzihlba-
re Vereinigungen von Vielecken fiir aulen und die Komplemente von solchen Vereinigungen fiir
innen, dann ergibt sich das Lebesgue-Maf} (das sich vom Jordan-Mafl nur durch seinen gréfieren
Definitionsbereich unterscheidet). Die Details dazu werden wir im néichsten Kapitel behandeln.

Doch nun zu Archimedes’ erstem Zugang zum Volumen der Kugel (den er selbst als zu wenig
geometrisch empfunden hat, deswegen hat er einen zweiten, “geometrischeren” Beweis geliefert):
wir stellen eine Kugel mit Radius r und, einen Kegel und einen Zylinder (jeweils mit Radius und
Hohe 2r) nebeneinander und schneiden in Hohe 2 — vom Scheitel der Kugel bzw. der Spitze des
Kegels nach unten gemessen. Die Schnitte sind jeweils Kreise, beim Kegel mit Radius x, beim
Zylinder mit Radius 2r und bei der Kugel mit Radius y/x(2r — z). Die Summe der Flichen der
Schnitte von Kreis und Zylinder ergeben

221 4 2(2r — 2)7 = 2raT.

Das ist nicht dasselbe wie die Fliche des Zylinderschnitts (4r%7) sondern steht dazu im Verhltnis
2 : 2r. Und hier kommt das ebenfalls von Archimedes entdeckte Hebelgesetz zu Hilfe: wir stecken
den Kreis (und betrachten jetzt die Kreise als sehr diinne aber doch materielle Scheiben) aus dem
Zylinder in Entfernung z vom Drehpunkt (hochkant) auf einen Hebel, die beiden anderen Kreise
héngen wir an eine Schnur, die in Entfernung 2r auf der anderen Seite am Hebel befestigt ist. Die
Scheiben sind dann im Gleichgewicht, und das bleibt auch so, wenn wir alle anderen Scheibchen
dazugeben. Am Ende steckt der ganze Zylinder horizontal auf dem Hebel, sein Schwerpunkt liegt
in Entfernung r vom Drehpunkt, die Kugel und der Kegel in Entfernung 2r wiegen ihn auf. Also
betragen die vereinigten Volumina von Kugel und Kegel genau die Hilfte des Zylindervolumens,
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und weil der Zylinder genau ein Drittel des Volumens des Zylinders hat (was schon vor Archimedes
bekannt war), ergibt sich das Kugelvolumen als die bekannten 4737 /3. Der heute natiirlicher er-
scheinende Weg, mithilfe des Prinzips von Cavalieri zu zeigen, dass eine Halbkugel und ein Zylinder
mit Radius und Hohe r und kegelférmiger Bohrung gleiches Volumen haben, weil die Schnitte in
gleichen Hohen gleiche Fléchen haben, ist von Galileo Galilei erstmals beschritten worden.

Fiir uns ist es mit der Infinitesimalrechnung ein leichtes, Flachen von einfachen Figuren zu
bestimmen. Wenn etwa f eine stetige nichtnegative Funktion ist, dann kénnen wir die Fliche der
Menge

A={(z,y):a<z<b0<y< f(zx)}

als das Integral
b
F(A) = / f(x)dx

bestimmen. Das lauft darauf hinaus, dass wir diese Fliche in vertikale Streifen zerlegen (Abb. 1.2).

0.6

0.4

0.0 0.2
| |
—
———
//

Abbildung 1.2: Das Riemann-Integral

Diese Methode zeigt einen wesentlichen Unterschied zu den Uberlegungen von Archimedes,
Galileo und Cavalieri: dort wurden nicht vertikale, sondern horizontale Scheibchen verwendet.
Warum sollen wir das nicht auch fiir unser Integral verwenden? Wir zerlegen die Fléche unter der
Kurve also jetzt so:

1.0

0.8

04
™~
/

02
-

Abbildung 1.3: Das Lebesgue-Integral
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Wir bestimmen also die Fléche jetzt als
F(A) = / Léange von{z : a < x < b, f(z) > y}dy.
0

Es ist nicht gleich auf den ersten Blick erkennbar, dass diese Idee wirklich einen Vorteil bringt, aber
es wird sich herausstellen, dass sie einen Integralbegriff liefert, der viele angenehme Eigenschaften
hat: es konnen wesentlich mehr Funktionen integriert werden als mit dem Riemann-Integral, die
Bedingungen fiir Grenziibergéinge unter dem Integral werden sehr viel einfacher und allgemeiner,
und ganz nebenbei erhalten wir auch ein Kriterium fiir die Riemann-Integrierbarkeit einer Funktion.

Fiirs erste miissen wir aber feststellen, dass wir fiir dieses Integral noch ein wenig an unse-
rem Konzept der Liangenmessung arbeiten miissen. Wenn wir namlich die Parabel aus den vorigen
Abbildungen auf den Kopf stellen, zerfallt der horizontale Schnitt in zwei Teile. Das ist nicht wirk-
lich ein Problem, weil wir natiirlich die Gesamtlange als die Summe der Lingen der Teilintervalle
bestimmen. Etwas komplizierter ist die Funktion

_ [sin(l/z) fir0 <z <1,
J(@) {0 fiir = 0.

Diese ist im Intervall [0, 1] Riemann-integrierbar (die eine Unstetigkeit bei 0 stért nicht wirklich),
wenn wir aber die horizontalen Schnitte betrachten, dann zerfallen diese in (abzihlbar) unendlich
viele Teilintervalle. Auch in diesem Fall werden wir die Gesamtlinge als die (jetzt unendliche)
Summe der Langen der Teilintervalle berechnen wollen. Dieses Beispiel zeigt schon den schlimmsten
Fall, den es zumindest fiir stetige Funktionen geben kann: die Schnittmenge in Hohe y ist ja als
Urbild der offenen Menge (y,c0) offen, und bekanntlich kann jede offene Teilmenge von R als
abzéhlbare Vereinigung von disjunkten offenen Intervallen dargestellt werden.

1.3 Wahrscheinlichkeiten

Eine weitere wichtige Klasse von Maflen kommt aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung: betrachten
wir etwa das zweitliebste Spielzeug des Probabilisten, den Wiirfel. Die méglichen Ausgiinge (“Ele-
mentarereignisse”) sind die Zahlen von 1 bis 6, von denen man meistens annimmt, dass sie alle
mit der gleichen Wahrscheinlichkeit angenommen werden. Ereignisse wie “die Augenzahl ist gera-
de” kann man als Menge von Elementarereignissen, bei deren Auftreten dieses Ereignis eintritt,
schreiben (in unserem Beispiel also {2,4,6}). Diesen Ereignissen werden nichtnegative Zahlen, ihre
Wahrscheinlichkeiten, zugeordnet. Wieder ist die Wahrscheinlichkeit der Vereinigung von zwei dis-
junkten Ereignissen die Summe der einzelnen Wahrscheinlichkeiten. Wir haben also auch hier ein
Maf3 mit der zusétzlichen Einschrinkung, dass die Funktionswerte hiochstens gleich 1 sein diirfen.
Ein solches Maf} heifit dann “Wahrscheinlichkeitsmafl”.

1.4 Voraussetzungen und Notation

1.4.1 Notation

I am the one who loves changing from
nothing to one.

Leonard Cohen, You know who I am

Wir verwenden die iiblichen Symbole:

e N=1{1,2,...}, die natiirlichen Zahlen

e Ny =1{0,1,2,...}, die natiirlichen Zahlen
e 7, die ganzen Zahlen,

e Q, die rationalen Zahlen,
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e R, die reellen Zahlen,
e C, die komplexen Zahlen.

Eine komplexe Zahl ist von der Form z = a+bi mit i> = —1. a ist der Realteil, b der Imginérteil
von z, in Zeichen
a=%R(z)=R(a+b),b=(z) = S(a+ bi).

Wenn wir von einer der drei Mengen Z,Q,R nur die positiven (negativen) Elemente betrach-
ten, dann zeigen wir das durch ein hochgestelltes +(-) an. Alle Mengen kénnen wir durch die
Unendlichkeiten 4-cc ergiinzen, etwa N = NU {oo} und R = R U {—00, c0}.

Fiir die komplexe Zahl z = a + bi bezeichnen wir Real- und Imaginé&rteil mit

R(z) = R(a + bi) = a, S(z) = S(a+ bi) =b.

In den meisten Fillen haben wir es mit Mengen zu tun, die Teilmengen einer vorher festgelegten
Grundmenge € sind. Fiir diese Mengen kénnen wir die iiblichen Operationen Vereinigung, Durch-
schnitt und Differenz (AUB, ¢ Ai, ANB,(;c; Ai, A\ B) und auch das Komplement A = Q\ A
bilden. Gelegentlich verwenden wir auch die symmetrische Differenz

AAB=(A\B)U(B\A)=(AUB)\ (ANB).
Das Produkt von zwei Mengen ist
Ax B={(z,y) :x € Ay € B}.
Diese Multiplikation ist eigentlich nicht assoziativ, wir tun aber so und setzen
AxBxC={(z,y,2):x€Aye B,z C}.

Unendliche Produkte definieren wir als die Menge aller Auswahlfunktionen:

XAi={f:1-JAi: f(i)e A}
T

icl

Wenn alle A; dieselbe Menge A sind, dann schreiben wir fiir das Produkt A’. Es ist also etwa RE
die Menge aller reellen Funktionen auf den reellen Zahlen.
Die Indikatorfunktion einer Menge A ist die Funktion (mit Definitionsbereich §2)

1 wenn x € A,
A(x)_{O wenn r & A.

Wir bezeichnen also die Indikatorfunktion mit demselben Buchstaben wie die Menge selbst. Das
spart ein wenig Schreibarbeit und sollte in den meisten Fillen keine Verwirrung stiften. Diese Idee
steckt etwa auch hinter der Notation 24 fiir die Potenzmenge von A, die auch wir verwenden
werden: im Standardmodell fiir die natiirlichen Zahlen ist ja 2 = {0,1} und damit 24 die Menge
aller Indikatorfunktionen auf A.

Diese Identifikation von Mengen mit ihren Indikatorfunktionen gibt uns die Moglichkeit, dis-
junkte Vereinigungen sparsam aufzuschreiben: A = B 4+ C bzw. A = )", A; soll bedeuten, dass
die Mengen B und C bzw. A;,i € I disjunkt sind und Vereinigung A haben, denn das ist genau
das, was man erhilt, wenn man die Gleichungen als Gleichungen zwischen den Indikatorfunktionen
interpretiert.

Sehr oft kommen Mengen der Form {x € Q : P(z)} vor, wobei P irgendeine Aussage iiber x ist.
Dafiir verwenden wir die Kurznotation [P]. Die Schnittmengen aus dem vorigen Kapitel kénnten
wir also einfach als [f > y] schreiben. Natiirlich diirfen wir eine solche Menge auch wieder als ihre
eigene Indikatorfunktion interpretieren, und wir werden auch Notationen wie [z > 0] verwenden,
die wir so interpretieren, dass dieser Ausdruck den Wert 1 hat, wenn die Aussage in der Klammer
zutrifft und sonst den Wert 0. Damit sind etwa A(x) und [z € A] gleichbedeutend und geben Wert
1, wenn z € A, und sonst 0.
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Funktionen schreiben wir einfach mit ihrem Namen, etwa f oder — gleichbedeutend — mit
den Notationen f() und f(.) (speziell wenn wir sehr deutlich machen wollen, dass wir nicht eine
Menge selber, sondern ihre Indikatorfunktion meinen). Die letzte Notation ist besonders niitzlich,
wenn wir bei einer Funktion von zwei Variablen eine festhalten wollen, etwa

f(z1,.) s xo = f(x1,22) (z1 fix, Funktion des zweiten Arguments).

Mit unserer Identifikation von Mengen und ihren Indikatoren konnen wir dieselbe Notation fiir
Mengen verwenden:

A(z1,.) = {x2 : (x1,22) € A}.

Eine Funktion f : Q; — Q9 induziert (durch ihre elementweise Anwendung) eine Funktion von
2% nach 292, die wir wieder mit f bezeichnen, also fiir A C €;:

f(A) ={f(z),z € A}.

Das konnte man natiirlich weiterspinnen...

Wenn f : Q; — Qs injektiv ist, dann gibt es die Umkehrfunktion f=!: f(Q;) — Q. Mit der-
selben Notation bezeichnen wir auch die Urbildfunktion, die auf der Potenzmenge von €2y definiert
ist:

fY(B)={weQ : fw) € B}

Eine Quelle der Zweideutigkeit bei unserer Schreibweise der Indikatoren sind Ausdriicke wie
A+ 1 oder 2A. Der letzte Ausdruck kann entweder als die Funktion interpretiert werden, die allen
Elementen von A den Wert 2 zuordnet und sonst 0 ist, oder als die Menge, deren Elemente durch
Verdoppeln der Elemente von A erhalten werden. Wir werden die erste Interpretation verwenden,
fiir den anderen Fall fithren wir neue Operatoren ein:

adA={a+z,0c A},AeB={x+y:x€ A yec B},

und analog fiir ,®, @.
Fiir Maxima und Minima haben wir auch eine sparsame Notation:

x Vy:=max(z,y),x Ay = min(z, y).

Das Supremum und das Infimum einer Menge sind die kleinste obere und die grofite untere
Schranke (wir nehmen natiirlich an, dass es sich um eine Teilmenge einer Grundmenge Q — meist
der reellen Zahlen — handelt, in der diese Operationen moglich sind). Mit der entsprechenden
Interpretation von “ex falso quodlibet” kommt man zu den Interpretationen

inf ) = supQ,sup® = inf Q

(jedes Element von  ist ja eine obere Schranke fiir (). Speziell in den reellen Zahlen haben wir
also inf ) = co.

1.4.2 Voraussetzungen

Es gibt einige Dinge aus der Analysis, die hier als bekannt vorausgesetzt werden; einiges davon
wird leider erst parallel zu dieser Vorlesung entwickelt. Speziell sind das das Riemann-Integral
(fiirs erste sollte das geniigen, was sie aus der Schule dariiber wissen) und die Topologie der reellen
Zahlen:

e offene/abgeschlossene Mengen

e die topologische Definition der Stetigkeit: f ist genau dann stetig, wenn fiir jede offene Menge
U f~Y(U) offen ist

e der Satz von Heine-Borel: eine Teilmenge von R? ist genau dann kompakt, wenn sie be-
schriinkt und abgeschlossen ist (eine Menge wird kompakt genannt, wenn zu jeder Uber-
deckung dieser Menge durch offene Mengen eine eine endliche Teiliiberdeckung existiert).

Weil hier mit Analysis eine klassische race condition besteht, ein quick and dirty Beweis der
Version, die wir benotigen:
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Satz 1.1: Heine-Borel fiir Arme

a < bund a, < b, fir n € N seien reelle Zahlen und

[CL, b] - U ]an7 bn[~

neN
Dann gibt es ein N € N mit

[a,b] C lan, by

iC=

Wenn das nicht der Fall ist, dann gibt es zu jedem N € N ein zx € [a,b] \ Uf:[:l]an, b,[. Die
Folge (zx) hat einen Haufungspunkt = € [a, b]. Wir kénnen ein K finden, fiir das « €lax, bx|
gilt. Weil = ein Hiufungspunkt von (zy) ist, gibt es unendlich viele N mit zy €|ak,bk],
und das fiihrt zu einem Widerspruch, sobald N > K ist.

Dariiber hinaus sind folgende Dinge wichtig:
e monotone Funktionen, speziell, dass sie abzéhlbar viele Unstetigkeitsstellen haben.

e Folgen und Reihen, speziell dass Reihen (und Doppelreihen) mit positiven Gliedern beliebig
umgeordnet werden diirfen, ohne die Summe (endlich oder unendlich) zu #ndern

e Grenzwerte, Hiufungspunkte, Limes inferior/superior

1.5 Genderwahnsinn

Momentan (2023) ist wie so vieles auch das Verhéltnis der Geschlechter in Frage gestellt, in ei-
nem Ausmafl, dass sich zu den klassischen zwei biologisch motivierten ein ganzes Spektrum von
benutzerdefinierten Geschlechtern gesellt hat, und es gibt Bestrebungen, diese Vielfalt oder auch
nur das Ungleichgewicht zwischen den “biologischen” Geschlechtern (vergleiche auch die lustige
Erkldrung zum equal pay day auf Wikipedia: “Kritiker bemdngeln, der Equal Pay Day vermit-
tele —- wider besseres Wissen der Organisatoren — den FEindruck, dass Frauen bei gleicher Ar-
beit hauptsdchlich aufgrund von geschlechtsspezifischer Diskriminierung schlechter bezahlt wiirden.
Tatsdchlich ist der Lohnunterschied aber zum Grofiteil damit zu erkliren, dass Frauen dfter in
Teilzeit und in eher schlechter bezahlten Berufen (z. B. im sozialen und Bildungsbereich) arbei-
ten.” [https://de.wikipedia.org/wiki/Equal Pay_Day, abgerufen am 12. Mérz 2023]). Auf der an-
deren Seite lassen zumindest géngige Werbesujets (“Danke Mamal!”) eine Riickbesinnung auf das
Ménner- und Frauenbild der frithen Nachkriegszeit erkennen, und wenn das noch nicht gentigt, soll-
ten eine/einen letztlich die illustren Gegner (und Gegnerinnen) dieses “Genderwahnsinns” davon
itberzeugen koénnen, dass es sich beim Gendern um eine wertvolle Sache handelt. Etwas weniger klar
ist, welche konkrete Ausprigung des Genderns zur Anwendung kommen soll — da hat sich vom
alten Binnen-I iiber die Nennung beider (?) Geschlechter, Unterstrich, Sternchen und Doppelpunkt
eine reiche Auswahl an Moglichkeiten entwickelt. Es gibt nun in einem mathematischen Text wie
diesem nicht allzuviel Gelegenheit, diese zur Anwendung zu bringen, aber an den seltenen Stellen,
wo Personen in motivierenden Geschichten auftauchen, soll doch in irgendeiner Form gegendert
werden, und ich habe mich dazu entschlossen, im Sinne der Vielfalt jeweils eine der Moglichkeiten
zufillig auszuwéahlen oder auch einmal das Gendern bleiben zu lassen, oder im Sinne eines bequeme-
ren Leseflusses auch nur die vorhandenen Rollen mit unterschiedlichen Geschlechtern zu besetzen,
wobei im Zweifelsfall die bessere Rolle weiblich besetzt wird. Dieser Zugang ist zugegebenermafien
etwas naiv, aber letzten Endes geht es darum, dass niemand wegen seiner/ihrer/**er Herkunft,
religivsen Uberzeugung oder sexuellen Ausrichtung diskriminiert wird, und das darf ruhig auch et-
was plakativ passieren und in der unbeholfenen Art und Weise, die uns jetzt zur Verfiigung steht.
In einer Zeit, wo Casus gewiirfelt werden und niemand den korrekten Plural von “Finale” bilden
kann, sollte auch diese kleine Vergewaltigung des Sprache drin sein — “Das wird man ja noch
sagen diirfen!”



Kapitel 2

Mengensysteme und
Maf3funktionen

“Yes, indeed,” said the Unicorn,... “What
can we measure?. ..

We are experts in the theory of
measurement, not its practice.”

J.L. Synge

Wir fassen zuerst zusammen, was wir von unseren Mafifunktionen erwarten:

e Das Maf} ordnet Teilmengen einer Menge €2 Zahlenwerte zu.

e Das Maf} einer Vereinigung (endlich oder abzihlbar) von disjunkten Mengen soll gleich der
Summe der einzelnen Mafle sein.

e Die Werte des MaBes sollen nichtnegativ sein (reell oder auch co)

Der dritte Punkt in dieser Aufzéhlung ist verhandelbar — in der Tat werden wir uns im Laufe
dieser Vorlesung auch mit “Maflen” beschéftigen, die negative oder komplexe Werte annehmen
konnen.

Wenden wir uns dem ersten Punkt zu: unser erstes Interesse gilt dem Definitionsbereich unserer
zukiinftigen Mafifunktionen. Wir haben bereits bemerkt, dass wir eine Menge von Teilmengen einer
bestimmten Menge dafiir verwenden, und definieren gleich:

Definition 2.1

Q) sei eine beliebige Menge. Eine Teilmenge ¢ der Potenzmenge 29 heifit Mengensystem.
Die Menge 2 wird auch als die Grundmenge des Mengensystems bezeichnet, und wenn es
notwendig ist, sie zu spezifizieren, sprechen wir genauer von einem Mengensystem iiber 2.

Definition 2.2
¢ sei ein Mengensystem. Fine Funktion

p: € — R(bzw. C)
nennen wir Mengenfunktion.

Anmerkungen:

e Wir verzichten darauf, die komplexen Zahlen so wie die reellen mit Unendlichkeiten zu garnie-
ren. Solange man nicht zu wild damit rechnet (multipliziert), kann man eine solche komplexe
Mengenfunktion einfach als ein Paar — Real- und Imaginérteil — von reellen Mengenfunk-
tionen betrachten.

12
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e Es macht keine grofien konzeptuellen Probleme, Mengenfunktionen mit Werten in R? oder

in einem unendlichdimensionalen Vektorraum zu betrachten (der, um den Umgang mit un-
endlichen Summen nicht allzu schwer zu machen, ein Banachraum sein sollte). Fiir Mengen-
funktionen wéren natiirlich beliebige Wertebereiche moglich, aber wir sind hauptséchlich an
Maflen interessiert, und fiir die muss man zumindest addieren kénnen.

Solche Banachwertigen Mafle werden als “Vektormafle” bezeichnet.

Bei den Mengensystemen, die wir betrachten wollen, gibt es zwei Ziele: einerseits soll eine
MaBfunktion fiir moglichst viele Mengen definiert sein, also wollen wir als Definitionsbereich ein
moglichst reichhaltiges Mengensystem. Andererseits wollen wir nicht fiir jede einzelne Menge dieses
groflen Systems den Wert der Maffunktion angeben miissen. Unser Ziel ist, ein vergleichsweise
iiberschaubares System zu finden, auf dem wir leicht ein Maf} definieren kénnen, und dann von
dort die Definition (moglichst eindeutig) auf ein umfangreicheres System fortzusetzen.

Das ist ja genau das, was wir in der Schule mit der Fliche getan haben: Diese war zuerst auch
nur fiir Rechtecke definiert, und die Eigenschaften der Additivitéit, der Bewegungsinvarianz und
der Nichtnegativitdt haben geholfen, schwierigeren Mengen eine Fliche zu geben. Wir verzichten
im Sinne der Allgemeinheit auf die Bewegungsinvarianz und vorerst auch auf die Nichtnegativitét
und definieren:

Definition 2.3

Die Mengenfunktion p auf dem Mengensystem € heifit

1. additiv, wenn fiir alle n € N und alle disjunkten Folgen (Aj,...,A4,) mit A; € € und
A= Z?:l A;ec

plA) = > (4.

Wenn () € €, dann soll u() = 0 gelten.

2. sigmaadditiv (auch abzihlbar additiv), wenn sie additiv ist und zusitzlich fiir alle und
A A, e€neNmit A=37" A

(A = 3 n(A)

€N

gilt.

Auch hier sind einige Anmerkungen fallig:

1.

Die Summen, die in diesen Definitionen vorkommen, miissen einen bestimmten Wert haben.
Bei Funktionen, die nur nichtnegative Werte annehmen, ist das kein Problem, im anderen
Fall diirfen jedenfalls +0o und —oo nicht beide als Summanden auftreten. Die unendliche
Summe darf nicht bedingt konvergieren, sonst kénnte man ihr durch Umordnen beliebige
Werte geben. Dies lasst sich so umformulieren: wir teilen sie in die Summe der positiven
Glieder und die der negativen Glieder, und eine der beiden Summen muss einen endlichen
Wert haben.

In den meisten Mengensystemen, die wir verwenden, ist die leere Menge enthalten, dann
muss man bei der Sigmaadditivitiat die endliche Additivitdt nicht explizit fordern.

Wenn die leere Menge in € enthalten ist und es eine Menge A € € mit —oco < u(A) < oo gibt,
dann folgt aus der Additivitit, dass p(@) = 0 gelten muss. Mit unserer expliziten Forderung
(@) = 0 schlieBen wir also nur die trivialen Fille g = co und g = —co aus.

Solange wir nichts Genaueres iiber das Mengensystem € wissen, miissen wir explizit ver-
langen, dass die Vereinigungen in den Definitionen von Additivitdt und Sigmaadditivitét
wieder in diesem Mengensystem liegen — fiir Vereinigungen, die nicht in € legen, ist ja der
Funktionswert des Mafles (noch) nicht definiert.
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5. Wir haben keine eigene Definition fiir die Beziehung u(A+B) = pu(A)+u(B). Diese hat wenig
Wert, wenn man sie nicht zur Additivitdt erweitern kann, was natiirlich ein wenig Struktur
auf dem zugrundeliegenden Mengensystem erfordert.

Definition 2.4

Eine Mengenfunktion heifit Maffunktion oder kurz Maj$, wenn sie sigmaadditiv ist und nur
nichtnegative Werte annimmt.

Diese Definition wird nicht in allen Texten in dieser Allgemeinheit verwendet. Oft werden
nur Mafle, die auf einer Sigmaalgebra (s. Seitel5) definiert sind, als “Mafi” anerkannt, Mafle auf
allgemeineren Mengensystemen heiflen dann “Prémafle”, und auch fiir diese wird oft gefordert,
dass sie zumindest auf einem Ring (S. 15) oder Semiring (S. 16) definiert sind.

Definition 2.5
FEine Mengenfunktion heif3t Inhalt, wenn sie additiv ist und nur nichtnegative Werte annimmt.

In Anmerkung 4 haben wir festgestellt, dass wir in der Definition der Additivitit bzw. Sig-
maadditivitidt verlangen miissen, dass neben den disjunkten Mengen A; auch ihre Vereinigung A
in dem Mengensystem € liegt. Wenn das nicht der Fall ist, dann kénnen wir versuchen, die Glei-
chung p(A) =3, 1(A;) zur Bestimmung von j(A) zu verwenden. Wir kénnen also endlichen bzw.
abzéhlbaren Vereinigungen von disjunkten Mengen ein Maf} zuordnen. Dasselbe gilt fiir Differenzen
A\ B mit BC Aund A, B € € Aus der Additivitét folgt dann p(A\ B) = pu(A) — pu(B) (wobei wir
natiirlich annehmen, dass diese Differenz definiert ist, etwa dass p nur endliche Werte annimmt).
Es kann allerdings passieren, dass wir durch unterschiedliche Darstellungen derselben Menge A
zu unterschiedlichen Werten fiir p(A) kommen. Wenn wir dieses Problem der Wohldefiniertheit
kurz ignorieren, diirfen wir annehmen, dass das System der Mengen, deren Mafl wir berechnen
konnen, beziiglich endlicher und abz&hlbarer disjunkter Vereinigungen und beziiglich Differenzen
von Mengen, von denen eine in der anderen enthalten ist, abgeschlossen ist.

Das fithrt uns zu der ersten Definition eines speziellen Typs von Mengensystemen:

Definition 2.6

Ein Dynkin-System (im weiteren Sinn) ist ein nichtleeres Mengensystem ©, das folgende
Bedingungen erfiillt

1. Wenn A, B € ® mit B C A, dann ist auch A\ B € .

2. Wenn A, e O,neNund A=) A, dannist A€ D.

neN

Ein Dynkin-System © mit 2 € © nennen wir Dynkin-System im engeren Sinn.

Anmerkung: in der Literatur werden meist nur Dynkin-Systeme im engeren Sinn betrachtet
(und natiirlich wird die Unterscheidung enger/weiter gar nicht gemacht); die doppelte Definition
hier ist durch einen Lesefehler des Autors entstanden, hat sich aber als gar nicht so unpraktisch
erwiesen.

Dynkin-Systeme sind unser erstes Beispiel fiir Mengensysteme, die durch Abgeschlossenheit
gegeniiber gewissen Mengenoperationen gekennzeichnet sind. Eine gemeinsame Eigenschaft dieser
Systeme ist, dass ein beliebiger Durchschnitt von Systemen eines bestimmten Typs (iiber derselben
Grundmenge) wieder vom selben Typ ist: ein Durchschnitt von Dynkin-Systemen ist wieder ein
Dynkin-System (wenn die disjunkte Folge A,, im Durchschnitt liegt, liegt sie in jedem der einzel-
nen Systeme, damit ihre Vereinigung, und diese ist dann auch im Durchschnitt; dasselbe Argument
funktioniert fiir die Differenz), und die analoge Aussage gilt auch fiir die Ringe, Algebren, Sigma-
ringe, Sigmaalgebren und monotonen Systeme, die wir gleich definieren werden. Das hat zur Folge,
dass es zu jedem Mengensystem € ein kleinstes Dynkin-System (analog einen kleinsten Ring, eine
kleinste Algebra,...) gibt, das € enthiilt, dieses bestimmt sich als der Durchschnitt aller Dynkin-
Systeme, in denen € enthalten ist. Wir bezeichnen es mit () bzw. ©*(&), je nachdem, ob wir es
im engeren oder im weiteren Sinn verstehen wollen.
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Die Einschrankung, die uns die Dynkin-Systeme bei der Bildung von Vereinigungen und Diffe-
renzen (nur disjunkt/nur Teilmengen) auferlegt, ist nicht schon, wir entfernen sie in der néchsten
Definition.

Definition 2.7

Ein Sigmaring ist ein Mengensystem, das nichtleer und gegeniiber der Bildung von Differen-
zen und abzéhlbaren Vereinigungen abgeschlossen ist. Ein Sigmaring, der € enthéilt, heifit
Sigmaalgebra.

Abbildung 2.1: Schloss Sigmaringen, aus Wikimedia von Gerhard Werner, CC-BY-SA

Anmerkungen:

1. Diese Definition hat natiirlich zur Folge, dass ein Sigmaring beziiglich jeder endlich- oder
abzihlbarstelligen Operation abgeschlossen ist, aufler beziiglich der Komplementbildung, eine
Sigmaalgebra auch beziiglich dieser.

2. Den von einem Mengensystem € erzeugten Sigmaring bzw. die davon erzeugte Sigmaalgebra
bezeichnen wir mit R, () bzw. A, (€)

3. Wenn eine Sigmaalgebra (ein Ring, eine Algebra, ein Sigmaring) von dem Mengensystem €
erzeugt wird, nennen wir € ein Erzeugendensystem fiir diese Sigmaalgebra (...).

4. Ein Dynkin-System (im weiteren Sinn), das beziiglich der Durchschnittsbildung abgeschlossen
ist, ist ein Sigmaring, und wenn € beziiglich der Durchschnittsbildung abgeschlossen ist, dann
ist R, (€) = D*(C) und A, (€) = D(C). Das diirfen Sie in den Ubungen beweisen.

5. Eine Sigmaalgebra ist natiirlich das Optimum an Mengensystem, mit dem wir arbeiten
konnen, nur noch iibertroffen von der Potenzmenge. Solange ) hichstens abzéhlbar ist, kann
man mit der Potenzmenge relativ problemlos arbeiten, aber etwa bei den reellen Zahlen ist
das etwas schwieriger. Es gibt zum Beispiel den Satz von Ulam, der besagt, dass es (unter
Voraussetzung der Kontinuumshypothese) auf der Potenzmenge von [0, 1] keine Mafifunktion
geben kann, die die Bedingungen p({z}) = 0 fiir alle z € [0,1] und p([0,1]) = 1 erfiillt.
Speziell lisst sich also die Lénge nicht zu einem Maf auf der ganzen Potenzmenge fortsetzen.

Ein wenig bescheidener ist es, statt der abzihlbaren nur Abgeschlossenheit beziiglich endlicher
Mengenoperationen zu verlangen:

Definition 2.8

Ein nichtleeres Mengensystem R (iiber der Menge ) heifit Ring, wenn gilt: aus A, B € R
folgt

1. AUBe€fR
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2. A\Be®
Ein Ring, der €2 enthilt, heifit Algebra.

Wir bezeichnen den von € erzeugten Ring mit PR(C), die erzeugte Algebra mit 2((€). Der Name
“Ring” erklért sich aus dem folgenden

Satz 2.1
Fiir einen Ring R gilt:
1. 0 e R,
2. ABeR=ANBER,
3. A,B€R= AAB € ‘R, und sogar

4. Fin Ring R bildet mit der symmetrischen Differenz als Addition und dem Durchschnitt
als Multiplikation einen Ring (im Sinne der Algebra). Umgekehrt ist SR genau dann ein
(Mengen-) Ring, wenn (R, A, N) ein Ring (im Sinn der Algebra) ist.

Der Beweis erfolgt in den Ubungen.

Ringe sind natiirlich beziiglich aller endlichen Mengenoperationen abgeschlossen, so, wie wir es
bei den Sigmaringen fiir die abzéhlbaren festgestellt haben. Dass in der Definition nur Vereinigung
und Differenz erwéhnt werden, liegt daran, dass daraus schon alle anderen abgeleitet werden kénnen
und dass man bestrebt ist, mit moglichst wenigen Axiomen auszukommen — je weniger Axiome
man hat, umso weniger muss man iiberpriifen.

Beispiele fiir Ringe:

1. |/ =29

2. R={ACQ: A endlich}

3. R={0,0}.

Beispiele fiir Sigmaringe:

1. | =29

2. R={A C Q: A hochstens abzihlbar}
3. R={0,Q}.

Fiir den néchsten Typ von Mengensystem nehmen wir uns die Intervalle in den reellen Zahlen
zum Vorbild, die den Ausgangspunkt fiir die Lingenmessung bilden: eine schnelle Uberpriifung
zeigt, dass diese gegeniiber der Durchschnittsbildung abgeschlossen sind, beziiglich der Vereinigung
und der Differenz sieht die Sache auf den ersten Blick triste aus. Eine nihere Betrachtung zeigt, dass
man die Differenz B\ A mit A C B als Vereinigung von disjunkten Intervallen schreiben kann, und
bei ganz genauem Hinsehen ergibt sich, dass wir diese Intervalle einzeln zu A hinzugeben kénnen
und bei jedem Zwischenschritt wieder ein Intervall bekommen. Diese Eigenschaften verwenden wir
fiir eine neue Definition:

Definition 2.9
Ein Mengensystem € heifit Semiring (im weiteren Sinn), wenn gilt:
1. Falls A, B € €, dann ist auch AN B € €.

2. Falls A, B € € und A C B, dann gibt es endlich viele disjunkte Mengen C ..., in €,
sodass

B\A:GCZ-.

=1
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Wenn man zusétzlich fordert:

3. Fiir die Mengen C; aus Punkt 2 gilt fiir alle k < n:

k
AulJGieg,

=1

dann heifit € ein Semiring im engeren Sinn.

Die etwas sprode Definition in Punkt 3 (eine Erfindung von John von Neumann) hat den Vorteil,
dass wir so wie bei Ringen die Additivitéit nur fiir die Vereinigung von zwei disjunkten Mengen
fordern miissen, der allgemeine Fall ldsst sich daraus ableiten:

Satz 2.2

T sei ein Semiring im engeren Sinn. Dann ist eine Mengenfunktion p auf ¥ genau dann additiv,
wenn fiir disjunkte Mengen A, B € ¥, deren Vereinigung ebenfalls in ¥ liegt,

H(AU B) = pu(A) + u(B).

Den Beweis fithren wir mit vollstéandiger Induktion nach n in der Beziehung
n
p(A) = n(Aq)
i=1

wenn A;, Ae€T, A= Z:»l:l A;.

Es sei also die Behauptung des Satzes fiir ein bestimmtes n wahr, und Ay, ..., A, disjunkte
Mengen aus ¥, deren Vereinigung A = A; U...U A,4+1 auch in T liegt. Wir setzen wie in der
Definition des Semirings

A\ A = G
j=1

mit disjunkten C; € T, und fiir alle £ < m ist

k
Dk:An_HUUCjGQ:.

j=1

Klarerweise gilt
Dy = D1 UCy,

Dy_1 und CY sind disjunkt, also gilt

1(Dg) = p(D-1) + p(C),

und schlieflich

m m

p(A) = p(Dm) = (Do) + Y 1(C;) = pl(Ant1) + ) u(C).

j=1 j=1
Dasselbe Argument kann man auf die Mengen A; N Dy anwenden, und man erhélt

m

Andererseits gilt
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und aus der Induktionsvoraussetzung folgt

Wir fassen zusammen:

p(A) = p(Anga) + 3 1(C) = plAnga) + 0D p(Ai N Cy) =
n o m n n+1
w(Ant1) + Z Z 1(Ai N Cj) = p(Any1) + Z n(Aq) = Z ((As).

Damit ist der Satz bewiesen, und wir sehen, dass wir mit unserer etwas komplizierteren Definition
des Semirings eine wesentliche Vereinfachung bei der Uberpriifung der Additivitit gewinnen. Wir
werden deshalb ab jetzt, wenn nicht konkret Gegenteiliges gesagt wird, Semiringe stets im engeren
Sinn verstehen.

Beispiele fiir Semiringe:

1. T ={0},
2. T={0yu{{z}:x € Q},
3. =R, T={la,b]:a < b}.

Der von dem Semiring in Punkt 3. erzeugte Sigmaring (der eigentlich eine Sigmaalgebra ist),
heifit die Sigmaalgebra der Borelmengen 8 und wird in dieser Vorlesung eine zentrale Rolle spielen.
Diese Sigmaalgebra ist ein sehr reichhaltiges System, sie enthilt etwa alle offenen und abgeschlos-
senen Mengen, alle abzihlbaren Durchschnitte von solchen Mengen, usw. (allerdings kann man —
mit Hilfe des Auswahlaxioms — zeigen, dass die Kardinalitéit von B gleich der von R ist). Diese
Sigmaalgebra gibt es auch in mehr als einer Dimension:

Definition 2.10

Es sei Q = R und T = {]a,b] : a,b € R? a < b}, wobei wir die Ungleichung koordinatenweise
verstehen, und Ja, b] als den Hyperquader Jay, by]x]ag, ba] X ... X]ag, bg] definieren. Dann heifit
die von T erzeugte Sigmaalgebra B, die Sigmaalgebra der (d-dimensionalen) Borelmengen.

Die halboffenen Intervalle sind ein praktisches Erzeugendensystem fiir die Borelmengen. Indem
wir C mit R? identifizieren, konnen wir auch die komplexen Zahlen C (und C¢) mit Borelmengen
versehen.

Das System ¥ in dieser Definition ist ein Semiring. Dies folgt aus dem folgenden allgemeinen

Satz 2.3

Q4 und Q, seien zwei Mengen, iiber denen jeweils ein Semiring T bzw. €5 definiert sei. Dann
ist
T ® Ty = {Al X Ay : A € T, Ay € EQ}

ein Semiring iiber 1 x Q.

Dieser folgt wiederum aus dem noch allgemeineren

Satz 2.4

%1 und T, seien Semiringe iiber derselben Menge €. Dann ist auch

T:{AlmA2:A1€S17A2€‘3:2}
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| ein Semiring iiber (2.

Die Abgeschlossenheit beziiglich der Durchschittsbildung ist offensichtlich. Wir wéhlen Ay, By € %,
und A, By € T, mit A1 N Ay C By N By, Wir kénnen annehmen, dass A1 C By und As D Bs gilt
(sonst kénnen wir A; durch A; N B; ersetzen). Dann gibt es disjunkte Mengen C1,...,C, € T; mit

B\ A =G
i=1

und Dq,...D,, € Ty mit

By\ Ay = J D
i=1
Wir setzen

B C;N A firi=1,...,n,
T\ BiND;,_, firi=n+1,...,m+n.

E;...Ep4n ist dann eine disjunkte Zerlegung von (B1 N Bz) \ (A1 N As), und wenn %7 und %o
Semiringe im engeren Sinn sind, dann ist fir 1 <k <m+n

k
(AlmAz)UUEI'E‘I,

i=1

also auch ¥ ein Semiring im engeren Sinn.
Der vorige Satz ergibt sich aus diesem mit den Semiringen iiber ; x {29

‘I}‘:{AleQ:Ale‘Il}

und
T; = {Ql X Ay Ag € ‘3:2}

In Satz 2.3 wird die Aussage nicht besser, wenn man die Semiringe iiber den Faktormengen
durch bessere Mengensysteme ersetzt — auch wenn %7 und %5 Sigmaalgebren sind, ist ¥1 ® 5 im
allgemeinen nur ein Semiring. Wir kénnen aber definieren:

Definition 2.11

Q7 und Q5 seien zwei Mengen, G;,7 = 1,2 jeweils eine Sigmaalgebra tiber ;. Wir nennen
G1 X 62 =2,(61 ®6,)

das Produkt (genauer: die Produktsigmaalgebra) von &; und Ss.

Anmerkungen:

1. Wir haben wie schon in anderen Féllen das Symbol “x” mit einer neuen Bedeutung verse-
hen — in objektorientierten Programmiersprachen wird das “Uberladen” genannt, und wie
dort verlassen wir uns darauf, dass die Bedeutung aus dem Kontext ersichtlich ist (sprich:
wir werden das Produkt von zwei Sigmaalgebren stets in dem Sinn interpretieren, der eben
definiert wurde, und nicht als das gewohnliche Mengenprodukt).

2. Wenn es auf den beiden Sigmaalgebren Mafle p1; und po gibt, dann ist es eine natiirliche
Idee, auf der Produktsigmaalgebra auch ein Produktmaf zu definieren, durch die Vorschrift
1 X p2(Ar X Ag) = 1 (A1)ua(Az) — das ist ja genau der Weg, auf dem wir in der Elemen-
targeometrie von der Langen- zur Flichenmessung gekommen sind. Dass dadurch tatséchlich
ein Maf} definiert wird, werden wir spiter behandeln.

3. Speziell ist das Produkt von zwei Borel-Sigmaalgebren wieder Borel:

%n X %m = %m+n'
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Die folgenden Sétze zeigen, wie man aus jedem der Mengensysteme, die wir bis jetzt kennenge-
lernt haben, neue Systeme vom selben Typ erhalten kann (wir formulieren und beweisen die Siitze
fiir Sigmaalgebren, aber sie gelten — mit analogen Beweisen — auch fiir Ringe, Sigmaringe und
Algebren):

Satz 2.5

G sei eine Sigmaalgebra iiber der Grundmenge €25 und f : Q1 — 5 eine Abbildung. Dann ist
FHE) = {f1(A): Ac &}

eine Sigmaalgebra iiber Q;, und wird als Urbild (Urbildsigmaalgebra) von & beziiglich f
bezeichnet.

Ist € ein Erzeugendensystem fiir &, dann ist f~!(¢) ein Erzeugendensystem fiir f~1(&),
also

N6 () = As (F71(Q)).

Zum Beweis seien A,,n € N Mengen aus f~!(&). Dann gibt es Mengen C,, aus &, sodass
A, = f~1(C,), und
Ua=U r'Cy=rJcesr®),
neN neN neN

und ebenso folgert man A® € f~1(&), wenn A € f~1(8).
Fiir den zweiten Teil verwenden wir

m Trick 1: Deal: zwei Ungleichungen fiir eine Gleichung

Wir gehen zu unserem Dealer und sagen: “Jimmy, ich brauch’ eine Gleichung!” Jimmy sieht
uns mit sinistrem Lécheln in die Augen und antwortet: “Du willst eine Gleichung? Das kostet
dich zwei Ungleichungen.”

Generell besteht jede Gleichung aus zwei Ungleichungen: fiir zwei Mengen A und B ist
A = B &quivalent zu A C B und B C A, fiir zwei Zahlen x und y ist x = y dquivalent zu
xz <y und y < z. Oft ist es einfacher, die beiden Ungleichungen einzeln nachzuweisen.

Wir stellen erst einmal fest, dass die linke Seite eine Sigmaalgebra ist, die f~1(€) enthilt und
deswegen die rechte Seite umfassen muss. Die umgekehrte Inklusion zeigen wir mit der Methode
der guten Mengen:

m Trick 2: Prinzip der guten Mengen

Um zu zeigen, dass alle Elemente x einer Menge X eine gewisse Eigenschaft P(z) haben, kann
man die “gute Menge”
G={zxeX:P(x)}

ansetzen und nachweisen, dass G = X gilt. Das klingt nach einer Zirkeldefinition, macht aber
in Situationen wie in Satz 2.5 Sinn: die Menge X ist die kleinste Menge, die eine gewisse
Menge X enthélt und beziiglich gewisser Operationen abgeschlossen ist, und die Elemente
von X haben die gewiinschte Eigenschaft P(). Dann geniigt es zu zeigen, dass G ebenfalls
beziiglich dieser Operationen abgeschlossen ist.

Wir setzen also

6 ={AeA(T): fTH(A) € A(fTH())}-

& ist eine Sigmaalgebra (aufmerksame Leser:innen werden hier bemerken, dass diese Behauptung
einen Beweis verlangt, und diirfen diesen zur Ubung auch ausformulieren) und enthilt €, also auch
A, (C).
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Satz 2.6

Es sei G eine Sigmaalgebra iiber 2 und A C Q. Dann ist
GNA={ANB:BeG},

die Restriktion (oder Spur) von & auf A, ebenfalls eine Sigmaalgebra iiber A und fiir ein
beliebiges Mengensystem € iiber €2 gilt

A (ANE) = ANAL(C).

Dieser Satz lisst sich dhnlich wie der vorige mit dem Prinzip der guten Mengen beweisen (was
ich Thnen als Ubung ans Herz legen mochte).

Wir kénnen ihn aber auch auf den vorhergehenden Satz zuriickfithren: wir setzen Q; = A,
Qo = Q und f gleich der Identitét (genauer: der Einbettung von A in ).

Die letzten beiden Sétze gelten sinngeméf fiir Ringe, Algebren und Sigmaringe. Fiir Semiringe
funktioniert zumindest unser Beweis nicht (und der “erzeugte” Semiring zu einem Mengensystem
existiert im allgemeinem nicht, also ist die zweite Hélfte beider Sitze ohne Sinn). Ob Urbilder
oder Spuren von Semiringen Semiringe sind, und die analogen Fragen fiir Dynkin-Systeme und die
monotonen Systeme, die wir weiter unten definieren, werden in den Ubungen ergriindet.

Als néchstes wollen wir dariiber nachdenken, wie man aus einem einfachen Mengensystem ein
komplizierteres erhalten kann, also aus einem Semiring den erzeugten Ring bzw. aus einem Ring
den erzeugten Sigmaring.

Fiir den von einem Semiring erzeugten Ring gibt es eine relativ einfache Darstellung, ndmlich

Satz 2.7

¥ sei ein Semiring. Dann gilt fiir den von T erzeugten Ring

RE={JAineNAeTi=1,..,n}=

i=1

D AiineNAeTi=1,..,n}

i=1

R(T) kann also als die Menge aller endlichen Vereinigungen bzw. aller disjunkten endlichen
Vereinigungen dargestellt werden.

Offensichtlich sind beide Mengensysteme, die wir im obigen Satz definiert haben, in (%)
enthalten. Wir brauchen also nur noch zu zeigen, dass das zweite System ein Ring ist. Es ist also

fiir zwei Mengen
A= Z A;
i=1

und
m

B=> B,
j=1
wobei sowohl die A4; als auch die B; aus dem Semiring sind, zu zeigen, dass sowohl ihre Vereinigung
als auch ihre Differenz wieder von derselben Form sind. Dabei kénnen wir uns auf den Fall B € T
beschranken, weil wir ja die Vereinigung und die Differenz von A und B erhalten kénnen, indem
wir erst By, dann Bs,...zu A hinzufiigen bzw. von A abziehen. Aus der Definition des Semirings
folgt, dass

Ai\B:Ai\(AiﬂB):ZCU
j=1
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mit Mengen Cj;,j7 = 1...n; aus dem Semiring. Weil die Mengen Cj;,i = 1,...,n,5 = 1,...,

disjunkt sind, ist
AB=Jc;

i=1j=1

die gesuchte Darstellung. Fiir die Vereinigung brauchen wir nur noch festzuhalten, dass
AUB=BU(A\B)

ist.

22

Fiir den erzeugten Sigmaring gibt es leider keine so schone konstruktive Darstellung wie fiir den
Ring, aber es gibt zumindest ein Resultat, das gelegentlich die Argumentation ein wenig leichter

macht. Dazu definieren wir zuerst in Analogie zu den Grenzwerten von Zahlenfolgen:

Definition 2.12

A1, Ay, ... sei eine nichtfallende Mengenfolge (d.h., fiir alle n gilt A,, C A,,4+1), dann nennen
wir

lim A,, = U A,
neN

den Grenzwert der Folge A,,. Analog soll der Grenzwert einer nichtwachsenden Mengenfolge
gleich dem Durchschnitt der Folge sein. Auflerdem setzen wir

limsup A, :liﬁn U A, = ﬂ U Ay

k>n n k>n

und

liminf A, = lim ﬂ Ay = U ﬂ Ay

k>n n k>n

Anschaulich gesprochen ist der limes superior die Menge aller Punkte, die in unendlich vielen
der Mengen A,, enthalten sind, und der limes inferior ist die Menge aller Punkte, die in fast
allen A,, enthalten sind.

Mit diesem Riistzeug kommen wir zu

Definition 2.13

Ein Mengensystem heif3t monoton, wenn es gegeniiber der Grenzwertbildung fiir monotone
Mengenfolgen abgeschlossen ist, also wenn fiir jede monotone Mengenfolge A, aus diesem
Mengensystem auch lim,, A,, im Mengensystem enthalten ist.

Man kann leicht zeigen (und tut es in den Ubungen):

Satz 2.8

Jeder monotone Ring ist ein Sigmaring.

Es gilt aber ein noch schonerer Satz:

Satz 2.9: monotone class theorem

Der von einem Ring R erzeugte Sigmaring & stimmt mit dem von diesem Ring erzeugten
monotonen System 91 iiberein.

Zuerst sei bemerkt, dass die Anmerkung zu Definition 2.6 auch fiir monotone Systeme gilt, und

es also Sinn macht, vom erzeugten monotonen System zu sprechen.

Dann ist, weil ja jeder Sigmaring monoton ist, jedenfalls 9t in & enthalten, also bleibt noch
die umgekehrte Inklusion zu zeigen. Dazu zeigen wir natiirlich, dass 91 ein Sigmaring ist, und weil
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O ja monoton ist, kdnnen wir uns darauf beschrianken, die Ringeigenschaft von 91 zu beweisen.
Es ist also zu beweisen, dass fiir zwei Mengen A und B aus 9% auch ihre Vereinigung und ihre
Differenz in 9 liegen. Fiir diesen Beweis bemiihen wir wieder das (in vielen dhnlichen Fillen giinstig
anzuwendende) “Prinzip der guten Mengen”. Bevor wir das angehen, sei erwiihnt, dass dies auch
“zu Fu” gemacht werden kénnte, mit einer Form der transfiniten Induktion. Diese Argumentation
hat zwei Nachteile: einerseits ist sie nicht besonders anschaulich, und andererseits verwendet sie
das Auswahlaxiom, das wir nach Moglichkeit vermeiden wollen. Die Details werden im letzten
Abschnitt des Kapitels besprochen.

Wir wollen also lieber das “Prinzip der guten Mengen” nun auch zum Beweis des monotone
class Theorems einsetzen, also um zu zeigen, dass das von einem Ring erzeugte monotone Sy-
stem beziiglich der Vereinigung und der Mengendifferenz abgeschlossen ist. Das ist nicht ganz so
einfach, weil wir es jetzt nicht wie beim Komplement mit einstelligen, sondern mit zweistelligen
Verkniipfungen zu tun haben. Dieses Dilemma kénnen wir 16sen, indem wir eine der Mengen fest-
halten: wir definieren fiir jede Menge A aus 9% die Menge der der Elemente von 9, die fiir A “gut”
sind, also bei Vereinigung und Differenzbildung mit A nicht aus 9t herausfiihren:

B(A)={BeM: AUB,A\ B,B\ A € M}.
Wir haben diese Definition bewusst symmetrisch gestaltet, daher gilt:
Be 6(A) = Ac6(B).

Auflerdem ist &(A) fiir jedes A ein monotones System, da fiir eine monotone Folge B,, € B(A)

A\ lim B,, = lim(A\ B,,),

AUlim B, = lim(AU B,,)
und

(lim B,) \ A =1lim(B, \ A)
gilt, und die Folgen auf der linken Seite ebenfalls monoton sind.

Nun beginnen wir mit einer Menge A aus dem Ring fR. Fiir eine solche Menge ist offensichtlich
jede Ringmenge in &(A) enthalten, also gilt R C &(A). Da &(A) monoton ist und R umfasst, ist
B(A) = M. Fiir ein allgemeines A € M und B € R gilt, wie wir gerade gezeigt haben, A € &(B),
und daher B € &(A), also ist auch in diesem Fall R C ®(A) und schliefllich &(A) = M. Wir haben
also gezeigt, dass fiir alle A und B in 9 B € &(A) gilt, also dass AU B und A\ B in 91 liegen;

also ist 9t wie behauptet ein Ring, und alles ist gut.
Mit derselben Methode kommen wir zu

Satz 2.10
Wenn € beziiglich endlicher Durchschnitte abgeschlossen ist, dann gilt
R, (C) =D ()

und

A, (€) = D(Q).

Es stimmt also in diesem Fall die erzeugte Sigmaalgebra bzw. der erzeugte Sigmaring mit dem
erzeugten Dynkinsystem im engeren bzw. weiteren Sinn iiberein.

Das wurde bereits erwéhnt, und so wie vorher delegieren wir den Beweis an die Ubungen.

2.1 Eigenschaften von Maf3ifunktionen und Inhalten

They are giving you a number and take
away your name.

Johnny Rivers, Secret Agent Man

Im vorigen Abschnitt haben wir Mafle und Inhalte (als nichtnegative sigmaadditive bzw. addi-
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tive Mengenfunktionen) definiert und dazu einige spezielle Mengensysteme, die geeignete Definiti-
onsbereiche dafiir darstellen.
Hier sind einige Beispiele fiir Maflfunktionen:

1. € =29 pu(A) =0.
2. ¢ =29 2 € Q beliebig,
o =t ={g G
das Punktmaf (oder Dirac'-Maf) bei z.
3. u(A) = |A|, das ZéhlmasB.

4. Die Linge von Intervallen: Q =R, € = {]a,b] : a,b € R,a < b}, A(Ja,b]) = b—a. Hier ist leicht
zu sehen, dass A ein Inhalt ist, also additiv. Dass es sich tatséichlich um ein Mafi handelt,
wird im néchsten Kapitel gezeigt.

Wir definieren noch:

Definition 2.14

u sei eine Maffunktion auf einem Mengensystem €.
1. A € € ist von endlichem Maf}; wenn p(A) < oo,

2. A C Q ist von sigmaendlichem Maf (kurz “sigmaendlich”), wenn eine Folge (4,,) von
Mengen aus € gibt mit p(4,) < oo und A C |J,, An-

3. p heiflt endlich bzw. sigmaendlich, wenn jedes A € € endliches bzw. sigmaendliches Mafl
hat.

4. p heilt totalsigmaendlich bzw. totalendlich, wenn () sigmaendliches bzw. endliches Mafl
hat.

5. Ein endliches Mafl mit p(2) = 1 (dazu muss natiirlich 2 € € gelten) heiit Wahrschein-
lichkeitsma.

Dass das Zidhlma$ ein Maf} darstellt, folgt aus dem folgenden Satz {iber Grenzwerte von Maf}-
funktionen bzw. Inhalten:

Satz 2.11

1. p, sei eine Folge von Inhalten auf dem Mengensystem €. Wenn fiir alle A € € u(A) =
lim pi,, (A) existiert, dann ist p ein Inhalt.

2. py, sei eine nichtfallende Folge von Maflen auf dem Mengensystem € bzw. allgemeiner
M eine aufwirts gerichtete Menge von Maflen auf € (d.h., fir py, us € M gibt es ein
p3 € M mit max(p, p2) < pz). Dann ist auch g = lim p,, bzw. u = sup M ein Ma8.
Insbesondere ist fiir eine Familie (pq,a € I) die Summe ) ;o ein MaB.

Der erste Teil (der sich dhnlich wie der zweite auch allgemeiner fiir Netze formulieren lésst) ist
trivial zu beweisen, fiir den zweiten wihlen wir eine Folge A,, von disjunkten Mengen aus €, deren
Vereinigung A ebenfalls in € liegt. Fiir jedes M < p(A) kénnen wir ein Mafl v € M finden, sodass
v(A) > M gilt. Daraus folgt

ZM(An) 2 ZV(ATL) =v(4) > M,

und da M beliebig gewihlt werden kann, folgt daraus

S i(An) = p(A).
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Die andere Richtung ist trivial erfiillt, wenn pu(A) = oo gilt. Im anderen Fall gilt fiir jedes n u(A,,) <
u(A) < oo. Fiir jedes € > 0 und jedes n gibt es ein Maf v, € M mit v, (A,) > p(A,) —€/2".
Weil M aufwérts gerichtet ist, gibt es ein v € M mit v > v,  fiir alle n =1,... N. Damit ist

N N
W(A) > v(A) = S v(A) > 3 plA,) — e

n=1

Weil € > 0 beliebig gewahlt werden kann, gilt auch

N
p(A) = p(An)

und fiir N — oo -
w(A) =" pu(An).

n=1

Der punktweise Grenzwert einer Folge von Maflfunktionen, die nicht monoton wéchst, ist im
allgemeinen keine Maffunktion (aber immer noch ein Inhalt). Es gilt aber der bemerkenswerte

Satz 2.12: Vitali-Hahn-Saks

1, sel eine Folge von endlichen Maflfunktionen auf dem Sigmaring 8. Wenn fiir jedes A € R
der Grenzwert p(A) = lim, u,(A) existiert, dann ist p ein Mafl.

Der Beweis wird im letzten Abschnitt dieses Kapitels gefiihrt.

Wir sind natiirlich vor allem an Maf)funktionen interessiert, die auf Sigmaringen definiert sind,
vor allem auch deshalb, weil dann die Vereinigung aus der Definition der Sigmaadditivitédt automa-
tisch im Mengensystem liegt. Um eine Maflfunktion festzulegen, wollen wir aber lieber ein etwas
weniger umfangreiches System benutzen, und Semiringe sind hier sehr praktisch, besonders weil
(fiir Semiringe im engeren Sinn) die Additivitdt nur fiir zwei Mengen iiberpriift werden muss.

Wir beginnen nun mit einer Mafifunktion auf einem Semiring und wollen daraus eine Mafifunk-
tion auf dem erzeugten Sigmaring gewinnen. Auf dem Weg zu diesem Ziel werden wir vorerst den
erzeugten Ring betrachten:

Satz 2.13: Fortsetzungssatz I
w sei ein Inhalt auf dem Semiring ¥. Dann gilt

1. p léasst sich in eindeutiger Weise zu einem Inhalt auf dem von ¥ erzeugten Ring R
fortsetzen (wir werden diese Fortsetzung ebenfalls mit dem Buchstaben p bezeichnen).

2. Falls p ein Ma8 ist, dann ist auch die Fortsetzung auf den Ring ein MaSf.

Wir wissen, dass der von ¥ erzeugte Ring die Menge aller disjunkten Vereinigungen von Mengen
aus dem Semiring ist. Falls
n
A=A
i=1

eine solche Darstellung von A € R ist, dann muss gelten
u(A) = p(4).
i=1

Dadurch ist p auf SR auch schon festgelegt, und es ist nur nachzupriifen, dass diese Fortsetzung
wohldefiniert und additiv bzw. sigmaadditiv ist.
Fiir die Wohldefiniertheit sei



KAPITEL 2. MENGENSYSTEME UND MASSFUNKTIONEN 26

eine weitere Darstellung von A als Vereinigung von disjunkten Mengen aus €. Dann gilt wegen der
Additivitat von p auf ¥

m

p(Ai) = u(A N Bj)

=1

und

und schlie3lich

ZM(Ai) = ZZM(Az‘ N B;j) =
DD ulAinBy) =Y u(By).
J=1i=1 j=1

Fiir die Additivitat brauchen wir nur festzustellen, dass, falls
A= 4
und
B=> B,
J
zwei disjunkte Mengen sind, dann

AUB=Y A;+> B;
( J

schon eine Darstellung der Vereinigung durch disjunkte Mengen aus dem Semiring ist.

Die Sigmaadditivitiit ist etwas schwieriger, aber inzwischen haben wir ja schon etwas Ubung:
zuerst stellen wir fest, dass eine abzidhlbare Vereinigung von disjunkten Mengen aus dem Ring
sich als abzéhlbare Vereinigung von Mengen aus dem Semiring schreiben ldsst, indem wir jede der
Mengen aus dem Ring durch eine endliche Vereinigung von Mengen aus dem Semiring ersetzen.
Es bleibt also zu zeigen: wenn A,, eine Folge von disjunkten Mengen aus dem Semiring ist, deren
Vereinigung B im Ring liegt, dann ist

wB) = n(Ay).

Wir kénnen B wieder als endliche Vereinigung von disjunkten Mengen B; aus dem Semiring
schreiben, und wegen der Sigmaadditivitdat von p auf T gilt:

w(B) =3 n(Bj) =3 3 w(B 0 Aw) =3 3 wl(B; 0 An) = jlAn).

Bevor wir den néchsten Schritt, ndmlich die Fortsetzung auf den Sigmaring, wagen, sammeln
wir ein paar Eigenschaften von Maflen auf Semiringen. Fiir die Beweise konnen wir annehmen,
dass der Definitionsbereich des Mafles ein Ring ist, weil wir ja wissen, dass wir das Mafl immer auf
den erzeugten Ring fortsetzen konnen.

Satz 2.14: Eigenschaften von Maflen (Inhalten) I
w sei ein Inhalt auf dem Semiring . Dann gilt:

1. (Monotonie) Falls A, B Mengen aus ¥ sind mit A C B, dann gilt
1(A) < u(B).

2. (Subadditivitét) Falls A und B, n < N Mengen aus ¥ sind mit A C Ufj:l B,,, dann
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gilt

N
p(A) <> u(By).

3. Ist p ein MaB, dann gilt auch (Sigmasubadditivitit, abzéhlbare Subadditivitit) Falls A
und B, n € N Mengen aus T sind mit A C |J B,,, dann gilt

w(A) < S u(By).

neN
4. Ohne die Sigmaadditivitdt kommt die umgekehrte Richtung aus, die schon eine Halfte

der Sigmaadditivitat liefert: es seien die disjunkten Mengen A,,n € N und die Menge
Aaus Tund ) A, C A. Dann gilt

> An) < p(A).

Der erste Teil ist einfach:
w(B) = u(A) + u(B\ A) > p(A).
Fiir den zweiten Teil verwenden wir

m Trick 3: Monoton/disjunkt machen

Aus einer Folge A,, erhalten wir durch

5 Ua

i=1

eine monotone Folge, die

UBn:UAn

neN neN

erfilllt (und natiirlich auch |J_; 4; = U}, B;). Aus der monotonen Folge B,, erhalten wir
mit
Cy =By = Ay,

n—1

C%,:ABn\MBn—1::14n\ LJ Ad

i=1

eine disjunkte Folge mit

die ebenfalls die Bezichungen

und

erfiillt.

In diesem Sinn setzen wir
C.n=ANB,\ U By
k<n
Diese Mengen sind disjunkt, und es gilt C,, C B,, und

UJc.=4

neN
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und aus dem ersten Teil unseres Satzes folgt
p(A) = " u(Cn) <> u(By).

Die letzte Eigenschaft ergibt sich direkt aus der endlichen Version: ij:l A, C A liegt ja im
Ring, daher gilt

S ulAa) = u(Y" Au) < p(A),

und N — oo liefert die Behauptung.
Der letzte Satz besagt, dass Maffunktionen in einem gewissen Sinn monoton sind. Im n#chsten
Satz geht es um eine Art Stetigkeit:

Satz 2.15: Eigenschaften von Maflen II
w sei eine Maflfunktion auf dem Semiring €. Dann gilt

1. (Stetigkeit von unten) Falls A,, eine nichtfallende Mengenfolge ist, dann gilt

p(lim A4,,) = lim u(Ay,).

2. (Stetigkeit von oben) Falls A, eine nichtwachsende Mengenfolge ist und zusétzlich
(A1) < oo, dann gilt
w(lim A,) = lim u(A4,,).

Fiir den ersten Teil dieses Satzes setzen wir
Bn = An \ An—la
(mit Ag = (). Diese Mengen sind disjunkt, und

und

Damit erhalten wir

p(lim Ay,) = M(U Ap) = N(U B,) =

N
Y n(Bn) = lim ¥ pu(B,) = lim p(Ay).
neN n=1

Den zweiten Teil konnen wir leicht aus dem ersten erhalten, wenn wir beachten, dass

Dieser Satz hat auch eine Umkehrung, fiir die wir allerdings annehmen miissen, dass der Defi-
nitionsbereich ein Ring ist:

Satz 2.16: Kriterien fiir Sigmaadditivitit
u sei eine additive Funktion auf einem Ring fR. Dann gilt:
1. Falls fiir jede nichtfallende Mengenfolge A,, mit lim A,, € R gilt, dass
p(lim A,,) = lim p(A4,)
(also wenn p stetig von unten ist), dann ist p sigmaadditiv.

2. Falls p endlich ist und fiir jede nichtwachsende Mengenfolge A, mit lim A, = 0 gilt,
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dass
lim p(A,) =0

(also wenn p bei () von oben stetig ist), dann ist p sigmaadditiv.

Wir miissen zeigen, dass fiir disjunkte Mengen A,, aus R mit
A={J A en
neN
gilt, dass
pA) = u(An).
Im ersten Fall folgt das leicht aus der Tatsache, dass
A=1lim | J A
" k<n

und der Additivitét von p. Den zweiten Fall reduzieren wir (wie im Witz mit den Eiern) auf den
ersten, indem wir feststellen, dass fiir eine nichtfallende Folge A,, die Folge

B, = (lilgn Ap)\ An
eine nichtwachsende Folge mit Durchschnitt () ist.

Als néichstes betrachten wir die Vereinigung von zwei Mengen mit endlichem Maf}, die nicht
unbedingt leeren Durchschnitt haben miissen (wieder in einem Ring):

WAUB) = (AU (B\ A)) = u(A) + p(B\ A) =
1(A) + p(B\ (AN B)) = p(A) + w(B) — p(AN B).

Aus dieser Gleichung erhiilt man mittels vollstdndiger Induktion den folgenden Satz:

Satz 2.17: Additionstheorem

Ay,..., A, seien Mengen aus einem Ring mit einem Inhalt u, und u(A;) sei endlich fiir alle
i=1,...,n. Dann gilt:

pUJAa) = > ) 4) =
i=1 IC{1,....n},I#£0 i€l

(=)™ u(Arn...nA).

Zum Abschluss zeigen wir noch einen Satz fiir Mafle auf Sigmaringen, der uns spéter bei Fragen
der Konvergenz immer wieder niitzlich sein wird:

Satz 2.18: Lemma von Borel-Cantelli

u sei eine Maflfunktion auf dem Sigmaring &. Falls die Mengen A,, aus & die Beziehung

Z (Ap) < o0

erfiillen, dann gilt

p(limsup A,,) = 0.

Zum Beweis verwenden wir die Stetigkeit von u:
p(limsup A,) = p(lim U Ap) = lim p( U Ag) < lim Z w(Ag) = 0.
" k>n " k>n " k>n

Ebenfalls aus der Stetigkeit von Mafifunktionen folgt
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Satz 2.19
u sei ein Maf3 auf einem Sigmaring. Dann gilt
p(liminf A,) < liminf u(A,).

Ist @ endlich, dann gilt
p(limsup A,,) > limsup p(A4,).

Zum Borel-Cantelli Lemma gibt es eine Umkehrung, fiir deren Formulierung wir uns ein wenig
ndher mit Wahrscheinlichkeitsrdumen auseinandersetzen miissen.

Zuerst drehen wir ein wenig an der Notation. Um darauf hinzuweisen, dass wir es mit einem
Wahrscheinlichkeitsmafl zu tun haben, verwenden wir statt 4 den Buchstaben P als Bezeichnung.
Die Elemente des Sigmarings, auf dem P definiert ist, nennen wir Ereignisse und definieren:

Definition 2.15

A und B seien zwei Ereignisse mit P(B) > 0. Dann ist die bedingte Wahrscheinlichkeit von A

unter (der Bedingung) B

P(A|B) = W

Zur Motivation dieser Definition kann die frequentistische Betrachtungsweise dienen: wir glau-
ben voriibergehend daran, dass, wenn wir eine grofe Zahl N von gleichartigen unabhéngigen Ver-
suchen durchfithren, die Anzahl N4 der Versuche, bei denen das Ereignis A eintritt, sehr nahe
an NPP(A) liegt (so, dass der Quotient Ns/N gegen P(A) konvergiert). Wir fragen uns, wie sich
unsere Einschitzung der Wahrscheinlichkeit dndert, wenn wir zusétzlich wissen, dass das Ereignis
B eingetreten ist. Das bedeutet, dass der boebachtete Versuch zu den (ungeféhr) NP(B) Versuchen
gehort, bei denen B eintritt. Dass dann auch noch A beobachtet wird, ist bei den Versuchen der
Fall, bei denen A und B gleichzeitig eintreten, und davon gibt es (ungefihr) NP(A N B) Stiick.
Das gibt uns den Quotienten der beiden Zahlen NP(A N B) und NP(B) als Wahrscheinlichkeit
fiir A unter der Bedingung B (diese Herleitung erhebt natiirlich keinerlei Anspruch darauf, als
mathematisches Argument durchzugehen).

Ist die bedingte Wahrscheinlichkeit gleich der “unbedingten” P(A), dann heifit A unabhingig
von B. Ausmultiplizieren der entsprechenden Gleichung ergibt eine symmetrische Beziehung, in
der wir auch die Bedingung P(B) > 0 weglassen koénnen:

Definition 2.16
Die Ereignisse A und B heiflen unabhéingig, wenn
P(AN B) =P(A)P(B).
Fiir mehr als zwei Ereignisse haben wir
Definition 2.17

1. Die Ereignisse (A4;,% € I) heiBlen (vollstindig) unabhingig, wenn fir alle J C I mit

|J| < o0
P(() 4) = [ (4.
icJ i€
2. Die Ereignisse (A;,i € I) heiflen paarweise unabhingig, wenn fiir alle ¢ # j € I

P(A; N A;) = P(A)P(A;).

Auch fiir Ereignisse, die nicht unabhéingig sind, lisst sich die Wahrscheinlichkeit des Durch-
schnitts als Produkt darstellen (zumindest, wenn sie positiv ist):
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Satz 2.20: Multiplikationstheorem

Ay, ..., A, seien Ereignisse mit P(A; N... N A,_1) > 0. Dann gilt

P(A; N ...NAp) = P(A)P(As|A))P(A3]| A1 N Ap) ... P(Ap] A1 ... 0 Aney).

Der Beweis ergibt sich aus der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit durch Ausmultipli-
zieren und wiederholtes Einsetzen.

In der ausmultiplizierten Form P(A N B) = P(A)P(BJA) kann im Gegensatz zur Definition
der bedingten Wahrscheinlichkeit auch P(A) = 0 eingesetzt werden, dabei ist sogar egal, was fiir
die bedingte Wahrscheinlichkeit eingesetzt wird. Damit dieses Vorgehen Sinn macht, muss ein
sinnvoller Wert fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit aus anderen Uberlegungen stammen, wie im
folgenden Beispiel

Beispiel 2.1

Ein Wiirfel wird einmal geworfen, anschlieend werden eine schwarze und so viele weifle Ku-
geln, wie die Zahl auf dem Wiirfel angibt, in eine Urne gelegt und eine Kugel zufillig gezogen.
Wir fragen nach der Wahrscheinlichkeit, dass die schwarze Kugel gezogen wird.

Wir bezeichnen mit A,, das Ereignis, dass n gewiifelt wird, und mit B das Ereignis, dass
die schwarze Kugel gezogen wird. Unsere Beschreibung ergibt die bedingte Wahrscheinlichkeit

1

P(BIA,) = —.

weil wir annehmen, dass jede der n + 1 Kugeln in der Urne mit gleicher Wahrscheinlichkeit
gezogen wird. Wir benétigen nur die Fille n = 1,...,6, aber wir kénnen auch mit n > 6
arbeiten, wenn wir dafiir P(4,) = 0 (oder genauer A, = ), das “unmégliche Ereignis”)
setzen.

Die Wahrscheinlichkeit von B erhalten wir als

6 6 6
B(B) = B(2 N B) = B(|J (4.1 B) = Y P(4, N B) = 3 P(4,)P(BIA,) =
n=2 n=2 n=2
L1111 11 11 11 2
6 2 6 3 6 4 65 6 6 6 7 840

Das Vorgehen, das wir zur Berechnung von IP(B) verwendet haben, ldsst sich auch in allgemeiner
Form anwenden: wir nehmen an, dass (endlich oder abzihlbar viele) Ereignisse B; gegeben sind,
von denen genau eines eintritt, und dass wir sowohl die Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse B; und
die bedingten Wahrscheinlichkeiten eines weiteren Ereignisses A beziiglich jedes dieser Ereignisse
kennen (oder leicht berechnen kénnen). Dann gilt

Satz 2.21: Satz von der vollstdndigen Wahrscheinlichkeit

B; seien disjunkte Ereignisse mit P(B;) > 0 und |J, B; = © und A ein beliebiges Ereignis.
Dann gilt

P(A) = Z P(B;)P(A|B;).

Wir kénnen dann umgekehrt die bedingte Wahrscheinlichkeit ausrechnen, dass eines der Ereig-
nisse B; eingetreten ist, wenn A beobachtet wurde:

Satz 2.22: Satz von Bayes
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Unter denselben Voraussetzungen wie im vorigen Satz gilt (wenn der Nenner positiv ist)

_ P(B;)P(A|By)
P(B;|A) = S P(B)P(A|B;)

32

Beispiel 2.2: Blutgruppen

Wir wenden diesen Satz auf eine Frage an, die mich einige Zeit beschéftigt hat: ich habe lange
Zeit meine Blutgruppe nicht gekannt, aber die meiner Frau (A) und die meines Sohnes (0).
Wir wollen also nun die bedingte Wahrscheinlichkeit fiir die moglichen Ausprigungen meiner
Blutgruppe bestimmen. Dazu miissen wir zuerst einige Informationen zu den Blutgruppen
einholen: wie jede genetisch bedingte Eigenschaft wird auch die Blutgruppe durch zwei Gene
(eins vom Vater, eins von der Mutter) bestimmt. Diese kénnen die Auspriigungen a, b und o
besitzen. Bei einem zufillig gewéhlten Menschen nehmen die beiden Gene unabhéngig vonein-
ander die einzelnen Werte mit Wahrscheinlichkeiten p,, py und py an. Die Kombinationen aa,
ao und oa resultieren in Blutgruppe A, bb, b0 und 0b ergeben B, ab und ba AB und schliellich
0o 0. Pschyrembels medizinisches Wérterbuch liefert, dass in Europa 47% der Bevélkerung
Blutgruppe A haben, 9% B, 4% AB und 40% 0. Daraus ergibt sich (ungefihr, die Gleichungen
sind {iberbestimmt und nicht exakt zu lésen)

Pa = 0.300, pp = 0.067, po = 0.633.

Aus den Informationen iiber die Blutgruppen meiner Frau und meines Sohnes kénnen wir
folgern, dass mein Sohn von mir ein Gen o haben muss. Meine Ausstattung muss also entweder
oa/ao (wir bezeichnen dieses Ereignis mit A,), ob/bo (Ereignis Ap) oder oo (Ereignis Ap) sein.
Die a-priori-Wahrscheinlichkeiten dafiir sind 2p,po, 2pppo und pZ. In den ersten beiden Fillen
ist die bedingte Wahrscheinlichkeit fiir die Weitergabe einer o (Ereignis B) 1/2, im letzten 1.

Jetzt haben wir alles beisammen, was in den Satz von Bayes einzusetzen ist, und erhalten

1
Lop,
P(A,|B) = - 2 “PaP0 S = 300
52paPo + 52pepo + 10
und analog
P(A4,|B) = .067
und
P(Ao|B) = .633.

Wir wiirden also am ehesten darauf wetten, dass ich Blutgruppe 0 habe. Inzwischen habe
ich mich natiirlich pieksen lassen (und fiir die Bestimmung geblecht), und es wire schén
zu berichten, dass unsere Analyse uns zur korrekten Vermutung gefiihrt hat, aber solche
Bilderbuchenden gibt es nicht immer — ich darf mich iiber Blutgruppe A freuen.

Fiir unabhéngige Ereignisse gilt

Satz 2.23: Zweites Lemma von Borel-Cantelli

P sei ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf der Sigmaalgebra & und (A, € &,n € N) unabhiingig
mit
ZP(An) = 0.

Dann gilt P(limsup,, A,,) = 1.

Zum Beweis stellen wir fest, dass

1. die Familie (A;,i € I) genau dann unabhingig ist, wenn (A% i € I) unabhiingig ist, und
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2. Aus der Stetigkeit von oben folgt, dass sich auch die Wahrscheinlichkeit eines abzéhlbaren
Durchschnitts von unabhéngigen Ereignissen als das Produkt der einzelnen Wahrscheinlich-
keiten schreiben lésst.

Damit ergibt sich

(o)
P(limsup A,) = 1 — P(liminf AY) =1 — lim JJ(1-P(4x)=1-0=1.
n—oo
k=n
Der Begriff der Unabhéngigkeit ldsst sich auf andere Objekte iibertragen. Insbesondere kénnen
wir die Unabhéngigkeit von Sigmaalgebren definieren:

Definition 2.18

(Q,6,P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum, I eine beliebige Indexmenge, (&;,i € I) eine Fa-
milie von Untersigmaalgebren von &. Diese Familie heifit unabhéngig, wenn fiir n € N,
{is,...;in} CTund A; € &;,,5=1,...,n

P(m Aj) = HP(AJ)~

Zum Nachweis der Unabhéngigkeit muss man nicht alle Elemente der Sigmaalgebren untersu-
chen. Dazu zeigen wir erst einen allgemeinen Satz zum Vergleich von Mafen:

Satz 2.24

(Q,8) sei ein Messraum, € ein durchschnittstabiles Erzeugendensytem von &, pq und po
Mafe auf &.

1. Wenn die Wahrscheinlichkeitsmafle pq und po auf € iibereinstimmen, dann gilt p; = po.

2. Wenn die endlichen Mafle p1 und po auf € iibereinstimmen und es A,, € €, n € N gibt
mit |J,, A, = Q gibt, dann gilt p; = po.

Es ist leicht einzusehen (das entsprechende Argument hat uns zur Definition von Dynkin-Systemen
gefiihrt), dass die Menge
D={A€&:u(A)=p(4)}

beziiglich der Bildung von disjunkten Vereinigungen und Differenzen von Mengen, bei denen eine in
der anderen enthalten ist, abgeschlossen ist, also zumindest ein Dynkin-System im weiteren Sinn.
Sind p1 und po Wahrscheinlichkeitsmafle, dann gilt Q € ©, und © ist Dynkin im engeren Sinn.
Als Dynkin-System, das von einem durchschnittstabilen System erzeugt wird, ist © ein Sigmaring;
in beiden Fillen ist Q € ©, im ersten Fall wegen 11 (Q) = p2(2) = 1, im zweiten als (J,, An. D ist
also die von € erzeugte Sigmaalgebra und stimmt daher mit & iiberein. Es gilt also p1(A) = p2(A)
fiir alle A € &, und py und g sind identisch.
Diese Bedingung gibt uns die folgenden Kriterien fur die Unabhéngigkeit von Sigmaalgebren:

Satz 2.25

(Q,6,P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum, (&;,7 € I) eine Familie von Untersigmaalgebren
von &. Fiir jedes ¢ € I sei €; ein durchschnittstabiles Erzeugendensystem von &;. Wenn fiir
jedes endliche J C T und A; € €;,5 € J

P(() 4;) = [ P4,

JjeJ JjeJ

dann ist die Familie (&;) unabhéngig.
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Satz 2.26

Die Untersigmaalgebren &1, ..., Sy sind unabhingig, wenn fiir jedes i = 1,...,n ein durch-
schnittstabiles Erzeugendensystem €; von &, existiert, das eine Folge von Ereignissen enhélt,
deren Vereinigung € ist, und wenn fiir alle A; € €;,;i =1,..., N gilt, dass

N N
P(() 4A) = [[P(A).
=1 i=1

Im ersten Satz geniigt es, den Fall zu betrachten, dass I endlich ist. In Satz 2.25 kénnen wir
¢; durch €; = &; U {Q} ersetzen, dann folgt seine Aussage aus Satz 2.26. Um diesen zu beweisen,
fiihren wir die Gute Menge

N N
6={Ac& :PAN(A)=PA) [P

Man iiberzeugt sich leicht, dass & Dynkin im weiteren Sinn ist und €; enthilt. Deshalb stimmt
® mit &; iiberein. Wir koénnen also €; durch &; ersetzen, und es gilt immer noch, dass fiir alle
AL €61 und 4; € ¢ firi=2,...,N

gilt. Mit demselben Argument kénnen wir jetzt der Reihe nach auch €5, €3 usw. durch S; etc.
ersetzen, und damit ist der Satz bewiesen.

2.2 Der Fortsetzungssatz

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass wir ein Maf§ auf einem Ring zu einem Maf} auf dem
erzeugten Sigmaring fortsetzen kénnen. Die zentrale Idee ist eine Variation des Ausschépfungsprin-
zips, das schon Archimedes verwendet hat. Wir werden also eine Menge mit Mengen iiberdecken,
deren Maf} wir leicht bestimmen kénnen, allerdings verwenden wir im Gegensatz zum klassischen
Ausschopfungsprinzip statt endlichen abz&hlbare Vereinigungen von Mengen aus dem Ring;:

Definition 2.19

u sei ein Maf auf dem Ring fR. Fiir jede Menge A definieren wir das von p erzeugte (induzierte)
duflere Mafl als

pr(A) =inf{> u(E,): B, e R, AC | En}.
neN neN

Dabei setzen wir inf ) = oo, damit diese Definition fiir alle Mengen funktioniert.

Das so definierte duflere Maf} hat folgende Eigenschaften:

Satz 2.27
1. p*(0) =0.
2. Nichtnegativitéat: p*(A) > 0.

3. Monotonie: Falls A C B, dann gilt u*(A) < p*(B).

>~

. Sigmasubadditivitit: Falls A C |, .y Bn, dann gilt

neN

WA < 3 (B,

neN
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5. Falls A € R, dann ist p*(A) = p(A).

Die ersten drei Eigenschaften sind offensichtlich; fiir die vierte geniigt es, den Fall zu betrachten,
dass die Reihe auf der rechten Seite endlich ist. Dann ist jedes u*(B;,) endlich, und wir kénnen fiir
jedes € > 0 Mengen E,; aus dem Ring finden, fiir die

€

2n
keN
und
keN
Dann gilt natiirlich
AC U E,L

n,keN

und daher .
A S ST B) € 3 (B + o) = 3wt (Ba) +e
n,keN neN neN

Da € beliebig klein gewahlt werden kann, ist die Behauptung bewiesen.
Fiir die letzte Behauptung des Satzes stellen wir einerseits fest, dass aus Satz 2.14 folgt, dass
fir A e R

i (A) > p(A)

sein muss, und andererseits erhalten wir aus der speziellen Uberdeckung
E1:A, En:@, TL>].,

dass
pr(A) < p(A)
ist.
Man muss nicht nur duflere Mafifunktionen betrachten, die von Mafifunktionen auf Ringen
erzeugt werden. Dazu definieren wir:

Definition 2.20

Jede Funktion p* die fiir alle A C ) definiert ist und die Eigenschaften 1. bis 4. von Satz 2.27
erfiillt, heifit eine dulere Maf3funktion.

Die erzeugte dulere Mafifunktion p* wird natiirlich die gesuchte Fortsetzung des Mafles u sein.
Leider ist eine duflere Mafifunktion nur in Ausnahmefillen ein Mafl. Die Losung dieses Problems
besteht darin, dass wir den Definitionsbereich einschrianken. Wir wollen also gewisse Teilmengen
von {2 auszeichnen. die wir “messbar” nennen werden.

Im Sinne des Ausschépfungsprinzips wollen wir dazu neben dem dufleren Mafi auch ein inneres
Maf} haben und eine Menge messbar nennen, wenn ihr &ufleres und ihr inneres Maf} {ibereinstimmen.
Die analoge Idee zur Definition des &ufleren Mafles, ndmlich das innere Maf} als Supremum aller
Summen der Mafle von abzdhlbar vielen disjunkten Mengen aus dem Ring zu definieren, die in einer
Menge enthalten sind, funktioniert nicht so gut, weil diese Funktion mit der iibereinstimmt, bei
der nur endlich viele Mengen verwendet werden. Die bessere Idee, zumindest wenn p totalendlich
ist, ist

1. (A) = p(Q) - 1 (A°)

zu setzen. In diesem Fall reduziert sich die Bedingung

p(A) = p(A)

auf
p(A) + p(AC) = pu(Q).
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A 1 (A) 1 (A)

Abbildung 2.2: 1(Q) < oo, eine messbare Menge p*(A) 4 p*(A°) = u(Q).

A 1 (A) p*(A9)

Abbildung 2.3: 14(Q) < oo, eine nicht messbare Menge 1*(A) + p*(A®) > u(Q).

Zur Veranschaulichung stellen wir unsere Mengen als Punktmengen in der Ebene dar; das &duflere
Maf einer Menge A veranschaulichen wir uns als die Fliche einer Menge mit “glattem Rand”,
die A einschlieit. In Abbildung 2.2 ist unsere Vorstellung einer messbaren Menge (mit “glattem
Rand”) dargestellt, in Abbildung 2.3, wie wir uns eine nicht messbare Menge vorstellen.

Wenn 2 nicht im Ring enthalten ist oder p(§2) = oo, dann versagt diese Definition der Messbar-
keit. In unserer Veranschaulichung geht es darum, dass die Menge A glatten Rand haben soll, also €2
sauber zerschneidet (der “glatte Schnitt”, der angeblich nicht wehtut, wie Politiker gerne behaup-
ten) — wir sagen, dass {2 messbar zerlegt wird. Das miissen wir nicht unbedingt fiir den ganzen
Rand iiberpriifen, sondern nur fiir ein Stiick, das wir von einer Menge aus dem Ring ausschneiden
lassen (Abbildung 2.4).

Abbildung 2.4: Eine messbare Menge: eine Testmenge aus dem Ring wird messbar geteilt

Bei naherer Betrachtung stellen wir fest, dass der Rand der Testmenge nicht unbedingt glatt
sein muss, uns geht es ja nur darum, dass der Schnitt durch diese Menge sauber ist (Abbildung
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2.5).

Abbildung 2.5: Eine messbare Menge: eine beliebige Testmenge wird messbar geteilt

Diese sehr heuristischen Uberlegungen fithren uns zu der folgenden Definition:

Definition 2.21: Messbarkeit nach Carathéodory

Eine Menge A C Q heifit messbar beziiglich der dufleren Maffunktion p*, wenn fiir jedes
B C Q gilt:
W (B) = " (BOA) + 1 (B A).

Wir sagen, dass A die Menge B messbar zerlegt.

Wir bezeichnen mit 9 das System der messbaren Mengen und zeigen:

Satz 2.28

M ist eine Sigmaalgebra, und p* ist ein Mafl auf 9. Falls dariiber hinaus p* von dem Maf} p
auf dem Ring R erzeugt wurde, dann gilt R C 1.

Wir stellen als erstes fest, dass wir fiir die Messbarkeit einer Menge A nur zeigen miissen, dass fiir
alle B C Q
p*(B) z p (BNA)+p*(B\A)

gilt, weil die umgekehrte Ungleichung aus der Sigmasubadditivitit folgt. Insbesondere sind alle
Mengen mit p*(A) = 0 messbar. Auflerdem koénnen wir uns auf Mengen B mit p*(B) < oo
beschrénken.

Zuerst zeigen wir, dass 901 eine Algebra ist. Aus der Definition der Messbarkeit folgt unmittelbar,
dass fiir eine messbare Menge A auch ihr Komplement A¢ messbar ist. Wir brauchen also nur noch
zu zeigen, dass etwa die Vereinigung von zwei messbaren Mengen A; und A wieder messbar ist.
Wegen der Messbarkeit von A; gilt fiir jedes B

p(B) = p (BN A+ p*(B\ Ay,
und wegen der Messbarkeit von A, gilt weiter
p (BNA) =p (BNA NAy)+p*(BNA NAS)

und
i (BN AS) = 1 (BN AS 0 Ag) + 1 (BN AC (0 AS)

(wir haben die Mengendifferenzen als Durchschnitt mit dem Komplement geschrieben, um uns
Klammern zu ersparen).
Wegen der Beziehungen
BNASNAS =B\ (A1 U Ay)

und
(BNANA)U(BNAYNA)U(BNA NAY)=BN (A4, U A)
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erhalten wir aus der Sigmasubadditivitét
(BN (AU A)) < p* (BN AN Ay) + p*(BNAY N Ag) + p* (BN Ap N AS)
und schlieBlich
p*(B) = p" (BN A +p*(B\ Ar) =
p (BNANAy) +p*(BNANAD) + p* (BN AY N Ap) + p* (BN AT N AF) >
p* (BN (AU A2)) + p*(B\ (A1 U Az)).

A1 U Ay ist also messbar.

Als néchstes wollen wir zeigen, dass 901 eine Sigmaalgebra ist. Dazu zeigen wir die Abgeschlos-
senheit beziiglich einer Vereinigung von abzdhlbar vielen disjunkten Mengen. Wir beginnen mit
zwei disjunkten messbaren Mengen A; und A, und stellen als direkte Folgerung aus dem Messbar-
keitskriterium fest, dass

pw (BN (A1 UAy)) =p*(BNA) + p*(BNAs).

Durch vollsténdige Induktion erhalten wir daraus, dass fiir eine Folge A,, von disjunkten Mengen
und jedes n > 0

p(BO A =) wr (BN A
k=1 k=1
gilt. Daraus erhalten wir unter Verwendung der Monotonie von u*

p(B)=p (BN A) +p B\ | 4) > Z (BNAg)+p*(B\ | Ap).
k=1 k=1 k=1 keN

Wir lassen jetzt n gegen Unendlich gehen und erhalten aus der Sigmasubadditivitéit
W(B) =S W (BAA) + B\ | A = w (B A+t (B\ | A,
keN keN keN keN

Es ist also auch die Vereinigung von abzahlbar vielen disjunkten messbaren Mengen eine messbare
Menge und somit 90t eine Sigmaalgebra.
Wenn wir in dem obigen Beweis fiir B die Vereinigung der A,, einsetzen, erhalten wir unmit-

telbar, dass auch
pwiJAn) =D n(A
n n

gilt, also dass p* auf 9 ein Maf ist.

Wir brauchen also nur noch zu zeigen, dass alle Mengen A aus dem Ring R messbar sind, wenn
©* von dem Mafl p auf R erzeugt wird. Dazu sei B eine beliebige Teilmenge von €2 und E,, eine
Uberdeckung von B durch Mengen aus dem Ring. Dann ist E,, N A eine Uberdeckung von BN A
und E,, \ A eine Uberdeckung von B\ A und daher

W (BNA) <Y u(E,nA)
und

pr(B\A) <Y (B, \ A),
und wenn wir diese beiden Ungleichungen addieren, erhalten wir

w(BAA)+ (B A) < Y p(Ey)

Weil diese Ungleichung fiir alle Uberdeckungen gilt, gilt sie auch, wenn wir rechts das Infimum
p*(B) iiber alle Uberdeckungen einsetzen, und damit ist gezeigt, dass A messbar ist.
Aus diesem Satz erhalten wir unmittelbar
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Satz 2.29: Fortsetzungssatz fiir Maflfunktionen

w sei ein Mafl auf einem Semiring T. Dann kann man auf dem von ¥ erzeugten Sigmaring ein
Ma$ finden, dass auf ¥ mit p iibereinstimmt.

Wenn p auf T sigmaendlich ist, dann ist die Fortsetzung auf den erzeugten Sigmaring
eindeutig bestimmt.

Wir haben im vorigen Abschnitt gesehen, dass p auf den erzeugten Ring fortgesetzt werden
kann. Satz 2.28 zeigt, dass durch das erzeugte dulere Mafl y* eine Fortsetzung auf das System der
messbaren Mengen gegeben wird. Dieses ist eine Sigmaalgebra, die den Ring umfasst, also auch
den davon erzeugten Sigmaring. Die Einschrankung von p* auf den von ¥ erzeugten Sigmaring ist
also genau die gesuchte Fortsetzung.

Bevor wir die Aussage iiber die Eindeutigkeit der Fortsetzung beweisen, ein Beispiel dafiir, dass
diese Eindeutigkeit nicht immer besteht:

Es sei Q =R und T = {l]a,b] : a < b}. Der erzeugte Sigmaring ist das System der Borelmengen
B. Wir definieren auf 8 zwei Mafifunktionen:

pi(A) = |4,
falls A =
pa() = (O flls 4 =0,
o0 sonst.

1 und po stimmen auf T iiberein, also ist die Fortsetzung der Einschriankung von p; auf T zu
einer Maflifunktion auf B nicht eindeutig bestimmt.

Wir wollen zeigen, dass fiir jede Fortsetzung fi von p auf den Sigmaring g = p* gilt.

Da p sigmaendlich ist, kann jede Menge A aus dem von fR erzeugten Sigmaring durch abzéhlbar
viele Mengen E,, € R iiberdeckt werden (man kann sich leicht iiberzeugen, dass das System aller
Mengen, fiir die es eine solche Uberdeckung gibt, einen Sigmaring bildet, der & umfasst). Wir
kénnen annehmen, dass diese Mengen E,, disjunkt sind, indem wir £,, durch E,\J,,, Ex ersetzen.

Wegen

i(A)=> A(ANE,)

brauchen wir nur zu zeigen, dass fiir jede Menge A aus dem Sigmaring, fiir die es eine Menge F aus
dem Ring mit A C F und pu(E) < oo gibt, i(A) = pu*(A) gilt. Dazu stellen wir fest, dass jedenfalls

p(A) < pr(A)

gelten muss, da ja nach Satz 2.14 fiir jede Uberdeckung von A durch Mengen E,, aus dem Ring
i(A) <> By =Y p(En)

gilt.
Daraus folgern wir

W(E) = (E) = p(A) + f(E\ A) < p*(A) + p*(E\ A) = p*(E) = p(E).

In dieser Ungleichungskette muss also iiberall Gleichheit gelten, und daher gilt, wie behauptet
A(A) = 1 (A).

Es sei hier noch einmal darauf hingewiesen, dass nur die Fortsetzung auf den erzeugten Sig-
maring und nicht die auf die erzeugte Sigmaalgebra eindeutig bestimmt ist: in den Ubungen wird
gezeigt, dass fiir ein endliches Mafl auf einem Sigmaring, der 2 nicht enthélt, die Fortsetzung auf
die erzeugte Sigmaalgebra niemals eindeutig bestimmt ist.

Nun wollen wir den Zusammenhang zwischen dem System der messbaren Mengen und dem
vom Ring fR erzeugten Sigmaring niher untersuchen (Von jetzt an werden wir die Fortsetzung auf
das System der messbaren Mengen ebenfalls mit u bezeichnen).

Das erste Ergebnis in dieser Hinsicht ist der
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Satz 2.30: Approximationssatz

Falls A eine messbare Menge mit endlichem Maf ist, dann gibt es zu jedem € > 0 eine Menge
E € R, sodass u(AAE) <e.

Nach der Definition von p* gibt es eine Folge £, von Mengen aus R mit Dy pu(Er) < p(A)+e.
Da diese Reihe endlich ist, kénnen wir ein N finden, sodass 3 v u(E,) < € ist. Wir setzen
E= UngN E,,. Einerseits ist

W(ENA) < (| Ba\A) = p( En) = 1n(A) < 3 p(En) — n(A) < e

neN neN

und

n>N n>N
Insgesamt ergibt sich
WALE) = p(A\ E) + u(E\ 4) < 2e.

Wenn wir durch Mengen aus dem von R erzeugten Sigmaring & approximieren, ist die Sache
noch einfacher:

Satz 2.31

Zu jeder messbaren Menge A mit endlichem Maf§ gibt es Mengen B und C aus & mit B C
A C Cund pu(B) = p(C) = p(A).

Wir beginnen wieder mit der Definition des &ufleren Mafles, und diesmal wéhlen wir zu jedem
k eine Uberdeckung Ej, von A mit Y-, u(Eyn) < p(A) + 1. Es ist leicht zu sehen, dass

C:(DUE,m

die gewiinschte obere Approximation liefert. Fiir die Approximation von unten setzen wir B =
C'\ D, wobei D eine obere Approximation fiir C'\ A ist.
Aus diesem Satz folgt, dass jede messbare Menge mit endlichem Maf sich als

A=BUN

schreiben ldsst, wobei B aus dem Sigmaring & und N eine Teilmenge einer Menge mit Maf 0 ist.
Dasselbe gilt fiir sigmaendliche Mengen (die man ja in abzihlbar viele Mengen mit endlichem Maf}
zerlegen kann). Umgekehrt ist jede solche Menge messbar, denn N hat duferes Mafl 0, und ist
messbar, und B ist als Element von G messbar.

Wenn nun das Mafl p auf R totalsigmaendlich ist (d.h., wenn Q durch abzéhlbar viele Mengen
aus dem Ring mit endlichem Maf iiberdeckt werden kann), dann ist jede messbare Menge in dieser
Weise darstellbar. Wir haben dafiir einen eigenen Namen:

Definition 2.22

w sei eine Maflfunktion auf dem Sigmaring &. Dann heifit & vollstéindig beziiglich p, wenn
jede Teilmenge einer Nullmenge in & enthalten ist, also, wenn aus A C B € & mit u(B) =0
A € G folgt.

Wenn der Mafiraum (2, &, 1) nicht vollstéindig ist, kann man ihn vollstindig machen:

S={BUN:Be®& NCMe®&,uM)=0}

die Vervollstandigung von & beziiglich p.

Aus den obigen Ausfithrungen folgt, dass jedenfalls dann, wenn €2 eine sigmaendliche Menge ist,
das System der messbaren Mengen mit der Vervollstindigung von & beziiglich 1 iibereinstimmt,
also
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Satz 2.32

1 sei ein totalsigmaendliches Mafl auf dem Ring fR. Dann ist die Fortsetzung von p auf die
erzeugte Sigmaalgebra 2, (R) eindeutig bestimmt und

M- = Ay (R).

Und das fithrt uns zuriick zu unserer etwas heuristischen Veranschaulichung: diese ist nun gar
nicht mehr so weit von der Realitéit entfernt. Wenn wir die “schénen” Mengen, deren Mafl mit dem
duleren Mafl einer Menge iibereinstimmen soll, aus dem vom urspriinglichen Ring erzeugten Sigma-
ring wihlen. Insbesondere sind die Schritte, die uns zur Definition der Carathéodory-Messbarkeit
gefiihrt haben, in den entsprechenden Situationen durchaus korrekt (und haben in der historischen
Entwicklung ihren Platz):

Satz 2.33

Wenn p* von dem Maf} p auf dem Ring R erzeugt wird, dann ist A genau dann messbar,
wenn fiir alle B € R
p(B) = p (BNA)+ p*(B\ A).

Wenn in dieser Situation (also p* ein induziertes dufleres Maf) p*(Q2) endlich ist, dann ist A
genau dann messbar, wenn

() = p*(A) + p* (A).

Der Beweis wird in den Ubungen gefiihrt.

Wir sind nun dort angelangt, wo wir hinwollten: zumindest fiir ein sigmaendliches Ausgangsmafl
kénnen wir ein (eindeutig bestimmtes) Mafl auf dem ganzen Sigmaring (der hoffentlich auch Q
enthélt und somit eine Sigmaalgebra ist) erhalten, wenn wir es nur auf einem Semiring festlegen,
der diesen Sigmaring erzeugt.

Weil wir Mafle vorzugsweise auf Sigmaalgebren verwenden wollen und wir von einem Semiring
oder Ring immer zur erzeugten Sigmaalgebra kommen kénnen, haben wir die Definitionen:

Definition 2.23

e () sei eine Menge, G eine Sigmaalgebra iiber 2. Dann heifit das Paar (Q2, &) ein Messraum
(oder messbarer Raum).

e (,6) sei ein Messraum, und zusétzlich sei auf & ein Mafl p definiert. Dann heifit
das Tripel (92,6, u) ein Mafiraum. Ist das Mafl p endlich oder sigmaendlich bzw. ein
Wabhrscheinlichkeitsmafl, dann sprechen wir von einem endlichen oder sigmaendlichen
Mafiraum bzw. einem Wahrscheinlichkeitsraum.

2.3 Erginzungen

2.3.1 Topologische Rdume und Borelmengen

Fiir die Borelmengen gibt es neben den halboffenen Intervallen einige andere interessante Erzeu-
gendensysteme, etwa

o T={—o0,a,acR}
e« T={]-oco,al,a € Q},
o T={la,b]: a,b € R,a < b},
o T={UCR:U offen}.

Der letzte Punkt erlaubt es uns, Borelmengen fiir allgemeine topologische Rdume zu definieren:
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Definition 2.24

Eigenschaften
1. {0,Q} C 7.
2. Wenn A,B € 7,dann ist ANB € 7.
3. Wenn o C 7, dann ist (J 4., A € 7.

Die Elemente von 7 werden als die offenen Mengen dieser Topologie bezeichnet.

T iber Q.

) sei eine beliebige Menge. Eine Topologie iiber € ist ein Mengensystem 7 C 2 mit den

Ein topologischer Raum ist ein Paar (£2,7) aus einer Grundmenge 2 und einer Topologie

Die bekannten metrischen Réume (speziell die reellen Zahlen) passen in diese Definition, indem

wie gewohnt die Mengen U als offen bezeichnet werden, die zu jedem z € U eine ganze Kugel

B(z,e) = {y : d(w,y) < €}

mit einem € = €(z) > 0 enthalten.

Bekannte Definitionen aus der Welt der metrischen Rdume haben Entsprechungen in dieser

allgemeineren Theorie:

Definition 2.25

(Q, 7) sei ein topologischer Raum.
eine offene Menge enthilt, in der = enthalten ist).

AC e .

A= (] B

BDA:BCcr

von offenen Mengen offen sind, also wenn f~1(7") C 7.

bedeutet, dass es ein ng gibt, sodass x,, € U fiir alle n > ng gilt).

o U C Q heift Umgebung von x € €2, wenn es V' € 7 gibt mit z € V. C Q (d.h., wenn U

e Eine Menge A C ) heifit abgeschlossen, wenn ihr Komplement offen ist, d.h., wenn

e Der Abschluss A der Menge A C Q ist die kleinste abgeschlossene Menge, die A enthélt:

o (¥, 7') sei ein weiterer topologischer Raum. f : Q — Q' heifit stetig, wenn die Urbilder

e Die Folge (z,,), x, € Q, konvergiert gegen x € ), wenn in jeder Umgebung U von z fast
alle Elemente der Folge (z,,) liegen (d.h., alle Elemente bis auf endlich viele, was wieder

Definition 2.26

die 7 umfasst.
B(Q,7) =2A, (7).

(Q,7) sei ein topologischer Raum. Die Borelsche Sigmaalgebra B(Q,7) (auch B(Q), B(7)
oder einfach nur 9B, wenn keine Verwechslungsgefahr besteht) ist die kleinste Sigmaalgebra,

Leider sind in allgemeinen topologischen Réumen konvergente Folgen nicht ausreichend, um
ihre Topologie zu beschreiben. Dazu muss zuerst definiert werden, wie wir dieses “Beschreiben”

verstehen wollen. Dazu versehen wir die entsprechenden Definitionen mit neuen Namen:
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Definition 2.27
(Q, 7) sei ein topologischer Raum.

1. A C Q heift folgenoffen, wenn fiir jedes € A und jede Folge (x,) mit x,, — x fast alle
Elemente von (z,) in A liegen.

2. A C Q heifit folgenabgeschlossen, wenn fiir jedes x € (, fiir das es eine Folge (z,) mit
Ty € A und z,, — x gibt, auch x € A gilt.

3. (¥, 7') sei ein weiterer topologischer Raum. Dann heifit f : Q@ — Q' folgenstetig in
x € , wenn fiir jede Folge x,, mit x,, — z auch f(z,) — f(z) (in Q) gilt.

4. (Y, 7") sei ein weiterer topologischer Raum. Dann heifit f : Q — Q' folgenstetig, wenn
fin allen = € Q) folgenstetig ist.

5. A C  sei beliebig. Der Folgenabschluss (A)ge, ist die Menge aller Grenzwerte von
Folgen in A:
(A)seq ={z€Q: 32, € A:2,, = z}.

Das gibt uns die beiden Moglichkeiten:

Definition 2.28
Ein topologischer Raum (€2, 7) heifit

o folgenbestimmt, wenn jede folgenabgeschlossene Menge abgeschlossen ist (das ist dquvia-
lent dazu, dass jede folgenoffene Menge offen bzw. jede folgenstetige Funktion stetig ist).

e ein Fréchet-Urysohn Raum, wenn fiir jedes A C © ihr Folgenabschluss mit dem topolo-
gischen Abschluss {ibereinstimmt, also wenn A = (A)seq git.

Ein Beispiel fiir einen nicht folgenbestimmten Raum liefert der Raum R® der reellen Funktionen
mit der Produkttopologie:

Definition 2.29

((Q4,7),i € I) sei eine Familie von topologischen Rdumen. Die Produkttopologie ist die
kleinste Topologie beziiglich der alle Projektionen

TG - X Qj
JeI
mit
mi(a) = a(i)

stetig sind. In dieser Topologie ist eine Menge U genau dann offen, wenn zu jedem o € U
Mengen A; € 7,4 € I gibt mit a(i) € A; fiir alle i € I und A; = Q; fiir alle ¢ € T bis auf
endlich viele.

In dieser Topologie konvergiert eine Folge «, genau dann gegen «, wenn fiir jedes i o, (1) —
a(i) (in (92;,7)). Die Produkttopologie heifit auch die Topologie der punktweisen Konvergenz.

Spéiter werden wir uns mit der punktweisen Konvergenz von Funktionenfolgen noch néher
beschiftigen. Hier ist interessant, dass dieser Raum nicht folgenbestimmt ist. Es ist ndmlich die
Menge

A= {f € R®: [f #0] ist hochstens abzihlbar}

folgenabgeschlossen, aber nicht abgeschlossen. Ist ndmlich (f,,) eine Folge von Funktionen aus A,
dann ist zu jedem n die Menge

Ny = [fn?éo]
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hochstens abzihlbar, damit auch N = |J, oy Vo. Wenn nun f,, punktweise gegen f konvergiert,
dann ist auf N© jedes f, gleich 0, also auch der Grenzwert f. [f # 0] ist also auch hochstens
abzéhlbar und daher f € A und A folgenabgeschlossen.

Andererseits enthilt jede nichtleere offene Menge U eine Menge der Form

X 4

iel
mit J = {i € I : A; # R} endlich. Dann ist o mit

a(i) = {ai c€A; wennielJ
0 sonst

in ANU enthalten. Deswegen ist () die einzige offene Menge, die in A® enthalten ist, und somit
A =RR und A nicht abgeschlossen.

2.3.2 Alternativer Beweis des monotone class theorems

Es soll gezeigt werden, dass das von einem Ring erzeugte monotone System mit dem erzeugten
Sigmaring iibereinstimmt.

Wir kénnen das erzeugte monotone System erzeugen, indem wir schrittweise die Limiten von
monotonen Folgen zu R hinzufiigen:

Mo =R, Many = {BCQ: 3B, € Moy : By 1 B}, Moo ={BC Q:3B, € Mypy1 : By | B}

Es ist leicht einzusehen, dass jedes 91, beziiglich endlicher Durchschnitte und Vereinigungen ab-
geschlossen ist. Fiir die Differenz ist das nicht ganz so einfach, aber es lasst sich zeigen, dass Mo,
alle Differenzen von Mengen aus 91,, enthélt. Jedenfalls ist

M, = [ M,

neN

ein Ring. Leider ist noch nicht garantiert, dass dieses System monoton ist. Aber wir machen
unerschrocken weiter, geben jeweils monotone Limiten zu unseren Mengensystemen hinzu, und
wenn wir unendlich viele beisammen haben, vereinigen wir sie. . .

Irgendwann kommen wir mit diesem Schema (einer transfiniten Induktion) zu der ersten iiber-
abzéhlbaren Ordinalzahl w;. Dann sind wir fertig, und unsere Konstruktion garantiert, dass das
so erzeugte monotone System ein Ring ist. Diese Argumentation hat zwei Nachteile: einerseits ist
sie nicht besonders anschaulich, und andererseits wollen wir das Auswahlaxiom nach Moglichkeit
vermeiden.

Aber dieser Beweis hat auch einen Vorteil: wenn SR unendlich aber hichstens von der Méchtig-
keit des Kontinuums ist, dann hat das erzeugte monotone System die Méchtigkeit des Kontinuums
(Jedes C,, hat eine Méchtigkeit, die nicht gréfer ist als die des Kontinuums: falls « eine Nachfol-
gerzahl ist, als Bild von CY_,, falls a eine Limeszahl ist, als Vereinigung von hochstens Kontinuum
vielen Mengen mit Mchtigkeit hochstens gleich dem Kontinuum). Insbesondere gilt das fiir die
Borelmengen.

2.3.3 Semiregularitit

Endlichkeitseigenschaften werden an vielen Stellen in unserer weiteren Diskussion eine Rolle spie-
len; manchmal miissen wir Endlichkeit verlangen, sehr oft kommen wir mit der Sigmaendlichkeit
aus; nicht sigmaendliche Mafie haben hier hauptséichlich eine Rolle als Gegenbeispiele. Extreme
Beispiele sind Mafe, die nur die Werte 0 und co annehmen. Als Antithese dazu dient die folgende
Abschwichung von Endlichkeit bzw. Sigmaendlichkeit:

Definition 2.30: Semiregularitét

Das Maf8 i auf dem Mengensystem € heifit semireguldr, wenn es zu jedem A € € mit pu(A) > 0
ein B € € gibt mit B C A und 0 < u(B) < oo (also, wenn jede Menge mit positivem Mafl
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eine Menge mit positivem endlichem Maf enthélt).

2.3.4 AuBere Mafle und die Borelmengen

Im n#chsten Kapitel werden wir uns mit dem Spezialfall von Maflen auf den Borelmengen befassen.

Diese wollen wir eindeutig festlegen, indem wir sie auf den Intervallen definieren. Dazu sollen sie

auf dem System der (linkshalboffenen) Intervalle sigmaendlich sein. Wir werden sogar annehmen,

dass sie dort endlich sind. Vorher wollen wir uns aber noch iiberlegen, unter welchen Bedingungen

fiir ein frei definiertes dufleres Mafl ©* auf den reellen Zahlen alle Borelmengen p*-messbar sind.
Dazu definieren wir

Definition 2.31

Der Abstand zweier Mengen A, B € R ist

d(A,B) =inf{|lz —y|:x € A,y € B}.

und

Definition 2.32

Das duere Mafl p* heiit arithmetisch, wenn fiir alle A, B € R mit d(4,B) >0 p*(AUB) =
p*(A) + p(B) gilt.

Es gilt der Satz:

Satz 2.34: Carathéodory

Fiir ein dufleres Maf p* auf R gilt genau dann B C 9,,-, wenn p* arithmetisch ist.

FEine Richtung ist einfach: wenn alle Borelmengen messbar sind, dann jedenfalls die offenen
Mengen. Wenn A und B positiven Abstand d(A, B) haben, dann ist

U= J{y:ly— 2| <dA, B)}
z€A

offen, A= (AUB)NU, B=(AUB)\U) und daher, wegen der Messbarkeit von U, u*(AU B) =
w*(A) + 1°(B).

Fiir die andere Richtung nehmen wir an, dass p* arithmetisch ist, und zeigen, dass dann jede
abgeschlossene Menge A messbar ist.

Wir wihlen also eine Menge B mit endlichem &uflerem Mafl und wollen zeigen, dass B durch
A messbar zerlegt wird. Wir definieren

Cp={z:d{z},A) > 1/n}

und stellen fest, dass wegen der Abgeschlossenheit von A
A =]Jc,
n

gilt.
WEeil der Abstand von A und C), positiv ist, gilt
pw'(B)>pux(BN(AUC,)) > u"(BNA)+ u* (BNCy).

Wenn wir hier n — oo gehen lassen konnten und dabei *(B N C,,) gegen p*(B N AY) ginge, wire
alles bewiesen. Wir setzen Cy = () und

D, =BnN (Cn \ Cnfl).
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Da d(Dy,, Dy42) > 0 ist, erhalten wir

N
Z (Day) < p*(B) < 00

und
N
> (Dan-1) < p*(B) < o0
n=1

wenn wir beides addieren und N — oo gehen lassen, ergibt sich
> o
neN

Damit erhalten wir

WBNCy) < p*(BNAY) =p*(BNCy)U | D) <p*(BNCx)+ > p*(D

n>N n>N

Die letzte Summe geht als Reihenrest einer konvergenten Reihe fiir N — oo gegen 0, also ist
tatsdchlich
p*(BNAS) = lim p*(BNC,),
n—oo

und der Satz bewiesen.

2.3.5 Hausdorfimafle

In R? kénnen wir den Durchmesser einer Menge A C R als
d(A) = sup{lz —y| : z,y € A}
definieren. Fiir o > 0 ist

0 (A) g%mf{%dmn) c A, CRYA(A,) <eneN,AC LEJNAn}.

Ein duferes MaB (das wird in den Ubungen gezeigt). Die Einschrinkung 7, dieses dueren Mafes
auf seine messbaren Mengen nennen wir das Hausdorffmafl. Der vorige Abschnitt zeigt, dass zu
diesen messbaren Mengen in jedem Fall die Borelmengen gehoren.

2.3.6 Der Satz von Vitali-Hahn-Saks

Satz 2.35: Vitali-Hahn-Saks

1, sel eine Folge von endlichen Maffunktionen auf dem Sigmaring 8. Wenn fiir jedes A € R
der Grenzwert p(A) = lim, un,(A) existiert, dann ist p ein Mafl.

Wir zeigen diesen Satz indirekt: wir zeigen: wenn die Sigmaadditivitdt der Grenzfunktion ver-
letzt ist, dann gibt es eine Menge B € R, fiir die die Folge p,, (B) nicht konvergiert. Dazu betrachten
wir eine Folge A,, von disjunkten Mengen, fiir die

n(QAn) # Y u(An)
gilt. Aus der Additivitdt von p folgt

DA < u(d ) An),

n n
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und weil die Gleichheit nicht gelten darf, ist
Z w(An) < M(Z An)

und insbesondere

Z w(4,) < oco.

Wir wéhlen € > 0 so, dass

ZN(AH) +5e < M(Z An)

n

Wir kénnen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit (indem wir aus den Folgen Ay und u,, notfalls
endlich viele Elemente entfernen) annehmen, dass mit

A=D"4
k

fir alle k bzw. n

D ulAr) <e
k

und
pn(A) > be.

Zu jedem n kénnen wir ein k(n) finden, sodass

Z Mn(Ak) <€

k>kny

und zu jedem k ein n(k), sodass fiir n > n(k)

> in(Ai) <.

i<k
Wir beginnen mit n; = 1 und setzen fiir [ > 1

kl = k:(nl),nH_l = n(k:l)

B:U U A, eR

1EN koy_1 <k<koy

Jetzt konnen wir

setzen und erhalten
Mgy (B) > 3e, Mngl,1<B) < 2,

also konvergiert die Folge u,,(B) nicht, im Widerspruch zur Voraussetzung.

Dieser Satz gilt auch fiir signierte, komplexe und Vektormafle, mit einem sehr dhnlichen Be-
weis. In diesen Fillen muss man aber zusétzlich annehmen, das die Grenzwerte endlich sind (bei
MafBfunktionen ist das nicht notwendig).

2.3.7 Der Witz mit den Eiern (huevos, nicht cojones)

Auch wenn letztere von Matthias Strolz fast salonfihig gemacht wurden, soll hier nicht der Eindruck
entstehen, dass wir sexistische Metaphern verwenden. Also, hier in aller Harmlosigkeit:
Eine Physikerin und ein Mathematiker wollen Eier kochen.

Fall 1: Die Eier sind Im Kiihlschrank.

— Die Physikerin geht zum Kiihlschrank, 6ffnet die Kiihlschranktiir, nimmt zwei Eier her-
aus, schlieft die Kiihlschranktiir, geht zum Kiichenschrank, nimmt einen Topf heraus,
legt die Eier hinein, geht zur Spiile, lisst Wasser in den Topf laufen, geht zum Herd,
stellt den Topf darauf, dreht die Platte auf.
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Fall 2:

— Der Mathematiker geht zum Kiihlschrank, 6ffnet die Kiihlschranktiir, nimmt zwei Eier
heraus, schliefit die Kiihlschranktiir, geht zum Kiichenschrank, nimmt einen Topf heraus,
legt die Eier hinein, geht zur Spiile, lisst Wasser in den Topf laufen, geht zum Herd,
stellt den Topf darauf, dreht die Platte auf.

Die Eier sind Im Keller.

— Die Physikerin geht zur Kellertiir, 6ffnet die Kellertiir, geht die Stufen hinunter, nimmt
zwei Eier aus dem Kellerregal, geht die Stufen hinauf, schliefit die Kellertiir, geht in
die Kiiche zum Kiichenschrank, nimmt einen Topf heraus, legt die Eier hinein, geht zur
Spiile, ldsst Wasser in den Topf laufen, geht zum Herd, stellt den Topf darauf, dreht die
Platte auf.

— Der Mathematiker geht zur Kellertiir, 6ffnet die Kellertiir, geht die Stufen hinunter,
nimmt zwei Eier aus dem Kellerregal, geht die Stufen hinauf, schlieft die Kellertiir,
geht in die Kiiche zum Kiihlschrank, 6ffnet die Kiihlschranktiir, legt die Eier hinein,
schlieit die Kiihlschranktiir und hat so Fall 1 hergestellt.

2.4 Wiederholungsfragen

1.

10.
11.
12.

13.
14.
15.
16.

17.
18.
19.
20.

Definieren Sie Ring, Sigmaring, Algebra, Sigmaalgebra, Semiring, monotones System, Dynkin-
System.

Definieren Sie Mengenfunktion, Additivitat, Sigmaadditivitdt, Maf3, Inhalt.
Wie erhélt man aus einem Semiring den erzeugten Ring?
Wie erhiilt man aus einem Ring den erzeugten Sigmaring?

Definieren Sie: Menge mit endlichem Maf}, Menge mit sigmaendlichem Maf, endliches Maf3,
sigmaendliches Maf}, Wahrscheinlichkeitsmaf.

Was kann man iiber punktweise Grenzwerte bzw. Summen von Maflen sagen?
Was sagt der Fortsetzungssatz fiir Maflfunktionen?

Was ist ein dufleres Maf3?

Wann heifit eine Menge messbar beziiglich eines dufleren Mafles?

Wann heifit ein Mafiraum vollsténdig?

Wie ist die Vervollstindigung einer Sigmaalgebra beziiglich eines Mafles definiert?

Wie hingen die p*-messbaren Mengen und die erzeugte Sigmaalgebra 2, (2R) fiir ein total-
sigmaendliches Maf auf dem Ring R zusammen?

Welche Eigenschaften haben Inhalte bzw. Mafifunktionen?
Das Additionstheorem
Welche Kriterien fiir die Sigmaadditivitét einer additiven Funktion auf einem Ring gibt es?

Wie héngt (fiir sigmaendliche Mafirdiume) die (vom Ring erzeugte) Sigmaalgebra mit dem
System der messbaren Mengen zusammen? zwischen

Wie ist die bedingte Wahrscheinlichkeit definiert?
Wann heiflen zwei Ereignisse unabhéngig?
Wie kann man die Unabhéngigkeit von mehreren Ereignissen definieren?

Was besagt der Satz von der vollstdndigen Wahrscheinlichkeit?
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21. Was besagt der Satz von Bayes?
22. Die Lemmata von Borel-Cantelli.

23. Unabhéngigkeit von Sigmaalgebren

49



Kapitel 3

Lebesgue-Stieltjes Mafle

3.1 Eindimensionale Lebesgue-Stieltjes Mafle

Jetzt ist es an der Zeit, dass wir uns etwas eingehender mit den reellen Zahlen und allgemeiner
mit endlichdimensionalen Rdumen und den darauf definierten Borelmengen befassen. Insbeson-
dere werden wir zeigen dass mit der Lénge (bzw. Fldche und Volumen in htheren Dimensionen)
tatséchlich ein Mafl auf den Borelmengen gegeben ist. Fiirs erste beschranken wir uns auf den
eindimensionalen Fall. In diesem werden die Borelmengen B vom Semiring der linkshalboffenen
Intervalle T erzeugt, und wir kénnen jedes sigmaendliche Mafl auf ¥ in eindeutiger Weise zu einem
(ebenfalls sigmaendlichen) Maf} auf B fortsetzen. Allerdings sind nicht alle sigmaendlichen Mafe
auf B in dieser Weise zu erhalten (man setze beispielsweise als Maf einer Menge die Anzahl der
darin enthaltenen rationalen Zahlen), und andererseits gibt es wieder unter den Maflen, die auf ¥
sigmaendlich sind, recht unangenehme Zeitgenossen, also werden wir die schlimmsten Anomalien
vermeiden, indem wir gleich annehmen, dass unsere Mafle auf ¥ endlich sind, und definieren:

Definition 3.1

Ein Lebesgue-Stieltjes Maf} ist ein Mafl auf (R,®B), das fiir beschréinkte Intervalle endliche
Werte annimmt. (Diese Definition funktioniert wortgleich auch in d Dimensionen, wenn wir
die Intervalle als die entsprechenden “Hyperquader” interpretieren).

Diese Definition ist natiirlich dquivalent zu der Forderung, dass alle beschréinkten Borelmengen
endliches Maf} besitzen. Insbesondere sind alle endlichen Mafle Lebesgue-Stieltjes Mafle.

Offensichtlich sind alle Lebesgue-Stieltjes-Mafle auf T eingeschrinkt sigmaendlich (sogar end-
lich), und daher sind sie durch die Angabe ihrer Werte auf ¥ eindeutig festzulegen.

Wir miissen also fiir jedes Intervall |a,b] den Wert des Mafles festlegen. Das bedeutet im we-
sentlichen, dass wir eine Funktion der beiden Variablen a und b angeben miissen. Diese Aufgabe
koénnen wir aber noch weiter vereinfachen (und werden noch dazu feststellen, dass wir damit auch
die Uberpriifung, ob das Ergebnis ein Ma8 ist, leichter machen), indem wir die Tatsache ausnutzen,
dass fiir ¢ < b < ¢ sowohl

Ja, b]U]b, ¢] =]a, c]

als auch
la, b]N]b, ¢] = 0.

Fiir ein Lebesgue-Stieltjes Mafl i muss jetzt gelten

p(la, cl) = p(la, b)) + p(]b, c]),
und weil p(]a, b)) endlich ist,
p(lb, e]) = plla, c]) — p(la, b)).
Wir werden jetzt kurz zusétzlich annehmen, dass das Mafl p endlich ist (auf 9B!). In diesem Fall

diirfen wir namlich oben fiir a den Wert —oo einsetzen, und die entsprechende Gleichung gilt dann
fiir alle b < c. Wir setzen

F(z) = p(] — o0, )
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und erhalten

p(]b, c]) = F(c) — F(b).
Zum Festlegen eines endlichen Mafes ist also nur noch die Funktion F' von einer reellen Variable
anzugeben. Damit hat sich die Dimensionalitét unseres Problems noch einmal halbiert, und wir sind

endlich zufrieden, abgesehen davon, dass wir uns dasselbe fiir alle Lebesgue-Stieltjes Maifunktionen
wiinschen, weshalb wir zunéchst definieren:

Definition 3.2

u sei ein (eindimensionales) Lebesgue-Stieltjes Maf. Eine reelle Funktion F' heifit Verteilungs-
funktion von p, wenn fiir alle a < b

n(la,b]) = F(b) — F(a).
Diese Definition wirft natiirlich eine Reihe von Fragen auf:

1. Gibt es zu einer Lebesgue-Stieltjes Mafifunktion immer eine Verteilungsfunktion?

2. Vorausgesetzt, die Antwort auf die vorige Frage ist “ja”, wie weit ist dann die Verteilungs-
funktion eindeutig bestimmt (keine sehr wichtige Frage, zugegeben, aber nicht uninteressant,
und wegen der Vollstandigkeit. .. )?

3. Kann man leicht feststellen, ob eine bestimmte Funktion eine Verteilungsfunktion ist (diese
Frage ist die wichtigste — schlielich wollen wir diese Verteilungsfunktionen dazu verwenden,
dass wir Mafe definieren)?

4. Schliefllich: Ist durch eine Verteilungsfunktion das zugehotrige Maf3 eindeutig bestimmt?

Die letzte Frage sollte eigentlich klar sein: durch die Definition der Verteilungsfunktion (in die
andere Richtung gelesen) ist das Mafl p auf dem Semiring T bestimmt, und den Rest erledigt der
Fortsetzungssatz.

Um die erste Frage zu 16sen, brauchen wir nur eine Verteilungsfunktion F' anzugeben, und wir

setzen
[ p(0,z]) fallsz >0,
F(z) = { —u(]z,0]) sonst.

Man {iiberzeugt sich leicht, dass dies wirklich eine Verteilungsfunktion fiir p ist.

Die Eindeutigkeitsfrage fiir F' ist nicht ganz so leicht zu beantworten. Aus der Definition der
Verteilungsfunktion ist ndmlich zu erkennen, dass man zu F’ eine beliebige Konstante addieren kann
und damit wieder eine Verteilungsfunktion fiir dieselbe Mafifunktion erhilt; es gibt also zu einer
MafBfunktion mehr als eine Verteilungsfunktion; andererseits gilt fiir zwei Verteilungsfunktionen
F, G zu derselben Mafl)funktion

u(lz,y)) = F(y) — F(z) = G(y) — G(z),
und wir kénnen die Variablen trennen:
F(y) = G(y) = F(z) — G(a).

Dieser Ausdruck darf also weder von x noch von y abhéingen und ist daher konstant. Zwei Vertei-
lungsfunktionen zu derselben Maflifunktion kénnen sich also auch nicht durch mehr als eine additive
Konstante unterscheiden.

Letztlich bleibt uns also die Aufgabe, zu entscheiden, ob eine Funktion eine Verteilungsfunktion
ist. Dazu miissen wir die zwei charakteristischen Eigenschaften einer Mafifunktion — Nichtnegati-
vitdt und Sigmaadditivitit — auf unsere Verteilungsfunktionen iibertragen.

Die Nichtnegativitét liefert fir y > «

F(y) = F(z) = p(]z,y]) 2 0

oder
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F ist also monoton nichtfallend.

Die Sigmaaditivitit haben wir schon in Satz 2.15 mit Stetigkeitseigenschaften in Verbindung
gebracht. Wir wihlen eine monoton nichtwachsende Folge x,, mit Grenzwert x. Dann fillt die Folge
der Intervalle |x, x,,] gegen die leere Menge, und daher gilt

0= u(0) =l p(lzz,)) = lim (F(z,) — F(x).
Daraus folgt natiirlich, dass F'(x,) gegen F(z) konvergiert, und F ist rechtsstetig.

Jede Verteilungsfunktion ist also nichtfallend und rechtsstetig. Dass auch die Umkehrung gilt,

formulieren wir in einem Satz, in dem wir auch alles festhalten, was wir bisher festgestellt haben:

Satz 3.1

Eine reelle Funktion ist genau dann eine Verteilungsfunktion, wenn sie monoton nichtfallend
und rechtsstetig ist, d.h., zu jeder nichtfallenden und rechtsstetigen Funktion gibt es ein
Lebesgue-Stieltjes Maf mit dieser Funktion als Verteilungsfunktion. Uberdies ist ein Lebesgue-
Stieltjes Mafl durch eine Verteilungsfunktion eindeutig bestimmt. Andererseits gibt es zu
jedem Lebesgue-Stieltjes Mafl mindestens eine Verteilungsfunktion, und zwei verschiedene
Verteilungsfunktionen zu demselben Mafl unterscheiden sich durch eine additive Konstante.

Der einzige Punkt, der noch zu kliren ist, ist die Tatsache, dass eine nichtfallende rechtsstetige
Funktion F' durch die Formel

p(la, b)) = F(b) — F(a)

tatsdchlich eine Maflfunktion auf T festlegt.

Da F monoton ist, erhalten wir unmittelbar, dass p nichtnegativ ist.

Als n#chstes zeigen wir die Additivitdt von p. Da € ein Semiring ist, brauchen wir uns nur
um die Vereinigung von zwei disjunkten Mengen zu kiimmern. Es seien also ]a,b] und |e, d] zwei
nichtleere Intervalle, deren Vereinigung wieder ein Intervall ist (wenn eines der beiden Intervalle
leer ist, ist die Frage noch einfacher zu 16sen). Dann muss, wie man sich leicht iiberlegt, entweder
b = c oder a = d gelten. Wir nehmen ohne Beschriankung der Allgemeinheit den ersten Fall an und
erhalten

p(la,d]) = F(d) = F(a) = F(d) = F(b) + F(b) = F(a) = p(Ja, b]) + p(]b, d]).

Es gilt fiir p also auch die Additivitét.

Nun wollen wir die Sigmaadditivitiit zeigen. Es sei ]a,, b,] eine Folge von disjunkten Intervallen,
deren Vereinigung ein Intervall ]a, b] darstellt.

Aus der Additivitdt und Nichtnegativitdt von p erhalten wir

N

N
,u(]a,b]) > u( U]ambn]) = ZN(]anvbn])a
n=1

n=1

und durch den Grenziibergang N — oo erhalten wir

u(la.b) = 3 pllan, b,]).

Es bleibt uns also noch die umgekehrte Ungleichung. Auch diese wollen wir auf eine endliche
Vereinigung zuriickfithren, denn dann geniigt uns die einfache Additivitdt von p, die wir schon
bewiesen haben. Das Mittel dazu ist der Satz von Heine-Borel, denn schliellich haben wir hier die
Situation, dass ein Intervall von anderen {iberdeckt wird. Allerdings sollte das tiberdeckte Intervall
abgeschlossen sein und die iiberdeckenden offen, und nicht wie hier alle Intervalle halboffen. Dieses
Problem ist aber leicht zu losen: wir schneiden einfach vom Intervall ]a, b] links ein kleines Stiick
ab (und machen es zu einem abgeschlossenen), und dehnen die Intervalle ]a,,, b,] nach rechts aus.
Wir miissen dabei nur aufpassen, dass wir nicht zuviel wegnehmen bzw. dazugeben. Wir setzen

a>a
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und R
bn > by
so, dass
F(a) < F(a) + ¢
und

F(by) < F(by) + 2%
Jetzt ist ]ay, by[ eine offene Uberdeckung des abgeschlossenen Intervalls [d, b]. Dafiir funktioniert

der Satz von Heine-Borel, wir kénnen also eine endliche Teiliiberdeckung finden, und weil wir an
linkshalboffenen Intervallen interessiert sind, schreiben wir gleich

Ja,b] € [a,b] € | J]an, bnlC

n=1 n

]ana bn]-

C=

Il
-

Jetzt verwenden wir die Additivitdt und Nichtnegativitdt von p und erhalten

und schlieflich

und die Sigmaadditivitdt von p ist gezeigt.
Mithilfe der Verteilungsfunktion lassen sich Wahrscheinlichkeiten berechnen: Aus der Definition
folgt direkt
pr(Ja, b)) = F(b) — F(a).

Die Stetigkeit der Maflfunktion u liefert daraus

pr(Ja,b]) = F(b—0) — F(a),

pur([a,b]) = F(b—0) — F(a—0),

pr([a,b]) = F(b) = F(a = 0).

In der letzten Gleichung kénnen wir a = b setzen und erhalten

pr({r}) = F(z) — F(z = 0).

Daraus folgt, pr({z}) = 0 fiir alle x € R genau dann gilt, wenn F stetig ist, also keine Spriinge
hat. Die Antithese dazu ist eine Verteilungsfunktion, die nur Spriinge hat, also

Definition 3.3

Die Verteilungsfunktion F' heifit diskret, wenn es eine abziéhlbare Menge D und fiir jedes
x € D ein p(z) > 0 gibt, sodass

z€DN]a,b]
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Jede Verteilungsfunktion lésst sich in eindeutiger Weise (bis auf additive Konstante) in eine stetige
und eine diskrete Verteilungsfunktion zerlegen. Das folgt aus dem folgenden allgemeineren Satz:

Definition 3.4
Das Ma$ p auf dem Messraum (£2, &,P) mit {w} € & fiir alle w € 2 heifit
e stetig, wenn fiir alle p({w}) = 0 fiir alle w € Q,

e diskret, wenn es eine hochstens abzihlbare Menge D gibt mit u(D®) = 0.

Satz 3.2

Jedes sigmaendliche Mafl p auf dem Messraum (2, S,P) mit {w} € & fiir alle w € Q lésst
sich in eindeutiger Weise in ein diskretes und ein stetiges Maf} zerlegen.

Der Beweis wird in den Ubungen gefiihrt.

3.2 Mehrdimensionale Lebesgue-Stieltjes Mafle

Auch im mehrdimensionalen Fall = R", & = B,, definieren wir ein Lebesgue-Stieltjes Mafl
als ein Maf}, das fiir beschrinkte Borelmengen endliche Werte ergibt. Wir wollen auch hier eine
Verteilungsfunktion finden, die das Maf festlegt. Dazu gehen wir wie im eindimensionalen Fall von
einem endlichen Maf p aus und setzen

F(z) = F(ay,...,2n) = p(] — 00, 2]) = p(] — 00, z1] X ... X] — 00, x4]).

Wir betrachten zunéchst den Fall n = 2 und versuchen, das Mafl des Rechtecks Jay, b1]Xx]aq, ba] aus
den Funktionswerten von F zu bestimmen. Das funktioniert natiirlich so, dass man vom Funkti-
onswert der rechten oberen Ecke erst einmal die Werte der beiden angrenzenden Ecken abzieht.
Dabei wird allerdings etwas doppelt abgezogen, und deswegen muss man den Funktionswert fiir
die linke untere Ecke wieder dazuzéhlen.
Also:
u(la, b)) = F(b1,b2) — F(a1,b2) — F(b1,a2) + F(a1, a2).

Fiir n > 2 Dimensionen ist es nicht ganz leicht, das Aquivalent dazu lesbar anzuschreiben, etwa:

pllab) = > (~1)Z“F(ae+b(1 - e)).

ec{0,1}"

Dabei sind alle Operationen mit den Vektoren a, b und e komponentenweise zu verstehen.
Oder man definiert Differenzoperatoren

AL f(a) = f(2) - f(y),

wobei z; = b, y; = a und y; = z; = x; fiir j #i.
Damit ist
M(]CM b]) — Al p Agal,bl)Aéaa,bQ) o Agla”’b")F.

Die Rechtsstetigkeit der Verteilungsfunktion bleibt genauso wie im eindimensionalen Fall giiltig,
die Monotonie (die ja aus der Nichtnegativitit des MaBes folgt) miissen wir durch die Forderung
ersetzen, dass der obige Ausdruck fiir u(]a, b]) nichtnegativ sein soll.

Wenn diese Forderungen erfiillt sind, dann kann man so wie im eindimensionalen Fall zeigen,
dass dazu auch ein Lebesgue-Stieltjes Maf} existiert:
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Satz 3.3

Die Funktion F': R® — R ist genau dann Verteilungsfunktion eines Lebesgue-Stieltjes Mafles,
wenn

1. F rechtsstetig ist und

2. AP F > 0 fiir alle a,b € R mit a < b.

Umgekehrt kann man zu jedem Lebesgue-Stieltjes Maf} eine Verteilungsfunktion finden, etwa:
F(z) = sig(H x;)p(] min(z, 0), max(z, 0)]).
i=1

Die Eindeutigkeitsfrage fiir die Verteilungsfunktion ist nicht ganz so einfach zu beantworten. Es
gilt: man kann jede weitere Verteilungsfunktion zum selben Maf} p in der Form

Fla)+ ) £i(@)

schreiben, wobei die Funktion f; von x; nicht abhéngt.

Zum Abschluss sei noch bemerkt, dass eine Verteilungsfunktion nicht monoton sein muss, und
dass umgekehrt eine Funktion, die in ihren Argumenten monoton ist, keine Verteilungsfunktion
sein muss. Ein Beispiel dafiir bildet die Verteilungsfunktion des beliebtesten Mafles, des Lebesgue-
Mafes:

F(Z‘) = T1T2...Tp.

Andere Beispiele dazu werden in den Ubungen besprochen. Allerdings werden wir fiir endliche Ma-
Be, und besonders fiir Wahrscheinlichkeitsmafle als “die Verteilungsfunktion” immer die Funktion

F(2) = (] - o0,2))

verstehen. Eine solche Verteilungsfunktion nennen wir Verteilungsfunktion im engeren Sinn. Eine
solche hat zusétzlich zu den schon bekannten noch die folgenden Eigenschaften:

1. F ist in jeder Argumentvariable monoton nichtfallend.
2. limg, oo Fl(21,...,24) = 0.

3. limmin(xl,...,md)—)oo F(xlv s ,Id) =1

3.3 Regularitit

Wir haben im Zusammenhang mit dem Fortsetzungssatz festgestellt, dass jede Menge mit endli-
chem Maf} aus dem erzeugten Sigmaring durch Mengen aus dem Ring approximiert werden kann.
Auf den reellen Zahlen kénnen wir die Approximation mit topologischen Eigenschaften in Verbin-
dung bringen:

Definition 3.5
w sei ein Maf8 auf (RY,B%). A € B? heifit
1. regulédr von oben, wenn

w(A) =inf{u(U) : A C U,U offen},

2. regulédr von unten, wenn

#(A) = sup{u(K): K C A, K kompakt},

3. reguldr, wenn A sowohl von unten als auch von oben regulér ist.
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4. abgeschlossen-regulir, wenn

u(A) = sup{u(F) : F C F, K abgeschlossen},

Ist jede Menge A € B¢ (von oben/von unten) regulir, dann heiit 4 (von oben/unten) regulir.

Satz 3.4

Jedes Lebesgue-Stieltjes Maf ist regulér von oben.

Da jede Menge mit unendlichem Maf} in trivialer Weise von oben regulér ist, geniigt es, den Fall
pu(A) = p*(A) < oo zu betrachten (hier ist p* das duere Mafl, das von der Einschrankung von g
auf die linkshalboffenen Intervalle erzeugt wird). Fiir jedes € > 0 gibt es nach der Definition des
dufleren Mafles eine Folge von Intervallen |a,, b,] mit

A< Jlan, bn]

und

> nan, ba]) < p(A) + €/2.

Dann kénnen wir by, > b, finden, sodass

p(lan, Z;n D) < pllan, ba]) + 6/2n+1
gilt. Die Menge

U= U]an,lsn]

n

ist dann offen, umfasst A und erfiillt u(U) < pu(A) +e.

Satz 3.5

Jedes sigmaendliche Maf3 auf B" ist regulér von unten.

Es sei zunéchst p ein endliches Mafl und A eine beliebige Borelmenge. Nach dem vorigen Satz
koénnen wir eine offene Menge U finden mit A® C U und u(U) < u(A®) + e. Dann ist F = U¢
eine abgeschlossenen Menge mit F' C A und pu(F') > pu(A) — e. Die Mengen

F, = FN[-n,n]*
sind abgeschlossen und beschrankt, also kompakt, und wegen F,, T F' gilt
lim u(Fy) = u(F) > p(A) — e
n—,oo
Es gibt daher ein ny mit
i(Fay) > u(4) — e
Das zeigt die Regularitét von unten fiir endliche Mafle. Im sigmaendlichen Fall kénnen wir eine
Folge von Borelmengen B, T Q mit x(B,) < oo finden. Wir wihlen A € B und M < p(A). Wegen

w(Bp, N A) T pu(A) kénnen wir ein n finden, sodass pu(B, N A) > M gilt. Jetzt niitzen wir die
Regularitét von unten des endlichen Mafles p,, aus, das durch

a(A) = p(AN By)
definiert ist. Es gibt also eine kompakte Menge K C A mit
pn(K) > M.

Dann gilt auch
u(K) > u(K 1 By) = ua(K) > M.

Zu jeder Zahl M < u(A) gibt es also eine kompakte Menge mit grofierem Mafl; und die Regularitét
von unten ist bewiesen.
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3.4 Das Lebesguemafl

Jetzt sind wir endlich in der Lage, unsere klassischen Lingenmafle und Volumina unterzubrin-
gen. Dazu setzen wir fiir die Verteilungsfunktion F' einfach F(z) = x ein bzw. in d Dimensionen
F(z) = x1...24. Das zugehorige Lebesgue-Stieltjes Maf (das Intervallen tatséichlich ihre Lénge,
ihre Fléche,. .. zuordnet: es ist nicht schwer nachzurechnen, dass

d
A(a’b)ml L. Xg = l_l(bZ — al))

i=1

bezeichnen wir mit A (bzw. mit Ag, wenn die Dimension nicht aus dem Kontext klar ist) und
nennen es das Lebesguemaf.

Die Vervollstindigung der Borelmengen beziiglich des Lebesguemafles (oder mit anderen Wor-
ten, das System der A*-messbaren Mengen) nennen wir das System der Lebesguemengen (oder der
Lebesgue-messbaren Mengen).

Das Lebesguemaf ist translationsinvariant:

Satz 3.6

A C RY sei Borel-messbar (bzw. Lebesgue-messbar), y € R?. Dann ist auch A @y Borel- bzw.
Lebesgue-messbar und

A(A®y) = Aa(A).

Wir bezeichnen die Translation um —y mit 7" und den Semiring der linkshalboffenen Intervalle mit
T. Dann ist offensichtlich 771(%) = T, und Satz 2.5 liefert

B = A (T) = AT X)) =T (A, (T)) = T7(B).

Borelmengen werden also durch Verschiebungen auf Borelmengen abgebildet. Auflerdem ist A auf
¥ translationsinvariant, und diese Invarianz {ibertrigt sich auf das erzeugte duflere Mafl und damit
auf die messbaren Mengen.

Bis auf einen konstanten Faktor ist das Lebesguemafl das einzige translationsinvariante Lebesgue-
Stieltjes MaB:

Satz 3.7

 sei ein translationsinvariantes Lebesgue-Stieltjes Maf8 auf (R, 98). Dann gibt es eine Kon-
stante ¢ € [0, oo[, sodass
1= CAq.

Wir fithren den Beweis hier nur fiir d = 1. Wir setzen
c = p(]0, 1]).

Dann ist fiir n € N

i=1 n =1 n n
also 1
c
0,—])=—
p0,-]) =
und fiir m € N m m
(10, g]) = Cg-

Das gibt die Beziehung
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fiir alle rationalen x > 0. Fiir beliebiges = ergibt sich dieselbe Gleichung durch Approximation von
oben mit rationalen Zahlen; schlieilich ist

p(la, b)) = p(]0,b —a]) = c(b — a).

i stimmt also auf T mit ¢ {iberein, und der Fortsetzungssatz ergibt, dass die beiden Mafle auch
auf B und sogar auf B, den Lebesguemengen, iibereinstimmen.

Es gilt sogar etwas allgemeiner, dass ein sigmaendliches translationsinvariantes Maf auf (R¢, 9B)
proportional zum Lebesguemaf ist. Das wird im Kapitel iiber Produktmafle gezeigt werden. Wenn
die Sigmaendlichkeit nicht gefordert wird, dann lassen sich viele translationsinvariante Mafle finden.
Es sind etwa die Hausdorffmafle 7, translationsinvariant; sigmaendlich sind sie nur fiir & = d, und
dann natiirlich proportional zum Lebesguemas.

Die Translationsinvarianz gibt uns die Moglichkeit, eine Menge zu finden, die nicht Lebesgue-
messbar (und also auch nicht Borel) ist:

Definition 3.6

Eine Vitalimenge ist eine Teilmenge, die aus jeder Aquivalenzklasse (z)~ zu der Aquivalenz-
relation
a~bsb—aeQ

genau einen Vertreter enthélt.
Anmerkung: die Existenz solcher Mengen ergibt sich aus dem Auswahlaxiom. Dass wir hier auf das

Auswahlaxiom zuriickgreifen kommt nicht von ungefiahr: es gibt Alternativen zum Auswahlaxiom,
unter denen alle Teilmengen der reellen Zahlen Lebesgue-messbar sind.

Satz 3.8

Vitalimengen sind nicht Lebesgue-messbar.

Wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, dass V' CJ0, 1] gilt, weil

V' = U(Vﬁ[n,n—l—l])@n
neN

eine messbare Menge ist, wenn V messbar ist.

Geméf der Definition von V sind fiir ¢, € Q,q # r die Mengen V & g uns V & r disjunkt.
Andererseits gibt es zu jedem x €]0,1] ein y € V mit  —y € Q, und es gilt natiirlich |z — y| < 1.
Daraus folgt, dass

pic J veqcl-12.
q€QN[-1,1]

Wiére V messbar, dann wéire

A Vag)=o0-AW).

g€QN[—1,1]

Ist A(V) = 0, dann ist das 0, ist A(V) > 0, dann ergibt sich co. In beiden Féllen ist das ein
Widerspruch dazu, dass das Lebesguemafl dieser Menge zwischen 1 und 3 liegen sollte.

3.5 Spezielle Verteilungen

Wahrscheinlichkeitsmafle (die als endliche Mafle zu den Lebesgue-Stieltjes-Mafien zihlen) werden
gerne als Verteilungen bezeichnet. Einige hiufig auftretenden Verteilungen haben es zu eigenen
Namen gebracht. Dabei werden diskrete (auf einer abzéhlbaren Menge, in diesem Zusammenhang
durchwegs die ganzen Zahlen, konzentrierte) und stetige (solche, bei denen die Verteilungsfunktion
stetig ist, sogar stiickweise stetig differenzierbar ist) unterschieden. Wir beginnen mit den diskreten
Exemplaren
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3.5.1 Diskrete Verteilungen

Diese Verteilungen werden durch ihre Wahrscheinlichkeitsfunktion

p(z) =P({z})

festgelegt. Die Verteilungsfunktion ergibt sich daraus natiirlich als F(z) = Zy <o p(y).

Die deterministische (degenerierte, Dirac-) Verteilung D(a)

Diese Verteilung ldsst dem Zufall nicht viel Raum: der Wert a wird mit Wahrscheinlichkeit 1
angenommen.

Die Alternativverteilung A(p)

Diese einfachste nichtdegenerierte Verteilung hat nur zwei Werte mit positiver Wahrscheinlichkeit,
0 und 1:

P({1}) =p,P({0}) =1 -p.

Die diskrete Gleichverteilung D(a,b)

Diese entspricht einem Laplace-Raum mit Q = {a,a + 1,...b} mit Parametern a < b €

mathbbZ, also

1

Die Binomialverteilung B(n,p)

Wir betrachten n unabhiingige Ereignisse (die oft als “Experimente” bezeichnet werden, das Ein-
treten eines Ereignisses wird dann auch als “Erfolg” bezeichnet) Aq,..., A, mit P(A;) = p,i =
1,...,n. Wir zdhlen, wie viele dieser Ereignisse eintreten (die Anzahl der “Erfolge”). p(k) ist die
Wahrscheinlichkeit, dass diese Anzahl = k ist. Diese ergibt sich folgendermaflen: zuerst wihlen wir
die k Ereignisse aus, die eintreten sollen, die anderen n — k diirfen nicht eintreten. Das geht auf (Z)
Arten. Jedes Ereignis, das eintreten soll, tut das mit Wahrscheinlichkeit p, eines, das nicht eintreten
soll, hat dafiir Wahrschinlichkeit 1 —p. Weil die Ereignisse unabhéngig sind, ist die Wahrscheinlich-
keit, dass all das gleichzeitig passiert, das Produkt dieser Wahrscheinlichkeiten, also p*(1 — p)"~*.
Insgesamt haben wir

P({k}) = (Z)pk(l —p)" R k=0,1,...n.

Die hypergeometrische Verteilung H(N, A, n)

Ahnlich wie bei der Binomialverteilung wird gezéhlt, wie viele von n Ereignissen eintreten, nur
sind jetzt die einzelnen Ereignisse nicht mehr unabhéingig sind. Dahinter steht ein Urnenmodell:
in einer Urne befindet sich eine gewisse Anzahl von Kugeln, daraus wird eine Kugel gezogen, und
jede Kugel hat die gleiche Wahrscheinlichkeit, gezogen zu werden. Konkret sollen NV € N Kugeln in
der Urne liegen, davon sind A < N weifl und N — A schwarz. Es wird n < N mal ohne Zuriicklegen
gezogen (bei jeder Ziehung ist eine Kugel weniger in der Urne), und A; ist das Ereignis, dass bei
der i-ten Ziehung eine weifle Kugel gezogen wird. Wir zédhlen wieder die Ereignisse, die eintreten,
also die Anzahl der weiflen Kugeln unter den gezogenen. Die entsprechende Verteilung lasst sich
nach dem Vorbild der Binomialverteilung mit dem Multiplikationssatz berechnen, was

C(n\AA-1) .. (A-k+1)(N-A(N-A-1)...(N—A—n+k+1)
Pk} = (k) N(N—-1)...(N—n+1)

ergibt. Alternativ kann man aus Symmetrieiiberlegungen ableiten, dass alle (]T\Z ) moglichen Aus-
wahlen von n Kugeln aus den N vorhandenen die gleiche Wahrscheinlichkeit haben, als Ergebnis
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der n Ziehungen zu erscheinen. Davon sind die (f) (]x :,‘3) solche, bei denen k weifle Kugel gezogen

wurden. Das gibt die alternative Form
A\ (N—A
(x) k)
N
()
Hier wire noch notig, die Werte von k einzuschrianken; das ldsst sich vermeiden, wenn wir die
Konvention (Z) =0 fiir £ < 0 und k& > n verwendet.

Man kann auch mit Zuriicklegen ziehen, dann sind die Ereignisse A; unabhéngig, und es ergibt
sich eine Binomialverteilung B(n, A/N).

P({r}) =

Die Poissonverteilung P(\)

Diese Verteilung ergibt sich aus der Binomialverteilung durch den Grenziibergang n — oo, np —
A > 0. Die Wahrscheinlichkeitsfunktion ist

)\k

P(k) = e

MEk=0,1,...).

Die geometrische Verteilung G(p)/G*(p)

Hier sind wir wieder bei einer Folge (A,,) von unabhingigen Ereignissen mit P(4,) = p €]0, 1].
Diesmal zihlen wir die Anzahl der Versuche bis zum ersten Erfolg. Das gibt die erste Version G*(p)
der geometrischen Verteilung:

P({k}) =p(1—p)* L k=1,2,...

(es miissen ja k — 1 Misserfolge und danach ein Erfolg auftreten).
Weniger intuitiv, aber von grofierer Bedeutung ist die Version G(p), bei der nicht die Versuche,
sondern die Misserfolge gezéhlt werden. Das gibt

P({k}) =p(1—p)* k=0,1,...

Die negative Binomialverteilung N B(«, p)/NB*(n,p)

Ahnlich wie bei der geometrischen Verteilung werden von der negativen Binomialverteilung N B*
unabhingige Versuche gezihlt, allerdings nicht bis zum ersten Erfolg, sondern bis zum n-ten. Das
Ereignis {k} erfordert, dass unter den ersten k — 1 Versuchen n — 1 Erfolge sind, und dass der k-te
Versuch ebenfalls ein Erfolg ist. Das gibt

P({k}) = (S_ i)p”(l —p)F " k=nn4+1,...

NB zahlt wieder die Anzahl der Misserfolge, die in Kauf zu nehmen sind, bis man n Erfolge
beisammen hat. Das ergibt

p(ih = (" -t = (T a0

Darin kénnen wir fiir n eine beliebige reelle Zahl einsetzen, die wir zur Unterscheidung vom ganz-
zahligen n o nennen wollen. Dabei geht natiirlich die anschauliche Interpretation verloren, und der
Binomialkoeffizient wird als

:v> zxz—1)...(x —k+1)

k)~ k!

interpretiert.
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3.5.2 Stetige Verteilungen

Es wurde bereits erwihnt, dass diese Verteilungsfunktionen nicht nur stetig, sondern sogar stk-
kweise stetig differenzierbar sind. Diese Ableitung f = F’ nennen wir die Dichte der Verteilung.
Mit ihr kann die Verteilungsfunktion als

F(z) = /oo F(u) du

dargestellt werden (an den endlich vielen stellen, an denen F” nicht definiert ist, konnen wir f
beliebige Werte geben; das wird meist so getan, dass f dort zumindest einseitig stetig ist. Oft ist
es einfacher, die Dichte anzugeben, weil das Integral nicht geschlossen dargestellt werden kann.
Die stetige Gleichverteilung U(a,b)
Die Dichte ist im Intervall [a, b] konstant, also
1 .
f(l')—{b—ll furanSb,
0 sonst.

Fiir diese Verteilung kénnen wir auch die Verteilungsfunktion schén angeben:

F(z) =4 =2 fira<az <D,

{0 fir x < a,
1 fiir x > b.

Die Exponentialverteilung E())
Diese hat die Dichte (A > 0)

und die Verteilungsfunktion

Die Gammaverteilung I'(a, \)

Wir definieren
Definition 3.7

Die Gammafunktion ist fiir o > 0 gegeben durch
INa) = / e %dx,
0

die Betafunktion durch (a > 0,3 > 0)

1
B(a, B) :/0 71— 2)P .

Es bestehen die Beziehungen

MNa+1)=al(a)
und speziell fir n € N
L(n)=(n—-1)!
Damit kénnen wir die Dichte der Gammaverteilung angeben (a, A > 0):
Aaxafl

e Mg .
T ¢ =>0

f(x)

Daraus ergibt sich die Exponentialverteilung als Spezialfall a = 1.



KAPITEL 3. LEBESGUE-STIELTJES MASSE 62

Die Betaverteilung erster Art B (a, )
Diese hat die Dichte (o, 8 > 0)

Die Betaverteilung zweiter Art Bs(«, )
Hat Dichte (a, § > 0)

1 xa—l
(o, B) (1 4 w)oth

[z > 0].

f@) = =

Die Normalverteilung N (u,0?)

Diese Verteilung ist eine der wichtigsten, wenn nicht die wichtigste. Sie hat die Dichte (u € R, 02 >
0)
1 _e=w?

e 202
V2mo?

Die Verteilung N (0, 1) heifit Standard-Normalverteilung, und wir haben eine eigene Bezeichnung
fiir ihre Dichte

fx) =

bla) = =12,

Thre Verteilungsfunktion
xr
O(z)=1i= / o(u)du
—00

kann nicht in geschlossener Form dargestellt werden; mit Ihrer Hilfe ergibt sich die Verteilungs-
funktion der allgemeinen Normalverteilung N (u,0?) als

F@y:m”;“y

Fiir ihre Berechnung gibt es in allen Statistikpaketen entsprechende Routinen (in R macht das die
Funktion pnorm()), oder man verwendet eine Tabelle wie die in Anhang A.

Beispiel 3.1

Um etwa ®(0.57) zu bestimmen, wird in der Zeile “0.5” die Spalte “7” aufgesucht, dort findet
sich der Funktionswert 0.716.

Etwas umfangreicher ist die Berechnung der Wahrscheinlichkeit des Intervalls [1, 4] fiir die
Verteilung N(2,49). Diese ergibt sich zu

o) (2

- ) = ®(0.2857...) — ®(—0.1428...) ~ 0.614 — (1 — 0.556) = 0.170.

Wir haben die Argumente einfach auf zwei Stellen gerundet (man kénnte auch zur Verbesse-
rung der Genauigkeit interpolieren) und fiir das negative Argument die Identitét

O(—x)=1-d(x)

verwendet.

Die Cauchyverteilung

Diese Verteilung fungiert oft als Gegenbeispiel, weil sie sehr viel Masse in den Enden hat. Thre

Dichte ist .

1+ 22)
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3.6 Erginzungen

3.6.1 Borelmalfle

So, wie man die Borelmengen in allgemeinen topologischen Rdumen definieren kann, kann man
auch das Konzept der Lebesgue-Stieltjes Mafle verallgemeinern. Der entsprechende Begriff ist die
Lokalendlichkeit:

Definition 3.8

(Q, 7) sei ein topologischer Raum, & eine Sigmaalgebra iiber €2, die die offenen Mengen enthiilt
(und damit natiirlich die Borelmengen). Dann heifit das Maf i auf & lokalendlich, wenn jeder
Punkt eine Umgebung mit endlichem Maf besitzt, also wenn es zu jedem w € 2 eine offene
Menge U € 7 gibt mit € U und p(U) < oo.

Ein Borelmaf ist ein lokalendliches Mafl auf der Sigmaalgebra der Borelmengen.

Mit dieser Definition sind die Lebesgue-Stieltjes MaBe genau die BorelmaBe auf R?.

Die Definitionen der Regularitit von unten und von oben iibertragen sich direkt auf diesen
allgemeinen Fall. Ein von unten regulires Borelmaf} heifit “Radonmafl”, und ein reguléres Borelmaf
heifit, wie man auf Wikipedia nachlesen kann, “regulédres Borelmaf3”.

Wir haben oben bewiesen, dass in den reellen Zahlen alle Borelmafle regulér sind. Dieser Satz
gilt im allgemeinen nicht mehr. Ein einfacher Fall ist der folgende:

Satz 3.9

Wenn jede offene Menge als abzihlbare Vereinigung von kompakten Mengen darstellbar ist,
dann ist jedes endliche Borelmaf} regulér.

3.7 Wiederholungsfragen

1. Wie ist ein Lebesgue-Stieltjes Maf3 definiert?
2. Wann nennen wir F' Verteilungsfunktion des Lebesgue-Stietjes Mafles p7
. Welche Eigenschaften hat eine Verteilungsfunktion?

3
4. Wann ist F' Verteilungsfunktion des mehrdimensionalen Lebesgue-Stieltjes Mafles pu?
5. Welche Eigenschaften hat eine mehrdimensionale Verteilungsfunktion?

6

. Wann sprechen wir von einer Verteilungsfunktion im engeren Sinn? Welche zusétzlichen Fi-
genschaften gelten fiir diese Funktionen?

7. Welche speziellen diskreten Wahrscheinlichkeitsverteilungen haben wir definiert?
8. Welche speziellen stetigen Wahrscheinlichkeitsverteilungen haben wir definiert?
9. Wann heifit ein Maf} regulir von oben?

10. Wann heifit ein Maf3 regulér von unten?

11. Wann heifit ein Mafl regulér?

12. Was kann man iiber die Regularititseigenschaften von Mafien auf R? sagen?



Kapitel 4

Messbare Funktionen

Wir haben uns bisher mit Maflen auseinandergesetzt, und dabei schon einiges erreicht (und diirfen
uns dafiir auf die Schulter klopfen), jetzt steuern wir auf unseren neuen Integralbegriff zu. Da wir
Integrale nicht definieren kénnen, ohne dafiir Funktionen zur Verfiigung zu haben, wollen wir uns
nun mit den Funktionen befassen, die wir spéter in unser Integral stecken werden.

Wir wollen das neue Integral ja durch das Riemann-Integral

/0 Tl > )y

definieren (wir erlauben uns, als z-“Achse” allgemeinere Mengen als die reellen Zahlen zuzulassen,
damit ist etwa auch die Volumenmessung & la Archimedes/Galileo/Cavalieri inkludiert), und damit
das Sinn macht, muss die Menge [f > y] ein Maf} haben, also messbar sein. Satz 2.5 (in der Version
fiir Sigmaalgebren) impliziert, dass auch alle Urbilder von Mengen aus der Sigmaalgebra, die von
dem System der Intervalle Jy,oo[,y € R erzeugt wird, also fiir alle Borelmengen, messbar sein
miissen.

Wenn wir auch als Bildraum nicht nur die reellen Zahlen zulassen, kommen wir so zu der
Definition

Definition 4.1

Es seien (21,87) und (s, &3) zwei Messrdume. Die Funktion f : £ — Qo heifit messbar
(genauer G1-Gy-messbar, wenn keine Gefahr von Verwechslungen besteht, konnen wir die
genaue Spezifikation weglassen), wenn fiir jede Menge A € &5 das Urbild f~1(A) in & liegt.
Wir schreiben dafiir
f : (91,61) — (92,62).

Ist insbesondere 23 = R™ und &3 = 9B,,, dann nennen wir f kurz &i-messbar. Ist zusétz-
lich € = R™ und &; = *B,,, dann heifit f Borel-messbar, und falls &; das System der
Lebesguemengen ist, dann heifit f Lebesgue-messbar.

Anmerkung: wie so oft kénnen wir C mit R? identifizieren und so auch komplexwertige messbare
Funktionen definieren.

Diese Definition erinnert stark an die stetigen Funktionen: eine Funktion ist bekanntlich genau
dann stetig, wenn die Urbilder von offenen Mengen offen sind.

Um die Messbarkeit einer Funktion festzustellen, miissen wir theoretisch alle moglichen Mengen
A € &5 darauthin iiberpriifen, ob ihr Urbild in &; liegt. Wir wiirden lieber mit weniger auskommen,
und dazu verhilft uns der

Satz 4.1: Messbarkeitskriterium

¢ sei ein beliebiges Erzeugendensystem von &s. Dann ist f : 27 — Q5 genau dann &1-G2-
messbar, wenn fiir jedes A € € das Urbild f~1(A) in &; liegt.

64
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Das ist eine direkte Folgerung aus Satz 2.5, der besagt, dass die vom Urbild eines Mengensystems
erzeugte Sigmaalgebra mit dem Urbild der erzeugten Sigmaalgebra iibereinstimmt.

Wenn wir fiir &, die Borelmengen einsetzen, dann kénnen wir in diesem Satz als Erzeugenden-
system etwa die offenen Intervalle oder die abgeschlossenen Intervalle oder die einseitig unendlichen
Intervalle verwenden, und konnen so feststellen (wenn wir auch fiir &; die Borelmengen setzen),
dass alle stetigen und auch alle monotonen Funktionen Borel-messbar sind.

Noch schnell ein allgemeiner Satz, bevor wir uns den reellwertigen Funktionen zuwenden:

Satz 4.2

Es sei fl : (91,61) — (92,62) und f2 : (QQ,GQ) — (93,63). Dann ist fg o f1 : (91,61) —
(23, 63).

Das folgt direkt aus der Definition der Messbarkeit.

4.1 (Erweitert) reellwertige Funktionen

Wir haben vorhin schon gesehen, dass die messbaren Funktionen im engeren Sinn (d.h., die, bei
denen der Bildraum aus den reellen Zahlen mit ihren Borelmengen besteht) die stetigen und auch
die monotonen Funktionen einschliefen. Wir wollen uns nun etwas nidher mit den Eigenschaften
dieser Klasse von Funktionen beschéftigen.

Wir wollen auch Funktionen zulassen, die unendliche Werte annehmen. Dazu ergénzen wir
Rzu R = RU{—00,00} und B zu B(R) = A, (B U {{—oc}, {oo}}). In mehreren Dimensionen
setzen wir B(R?) = B(R)? (wir verwenden nicht die natiirlicher erscheinende Notation 9B, um
Verwechslungen mit der Vervollstiandigung zu vermeiden).

Als erstes wollen wir die Messbarkeit n-dimensionaler Funktionen auf den eindimensionalen
Fall zurtickfithren:

Satz 4.3

BEssei f = (f1,...,fn) : Q@ — R™ Dann ist f genau dann messbar, wenn f; fiirallei = 1,...,n
messbar ist.

Einerseits folgt aus der Messbarkeit von f fiir jede eindimensionale Borelmenge A:

YA = AR x Ax R e 6,

also ist auch f; messbar. Umgekehrt folgt aus der Messbarkeit aller f; die Messbarkeit von f. Dazu
zeigen wir, dass das Urbild jedes (n-dimensionalen) Intervalls messbar ist:

n

F ar, 0] x . XJan, ba) = () £ (Jai, bil).

i=1
Dieser Durchschnitt ist messbar, weil alle f; messbare Funktionen sind. Weil die Intervalle ein

Erzeugendensystem fiir die Borelmengen sind, ist der Satz bewiesen.
Generell (und mit praktisch demselben Beweis) ist

f:(fl,fQ)ZQ—>Ql><Qg

genau dann & — &1 X Gy-messbar ist, wenn f; : (Q,6) — (Q;,8;),1=1,2.
Als n#chstes stellen wir fest, dass wir auf die messbaren Funktionen die Grundrechenarten
anwenden konnen:

Satz 4.4

Es seien f,g: (Q,8) — (R, B(R)). Dann sind auch f+g, f—g, fg, f/g alle messbar, vorausge-
setzt, dass diese Operationen iiberall definiert sind (etwas allgemeiner ist die Einschrinkun-
gen einer solchen Verkniipfung auf die Menge aller w € Q, fiir die sie definiert ist, dort
messbar; etwa ist f/g auf der Menge [g # 0] messbar, oder f + g auf dem Komplement von
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| [f:oo,g:foo]u[f:foo,g:oo})

Zum Beweis setzen wir f1 = (f,g) und fa(z,y) = « + y. Die erste Funktion ist nach dem eben be-
wiesenen Satz messbar, die zweite, weil sie stetig ist, und daher ist nach Satz 4.2 auch foof; = f+g
messbar. Dieselbe Idee funktioniert natiirlich fiir alle anderen Félle, wobei wir natiirlich dafiir sor-
gen miissen, dass die Ergebnisse fiir alle Argumente definiert sind (d.h., dass keine unbestimmte
Form oo — 0o oder 0 % co Auftritt); wenn man sich auf reelle Funktionen beschrinkt (also die Un-
endlichkeiten ausschliefit), reduziert sich diese Forderung darauf, dass bei der Division der Divisor
nicht null sein darf.

Mit derselben Argumentation kann man erkennen, dass auch Minimum und Maximum von zwei
messbaren Funktionen wieder messbar sind. Es gilt aber etwas mehr:

Satz 4.5
fn,n € N seien messbare Funktionen. Dann sind auch die folgenden Funktionen messbar:
sup fn,inf f,,,liminf f,,, limsup f,,
n n n n

und auch

hmfn,
n

wenn dieser Grenzwert existiert (d.h., wenn die Folge f,, punktweise konvergiert).

Fir f =sup,, fn gilt

f_l(]—oo,:n]):{wEQ:supfngm}:{wEQ:fnSx,neN}:ﬂfn_l(]—oo,x]).

Also ist das Supremum messbar, und analog beweist man die Messbarkeit des Infimums. Der Rest
folgt aus den Darstellungen
limsup f,, = inf sup fx
n n k>n
und
liminf f, = sup inf f%.
n n k>n

Jetzt wollen wir uns einer Klasse von besonders einfachen messbaren Funktionen zuwenden.
Auf englisch heiflen sie auch so (“simple functions”), aber auf deutsch haben wir einen eigenen
Namen dafiir:

Definition 4.2

Eine messbare Funktion f heiffit Treppenfunktion, wenn sie nur endlich viele verschiedene

Werte ay, ..., a, annimmt. Eine solche Funktion kann man natiirlich in der Form
n
f=>aid
i=1
darstellen, wobei Aq,..., A, eine messbare Zerlegung von (2 ist, also A; € & disjunkt mit
UA; =9Q.

Auf die Forderung, dass alle a; verschieden sind, kann verzichtet werden und auch dar-
auf, dass die Vereinigung aller A; gleich Q ist. Die (eindeutig bestimmte) Darstellung mit
verschiedenen a; und >  A; = € nennen wir die kanonische Darstellung von f.

Die kanonische Darstellung erhiilt man offensichtlich, wenn man einfach 4; = f~1({a;}) setzt und
a; durch alle moglichen Werte von f (inklusive der 0) laufen ldsst. Umgekehrt ist jede Funkti-
on, die man in dieser Form darstellen kann, messbar (als Urbilder kénnen ja nur irgendwelche
Vereinigungen der Mengen A; auftreten, und die sind alle messbar).

Was die Treppenfunktionen fiir uns interessant macht, ist die Tatsache, dass sich durch sie jede
messbare Funktion approximieren lasst:
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Satz 4.6: Approximationssatz fiir messbare Funktionen

Jede messbare Funktion f kann als punktweiser Grenzwert einer Folge von Treppenfunktionen
fn dargestellt werden. Ist zusétzlich f nichtnegativ, dann kann die Folge f, nichtfallend
gewihlt werden.

Zum Beweis setzen wir einfach
2n wenn f(z) > 2",
fn=1q k/2" wenn k/2" < f(z) < (k+1)/2", k= —4", ..., 4" — 1,
—2"  wenn f(z) < —2".

An diesem Punkt kénnen wir einen Satz beweisen, der eine Umkehrung von Satz 4.2 ist:

Satz 4.7: Faktorisierungssatz fiir messbare Funktionen

(©Q1,67) und (Q2,6,) seien zwei Messrdume und h : (Q1,61) — (Q2,S2) eine messbare
Funktion. Die Funktion f : (£21,61) — (R,®B) ldsst sich genau dann in der Form g o h
darstellen, wenn sie beziiglich h=!(&5) messbar ist.

Der Beweis dieses Satzes verlauft nach einem Schema, das immer wieder beim Beweis von Sétzen
iiber messbare Funktionen auftauchen wird: zuerst wird die Behauptung fiir Indikatorfunktionen
bewiesen, dann fiir Treppenfunktionen, und schliefllich der allgemeine Fall (oft kommt noch ein
zusitzlicher Schritt fiir nichtnegative Funktionen dazu, aber das brauchen wir hier nicht).

Die Notwendigkeit der Bedingung ist eine unmittelbare Folge von Satz 4.2, und fiir die Suffizienz
verwenden wir die Vorgangsweise, die wir gerade beschrieben haben:

1. f = A() mit A € h™1(&3). Dann gibt es ein B € &3 mit A = h~(B), und wir kénnen
g = B() setzen.

2. f eine Treppenfunktion: f = >"" | a;A;(). Wir setzen natiirlich g = Y7, a;B;(), wobei B;
wie im vorigen Punkt so gewiihlt wird, dass A; = h~1(B;) gilt..

3. Im allgemeinen Fall stellen wir f als Limes einer Folge f,, von Treppenfunktionen dar; g,
seien die entsprechenden Funktionen mit f,, = g, o h. Die Folge g¢,, muss nicht konvergieren
(obwohl sie mit etwas mehr Arbeit so gewéhlt werden kann), aber g = limsup g,, existiert
auf jeden Fall und leistet auch das Gewiinschte (zumindest, wenn wir auch +oo als Werte
zulassen; wenn das nicht der Fall ist, also wenn f nur reelle Werte annimmt, kann man
unendliche Werte von g einfach durch 0 ersetzen)..

Wir haben gesehen, dass alle stetigen Funktionen Borel-messbar sind und dass die Menge der
Borel-messbaren Funktionen beziiglich der Bildung von punktweisen Grenzwerten abgeschlossen
ist. Das gibt uns eine Charakterisierung der Borel-messbaren Funktionen:

Satz 4.8

Die Menge B der Borel-messbaren Funktionen ist die kleinste Menge von Funktionen, die die
stetigen Funktionen enthilt und gegeniiber punktweiser Grenzwertbildung abgeschlossen ist
(soll heiflen: wenn eine Folge (f,,) von Funktionen aus B punktweise gegen eine reellwertige
Funktion f konvergiert, dann liegt auch f in B).

Wir skizzieren hier den Beweis, die Details sind der Leserin/dem Leser iiberlassen: wir bezeichnen
mit F die kleinste Menge, die die stetigen Funktionen enth&lt und gegeniiber der punktweisen
Konvergenz abgeschlossen ist. Klarerweise gilt F C B. Fiir die andere Richtung zeigt man:

1. F ist beziiglich Addition und Multiplikation abgeschlossen (Prinzip der guten Mengen).

2. {ACR: A() € F} ist eine Sigmaalgebra (ditto).

3. Fiir a < bist Ja,b]() € F (diese Indikatorfunktion ist nicht schwer als Grenzwert einer Folge
von stetigen Funktionen darzustellen).

Wenn diese Punkte gezeigt sind, ist klar, dass alle Indikatoren von Borelmengen in F liegen, ebenso
alle messbaren Treppenfunktionen, und als Grenzwerte davon alle messbaren Funktionen.
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4.2 Wahrscheinlichkeitsraume

An diesem Punkt ist es an der Zeit, einige spezielle Bezeichnungen einzufiihren, die sich auf Wahr-
scheinlichkeitsrdume beziehen.

Definition 4.3

(Q,6,P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum. Die Elemente von §2 heiflen Elementarereignisse,
die Elemente der Sigmaalgebra & heiflen Ereignisse, die leere Menge wird als das unmogli-
che Ereignis bezeichnet und €2 als das sichere Ereignis. Eine messbare Funktion auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum heifit Zufallsvariable (meistens ist dann der Wertebereich reell, auch
mehrdimensional).

Wir werden in Hinkunft immer wieder spezielle Bezeichnungen fiir Wahrscheinlichkeitsrdume
haben.

4.3 Mafle und messbare Funktionen

Wir haben bislang nur Messrdaume betrachtet. Nun soll zusétzlich zu dieser Struktur auch ein Maf
definiert sein. Unsere erste Definition betrifft die Vertréglichkeit einer messbaren Funktion mit
MafBen auf dem Urbild- und Bildraum:

Definition 4.4

(Q1,61, 1) und Oy, Go, po) seien zwei Mafirdume. Die Funktion f : (21,61) — (Q2,62)
heifit mafitreu, wenn fiir alle A € &4

1 (f7HA)) = pa(A).

Wenn wir jetzt nur auf dem Urbildraum ein Mafl haben, kénnen wir auf dem Bildraum ein Mafl
definieren, das f zu einer mafltreuen Abbildung macht:

Definition 4.5

(Q,6, ) sei ein Mafiraum und f : (2, &) — (2, 82) eine messbare Abbildung das Maf}

heifit das von f (auf &2) induzierte Maf. Ist (2, S,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X
eine Zufallsvariable, dann nennen wir das von X induzierte Mafl Px die Verteilung von X.
Dieses induzierte Maf hat, wenn X Werte in R? annimmt, als Lebesgue-Stieltjes-MaB eine
Verteilungsfunktion, die wir mit Fx bezeichnen.

Diese Definition macht es uns moglich, die Unabhéngigkeit von Ereignissen auf Zufallsvariable
zu iibertragen:

Definition 4.6

Die Zufallsvariablen Xi,...,X, (X;: (2,86) — (2;,6;)) heiflen unabhiingig, wenn fiir alle
A, €6,

P(X; € Aji=1,...,n) = [[P(X; € 4)).
i=1
Fiir reellwertige Zufallsvariable ist das dquivalent dazu, dass sich die Verteilungsfunktion von
(X1,...,Xp) als Produkt der einzelnen Verteilungsfunktionen schreiben ldsst:

FX1 ..... Xn(xlv"'a‘rn):FXl(xl)"’FXn(xn)'

FEin unendliches System von Zufallsvariablen heifit unabhéngig, wenn jedes endliche Teilsystem
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unabhéngig ist.

4.4 Konvergenz von messbaren Funktionen

In diesem Abschnitt studieren wir einige Moglichkeiten, die Konvergenz einer Folge von messbaren
Funktionen zu definieren, und die Zusammenhénge, die zwischen diesen Konvergenzarten bestehen.
Dazu beginnen wir mit einer allgemeinen Definition:

Definition 4.7

(Q, 6, p) sei ein Mafiraum und P = P(w) eine Aussage iiber die Elemente w € Q. Wir sagen,
dass P fast iiberall gilt (bzw. fast sicher, wenn p ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist), wenn es
eine Menge A € & gibt, sodass p(A) = 0 und P(w) fiir alle w € A% gilt.

Mit dieser Definition kénnen wir schon zwei neue Konvergenzarten definieren, indem wir die
entsprechenden Definitionen aus der Analysis “aufweichen”:

Definition 4.8

Die Folge f,, von messbaren Funktionen (die auch die Werte +00 annehmen diirfen) heifit fast
iiberall (fast sicher, wenn p ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist) konvergent gegen die Funktion f,
wenn es eine Menge A mit u(A) = 0 gibt, sodass f,, auf dem Komplement von A punktweise
gegen f konvergiert.

Die Folge f, von messbaren reellwertigen Funktionen heifit fast iiberall gleichméfig kon-
vergent gegen die messbare Funktion f, wenn es eine Menge A € & gibt, sodass pu(A4) = 0
und f,, auf dem Komplement von A gleichméBig gegen f konvergiert.

Da es fiir diese Definitionen unerheblich ist, wie sich die entsprechenden Funktionen auf der
jeweiligen Ausnahmemenge vom Mafl 0 verhalten, konnen wir auch darauf verzichten, dass die
Funktionen dort messbar oder auch nur definiert sind. Das fiihrt zu den Definitionen:

Definition 4.9

(Q, S;) seien zwei Messriume, p ein Mafl auf &;. Wir nennen die Funktion f : QF — Q5 fast
iiberall (auf ;) definiert, wenn es eine Menge N € &; gibt mit u(N) = 0 und Qf € N¢ C Qy,
und fast iiberall messbar, wenn zusitzlich die Einschréinkung von f auf N¢ messbar ist.

Wir werden ein wenig schlampig von einer fast iiberall definierten bzw. fast iiberall messbaren
Funktion von §2; nach €y sprechen. Zur Rechtfertigung kénnen wir uns vorstellen, dass wir €
durch ein zusétzliches Symbol “&” erweitern, das wir als Wert fiir die Funktion f an den Stellen
verwenden, an denen sie urspriinglich nicht definiert ist. Andererseits gibt es zu jeder fast iiberall
messbaren Funktion f eine messbare Funktion f , die fast iiberall mit f {ibereinstimmt. Auf jeden
Fall kénnen wir die beiden Konvergenzdefinitionen auf fast iiberall messbare (und im Fall der fast
iiberall gleichmiBigen Konvergenz fast iiberall endliche) Funktionen ausdehnen. Die Limiten fiir
diese Konvergenzen sind offensichtlich nur fast iiberall eindeutig bestimmt. Generell wird sich hier
und weiter unten an vielen Definitionen nichts &ndern, wenn wir eine Funktion durch eine andere
ersetzen, die mit ihr fast {iberall iibereinstimmt.

Fiir die gleichméflige Konvergenz fast iiberall gibt es eine Norm, sodass die Konvergenz beziiglich
dieser Norm genau die gleichméflige Konvergenz fast iiberall ist. Dazu definieren wir:

Definition 4.10

Das essentielle Supremum einer messbaren Funktion f ist die kleinste obere Schranke, die f
fast {iberall iibertrifft:

esssupf = inf{\ e R: u({z: f(z) > \}) = 0}.
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Das essentielle Supremum des Betrags von f nennen wir die co-Norm:
[[flloc = esssuplf].
Das Infimum in der Definition ist tatséchlich ein Minimum, also

u([f > esssupf]) = 0.

Es gilt:

Satz 4.9
Auf der Menge
Loo ={f : [Ifllec <00}

ist ||.|lcc eine Seminorm (zu einer Norm fehlt nur die Bedingung, dass aus ||f|| =0 f =0
folgt. Wir konnen nur folgern, dass f fast iiberall gleich 0 ist). Die Konvergenz beziiglich
dieser Seminorm ist genau die gleichméflige Konvergenz fast iiberall.

Wenn wir fast iiberall gleiche Funktionen identifizieren, also die Aquivalenzrelation

f~g< f =g fast iiberall

einfithren, dann ist

mit ||.| s ein vollstindiger normierter Vektorraum.

Der einzige Teil dieses Satzes, der (vielleicht) interessant ist, ist die Behauptung, dass die
Konvergenz beziiglich der oo-Norm die gleichméflige Konvergenz fast iiberall impliziert. Wenn
aber 8, = || fn, — flleo gegen 0 konvergiert, dann gibt es zu jedem n eine Menge A,, mit u(A,) =0,
sodass fiir alle z ¢ A,, |fn(z) — f(z)| < d,,. Die Vereinigung aller A,, hat dann auch das Ma8 0,
und auf ihrem Komplement konvergiert f,, gleichméfig gegen f.

Die oo-Norm spielt also fiir die gleichméflige Konvergenz fast iiberall dieselbe Rolle wie die
gewohnliche Supremumsnorm fiir die gleichméfige Konvergenz.

Wir definieren noch zwei Konvergenzarten, die in der Mafitheorie von Bedeutung sind:

Definition 4.11

Die Folge f, von messbaren reellwertigen Funktionen heifit p-fast gleichméfig konvergent,
wenn es zu jedem e > 0 eine Menge A, mit u(A.) < € existiert, sodass die Folge f,, auf A
gleichméflig konvergiert.

Die Folge f,, von messbaren reellwertigen Funktionen konvergiert im Maf (bzw. in Wahr-
scheinlichkeit) gegen f, wenn fiir alle € > 0

i pu({ | ful) = F(2)] > €}) = 0.

Die Konvergenz im Maf} ist ein wichtiges Konzept: vom wahrscheinlichkeitstheoretischen (bzw.
statistischen) Standpunkt betrachtet ist diese Konvergenz oft genau das, was man haben méchte:
wenn man etwa f,, als (aus einer zufillig gew#hlten Stichprobe der Grofie n gewonnene) Schidtzwerte
fiir f auffasst, dann garantiert die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit, dass die Chance, einen Fehler
von einer bestimmten Groéfle zu erhalten, beliebig klein gemacht werden kann, wenn nur n grofl
genug gewahlt wird.

So wie bei der Konvergenz fast iiberall konnen wir auch die Definitionen der Konvergenz fast
gleichméfig und im Maf3 auf fast tiberall messbare Funktionen ausdehnen. Bei der fast gleichm#8i-
gen Konvergenz sollte das offensichtlich sein, bei der Konvergenz im Maf ist das nicht so offen-
sichtlich, weil in der Definition das Maf} der Menge [|f,, — f| > €] steht. Der einfachste Weg ist, f,
und f durch messbare reellwertige Funktionen fn und f zu ersetzen, die fast iiberall mit f,, bzw. f
iibereinstimmen. Die Folge (f,,) soll dann im Maf} konvergent gegen f heiflen, wenn die Folge ( fn)
im Maf gegen f konvergiert.



KAPITEL 4. MESSBARE FUNKTIONEN 71

Die fast gleichméfiige Konvergenz ist hauptséchlich von beweistechnischem Interesse. Sie steht
zwischen der fast iiberall gleichmé#fiigen Konvergenz und den anderen Konvergenzarten dieses Ka-
pitels:

Satz 4.10
e Die fast iiberall gleichméflige Konvergenz impliziert die fast gleichméfige.
e Die fast gleichméBige Konvergenz impliziert die Konvergenz fast tiberall.

e Die fast gleichméBige Konvergenz impliziert die Konvergenz im Ma$.

Die (offensichtlichen) Beweise sind der Leserin/dem Leser iiberlassen.
In endlichen Mafiriumen wird der zweite Punkt aus dem letzten Satz zu einer Aquivalenz:

Satz 4.11: Egorov

Wenn p ein endliches Maf ist, dann folgt aus der Konvergenz p-fast iiberall die u-fast
gleichméflige Konvergenz.

Zum Beweis dieses Satzes setzen wir
Ape=A{x:|fr(z) — f(z)| > e fir ein k > n}.
Da f,, fast iiberall gegen f konvergiert, gilt

lim p(Ay,e) = ﬂ(m Ane) S p({z: fulz) £ f(2)}) = 0.
Wir wihlen ny so, dass pu(Ap, 1/x) < 27%. Die Menge

By = U A1y
i>k
hat MaB < 27%, und auf ihrem Komplement konvergiert f,, gleichmiig gegen f. Damit ist die fast
gleichméfige Konvergenz bewiesen.

Die Konvergenz im Maf ist fiir endliche Mafiriume die schwéchste aller Konvergenzarten. In
jedem Fall (auch fiir unendliche Mafle) impliziert die fast gleichmiisige Konvergenz die Konvergenz
im Maf. Der Satz von Egoroff garantiert dann, dass in endlichen Mafiraumen die Konvergenz
fast tiberall die Konvergenz im Mafl impliziert. Mit einem kleinen Kunstgriff geht es auch in der
umgekehrten Richtung. Dazu definieren wir

Definition 4.12

Die Folge f,, ist eine Cauchy-Folge im Maf}, wenn fiir alle ¢ > 0

im pu({z:[fn— fml >€}) =0.

m,n—o0

Wir werden beweisen:

Satz 4.12

Falls f,, eine Cauchy-Folge im Maf ist, dann gibt es eine Teilfolge von f,, die fast gleichméfig
konvergiert (und damit fast iiberall).

Wir konnen fiir jedes k ein Ni finden, sodass fiir n,m > N

p{x : [fo — fm| > 27]6}) <27k
Wir setzen
A = {Ji : |f7lk - fnk+1| > 27,
Die Menge B,, = |, An, erfiillt offensichtlich, dass u(B,) < 27", und auf dem Komplement von
B, ist die Folge fn, eine Cauchyfolge beziiglich der gleichméssigen Konvergenz, und konvergiert
daher gleichméfig.
Insbesondere folgt aus diesem Satz
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Satz 4.13

Jede Cauchy-Folge im Maf} konvergiert im Maf.

Die Konvergenz im Maf ldsst sich metrisieren:

Definition 4.13

Die Lévy-Distanz (Lévy-Metrik) zwischen zwei endlichen messbaren Funktionen ist gegeben
durch

d(f,g) = inf{e > 0: p([|f — gl > €]) <€}

(mit der iiblichen Konvention inf ) = co).

Satz 4.14

d(.,.) ist eine Pseudometrik auf der Menge Ly der reellwertigen messbaren Funktionen. f,
konvergiert genau dann im Maf gegen f, wenn d(f,, f) — 0.

Auf der Menge Lo = Lo/ ~ der Aquivalenzklassen fast iiberall {ibereinstimmender Funk-
tionen aus Ly ist d eine Metrik.

(Lo, d) ist ein vollstandiger metrischer Raum.

Die Beziehungen d(f,g) > 0 und d(f,f) = 0 sollten aus der Definition von d klar sein. Die
Dreiecksungleichung

d(f,h) < d(f,g) +d(g,h)

miissen wir nur fiir den Fall zeigen, dass die rechte Seite endlich ist. Wir wéhlen ¢ > 0 und a, b so,
dass d(f,g9) < a < d(f,g)+ e und d(g,h) < b < d(g,h) + €). Dann folgt aus der Definition von d

pdllf —gll >a) <a

und
u(llg = hl] > b) <b.
Das gibt
p(lf =hl>a+0) <p(lf —gl+lg—hl>a+b) <u(lf —gl>aUllg—n[>0]) <
u((lf =gl > a]) + p([lg — bl > b]) <a+b.
Es ist also

d(f,h) <a+b<d(f,g)+d(g,h)+ 2,

und, weil € > 0 beliebig war,
d(f,h) < a+b<d(f,g)+d(g,h).

Als néchstes wiihlen wir eine Folge f,,, die gegen eine Funktion f im Mafl konvergiert. Fiir ¢ > 0
geht u([|frn — f| > €]) gegen 0, also gibt es ein ng, sodass fiir n > ng

w(llfo = f1>€]) <e.

Deshalb ist fiir n > ny

d(fn, f) <e

Weil das fiir jedes € > 0 funktioniert, geht d(f,, f) gegen 0.
Geht umgekehrt d(f,, f) gegen 0, dann gibt es zu jedem € > 0 und 0 < § < € ein ng, sodass fiir
n > ng

d(fn, f) <9,
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und daher
w({lfn = f1 > €)) <p(([fn — fI > 6) <),

also geht u([|fn — f| > €]) gegen 0, und f,, konvergiert im Maf} gegen f.
Als néchstes iiberlegen wir uns, wann d(f, g) = 0 gilt. Dazu muss fiir jedes ¢ > 0

u(llf —gl>€]) <e

gelten, und daher fiir 0 < § < ¢)

u([f =gl > e) < u({lf — gl > d]) <.

Daraus folgt
ullf — gl > ) = 0.

SchlieBlich ergibt sich, dass f = g fast iiberall gelten muss. Das bedeutet natiirlich auch, dass die
Grenzfunktion beziiglich der Konvergenz im Maf} fast iiberall eindeutig bestimmt ist.

In endlichen Mafiriumen ist die Konvergenz im Mafl die schwichste aller Konvergenzen, in
R#Aumen, die nicht endlich sind, kann es vorkommen, dass die Konvergenz im Maf} sogar stérker ist
als die Konvergenz fast iiberall, im allgemeinen Fall kann man Folgen finden, die im Maf§ aber nicht
fast iiberall konvergieren, und auch solche, die es umgekehrt halten. Das bringt uns (insbesondere
wenn wir im néchsten Kapitel iiber die Konvergenz von Integralen sprechen) in die Verlegenheit,
unsere Sétze jeweils in zwei Versionen zu formulieren, einmal fiir die Konvergenz im Maf}, einmal
fiir die fast iiberall. Besser wire es, einen kleinsten gemeinsamen Nenner fiir alle Konvergenzarten
zu finden, und Satz 4.12 zeigt uns den Weg dazu:

Definition 4.14

Die Folge f,, von fast iiberall messbaren Funktionen auf dem Maffiraum (Q, S, u) konvergiert
gegen die Funktion f fast {iberall entlang Teilfolgen, wenn es zu jeder Teilfolge f,, eine
(Unter-) Teilfolge fnkl gibt, die u-fast iiberall gegen f konvergiert.

Diese Konvergenz ist nicht nur als kleinster gemeinsamer Nenner der anderen Konvergenzarten
niitzlich. Die Konvergenz im Maf} bleibt némlich im allgemeinen unter stetigen Transformationen
nicht erhalten, wenn also f,, — f im Mafi und g : R — R stetig ist, dann konvergiert im allgemeinen
go fn — go f nicht im Mafl. Es folgt aber offensichtlich aus der Teilfolgenkonvergenz von f, to f
die von g o f,, gegen go f.

Abschlielend zusammengefasst ergibt sich also folgendes Bild:

Fast iiberall gleichméflig impliziert fast gleichméfig impliziert sowohl im Mafl als auch fast
iiberall, und jede der beiden die fast iiberall Konvergenz entlang Teilfolgen.

Die fast gleichméfiige Konvergenz entlang Teilfolgen ist dasselbe wie die Konvergenz im Maf.

In endlichen Mafiriumen impliziert die fast iiberall Konvergenz die fast gleichméifiige (und ist
daher dazu dquivalent) und die im Maf. Dort ist auch die Konvergenz im Maf dquivalent zur
Konvergenz fast iiberall entlang Teilfolgen.

Die Konvergenz im Maf ist in endlichen Mafirdumen die schwéchste, aber (Stichwort Teilfol-
genkonvergenz) man kann aus jeder im Mafl konvergenten Folge eine Teilfolge aussondern, die fast
gleichméfig konvergiert.

4.5 Erginzungen

4.5.1 Folgenkonvergenz und Teilfolgenkonvergenz

Die Konvergenzen fast iiberall und fast gleichméflig konnen im Gegenssatz zu der im Mafl oder
der fast iiberall gleichméfigen Konvergenz nicht durch eine Metrik (oder allgemeiner eine Topo-
logie) induziert werden. Das hat Fréchet dazu inspiriert, Folgenkonvergenz unabhéngig von einer
Topologie zu definieren:
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Definition 4.15

X sei eine beliebige nichtleere Menge Eine C-Konvergenzstruktur ist ein System von Teilmen-
gen (A(z),z € X) von XY mit den Eigenschaften

C1 (z,z,...) € Alz) (konstante Folgen konvergieren),
C2 Falls (z)nen € A(z) und (y,,) eine Teilfolge von (z,), dann ist auch (y,) € A(x).
Gilt zusétzlich
L A(z) N A(y) = 0 fiir z # y (Grenzwerte sind eindeutig bestimmt),
dann heifit A eine L-Konvergenz, gilt dariiber hinaus
L* Falls jede Teilfolge (y,,) eine (Unter-) Teilfolge (z,) € A(z) enthilt, dann ist (z,) € A(z).

dann nennen wir A eine L*-Konvergenz.
A(z) versteht sich natiirlich als die Kollektion aller Folgen, die gegen = konvergieren. Statt
(zn,) € A(x) schreibt man auch (x,) —a .

Definition 4.16

A sei eine C-Konvergenz. Eine Menge A C X heifit (A—) folgenoffen, wenn fiir jedes z € A
und (z,) — z ein ng existiert, sodass fir n > ng zc A gilt.

A C X heifit folgenabgeschlossen, wenn fiir jede Folge (z,,) € A(x) mit =, € A,n € N
auch z € A gilt (das sind die klassischen Definitionen).

Jede topologische Konvergenz ist eine L*-Konvergenz. Umgekehrt gibt es zu jeder Folgenkonver-
genz eine natiirliche Topologie 7(A), nimlich die feinste Topologie, in der alle A-konvergenten
Folgen konvergieren. In dieser sind genau die folgenabgeschlossenen Mengen abgeschlossen bzw.
alle folgenoffenen Mengen offen.

Definition 4.17

Die Folge f, von fast iiberall messbaren und fast iberall endlichen Funktionen auf dem
Mafraum (2, S, u) konvergiert lokal im Mafl gegen die fast iiberall messbare und fast tiberall
endliche Funktion f,, wenn f,, auf jeder Menge A € & mit pu(A) < oo im Mafl gegen f
konvergiert.

Wenn eine Folge f,, die Eigenschaft hat, dass jede Teilfolge eine fast iiberall gegen f konver-
gente Teilfolge besitzt, dann konvergiert f, lokal im Maf}; die Umkehrung gilt in sigmaendlichen
Mafrdumen; in nicht sigmaendlichen Riumen hat die lokale Konvergenz im Maf§ nicht allzu grofien
Wert (etwa wenn g nur die Werte 0 und co annimmt).

4.6 Wiederholungsfragen

1. Wann heiflt eine Funktion messbar?

Wie kann man (einfach) feststellen, ob eine Funktion messbar ist?
Wann heiflt eine Funktion Borel-messbar?

Wann heiflt eine Funktion Lebesgue-messbar?

Welche Operationen kann man mit messbaren Funktionen durchfiithren?

Was besagt der Approximationssatz fiir messbare Funktionen?

NS o N

Welche Konvergenzarten gibt es in der Mafltheorie?
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8. Welche Beziehungen bestehen zwischen den einzelnen Konvergenzarten?
9. Wann heifit eine Funktion mafitreu?
10. Was ist das von einer messbaren Funktion induzierte Maf3?

11. Erklédren Sie die Rdume Ly und L.

(0]



Kapitel 5

Das Integral

5.1 Definition

Wir sind jetzt endlich in der Lage, das “neue, bessere” Integral zu definieren, das am Beginn
versprochen wurde.
Wir haben schon gesagt, dass wir fiir nichtnegative messbare Funktionen f das Integral als

/fdu = /OOO u([f > yl)dy

definieren wollen. Wenn f auch negative Werte annimmt, wird das Integral natiirlich als “Flache
iiber der X-Achse”-“Fliche unter der X-Achse” definiert, also

Definition 5.1

(9,8, 1) sei ein Mairaum. Das Integral der Funktion f : (2,&) — (R,B(R)) ist gegeben
durch

/fduZ/()Oou([f>y])dy—/omu([f<—y})dy,

wobei wir die Integrale auf der rechten Seite als uneigentliche Riemannintegrale ansehen,
deren Definition wir noch dadurch ergéinzen, dass wir sie gleich oo setzen, wenn der Integrand
fiir ein y > 0 unendlich ist. Wenn beide Integrale auf der rechten Seite den Wert co haben,
ist das Integral von f nicht definiert, ist mindestens eines endlich, dann hat das Integral
einen bestimmten Wert, wir sagen dann, dass das Integral von f existiert, und nennen f
quasiintegrierbar. Sind beide Integrale auf der rechten Seite endlich und damit auch [ fdu,
dann nennen wir f integrierbar.

Wir werden zuerst die Eigenschaften von Integralen nichtnegativer Funktionen betrachten; fiir
diese brauchen wir nicht {iber die Existenz des Integrals nachzudenken:

Satz 5.1

Eigenschaften des Integral von nichtnegativen Funktionen
1. Wenn [ f =0, dann ist fast iiberall f = 0.
2. Falls f > g,dann [ f> [g.

bt

Jef =c/ f (c> 0 konstant).
S+ =Jf+]g

W

76
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5. Das sogenannte unbestimmte Integral
[ r@uta) = [ A@yr@)duta)

6. Falls yu sigmaendlich ist, folgt aus [, f > [, g fiir alle A, dass p-fast iiberall f > g gilt.

ist ein Maf.

Beweis:

1. Damit das Integral gleich 0 ist, muss fiir jedes € > 0 u([f > €]) = 0 gelten. Dann hat aber
auch [f > 0] =J,[f > 1/n] MaB 0.

2. Das folgt direkt aus [g > y] C [f > y].
3. [ef = fo ([f > y/c])dy und mit der Substitution z = cy folgt die Behauptung.

4. Das ist mit einer direkten Anwendung unserer Integraldefinition nicht so einfach zu zeigen.
Deshalb betrachten wir zuerst das Integral einer Treppenfunktion:

Satz 5.2

Wenn f = Z?zl a; A; eine nichtnegative Treppenfunktion ist, dann ist

/fzéamm)

Das ergibt sich aus der Tatsache, dass

plf>y)=n( |J A)= D nl4)

1a7>y i:a;>y

gilt. Damit ergibt sich, dass das Integral einer Summe von zwei nichtnegativen Treppen-
funktionen gleich der Summe der einzelnen Integrale ist (die Summe der Treppenfunktionen
> aiAi() und 7, b;B;() konnen wir als 3, ;(a; +b;)(A; N B;)() schreiben).

Der allgemeine Fall folgt dann daraus, dass jede nichtnegative messbare Funktion als Grenz-
wert einer nichtfallenden Folge von Treppenfunktionen dargestellt werden kann, und aus

Satz 5.3: monotone Konvergenz, Beppo Levi-Theorem

Falls f,, > 0 eine monoton nichtfallende Folge ist, dann gilt

lim/fn :/limfn.

Die Ungleichung lim [ f, < [lim f,, folgt aus Punkt 2. Fiir die umgekehrte Ungleichung
setzen wir f = lim f, und wéhlen M < f lim f,,. Weil das uneigentliche Riemannintegral
fo ([f > y])dy der Limes der Integrale f w([f > y])dy fiir a = 0 und b — oo ist und dieses
Integral wiederum der Grenzwert von entsprechenden Untersummen, kénnen wir Zahlen 0 <
to < ... <ty < oo finden, sodass

N

D (= ti)u((f > ti]) > M

=1

gilt. Weil p([f > t;]) = lim,, p([fn > t;]) gilt, haben wir fiir hinreichend grofies n

N
/ fu= S0~ to 0l > ) > M
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und daher
lim / fn> M,
und weil M < [ f beliebig gewiihlt werden kann, auch lim [ f, > [ f.

5. Die Additivitidt von
)= [ 1
A

ergibt sich aus der Additivitat des Integrals, die Sigmaadditivitét folgt daraus durch den Satz
von der monotonen Konvergenz.

6. Wir setzen fiir zwei rationale Zahlen 0 < a < b
Ay = {2+ f(@) < a,g(x) = b}.

Falls diese Menge positives Mafl hat, gibt es wegen der Sigmaendlichkeit von p eine Teilmenge
B davon, die endliches positives Mafl hat. Fiir diese Menge ist

[ 9= tuip) > o= [ 1
B B
im Widerspruch zur Voraussetzung. Daher ist u(Agq) = 0 und
ple: f@) <g@h =nl |J Aw)=0,
a,beQ,a<b
also ist u-fast iiberall f > g.

Das Integral einer messbaren Funktion f kann als

[r=[r-[r

geschrieben werden (wieder vorausgesetzt, dass die rechte Seite definiert ist). Damit erhalten wir

Satz 5.4
Das Integral hat folgende Eigenschaften:
1. Falls f > g, dann'ist [ f > [g.

[\

. [(f+9)= [+ [g, falls die rechte Seite definiert ist.
3. FirceRgilt [c¢f=c [ [.

4. Das unbestimmte Integral f 4 J ist eine sigmaadditive Funktion.

5. Falls p sigmaendlich ist folgt aus f W= f 4 9 fiir alle A, dass p-fast {iberall f > g gilt.

Diese Eigenschaften ergeben sich unmittelbar aus den analogen Eigenschaften fiir nichtnegative
Funktionen. Nur die Additivitat ist moglicherweise nicht sofort erkennbar. Dafiir nehmen wir ohne
Beschréinkung der Allgemeinheit an, dass [ f— und [ g_ endlich sind. Dann ist wegen (f + g)_ <
f— + g— auch das Integral von f + g definiert. Wegen

fra=U+9+—(F+9-=fr—f-+9+—9-
gilt
(f+9)++f-+9-=(+9)-+ [+ +9+
und weil hier nur nichtnegative Funktionen addiert werden,

/(f+9)++/f—+/9—Z/(f+9)—+/f++/9+v

und weil die Integrale der Negativteile endlich sind, kénnen wir sie auf beiden Seiten abziehen und
erhalten die Behauptung.
SchlieBlich betrachten wir den Fall, dass wir zwei Funktionen verkniipfen:
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Satz 5.5: Transformationssatz

(©,6;),i = 1,2 seien zwei Messrdume, g : (21,61) — (Q2,632), f: (Q2,62) — (R,B) und
u ein Mafl auf G;. Dann gilt
/fogdu=/fdug-

Wir miissen nur feststellen, dass p([f o g > y]) = pg([f > y]) und pu([fog < y]) = pe([f < y]).

5.2 Grenzwertsitze

Wir wollen jetzt untersuchen, wann wir Integration und Grenziibergang vertauschen kénnen. Einen
Satz dazu haben wir schon kennengelernt, ndmlich den Satz von der monotonen Konvergenz, den
wir etwas allgemeiner formulieren:

Satz 5.6: monotone Konvergenz 2

Falls f,, eine monoton nichtfallende Folge von messbaren Funktionen ist und eine Funktion g
existiert mit f, > g und fg > —o00, dann ist

lim/fn :/limfn.

Zum Beweis braucht man nur die urspriingliche Version des Satzes auf die Funktionen f, — g
anzuwenden.
Aus diesem Satz erhalten wir

Satz 5.7: Lemma von Fatou

1. Falls f, > g mit [ g > —oco, dann ist

/lim inf f,, <lim inf/fn.

2. Falls f, < g mit [ g < co, dann ist
/lim sup f,, > lim sup/fn.

3. Falls |f,]| < g mit [ g < oo, dann ist

/lim inf f,, <lim inf/fn < lim sup/fn < /lim sup fp.

Zum Beweis von 1. stellen wir fest, dass liminf f,, = limg,, wobei g, = infy>, fi. g, ist eine
nichtfallende Folge, und es gilt g < g, < f,. Wir konnen also auf die Folge g, den Satz von der
monotonen Konvergenz anwenden, und erhalten

/liminffn = /limgn :hm/gn :liminf/gn < liminf/fn.

Punkt 2. folgt aus Punkt 1., wenn wir die Folge — f,, betrachten, und Punkt 3. ist eine Kombination
aus den ersten beiden. Wenn zusétzlich f,, konvergiert, dann ergibt sich

Satz 5.8: Satz von der dominierten Konvergenz

Falls |f,| < g mit [ g < oo und f,, p-fast iiberall entlang Teilfolgen gegen f konvergiert, dann
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/leim/fn.

Wir nehmen zuerst an, dass f,, punktweise gegen f konvergiert. In diesem Fall brauchen wir
nur festzustellen, dass die dufleren Glieder im Lemma von Fatou iibereinstimmen.

Wenn f,, fast iiberall gegen f konvergiert, dann gibt es eine Menge A € & mit u(A¢) = 0 und
fr(w) = f(w) fir alle w € A, also A() f, = A()f punktweise. Dann ist

e[ ]

Im allgemeinen Fall konnen wir eine Teilfolge fy,, finden, fiir die

g | [ g~ [ f1=tmsw| [ 5.~ [ 1

Aus dieser Folge kénnen wir eine (Unter-)Teilfolge [n,, aussuchen, die fast tiberall gegen f kon-

gilt

vergiert. Wieder folgt aus dem, was wir schon bewiesen haben, dass [ fnkl — [ f gilt. Deshalb

ist
timsup| [ £~ [ =0,
i

Das Lemma von Fatou und der Satz von der dominierten Konvergenz lassen sich sehr schén
auf Reihen anwenden und kénnen dabei einiges an e-Akrobatik ersparen. Das funktioniert so gut,
dass hier eigentlich der Schlachtruf “Nie wieder Epsilon!” stehen kénnte, wére nicht. . .

Die Bedingungen dieses Satzes von der dominierten Konvergenz lassen sich noch etwas ab-
schwéchen. Dazu definieren wir

also gilt auch jetzt

Definition 5.2: Gleichmiflige Integrierbarkeit

Die Folge f,, heifit gleichméflig integrierbar wenn zu jedem € > 0 eine integrierbare Funktion
ge > 0 existiert, sodass fiir alle n

J15alital > 0 < e (5.1)

Allgemeiner heifit eine Menge F von integrierbaren Funktionen gleichméfig integrierbar, wenn
(5.1) fiir alle f € F gilt.

Im wichtigen Fall, dass p endlich ist, gilt

Satz 5.9
Wenn g endlich ist, dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
1. F ist gleichméBig integrierbar.

2. Zu jedem € > 0 gibt es ein M = M(e), sodass fiir alle f € F

/\fl[lfl > M]<e

(wir konnen in diesem Fall also g. konstant wihlen).

3. {[|f|: f € F} ist beschréinkt, und zu jedem € > 0 gibt es ein § = d(e) > 0, sodass aus

n(A) <6
/|f|<e
A
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fiir alle f € F folgt.

4. Es gibt eine Funktion A : Ry — Ry mit limy_,o, A(t)/t = 0o, sodass

([ ns@)hutds) s £ € 7}

beschrankt ist.

Bemerkungen:

1. Im Sinne der Definition fiir endliche Mafle kénnten wir gc = M h verlangen, mit Konstanten
M. und einer integrierbaren Funktion h, die fiir alle € dieselbe ist.

2. Wegen 2(|f|—g/2)+ > |fIllf] > 9] = (|f]—g)+ ist die gleichm&Bige Integrierbarkeit dquivalent
dazu, dass es zu jedem € > 0 ieine integrierbare Funktion g. gibt, sodass

/(|fn| —ge)+ < e
3. Es geniigt, eine Funktion g. zu finden, die (5.1) ab einem Index erfiillt (der von e abhéngen

darf).

4. Die Funktion h in Punkt 4 des Satzes kann nichtfallend und konvex gew#hlt werden.

Aus Punkt 2. des Satzes folgt unmittelbar die gleichméflige Integrierbarkeit, weil die konstante
Funktion ¢ = M integrierbar ist. F'ur die Gegenrichtung verwenden wir Bemerkung 2 und die
Subbadditivitét von (.):

Jant-a01 < [s1=gme+ [to-2 <5+ [to-20)s

Das letzte Integral kann kleiner als €/2 gemacht werden, indem M hinreichend grofl gewéhlt wird.
Aus der gleichméfigen Integrierbarkeit folgt die Beschrinktheit der Integrale. Der zweite Teil

von Punkt 3 ergibt sich fiir
€

0= .
2M. /o
Fiir die umgekehrte Richtung wéhlen wir K > 0 so, dass

/WSK

fir alle f € F gilt. Dann kénnen wir M (e) = K/6(¢) setzen.
Wenn Punkt 4 gilt, dann kénnen wir K so wihlen, dass fiir alle f € F

/hqﬂgK.

Dann geniigt es, M so zu wahlen, dass fiir ¢t > M

gilt. Umgekehrt funktioniert

B(t) =t 3 [My-n, 00](1).

neN

Satz 5.10

Wenn f,, — f fast iiberall entlang Teilfolgen und (f,,) gleichméBig integrierbar ist, dann gilt

1m/@:/f
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Offensichtlich bleibt [ |f,| beschriinkt, und das Lemma von Fatou impliziert, dass auch f inte-
grierbar ist.

Wir kénnen annehmen dass g > | f| gilt (wir kénnen ja g durch max(|f|, g¢) ersetzen).

Wir setzen h,, = max(—g., min(f,, g.)) und stellen fest, dass

[ g [l < [l =hal = [(5] =90+ <

| h, konvergiert aber nach dem Satz von der dominierten Konvergenz gegen [ f, also unterscheidet
sich [ f, fiir hinreichend grofies n um weniger als 2¢ von | f.

Anmerkung: in den beiden letzten Sitzen ergibt sich durch Anwendung desselben Satzes auf
|fn — fl, dass auch [ |f, — f| gegen O geht.

Die gleichméfige Integrierbarkeit ist die schwiichste “verniinftige” Bedingung, die die Vertausch-
barkeit von Integral und Grenziibergang sicherstellt. In der Tat gilt

Satz 5.11

Falls f, > 0, f, — f fast iiberall entlang Teilfolgen und [ f, — [ f < oo, dann ist (f,)

it fu = [(fa = P+ [ min(, 1

gleichméfig integrierbar.
Die linke Seite (laut Voraussetzung) und der zweite Summand auf der rechten (wegen dominierter
Konvergenz) konvergieren gegen [ f. Daher geht der erste Summand auf der rechten Seite gegen
0, ist also fiir hinreichend grofies n kleiner €, und nach Anmerkung 3 nach der Definition ist (f,,)
gleichméfig integrierbar.

Beweis:

5.3 Riemann-Integrale

In diesem Abschnitt wollen wir den Zusammenhang zwischen der Integration im Riemannschen
Sinn und dem Lebesgue-Integral untersuchen. Dazu haben wir

Satz 5.12

Die Funktion f : [a,b] — R ist genau dann Riemann-integrierbar, wenn sie beschrénkt und
fast iiberall stetig ist (also, wenn das Lebesguemafl der Menge ihrer Unstetigkeitsstellen 0 ist).
f ist dann Lebesgue-messbar, und das Riemann-Integral stimmt mit dem Lebesgue-Integral

iiberein: ,
/ f(z)dx = fdx.
a la,b]

Die Beschriinktheit ist jedenfalls notwendig, da sonst die Obersummen (bzw. die Untersummen,
wenn f nach unten unbeschrinkt ist) unendlich werden.
Wir wihlen die Teilungsfolge

Damit definieren wir die Funktionen

on

fn= Z]tn,i—h tni] ) sup f([tn,i—1.tn.])

i=1

und
on

in:Z]tnl 15 b)) Inf f([Enim1, tn i)

i=1
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f]a b fndX und f]a ] ind)\ sind genau die n-te Obersumme und Untersumme fiir das Riemanninte-
gral. ~ ~
Die Folge f, ist monoton nichtwachsend, fn nichtfallend und fn < f < fp auf ]Ja,b]. Es

existieren also f = lim,, in und f = lim,, f,. Nach dem Satz von der monotonen Konvergenz ist

/ fd\ = lim fdx
Ja.b] n -

Ja,b]

und
fd\ = lim frd\.
la,b] " Jla,b]
Die rechten Seiten sind die Grenzwerte der Obersummen und der Untersummen, und das Rie-
mannintegral existiert genau dann, wenn sie iibereinstimmen. Das passiert genau dann, wenn

/ Fd) = / FdA.
la,b] la,b] —

Das wiederum ist genau dann der Fall, wenn f und f A-fast iiberall iibereinstimmen. Es ist leicht
einzusehen, dass fiir ein = €]a,b], dass nicht mit einem der abzihlbar vielen Punkte t, ; iiberein-
stimmt, f(z) = f(z) genau dann gilt, wenn f in x stetig ist. Die Menge der Unstetigkeitspunkte
von f unterscheidet also nur um eine abzihlbare Menge von der Menge der Punkte, in denen sich f
und f unterscheiden, und daher haben beide Mengen dasselbe Lebesguemafl. Es existiert also das
Riemannintegral genau dann, wenn die Menge der Unstetigkeitsstellen von f Lebesguemaf$ 0 hat.
f muss dann nicht unbedingt Borel-messbar sein, aber weil f fast {iberall mit den messbaren Funk-
tionen f und f iibereinstimmen muss, ist f fast iiberall Borel-messbar (also Lebesgue-messbar),
f]a’b} fdX existiert also und stimmt mit dem Riemannintegral iiberein.

Uneigentliche Riemannintegrale lassen sich nicht immer direkt in Lebesgueintegrale {ibersetzen
— wenn das Integral absolut konvergiert, dann existiert auch das Lebesgue-Integral und stimmt
mit dem Riemannintegral iiberein (das folgt aus den Sdtzen von der monotonen und dominierten
Konvergenz). Im anderen Fall existiert das Lebesgueintegral nicht. Wir konnen dann aber immer
noch das uneigentliche Riemannintegral als Limes von Lebesgueintegralen darstellen, etwa

/ SIT) 40— lim / ) 5 (@),
0 T T— 00 [0,T] X

Wenn man die Uberlegungen von vorhin weitertreibt, kommt man zum folgenden

Satz 5.13

F sei eine Verteilungsfunktion, die in den Punkten a; < as < ... < a, Spriinge hat und
dazwischen stetig differenzierbar ist, und f > 0 sei eine stetige Funktion. Dann ist

n+1 a; n
[fane =3 [ s@F @+ Y f@)(Fa) - Flai -0,

wobei wir ag = —oo und a,4+1 = oo setzen.

5.4 Komplexe Integrale

Wir haben schon frither festgestellt, dass wir eine komplexwertige Funktion f = f; 4+ if2 als Paar
(f1, f2) von reellen Funktionen ansehen kénnen, und dass wir mit dieser Interpretation die kom-
plexen Borelmengen mit den zweidimensionalen Borelmengen identifizieren. Die komplexwertige
Funktion f ist also genau dann messbar, wenn ihr Real- und Imaginéirteil messbar sind.

Damit kommen wir zu der natiirlichen Definition
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Definition 5.3

f = fi+iwfs sei messbar auf (2, &), und |f| sei integrierbar. Dann definieren wir das Integral

von f als
/fdu=/f1du+i/f2du-

Anmerkung: Diese Definition liefle sich allgemeiner gestalten, wenn man nur annimmt, dass
Real- und Imaginérteil von f quasiintegrierbar sind. Wir beschrdnken uns hier auf integrierbare
Funktionen, weil wir ja auch bei komplexwertigen sigmaadditiven Funktionen nur solche zulassen,
die nur endliche Werte annehmen. Das hat einerseits dsthetische Griinde, andererseits ersparen
wir uns dadurch die Peinlichkeit, dass der Fall eintreten kann, dass das Integral einer Funktion f
existiert, aber nicht das von c¢f mit einer komplexen Konstante c.

Fiir das Integral von komplexen Funktionen gelten analoge Eigenschaften wie fiir das reelle
Integral:

Satz 5.14

L. [(af +bg)=a[f+b][g,
2. [ [ 1< IS,

3. wenn yu ein Wahrscheinlichkeitsmaf} ist und f und ¢ unabhéngig, dann ist [ fgdu =
[ fdu [ gdp.

4. v(A) = [, fdp ist sigmaadditiv.

Auch die Sétze von der dominierten Konvergenz und von der Konvergenz durch gleichméBige
Integrierbarkeit bleiben fiir Integrale von komplexwertigen Funktionen giiltig.

Diese Eigenschaften folgen direkt aus denen fiir reelle Integrale, nur (2) ist vielleicht nicht ganz
offensichtlich. Wir kénnen ein z mit |z| = 1 finden, sodass

YEESE,
[r1=w0 [ =nc [ 0= [Ren< [la1= [ 15

Wir haben gesehen, dass fiir eine (quasi-)integrierbare reelle oder komplexe Funktion ihr unbe-
stimmtes Integral eine sigmaadditive Mengenfunktion darstellt. Eine solche Funktion werden wir
auch ein signiertes bzw. komplexes Mafl nennen. Die Frage liegt nahe, ob jede solche reell- oder
komplexwertige MafBifunktion sich als unbestimmtes Integral einer geeignet gewéhlten Funktion
beziiglich eines geeignet gewéhlten Mafles darstellen ldsst. Im néchsten Kapitel werden wir diese
Frage fiir reelle signierte Mafie (mit ja) beantworten; im komplexen Fall miissen wir uns dazu zuerst
mit der generellen Frage beschéftigen, wann eine Mafifunktion als Integral beziiglich einer anderen
darstellbar ist, und das wird im iibernéchsten Kapitel geschehen.

gilt. Dann ist

5.5 Erwartungswerte

(©,8,P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum, X eine reellwertige Zufallsvariable. Dann nennen wir

X):/Xd]P’

den Erwartungswert von X. Wenn es notig ist, das Maf, beziiglich dem wir integrieren, zu spezi-
fizieren, schreiben wir Ep.

Neben den bekannten Eigenschaften des Integrals (Linearitit, Additivitéit, etc.) kénnen wir
feststellen
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Satz 5.15

X und Y seien unabhingig und integrierbar (oder beide nichtnegativ). Dann gilt

E(XY) = E(X)E(Y).

Wir kénnen uns auf den Fall beschrinken, dass X und Y nichtnegativ sind, weil (XY); =
X, Y, +X_Y_ gilt. Wir konnen X und Y von unten durch Treppenfunktionen der Form ) a;[X <
x;] bzw. > b;[Y < y;] approximieren, deshalb gentigt es, den Satz fiir Treppenfunktionen zu
beweisen.

Dafiir gilt

E(XY)=> abP(X <Y <y;) =Y a;ibP(X < 2)P(Y < ;) = E(X)E(Y).

2 2

Der Erwartungswert kann als “typischer Wert” oder “Lageparameter” der Verteilung von X
angesehen werden. Wenn man zusétzlich wissen will, wie gut dieser Wert die Zufallsvariable re-
préisentiert, kann man etwa das Mittel der (absoluten) Abstéinde betrachten. Da der Absolutbetrag
nicht so leicht zu behandeln ist, wihlen wir zum Entfernen des Vorzeichens lieber das Quadrat:

Definition 5.4

V(X) =E((X - E(X))?)

heifit die Varianz von X. Die Quadratwurzel der Varianz heifit Streuung oder Standardabwei-
chung.

Wir stellen fest:

Satz 5.16: Eigenschaften der Varianz
1. V(aX +b) = a®V(X),
2. V(X) =E((X —a)?) — (E(X) — a)? (Steiner’scher Verschiebungssatz),
3. V(X +Y)=V(X)+V(Y), wenn X und Y unabhéngig sind.

Die erste Behauptung folgt direkt aus der Linearitét des Integrals, weil
E(aX 4+b) =aE(X)+b
und daher
aX +b—E(aX +b) = a(X — E(X)).

Diese Beziehung erlaubt es uns, fiir die beiden anderen Behauptungen 0.B.d.A. E(X) = 0 anzu-
nehmen.
Dann ist
E((X —a)?) = E(X? — 2aX + a®) = E(X?) + a® = V(X) + o>

und
VX +Y)=E(X +Y)?) =E(X?) 4+ 2E(XY) + E(Y?) =

V(X) 4+ 2E(X)E(Y) + V(X) = V(X) + V(Y).
Der Steinersche Verschiebungssatz fiir ¢ = 0 gibt uns die Formel
V(X) = E(X?) - (E(X))?,

die oft giinstig fiir die Berechnung der Varianz ist.
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Die Summenformel fiir die Varianzen l&sst sich im allgemeinen Fall so schreiben:
VX 4+Y)=V(X)+V(Y)+2Cov(X,Y),

wobei
Cov(X,)Y)=E(X —-EX))(Y —E(Y))) =E(XY) -E(X)E(Y)

die Kovarianz von X und Y genannt wird. Wenn die Kovarianz gleich 0 ist, heilen X und Y
unkorreliert.
Fiir eine Folge X,, von reellen Zufallsvariablen definieren wir die Partialsummen

ZX (So = 0).

Wenn die Zufallsvariablen unkorreliert sind und endliche Varianzen haben, dann gilt

V(S,) = znjw(x

Haben alle X; dieselbe Varianz o2, dann ist

V(S,) = no?.
Fiir X,, = S,,/n, das Stichprobenmittel, ergibt sich damit
V(X,) = o?/n.

Diese Feststellung fithrt uns zu einigen zentralen Sdtzen der Wahrscheinlichkeitstheorie, den
Gesetzen der groflen Zahlen. Dazu bendtigen wir zuerst einige Sétze zur Abschétzung von Wahr-
scheinlichkeiten mit Hilfe der Varianz bzw. Erwartungswerte.

5.6 Die Ungleichungen von Markov und Chebychev

Der erste Satz gilt nicht nur fiir Wahrscheinlichkeitsmafle:

Satz 5.17: Ungleichung von Markov

Falls f > 0, dann gilt fiir jedes ¢ > 0

wlla: fa) = e < ¢ [ san

/fdu:/ fdu+/ fdu >
{z:f(x)>c} {z:f(xz)<c}

/ fdu > / edp = ep({z - f(z) > c).
{z:f(xz)>c} {z:f(x)>c}

Satz 5.18: Ungleichung von Chebychev

Zum Beweis setzen wir

Falls die Varianz von X endlich ist, dann gilt fiir ¢ > 0

V(X)

P(X ~E(X)| 2 0) < =

Zum Beweis wenden wir die Ungleichung von Markov auf die Zufallsvariable Y = (X — E(X))%:

B(X ~E(X)| 2 0) = B(y > ¢t) < T ) = VX

C

Diese Ungleichung gibt uns
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Satz 5.19: schwaches Gesetz der groflen Zahlen

Sind die Zufallsvariablen (X,,,n € N) unabhiingig und identisch verteilt mit endlicher Varianz,
dann gilt

X, — E(X;) in Wahrscheinlichkeit.

Beweis: Die Ungleichung von Chebychev impliziert, dass

V(X1)
2

P(|X, —E(X1)] > ¢) < — 0.

ne

Dieses Gesetz ldasst einigen Spielraum fiir Verbesserungen: Wenn man auf der linken Seite

E(X1) durch das Mittel der Erwartungswerte ersetzt, braucht man nicht mehr anzunehmen, dass

alle Variablen identisch verteilt sind, die Unabhéngigkeit l4sst sich durch die Unkorreliertheit

ersetzen, und auch die Gleichheit der Varianzen lésst sich durch die Forderung ersetzen, dass

> ien V(X;)/n? — 0. Ja, man kann sogar auf die Unkorreliertheit verzichten: etwa wenn die Vari-
anzen beschriinkt sind und

lim sup Cov(X;, X;4n) — 0.

5.7 Gesetze der groflen Zahlen

5.7.1 Maximalungleichungen

Wenn man weiterhin die Unabhéngigkeit der einzelnen Zufallsvariablen annimmt, kann man natiirlich
Konvergenz in einem stérkeren Sinn erreichen. Dazu ist es notwendig, nicht nur eine Summe zu
kontrollieren, sondern Abschitzungen fiir Wahrscheinlichkeiten, in denen mehrere Summen vor-
kommen, zu finden, also fiir Wahrscheinlichkeiten der Form

]P’(m<ax |Si] > ¢).

Eine der einfachsten und dennoch (oder gerade deswegen) sehr allgemein verwendbaren Unglei-
chungen ist die folgende

Satz 5.20: Ungleichung von Lévy-Ottaviani

Xq,..., X, seien unabhéngig, S; = X7 + ...+ X;, a,b > 0. Dann gilt

P([Sn| = b)
P i > b) <
(Izngavi(w | Za+ ) —1- maxign]P’USn — Sz| > CL)

Anmerkung: Dieser Satz verwendet keine Erwartungswerte oder Varianzen der Zufallsvariablen
und benotigt daher keine Integrabilititsbedingungen. Es gibt von diesem Satz unzéhlige Varian-
ten, wobei auch (wenn rechts im Nenner entsprechende bedingte Wahrscheinlichkeiten eingesetzt
werden) die Forderung der Unabhiingigkeit abgeschwiicht werden kann oder die Zufallsvariablen
X,; Werte in allgemeineren (normierten) Rdumen annehmen kénnen.

Fiir den Beweis verwenden wir den immer wieder gern gebrauchten

\i\
% Trick 4: Das erste Mal

Fiir viele Ereignisse A, die durch die Zufallsvariablen X1,..., X,, definiert werden konnen,
gibt es eine (zufillige) Zahl T < n, sodass die Kenntnis von Xi,..., X7 schon geniigt, um
festzustellen, dass A eintritt (und dass die Variablen X; mit ¢ > T darauf keinen weiteren
Einfluss haben). Dann ist es oft hilfreich, das Ereignis A in die Ereignisse [T =t],t =1,...,n
zu zerlegen.
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Fiir den Beweis der Ungleichung von Ottaviani setzen wir natiirlich 7" gleich dem ersten Index ¢,
fir den S| > a + b gilt (mit T = n + 1, wenn fiir alle t < n |S;| < a + b gilt). Wenn fiir : < n
T =i gilt, dann ist jedenfalls |S;| > a + b. Gilt zusitzlich |S,, — S;| < a, dann ergibt sich |S,,| > b.
Wir haben also

P(T =4,|S,] > b) > P(T =14,|S, — Si| <a) =P(T =i)P(|S, — Si| < a) >

P(T =i)(1 — maxP(|S,, — Si| > a)).

i<n
Uber i summiert ergibt das
P(|S,] > b) > (1—m<ax]P(|Sn—SZ-| > a)) ZP(T =1i)= (1—m<axIP(|Sn—Si| > a))IP’(m<ax |S;| > a+b).
i<n <n i<n i<n

Durchdividieren vollendet den Beweis.
Etwas ndher an den Ungleichungen von Markov und Chebychev ist die folgende, deren Beweis
ebenfalls den “erstes Mal” Trick beniitzt.

Satz 5.21: Ungleichung von Kolmogorov

X1, ..., X, seien unabhingige Zufallsvariable mit E(X;) = 0 und V(X;) = 0? < co. Dann gilt
fir ¢ >0

P( max |S;| > ¢) < V(S”).

0<i<n c?

Zum Beweis setzen wir
Vi =[S > ¢, 5] < e j <l
Y; ist genau dann 1, wenn S,, beim Index i zum ersten Mal ¢ erreicht (oder iiberschreitet). Offen-
sichtlich gilt >~ Y; <1 und
max|Si > d = 3V,

! i<n
Wir erhalten
V(S,) =E(S7) > E(S2 > i <nY;).

Fiir die Summanden der letzten Summe gilt
E(Y;(80)%) = E(YiS7) + 2E(YiSi(Sn — 51)) + E(Yi(Sn — 5)?).

Im ersten Summanden koénnen wir S? mit ¢® nach unten abschiitzen, im zweiten ist S, — S — i
von den anderen beiden Faktoren unabhéingig, damit ist der Erwartungswert des Produkts gleich
dem Produkt der Erwartungswerte und somit 0, und der letzte Summand ist nicht negativ. Damit
haben wir insgesamt

V(Sn) = E(Y Vi) = Plmax |Si] > o),

i<n

5.7.2 Reihen mit unabhingigen Summanden

Bevor wir uns wieder der Konvergenz der Stichprobenmittel zuwenden, sehen wir uns Reihen von
unabhéngigen Zufallsvariablen an. Zuerst kommen ein paar neue Definitionen:

Definition 5.5

Die Folge X,, von Zufallsvariablen heifit beschrankt in Wahrscheinlichkeit, wenn es zu jedem
e >0 ein M = M (e) gibt, sodass fiir alle n

P(| X, > M) <e

gilt.
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Definition 5.6

Die Folge X, von Zufallsvariablen konvergiert gegen die Zufallsvariable X in Verteilung, wenn
fiir jede stetige beschrinkte Funktion A
lim E(h(X,)) = E(h(X))

n— oo
gilt.

Die Konvergenz in Verteilung wird uns spéter noch eingehender beschéftigen. An dieser Stelle
wollen wir festhalten, dass die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit die in Verteilung impliziert und
diese die Beschranktheit in Wahrscheinlichkeit. Die erste Feststellung ergibt sich daraus, dass auch
die Folge h(X,,) in Wahrscheinlichkeit konvergiert (das wird in den Ubungen gezeigt) und aus dem
Satz von der dominierten Konvergenz, die zweite, indem man die Funktion h(x) = min((|z| —
M)+, 1) betrachtet.

Fiir die néchsten Sétze sei (X,,) eine Folge von unabhéngigen Zufallsvariablen, S, = Y7 | X;.

Satz 5.22: Aquivalenzsatz von Lévy

Die Folge S, ist genau dann fast sicher beschriankt, wenn sie in Wahrscheinlichkeit beschrankt
ist.

Die Folge S,, konvergiert genau dann fast sicher, wenn sie in Verteilung konvergiert (weil
die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit zwischen diesen beiden steht, sind also fiir Summen von
unabhéngigen Zufallsvariablen die drei Konvergenzen fast sicher, im Mafl und in Verteilung
dquivalent).

Wir zeigen an dieser Stelle, dass die Beschrinktheit bzw. Konvergenz in Wahrscheinlichkeit
die entsprechende Eigenschaft mit Wahrscheinlichkeit eins impliziert. Dass auch die Konvergenz in
Verteilung zu den anderen beiden Konvergenzarten dquivalent ist, wird iiblicherweise mit Hilfe der
Theorie der charakteristischen Funktionen gezeigt, die wir an dieser Stelle nicht in allen Details
ausbreiten wollen. Wir werden diesen Teil in den Beweis des néchsten Satzes (des Dreireihensatzes
von Kolmogorov) integrieren. Dieses Vorgehen verschleiert die Tatsache, dass der Aquivalenzsatz
von Lévy unter allgemeineren Bedingungen (X,, darf Werte in einem beliebigen Banachraum an-
nehmen) gilt als der Dreireihensatz (geht noch in Hilbertrdumen).

Wir fithren den Beweis, dass die Konvergenz im Maf} die Konvergenz fast sicher impliziert, im
Detail, der Beweis fiir die Beschrianktheit verlauft analog und ist sogar etwas einfacher.

Da S,, im Maf} konvergiert, gibt es zu allen € > 0 und § > 0 ein ng, sodass fiir n, m > ng

P(|Sp — S| >€) < ¢
gilt. Fiir § < 1/2 folgt daraus mit Hilfe der Ungleichung von Lévy-Ottaviani fiir jedes n > ng

no<i<n —

Fiir n — oo ergibt sich daraus
P(A,,) <26
mit
Apny = [sup |Sn — Syl > €.
n>ngo

Weil § €]0,1/2[ beliebig gewihlt werden kann, ergibt sich
P(()An) = limP(A,) = 0;

(N A, enthélt das Ereignis, dass sich iiber jeder Grenze Indizes m und n finden lassen mit |S,, —
Sm| > 4e. Dieses Ereignis hat also fiir jedes € > 0 Wahrscheinlichkeit 0, und dasselbe gilt fiir die
Vereinigung dieser Ereignisse iiber eine Folge von Werten fiir €, die gegen 0 konvergiert; insgesamt
bildet S,, mit Wahrscheinlichkeit 1 eine Cauchyfolge und konvergiert daher.

Der néchste Satz gibt ein Kriterium fiir die Konvergenz bzw. Beschranktheit der Folge S,,:
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Satz 5.23: Dreireihensatz von Kolmogorov

(X,,) sei eine Folge von unabhiingigen Zufallsvariablen. Die Reihe
> Xn
n

(d.h, die Folge ihrer Partialsummen S,,) konvergiert genau dann, wenn die folgenden drei
Reihen konvergieren (fiir irgendein € > 0 und damit fiir alle):

Pu() = Y P(Xi| > ¢

i<n

Ea(e) = ) E(Xi[1Xi| <€)

Va(e) = ZV(Xi[lXil <€)

Die Folge S, ist genau dann beschréinkt, wenn fiir ein € > 0 die drei Reihen P, (¢), E,(¢) und
V. (€) beschrinkt bleiben.

Es ist leicht zu zeigen, dass die Dreireihenbedingungen in beiden Fillen hinreichend ist. Aus
der Konvergenz der Reihe P,, und dem Borel-Cantelli Lemma folgt, dass mit Wahrscheinlichkeit 1
nur endlich viele der Ereignisse [|X,,| > €] eintreten. Deshalb stimmen die beiden Folgen (X,,) und
Y, = X,[|X,| < € ab einem Index iiberein, und daher ist die Konvergenz bzw. Beschrinktheit von
> X, dquivalent zu der von Y Y,,. Die Ungleichung von Chebychev impliziert dann die Konvergenz
bzw. Beschranktheit von Y (Y, — E(Y;,)) in Wahrscheinlichkeit, und weil auch E,(e) konvergent
bzw. beschrinkt ist, gilt dasselbe fir > Y,,.

Die Notwendigkeit der Dreireihenbedingung benétigt ein paar zusétzliche Tricks. Der erste
Schritt ist einfach: wenn die erste Reihe P,(e€) fiir ein € > 0 divergiert, ist nach dem zweiten
Lemma von Borel-Cantelli fast sicher fiir unendlich viele n |X,,| > €, und deshalb kann die Reihe
>~ X, nicht konvergieren. Wenn Y X,, konvergiert, muss also die erste Reihe fiir jedes € > 0
konvergieren. Analog ergibt sich, dass die Folge S,, mit Wahrscheinlichkeit 1 unbeschréinkt ist,
wenn P, (e) fiir jedes ¢ > 0 divergiert. Fiir die Beschriinktheit von S,, ist also notwendig, dass
P, (e) fiir ein € > 0 konvergiert. Dann miissen auch die abgeschnittenen Zufallsvariablen Y,, eine
konvergente bzw. beschriankte Reihe bilden, wie wir schon beim Beweis der Suffizienz festgestellt
haben.

Der néchste Schritt besteht darin, die Notwendigkeit der Konvergenz der Reihe V,,(€) zu zeigen.
Dazu ist es notwendig, die Erwartungswerte von Y,, zu eliminieren, was meist dadurch gel6st wird,
dass man eine unabhingige Kopie (Y,*) der Folge (Y;,) verwendet und die Differenzen Y,, — Y7
betrachtet, die Erwartungswert 0 und die doppelte Varianz von Y,, haben. Dass das moglich ist,
folgt aus der Theorie der Produktriume, die noch vor uns liegt. Wir gehen daher einen anderen
Weg. Unser Ausgangspunkt ist die schwiichste der Bedingungen, die Beschranktheit im Maf}. Wir
fithren zur Vereinfachung der Notation die Summen

T,=)_ Y

i<n

und
Zn =T, —E(T) =Y (Yu — E(Ys))
i<n
ein. Auflerdem sei
U, =Y, —E(Y,).

Aus der Theorie der charakteristischen Funktionen benttigen wir nur ein paar grundlegende Dinge
(spiter werden wir uns im Zusammenhang mit einer eingehenden Diskussion der Konvergenz in
Verteilung sehr viel genauer damit beschéftigen):
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Definition 5.7
Die charakteristische Funktion ¢x der reellen Zufallsvariable X ist gegeben durch
bx (t) = E(e™*") = E(cos(Xt)) + iE(sin(Xt)),t € R.

Da Sinus und Kosinus beschriankt und stetig sind, ist klar, dass aus der Konvergenz in Verteilung
einer Folge von Zufallsvariablen die punktweise Konvergenz ihrer charakteristischen Funktionen
folgt. Dies (und die Tatsache, dass auch die Umkehrung gilt, was wir aber jetzt nicht brauchen)
macht die charakteristische Funktion zu dem Werkzeug fiir das Studium der Verteilungskonvergenz.

Wir fixieren nun ein > 0 und wéhlen nun M so, dass P(|X| > M) < 4. Fir |¢| < 1/M erhalten
wir
E(cos(Xt)) = E(cos(Xt)[| X| < 1/M]) + E(cos(Xt)[| X| > 1/M]) > cos(1)(1 =) —§ > (1 —35)/2.
Fiir § < 1/3 ergibt sich daraus fiir |¢| < 1/M

lox ()] = (1 - 30)/2.

Wenn wir diese Uberlegung auf die Folge T}, anwenden, die im Ma8 beschréinkt ist, stellen wir fest,
dass fiir hinreichend kleines ¢ die Folge

ér, (t)

von 0 weg beschriankt ist. Es ist aber
o1 (t) = E(eitTn) = E(et(Zn+ETn)) = tE(T) g, (1),
Somit gilt .
67, ()] = |62, (®)] = [ ] I¢v, ().
j=1

Wir wissen, dass U; beschrénkt ist — aus |Y;| < e folgt |U;| < 2e. Fiir hinreichend kleines ¢
(|t] <1/(2€)) ergibt sich aus den Ungleichungen

z? ozt
<1-— 4=
cos(x) 5 + 5d
und 5
jsin(e) — ] <

die aus den Taylorentwicklungen folgen, zusammen mit E(U;) = 0 die (grobe) Abschitzung

L, 2 Lo —t2V(Y;)/10
b, (O] <1 = G°B(UF) =1 = S5#2V(Y;) < et VN0,

T 160, )]
j=1
von 0 weg beschrankt bleibt, muss
Va(e) =) V(Y))
j=1

beschrankt bleiben, also konvergieren. Die Folge U, erfiillt also alle drei Reihenbedingungen, daher
konvergiert die Reihe ) U, und ist somit auch beschrinkt. Da auch die Reihe > Y, beschrinkt
sein soll, gilt das auch fiir die Differenz

SV =D U= E(Yy).

Das beweist die Notwendigkeit der Dreireihenbedingung fiir die Beschrinktheit. Ebenso folgt aus
der fast sicheren Konvergenz von ) Y, die Konvergenz von » E(Y,,), also die Notwendigkeit der
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Dreireihenbedingung fiir die Konvergenz fast sicher/in Wahrscheinlichkeit. Es bleibt uns also der
Fall, dass wir nur wissen, dass S, in Verteilung konvergiert. Weil die Verteilungskonvergenz die
Beschranktheit in Wahrscheinlichkeit nach sich zieht, konnen wir aus dem gerade bewiesenen fol-
gern, dass fiir ein € > 0 die drei Reihen beschriankt bleiben. Wir wissen auflerdem, dass die Folge
der charakteristischen Funktionen ¢g, punktweise konvergiert, und die erste Reihenbedingung im-
pliziert dasselbe fiir die charakteristischen Funktionen ¢r,. Da die zentrierten Variablen U, die
Dreireihenbedingung erfiillen, konvergiert die Folge Z,, mit Wahrscheinlichkeit 1 und daher auch
in Verteilung, also haben wir auch punktweise Konvergenz der Folge ¢, . Fiir hinreichend kleines
t ist ¢z, (t) von 0 weg beschrinkt, und daher muss

et = o (t) )¢z, (1)

konvergieren. Wir wissen schon, dass F,,(¢) beschrinkt ist; wenn wir ¢ so klein wiihlen, dass fiir
alle n die Ungleichung [tE, | < 7/2 gilt, dann kénnen wir folgern, dass auch FE,, konvergiert, und
der Beweis des Dreireihensatzes ist komplett.

5.7.3 Das starke Gesetz der groflen Zahlen

Nun wenden wir uns wieder den Mittelwerten zu:

Satz 5.24: Starkes Gesetz der groflen Zahlen von Kolmogorov
X, seien unabhiingige Zufallsvariable mit E(X,,) = 0 und

ngn) < o0

neN

Dann gilt

lim X, =0

n—oo

fast sicher.

Wir definieren
Ay, = [max |S;| > e2F71).
j§2k

Die Ungleichung von Kolmogorov liefert

V(Syn)

]P)(Ak) S W7

und

> < 3 S

4 - 16 — V(X,)
S V)Y k2t 2 < o0 3T <o
n n

Borel-Cantelli sagt uns jetzt, dass mit Wahrscheinlichkeit 1 fiir hinreichend grofles k&

max |3, | < e2F7!
n<2k

gilt. Fiir groBes n kénnen wir ein k finden, das 28~ < n < 2F erfiillt, und

S| < max |S,| < €2V < en
n<2k

und X,, = S,,/n geht tatsichlich gegen 0.
Fiir identisch verteilte Zufallsvariable konnen wir auf die Varianzen verzichten:
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Satz 5.25: starkes Gesetz der groflen Zahlen von Kolmogorov 2

(X,,) sei eine Folge von unabhingig identisch verteilten Zufallsvariablen mit endlichem Er-
wartungswert. Dann gilt fast sicher

1
RILH;OE];Xk =E(X,).

Wir setzen Y, = X,,[| Xn| < n]. Wegen

oo oo

E(|X1|):/OOOIP(|X1|>m)deZ (1X,| > n) :Z (Yo # X))

folgt aus dem Borel-Cantelli Lemma, dass mit Wahrscheinlichkeit 1 fiir fast alle n X,, =Y, gilt,
also konvergieren die Mittelwerte der X,, genau dann, wenn die Mittelwerte der Y,, konvergieren,
und die beiden Grenzwerte stimmen iiberein. Da E(Y;,) — E(X;) gilt, gilt auch

1L
nlggogZ;E(K) = E(X1).
i=

Wir miissen also nur noch zeigen, dass die Y;, die Voraussetzungen des ersten Gesetzes der groflen
Zahlen erfiillen. Es ist

> T s L P - PEIRED cet 3

neN neN neN n>|Xq|

1
1+E(X7 ) )<1+IE(X1|X|—1+IE|X1|)
n>\X1|+1

Damit ist das erste Gesetz der groflen Zahlen auf die Y,, anwendbar, und unser zweiter Satz
bewiesen.

Mit etwas mehr Arbeit lassen sich die Voraussetzungen abschwéichen, etwa bleibt der letzte Satz
giiltig, wenn man nur annimmt, dass die Zufallsvariablen X,, paarweise unabhéngig sind. Dazu gibt
es auch eine Umkehrung;:

Satz 5.26

Die Folge (X,) sei (paarweise) unabhingig und identisch verteilt. Dann konvergiert X,, =
Sn/n genau dann mit Wahrscheinlichkeit 1 gegen einen endlichen Grenzwert, wenn X, inte-
grierbar ist.

Eine Richtung haben wir schon gezeigt, das ist genau das Gesetz der groflen Zahlen. Fiir die
andere Richtung nehmen wir an, dass F(|X,|) = oo gilt. Dann ist

Z]P’(|X\ >n) = o0

und nach dem Borel-Cantelli Lemma gibt es mit Wahrscheinlichkeit 1 unendlich viele n mit [X,,| >
n; wenn X, konvergiert, dann miisste aber

Xn_1| — 0

Xn) 2
| =

gelten.

5.8 Spezielle Verteilungen

Wir sammeln jetzt Formeln fiir Erwartungswerte und Varianzen der bekannten Verteilungen.
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5.8.1 Diskrete Verteilungen
Mit der Wahrscheinlichkeitsfunktion p(z) = P(X = z) gilt

E(X) =) ap(x),E(X?) =) 2°p(z).

e Die deterministische Verteilung D(a) hat E(X) = a und V(X) = 0.

e Fiir die Alternativverteilung A(p) ist

und
V(X)=p-p*=p(1l-p).
o Fiir die diskrete Gleichverteilung D(a,b) ergibt sich mit den Summenformeln

n

" nn+1 o nmn+1)2n+1
> (0+1) §_nlnt Dot

6

i=1

b

_ 1 . 1 b(b+1) ala—1)\ a+b
E(X)_b—aﬂzz_b—aH( 2 2 )‘ 2

i=a

Dies ist ein allgemeines Phinomen: wenn eine symmetrische Verteilung endlichen Erwar-
tungswert hat, dann stimmt dieser mit dem Symmetriezentrum iiberein.

Fiir die Varianz ergibt sich (das wird in den Ubungen berechnet)

(b—a+1)2-1

Vx) = 12

e Fiir die Binomialverteilung B(n, p) gilt

V(X) =np(1 - p).
e Fiir die Hypergeometrische Verteilung H(N, A, n) ergibt eine #hnliche Rechnung

nA AN—-AN —n
R AR vy v

e Bei der Poissonverteilung P(A) funktioniert dieselbe Methode, und es ergibt sich



KAPITEL 5. DAS INTEGRAL 95

e Die geometrische Verteilung: fiir X ~ G*(p) ist

l—p
E(X) = =, V(X) = ,
(X) ’ (X) o
fiir X ~ G(p)
I—p I—p
E(X)=—2L v(X)= .
(X) ) (X) e
e Negative Binomialverteilung: fiir X ~ NB*(n,p) ist
n n(l —p)
E(X) = 2, V(X) = ,
(X) . (X) e
fir X ~ NB(a,p)
a(l —p o(l—p)
B(x) = 2 v - 200

5.8.2 Stetige Verteilungen
Hier haben wir mit der Dichte f

o X ~Uf(a,b): , , ,
E@j:a;,V@):(If
o X ~ E(M): . .
E(X) = 1,V(X) = 35.
o X ~T(a,\):
IMX)=§;WX):§;
item X ~ By(«, 8):
E(X) = —2— V(X) = ab .
a+p’ (a+B)*(a+B+1)
e X ~ Bsy(a, f): N
EX)=5—70>1),
V) = g 0> 2

Fiir g < 1 ist der Erwartungswert co und die Varianz existiert nicht, fiir 1 < g < 2 ist die
Varianz unendlich.

o X ~ N(u,0?):
8 E(X) =, V(X) = 0%

e Die Cauchyverteilung hat keinen Erwartungswert, weil E(X ) = E(X_) = co.
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5.9 Erginzungen

5.9.1 Alternativer Beweis des starken Gesetzes der grofien Zahlen

Die Reihenbedingung fiir die Varianzen impliziert zusammen mit der Ungleichung von Chebychev,

dass x
2

in Wahrscheinlichkeit konvergiert und damit nach dem Aquivalenzsatz von Lévy auch fast sicher.
Von dieser Feststellung zur Aussage unseres Satzes verhilft uns

Satz 5.27: Kronecker-Lemma

an sei eine Folge von positiven Zahlen mit a, 1 co. Wenn ) 2= konverglert dann gilt

. Zkﬁn Tk
lim ————

n—00 QA

=0.

Zum Beweis dieses Lemmas setzen wir
oo
T
Sp = —.
k=n Ak
Laut Voraussetzung konvergieren diese Reihenreste gegen 0, also gibt es zu jedem e > 0 ein ng,
sodass fiir n > ng |s,| < € gilt. Es gilt

T = A (S — Spt1)-

Damit erhalten wir

n

n n
E T, E k(Sk — Skt1) = @151 — GpSpy1 + E sk(ap — ak—1).
k=1 k=1

k=2

Wenn wir das durch a,, dividieren, gehen die ersten beiden Terme auf der rechten Seite gegen 0,
und fiir die Summe erhalten wir

M=

n
|Zsk(ak =ag-1)| <

k=2

|sk|(ar —ag—1) <

b
[|

2

no—1

Z Iskl(ar — ag—1) + €(an — ang)-
k=2

Der erste Term bleibt beschriankt, deshalb geht die obere Schranke fiir n — oo gegen €, wenn
man sie durch a,, dividiert. Da € > 0 beliebig gew&hlt werden kann, ergibt sich die gewiinschte
Konvergenz der Mittelwerte gegen 0. Damit ist das Kronecker-Lemma bewiesen.

Seine Anwendung mit a,, = n gibt uns, dass mit Wahrscheinlichkeit 1

R
Ji, s 2 X5 =0
j:

ist, und der Beweis des Gesetzes der grofien Zahlen ist ebenfalls abgeschlossen.

5.9.2 Das Stieltjes-Integral
Das Riemann-Stieltjes-Integral der Funktion f : [a,b] — R (des “Integranden”) beziiglich der
Funktion F : [a,b] — R (des “Integrators”) ist der Grenzwert der Stieltjes-Summen

n

D @) (F(t) = Ftio1))

i=1
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mita =1t <t1 <...<t,=bti_1 <z; <t,i=1,...,nfir maxi<;<,(t; —ti—1) = 0, wenn er
existiert.
Wir nehmen an, dass F' monoton nichtfallend ist. Dann kénnen wir die Ober- und Untersummen

D sup f([ti, ) (F(t:) = F(ti-1))

bzw.

S inf f([tiot, t) (F(t:) — F(tio1))
=1

betrachten. Damit kann das obere Integral als Infimum der Obersummen und das untere Integral
als Supremum der Obersummen definieren, und die Existenz der Riemann-Stieltjes Integrals ist
dquivaent dayu, dass oberes und unteres Integral iibereinstimmen. Es ist leicht zu sehen, dass es fiir
die Existenz des Integrals notwendig ist, dass f und F' keine gemeinsamen Unstetigkeiten haben.
Deshalb kénnen wir im Inneren des Intervalls [a,b] F durch die rechtsseitigen Grenzwerte ersetzen.
Genauer konnen wir die Verteilungsfunktion

~ F(a) fir z < a,
F(z) =< F(z+0) fira<z<b,
F(b) firx >0

definieren. Ober- und Untersumme lassen sich als Integrale von geeigneten Treppenfunktionen
beziiglich ;7 schreiben, wie wir es fiir das gewohnliche Riemann-Integral getan haben. Es ergibt
sich, dass die Funktion f genau dann beziiglich F' Stieljes-integrierbar ist, wenn sie beschrénkt und
pp-fast iiberall stetig ist. f ist dann pz-fast {iberall messbar, und

b
/ S = [ i

wenn Ober- und Untersummen gegen

5.10 Wiederholungsfragen

1. Wie ist das Integral definiert?
2. Welche Eigenschaften hat das Integral?

Wann diirfen Integration und Grenziibergang vertauscht werden?

- W

Was sagt der Satz von der monotonen Konvergenz?

o

Was sagt der Satz von der dominierten Konvergenz?
Wie ist die gleichméflige Integrierbarkeit definiert?
Wie kann die gleichméflige Integrierbarkeit fiir endliche Mafle charakterisiert werden?

Wann ist eine Funktion Riemann-integrierbar?

© »®» N>

Was besagt der Transformationssatz fiir Integrale?

10. Was ist der Erwartungswert und welche Eigenschaften hat er?
11. Wie ist die Varianz definiert und welche Eiganschften hat sie?
12. Wie ist die Kovarianz von zwei Zufallsvariablen definiert?

13. Wann heiflen zwei Zufallsvariable unkorreliert?

14. Wie ist das Integral einer komplexwertigen Funktion definiert?
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15. Die Ungleichung von Markov.

16. Die Ungleichung von Chebychev.

17. Die Ungleichung von Lévy-Ottaviani.

18. Die Ungleichung von Kolmogorov.

19. Was besagt das schwache Gesetz der groflen Zahlen?
20. Was besagt der Aquivalenzsatz von Lévy?

21. Was besagt der Dreireihensatz von Kolmogorov?

22. Was besagt das starke Gesetz der groflien Zahlen?

23. Das starke Gesetz der groflen Zahlen fiir identisch verteilte Zufallsvariable und seine Umkeh-
rung.



Kapitel 6

Signierte Mafle

In diesem Kapitel wollen wir uns mit sigmaadditiven Funktionen beschéftigen, die nicht notwendig
nichtnegativ sind. Als Motivation betrachten wir ein Integral

v(A) = /A fdp.

Wir haben schon friiher festgestellt, dass dadurch eine sigmaadditive Funktion definiert ist, wenn
das Integral von f existiert. Dieses Integral kénnen wir zerlegen:

o) = [ fedu— [ i
A A
Wenn wir v1(A) = [, fydpund v5(A) = [, f—dp setzen, dann haben wir dadurch eine Darstellung

v(A) =v1(A) — 11(4)
von v als Differenz zweier Mafle gefunden. Wenn wir noch
P={: f(z) > 0}

und
N =P% ={z: f(z) <0}

setzen, dann ist fiir jede Teilmenge A von P v(A) > 0, und fiir A C N ist v(A4) < 0. AuBerdem
gilt v1(N) = v5(P) = 0.
Wir definieren nun

Definition 6.1
Eine Funktion p heifit signierte Mafifunktion (oder signiertes Maf}), wenn
1. sie auf einer Sigmaalgebra & definiert ist,

2. ihr Wertebereich entweder (—oo, 0o] oder [—o00, 00) ist (d.h., es kénnen nicht sowohl 400
und —oo als Werte auftreten)

3. sie sigmaadditiv ist, also fiir disjunkte Mengen A, € &

N(U A,) = Z W(An),

wobei in der rechten Reihe entweder die Summe der positiven Glieder oder die Summe
der negativen Glieder endlich sein muss (diese Bedingung und die aus Punkt 2. stellen
sicher, dass bei der Addition keine unbestimmten Formen auftreten).

Die Eigenschaften, die wir oben fiir Integrale gefunden haben, wollen wir auf diesen allgemeineren
Fall iibertragen. Dazu definieren wir:

99
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u sei ein signiertes Maf auf (2, &). Eine Menge A € G heifit positiv (negativ) wenn fiir jede
messbare Teilmenge B von A p(B) > 0 (< 0) ist. Wenn fiir jede messbare Teilmenge B von
A p(B) =0 ist, dann heift A eine Nullmenge.

u sei ein signiertes Mafl auf (2, &). Das Paar (P, N) heifit eine Hahn-Zerlegung, wenn

1. PN €6,
2. PNN =,
3. PUN =9,

4. P positiv, N negativ.

Zwei MaBfunktionen g7 und pg auf demselben Mafiraum (2, &) heifien singulér zueinander
(11 L po), wenn es eine messbare Zerlegung (A, B) von Q (d.h., A,B € &, AN B =,
AU B = Q) gibt, sodass u1(A4) = p2(B) = 0.

1 sei eine signierte Mafifunktion. Eine Darstellung

1(A) = py(A) — p-(4)

mit zwei singuldren Maflfunktionen p; und p— heifit eine Jordan-Zerlegung von p.

Der zentrale Satz dieses Kapitels ist der

Zu jeder signierten Mafifunktion gibt es mindestens eine Hahn-Zerlegung.

Wir stellen als erstes fest, dass es zu jeder Menge A aus & mit p(A) < 0 eine negative Teilmenge
gibt, deren Maf3 nicht grofer ist als das von A. Dazu gehen wir vor wie ein Inuitbildhauer, wenn
er ein Walross schnitzt — wir schneiden einfach alles weg, was nicht wie eine negative Menge
aussieht. Genauer gesagt, wollen wir annehmen, dass y den Wert —oo nicht annimmt. Dann setzen
wir Ay = A, und fiirn > 1

k, =inf{k e N: 3B C A,, : u(B) > 1/k},

(mit der Konvention inf () = oo) und wihlen B,, so, dass B,, C A und p(B,,) > 1/k,,, und schliellich
Api1 = Ap \ By, (natiirlich nur falls k,, endlich ist; falls &, = oo, dann ist A, aber schon eine
positive Menge).

Wir zeigen, dass

C=A\{JB,=()4n

eine negative Menge ist. Da p(C) > —oo ist, gilt

Y < S uBa) = ) - u(€) < o,
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also konvergiert diese Reihe, und insbesondere gilt k,, — co. Dann folgt aus D C C, dass D C A,
und daher (D) < -, und fiir n — oo ergibt sich (D) < 0, also ist C negativ.
Als n#chstes zeigen wir, dass fiir eine Folge A,, von negativen Mengen die Vereinigung

A=A,

eine negative Menge ist und dass fiir jedes n u(A) < p(A4,) gilt. Dazu setzen wir

Bn:An\UAi.

i<n
Die Mengen B,, sind disjunkt, und es gilt A = |J B,,. Fiir eine Menge C' C A gilt
p(C) = p( JCNBL) = u(CN B,

und weil C' N B,, C A, gilt, ist u(C' N B,) < 0 und daher u(C) <O0.
Nun setzen wir

K =inf{p(A) : A € G, A negativ}.

Wir kénnen eine Folge A,, von negativen Mengen finden, fiir die
limpu(A,) = K

gilt. Dann ist aber, wie wir gerade gesehen haben,

A=A,

n(A) < K.

auch eine negative Menge, und

Nach der Definition von K muss aber auch die umgekehrte Ungleichung gelten, und daher ist
n(A) = K.

Wir schlieflen daraus, dass K endlich ist, und behaupten, dass das Komplement von A eine positive
Menge ist. Andernfalls kénnten wir eine Teilmenge B von A€ finden, deren Maf negativ ist, und
davon wieder eine negative Teilmenge D mit p(D) < p(B) < 0. Dann wére aber AUD eine negative
Menge mit (AU D) < u(A) = K im Widerspruch zur Definition von K. A ist also positiv, und
wir haben eine Hahn-Zerlegung mit P = A® und N = A gefunden.

Nach der Existenz wollen wir uns jetzt kurz mit der Eindeutigkeit der Hahn-Zerlegung befassen.
Es kann durchaus mehrere solche Zerlegungen geben, aber sie konnen sich nicht besonders stark
unterscheiden: Wenn man némlich etwa die Differenz P; \ P, von den positiven Mengen der beiden
Zerlegungen betrachtet, dann kann man diese natiirlich auch als Durchschnitt P; N Na schreiben.
Damit ist sie sowohl eine Teilmenge der positiven Menge P; als auch der negativen Menge No,
muss also eine Nullmenge sein. Zwei verschiedene Hahn-Zerlegungen unterscheiden sich also nur
um Nullmengen.

Ganz eindeutig ist die andere Zerlegung:

Satz 6.2

u sei ein signiertes Mafl auf (£2,&). Dann gibt es zu u genau eine Jordan-Zerlegung p =
My = p—.

Zum Beweis der Existenz brauchen wir nur eine HAHN-Zerlegung (P, N) zu betrachten und
:U/Jr(A) = M(P n A)a
i (4) = —p(N 1 4)

zu setzen. Dadurch erhalten wir offensichtlich zwei Maffunktionen, fiir die p = p4 —p— gilt. Wegen
t+(N) = p_(P) = 0 sind die beiden Funktionen auch singulér zueinander.
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Wenn nun (g, p—) eine Jordan-Zerlegung von p ist, dann gibt es zwei disjunkte Mengen B
und C aus &, sodass p4(B) = p_(C) = 0 und BUC = Q. Fiir ein beliebiges A gilt wegen
pe(ANB) =p_(ANC) =0

p(A) = pe (AN B) + p (ANC) = py (AN C) = pi (ANC) — p(ANC) = p(ANC),

und ebenso

p—(A)

Daraus erhilt man , dass B eine negative Menge und C eine positive Menge ist, also ist (C, B) eine
Hahn-Zerlegung. Wie wir oben festgestellt haben, kann sich diese Zerlegung nur um Nullmengen
von der Zerlegung (P, N) unterscheiden, und es ist

—u(ANB).

1a(A) = p (AN C) = pi (AN P) + up (AN (C\ P)) = pi (AN (P\ C)) = ps (AN P),

Es stimmt also jede Jordan-Zerlegung mit der speziellen Zerlegung iiberein, die wir zum Beweis
der Existenz konstruiert haben, und damit ist auch die Eindeutigkeit gezeigt.
Fiir die einzelnen Komponenten der Jordan-Zerlegung haben wir spezielle Bezeichnungen:

Definition 6.6

t4 heifit die positive Variation von p, p— die negative Variation und |p| = pq + p— die
Totalvariation von p.

Zum Abschluss wollen wir noch zeigen, dass der Sonderfall, mit dem wir unsere Untersuchungen
begonnen haben, nidmlich eine signierte Maffunktion, die sich als unbestimmtes Integral einer
messbaren Funktion beziiglich eines Mafles darstellen ldsst, schon die ganze Geschichte ist, also
jede signierte Maflfunktion so dargestellt werden kann:

Satz 6.3

Jedes signierte Maf} lédsst sich in der Form

a = /A fdlul

mit |f| = 1 schreiben.

Das sollte (mit f = P — N) offensichtlich sein.
Damit kénnen wir auch Integrale beziiglich einer signierten Mafifunktion definieren:

Definition 6.7

Das Integral einer messbaren Funktion g beziiglich des signierten Mafles p ist

/gdu: /gdu+ */gdu— = /fgdlul,

wobei f die Funktion aus der Integraldarstellung des letzten Satzes ist.

Ein komplexwertiges Maf p lédsst sich natiirlich in der Form

po= 1+ ipe

schreiben, wobei p; und po signierte MaBle sind (unsere grundsétzliche Annahme, dass komplexe
Mengenfunktionen endlich sein sollen, impliziert natiirlich, dass auch diese signierten Mafle endlich
sind). Jedes dieser Mafle lisst sich in Positiv- und Negativteil zerlegen, was zur Darstellung

Po= pag — - iy — il



KAPITEL 6. SIGNIERTE MASSE 103

mit lauter (endlichen) Mafifunktionen auf der rechten Seite fithrt, bzw. als Integral schreiben. Diese
letzte Darstellung ist noch nicht ideal, schoner ware

H(A) = /A Fduo

mit einem Maf pp und einer komplexen integrierbaren Funktion f, vielleicht sogar mit |f| = 1.
Das geht auch, braucht aber die Methoden aus dem néchsten Kapitel. Einstweilen konnen wir das
Integral definieren:

Definition 6.8

Das Integral der komplexen Funktion f = f;+i f3 beziiglich des komplexen Mafles . = p1+ipo

ist /fdM: /fldﬂl —/fzdliz+i(/f1d/12+/f2dﬂl).

Die Menge M = M(2, &) aller endlichen signierten Mafle auf dem Messraum (€2, &) ist offen-
sichtlich beziiglich der Multiplikation mit Skalaren und der Addition abgeschlossen. Durch

[l = 1pel (€2)

ist auf M eine Norm definiert, die Variationsnorm. Wie so oft gilt auch hier

Satz 6.4

M ist beziiglich der Variationsnorm vollstindig, also ein Banachraum.

Zum Nachweis der Vollstandigkeit betrachten wir eine Cauchyfolge p,,. Neben der Variationsnorm
kénnen wir auf M auch die Supremumsnorm

l1llsup = sup{|u(A)[ : A € &}

betrachten. Wegen ||pt]|sup < 18]l < 2||p]|sup sind beide Normen dquivalent. p,, ist also auch eine
Cauchyfolge beziiglich der Supremumsnorm. Wie fiir Funktionen auf den reellen Zahlen folgt daraus
einerseits die Existenz einer eindeutig bestimmten Grenzfunktion p und andererseits, dass u die
Stetigkeitseigenschaften von pu,, erbt, etwa die Stetigkeit von oben bei (. Da p auch additiv ist, ist

u ein signiertes Mafl. Damit ist die Vollstandigkeit von M gezeigt.

6.1 Ringe

Wir haben uns mit gutem Grund auf eine Sigmaalgebra als Definitionsbereich unserer signierten
Mafle festgelegt. Fiir Sigmaringe sieht die Sache noch relativ gut aus: der Beweis des Hilfssatzes,
dass jede messbare Menge eine positive und eine negative Teilmwenge mit groflerem bzw. kleinerem
Maf enthalt, gilt natiirlich auch hier noch, und vom Zerlegungssatz von Hahn bleibt iibrig, dass es
eine positive (bzw. negative) Menge M mit endlichem Maf gibt, sodass fiir jede messbare Mange A
die Differenz A\ M negativ (positiv) ist. Der Zerlegungssatz von Lebesgue bleibt giiltig, allerdings
muss die Definition der Singularitéit angepasst werden (etwa: es gibt eine Menge A mit u4 (A) = 0,
sodass fiir jede messbare Menge B (B \ A) = 0).

Ringe sind etwas schwieriger. Es stellt sich ndmlich heraus, dass nicht jede sigmaadditive Funk-
tion auf einem Ring zu einem signierten Maf} fortgesetzt werden kann. Eine notwendige Bedingung
ist schnell gefunden: aus dem Zerlegungssatz von Hahn folgt fiir jedes A € &

p(N) < p(A) < p(P),

und eine der beiden Schranken muss endlich sein. Deswegen ist p entweder nach oben oder nach
unten beschréinkt, und diese Beschrianktheit bleibt natiirlich fiir die Einschrinkung auf einen Ring
erhalten. Dass diese Bedingung auch hinreichend ist, ergibt sich aus den Beziehungen

pt(A) =sup{u(B) :BeR,BC A},u_(A) = —inf{u(B) : B R,B C A},

die sich aus dem Approximationssatz ergeben. Deshalb gilt:
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Satz 6.5

Die sigmaadditive Funktion p auf dem Ring R ldsst sich genau dann zu einem signierten Mafl
auf der von R erzeugten Sigmaalgebra fortsetzen, wenn p nach oben oder unten beschrinkt
ist. Wenn p totalsigmaendlich ist, dann ist diese Fortsetzung eindeutig bestimmt.

6.2 Signierte Mafle auf R

Wir wenden uns jetzt dem Spezialfall (R, ) zu. Der Einfachheit halber betrachten wir endliche
Mafe. Ein endliches signiertes Mafl  konnen wir nach dem Zerlegungssatz von Jordan als Differenz
zweier endlicher Mafle py und p— darstellen. Zu diesen Maflen gibt es Verteilungsfunktionen F'.
und F_ und wir haben

F(2) = p((—00,a]) = Fy (x) — F_(),

also eine Differenz von zwei monotonen Funktionen.
Wir definieren

Definition 6.9

Die Totalvariation einer Funktion f auf dem Intervall [a, b] ist

View (f) = sup{ _|f(t;) = fitim1),n € Nya =tg < t1,... < t, = b}.
i=1

Ersetzt man in dieser Definition den Betrag durch den Positiv- bzw. Negativteil, dann ergibt
sich die positive Variation V[: b]( f) bzw. die negative Variation Ve b]( f) von f.
Die Funktion f heifit von beschrénkter Variation auf [a, b], wenn Vi, 4 (f) < oo.

Offensichtlich gilt fiir a < b < ¢
‘/[a,b] + Vv[b,c] = ‘/[a,c]~

Insbesondere ist g(x) = V], ;) monoton nichtfallend. Man kann auch leicht feststellen, dass g — f
monoton nichtfallend ist. Deshalb stellen wir fest

Satz 6.6

Die Funktion f : [a,b] — R ist genau dann von beschrinkter Variation, wenn sie als Differenz
von zwei monoton nichtfallenden Funktionen dargestellt werden kann.

Eine Richtung wurde bereits gezeigt, fiir die andere stellen wir fest, dass fiir nichtfallende Funk-
tionen f und g

Vias (f —9) < f(b) — f(a) + g(b) — g(a).

Wir stellen also fest, dass die “Verteilungsfunktion” F' von pu von beschriankter Variation ist.
Sie ist auch rechtsstetig. Aus der Definition der Variationen ergibt sich

V[a,b]F < |M|(]a/7b])7‘/v[a+’b]FSMJ’,(]a’b]),‘/[;’b]FS :u*(]a’b])'

Auf der anderen Seite gibt es fiir jedes € > 0 eine Menge A Cla, b] aus dem Ring, der vom Semiring
der linkshalboffenen Intervalle erzeugt wird, sodass

[l (AA(PN]a, b)) < e

gilt. Daraus folgt

und
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Insgesamt ist
n(A) = pi(Ja, b)) — 2e.

Wir kénnen A als Vereinigung von der Intervalle Ja;, b;],4 = 1,...,n darstellen (mit b; < a;41).
Damit haben wir

Ve 2 Z;(F(bi) - F(ai))y 2 ;(F(bi) — F(ai)) = n(A) = py-(Ja, b]) — 2e.

Analoges gilt fiir V™~ und V. Es sind also die positive, die negative bzw. die Totalvariation von F
mit variabler oberer Grenze die Verteilungsfunktionen der positiven, negativen bzw. Totalvariation
von .

6.3 Wiederholungsfragen

1. Definieren Sie signierte Maflfunktionen.
2. Was ist eine positive Menge, negative Menge, Nullmenge?

Was ist eine Hahn-Zerlegung?

- W

Was ist eine Jordan-Zerlegung?
Was sagt der Zerlegungssatz von Hahn?

Was sagt der Zerlegungssatz von Jordan?

N o

Kann jedes signierte Maf als Integral beziiglich eines gewdhnlichen Mafles dargestellt werden?

8. Definieren Sie positive Variation, negative Variation und Totalvariation eines signierten Ma-
Bes.

9. Wie ist die Variationsnorm definiert? Welche Struktur hat der Raum der endlichen signierten
Mafle mit dieser Norm?

10. Wann lésst sich eine sigmaadditive Funktion auf einem Ring zu einem signierten Maf3 auf
der erzeugten Sigmaalgebra fortsetzen?

11. Definieren Sie positive Variation, negative Variation und Totalvariation einer reellen Funkti-
on.

12. Definieren Sie Funktion von beschriankter Variation.



Kapitel 7

Der Satz von Radon-Nikodym

Wir wollen uns nun der Frage zuwenden, unter welchen Bedingungen eine Mafifunktion v sich
als unbestimmtes Integral beziiglich einer anderen Mafifunktion p darstellen lésst, also wann eine
messbare Funktion f gibt, sodass

o) = [ s

gilt. Eine einfache notwendige Bedingung erhalten wir, wenn wir fiir A eine p-Nullmenge einsetzen.
Dann ist das Integral gleich 0 und damit auch v(A). Diese Beziehung ist so wichtig, dass wir dafiir
einen eigenen Namen haben:

Definition 7.1

w und v seien zwei Maffunktionen auf demselben Messraum (€, &). Falls fiir jedes A € & mit
u(A) = 0 auch v(A) = 0 ist, dann heifit v absolutstetig beziiglich p (v < ).

Unsere notwendige Bedingung ist also, dass v absolutstetig beziiglich p ist. Unter gewissen Umsténden
ist diese Bedingung auch hinreichend:

Satz 7.1: Radon-Nikodym

(Q, 6, 1) sei ein sigmaendlicher Mafiraum, und v ein weiteres Mafl auf &. v ist genau dann
als unbestimmtes Integral

o) = [ i

darstellbar, wenn v < pu. Die Funktion f ist p-fast {iberall eindeutig bestimmt und nicht-
negativ, und wird die Radon-Nikodym Ableitung (Radon-Nikodym Dichte, Radon-Nikodym
Derivierte) von v nach u,

dv

1=

bezeichnet.

Fiir den Beweis nehmen wir der Einfachheit halber an, dass p endlich ist. Der allgemeine Fall
ldsst sich daraus erhalten, indem man €2 in abzéhlbar viele disjunkte Mengen FE,, mit endlichem
Maf zerlegt. Fiir die Einschrinkung von v und p auf E,, kann man die Radon-Nikodym Dichte f,,
berechnen (weil ja die Einschrinkung von p auf F,, ein endliches Maf ist), und schlieflich kann
man f(z) = f,(x) fir z € E, setzen.

Wir werden unser Wissen iiber signierte Maffunktionen verwenden, um die Existenz einer
Radon-Nikodym Dichte zu beweisen. Dazu iiberlegen wir uns folgendes: wenn wir annehmen, dass
v als Integral darstellbar ist, dann erhalten wir fiir

v(4) - cu(A) = /A (f — )du

106
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eine Hahn-Zerlegung, wenn wir P = {z : f(z) > ¢} setzen. Wir gehen den umgekehrten Weg,
und werden die Funktion f so wihlen, dass sie auf der positiven Menge einer Hahn-Zerlegung von
v — ci Werte > ¢ annimmt. Dabei haben wir natiirlich ein kleines technisches Problem, weil die
Hahn-Zerlegung nur bis auf Nullmengen eindeutig bestimmt ist. Wir konnen dieses Problem 16sen,
indem wir nur abzahlbar viele verschiedene Werte fiir ¢ betrachten. Es soll also fiir jedes rationale
¢ >0 (P., N.) eine Hahn-Zerlegung von v — cp sein. Es soll Py = Q) sein, und wir kénnen annehmen,
dass fiir ¢ < d die Inklusion N, C Ny gilt. Es gilt ndmlich

1(Ne \ Na) =0,
weil einerseits
V(N \ Ng) — cp(Ne \ Ng) <0
und andererseits
V(Ne\ Na) — dp(Ne \ Na) = 0
also
dp(Ne \ Ng) < v(Ne \ Ng) < cp(Ne \ Na),

was nur fiir (N, \ Ng) = 0 moglich ist.
Wenn wir nun
Ne= | M
0<d<c,deQ

setzen, dann ist

/l(NC\J\/YC)g Z p(Na\ Ne) =0,
0<d<c,deQ

und (156, Nc) mit P. = NCC ist auch eine Hahn-Zerlegung von v — ¢y, die N, C Ny fiir ¢ < d erfiillt.
Wir setzen jetzt
f(z) =sup{ce Q:z € P.}.

Es bleibt zu zeigen, dass f tatsichlich eine Radon-Nikodym Dichte ist. Dazu wihlen wir eine
beliebige Menge A € G und setzen

V(A) = (AN [f = o)) + v(AN[f < o0]).

Falls p(AN[f = o0]) = 0, dann ist wegen der Absolutstetigkeit auch
AN f = oc]) = 0

und auch

/ fdu=0.
An[f=00]

Im anderen Fall ist AN [f = oo] eine positive Menge fiir jedes signierte Mafl v — cp, also ist fiir
jedes ¢ >0
v(AN[f =o0]) Z cp(AN[f = o),

und daher

V(AN[f =o0]) =00 = fdu.
An[f=oo]

Fiir den zweiten Teil verwenden wir
v(AN[f <od) =Y v(AN[e(n—1) < f < en]).
Wenn f(x) > (n—1)e, dann ist jedenfalls x € P, fiir jedes ¢ < (n— 1)e, und wenn f(x) < ne, dann
ist x € Np.. Daraus folgt, dass
(n—Deu(AN[n—1e< f<ne) <

v(AN[(n—1)e < f <ne]) <neu(AN[(n—1)e < f < nel),
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und auch
(0= Deu(An(n—De < f <ne) < [ fan <
AN[(n—1)e<f<ne]
nepw(AN[(n—1)e < f < ne),
und daher

AN (= De< f <)~ [ Fapl <

AN[(n—1)e< f<ne]
ep(AN[(n—1)e < f < ne).

Wir summieren iiber n und erhalten wegen

ZGM(AH {z:(n—1)e< f(z) < ne}) < eu(2)

V(AN [f < o)) — eul(®) < /Am{ o FB AN < o0+ eul@),

WEelil € beliebig klein gewéhlt werden kann, gilt

v(An x]) = du,
(AN < o) /Am[f@o]f "
und schlie3lich
v(A)=v(AN[f <))+ v(AN[f =] =

/ Flp+ / flp = / fdp.
AN[f<oo] AN[f=00] A

f ist also wirklich eine Radon-Nikodym Dichte fiir v.

Die Eindeutigkeit von f folgt aus der Tatsache, dass aus [ qfdp = / 4 9dp fiir alle A die fast
itberall Gleichheit von f und ¢ folgt.

Die Konzepte der absoluten Stetigkeit und der Singularitét sind in gewissem Sinn Gegensétze,
wie der folgende Satz zeigt:

Satz 7.2: Zerlegungssatz von Lebesgue

(Q, 6, ) sei ein sigmaendlicher Mafiraum, v sei ein weiteres sigmaendliches Mafl auf diesem
Messraum. Dann lésst sich v in eindeutiger Weise in zwei Funktionen zerlegen:

vV =uvy+ e,

wobei 1] < p und vy L p gilt.

Zum Beweis betrachten wir das Mafl ( = u+v. Auch dieses Maf ist sigmaendlich, und offensichtlich
ist sowohl p als auch v absolutstetig beziiglich (. Daher kénnen wir nach dem Satz von Radon-
Nikodym

dp
=
dg¢
bestimmen, und es gilt
dv
—=1-f.
d¢ /

Wir setzen B = {z : f(z) = 0} und
v (A) =v(A\ B)

sowie

ve(A) =v(ANB).

wegen
v2(BC) = 0 = p(B)
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ist o L p, und

y _ _ _ Cc_ _ o/l
= [ a=nac= [ B0 pac= [ B - i

vy ist also als Integral beziiglich p darstellbar und daher absolutstetig beziiglich pu.
Falls v endlich ist, dann gibt es ein nettes Kriterium fiir die absolute Stetigkeit

Satz 7.3: e-0-Kriterium

(Q, G, 1) sei ein beliebiger Mafiraum, v ein endliches Mafl auf &. Dann ist ¥ < p genau dann,
wenn es zu jedem € > 0 ein § > 0 gibt, sodass aus u(A4) < § die Beziehung v(A) < € folgt.

Es sollte offensichtlich sein, dass die e-6 Bedingung die absolute Stetigkeit impliziert, auch
wenn v nicht endlich ist. Fiir die andere Richtung nehmen wir an, dass v endlich ist und die e-¢
Bedingung nicht gilt, und zeigen, dass v nicht absolutstetig beziiglich u ist. Es soll also ein € > 0
geben, sodass zu jedem ¢ > 0 eine Menge As; € & existiert mit pu(A4s) < d und v(A4s) > e. Wir
setzen

A =limsup Ay gn.

Aus dem Borel-Cantelli Lemma folgt
n(A) = 0.

Auf der anderen Seite folgt aus der Endlichkeit von v

v(A) = v(limsup A jon) > limsup v(A;/on) > ¢,
und das war’s.

7.1 In den reellen Zahlen

There is a house in New Orleans
they call the rising sun

traditional
Black girl, black girl, don’t lie to me,
tell me where did you sleep last night?
In the pines, in the pines, where the sun
will never shine,
I would shiver the whole night through.

traditional

Der zentrale Satz dieses Kapitels ist der folgende (un autre théoréme de Lebesgue)

Satz 7.4

Eine monoton nichtfallende Funktion F' ist A-fast tiberall differenzierbar, und die Ableitung
ist die Radon-Nikodym Dichte des (A-) absolutstetigen Anteils von pp.

Fiir andere Lebesgue-Stieltjes Mafle kann man feststellen.

Satz 7.5
F und G seien zwei Verteilungsfunktionen Dann existiert

i G(x+h)—G(x—h)
o0 F(z + h) — F(z — h)
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mit den Konventionen 0/0 = 0 und (> 0)/0 = oo pp-fast iiberall und ist eine Radon-Nikodym
Dichte des pp-absolutstetigen Anteils von pg.

Es sollte klar sein, dass in beiden Séitzen die Funktion im Z&hler durch eine Funktion von
beschrankter Variation ersetzt werden kann, die als Verteilungsfunktion eines signierten Mafles
verstanden wird. Geht das (beim letzten Satz) auch im Nenner?

Die Ableitung muss nicht symmetrisch gewahlt werden, wenn G stetig ist, kann die Ableitung
analog zur gewohnlichen Ableitung definiert werden, andernfalls muss nur sichergestellt sein, dass
der Nenner gegen ug({z}) konvergiert.

Fiir den Beweis dieses Satzes verwenden wir den schonen

Satz 7.6: Riesz’ Satz von der aufgehenden Sonne

f : [a,b] — R sei eine Funktion, die nur Unstetigkeiten erster Art besitzt, also fiir die in
jedem Punkt die Grenzwerte f(z — 0) und f(z + 0) existiert. Wir setzen f(z) = max(f(z —
0), f(x), f(x +0)) und nennen den Punkt = von rechts (links) unsichtbar, wenn es ein y > «
(y < x) gibt mit f(y) > f(z). Dann besteht die Menge der von rechts (links) unsichtbaren
Punkte aus hochsten abzidhlbar vielen disjunkten offenen Intervallen ]a,, b, [, und es gilt f(a,+

Wenn f(x) < f(y), dann gibt es eine ganze Umgebung U von z, sodass fiir z € U f(z) < f(y) gilt.
Es sind also alle Punkte in einer Umgebung von x unsichtbar. Die Menge der unsichtbaren Punkte
ist also offen, und damit erhalten wir unmittelbar die Darstellung als abzéhlbare Vereinigung von
disjunkten offenen Intervallen.

Wir betrachten jetzt das Teilintervall ]a,, b,[. Wenn f(a, + 0) > f(b,) ist, dann kénnen wir
& €]an, by [ finden mit f(z) > f(by,). Wir setzen

y = sup{z €lan, by[: f(z) > f(z)}.

Das Supremum ist entweder ein Maximum und f(y) > f(z), oder es ist der Grenzwert einer
wachsenden Folge und f(y — 0) > f(x). Wegen der letzten Ungleichung gilt y < b,,. y liegt also in
Jan, by [ und ist daher von rechts unsichtbar. Es gibt also ein z > y mit f(z) > f(y). Die Definition
von y hat zur Folge, dass z > b, sein muss, dann wére aber b,, auch von rechts unsichtbar, und
wir haben einen Widerspruch.

In der Folge seien p und v Mafle mit Verteilungsfunktionen F' bzw. G und wir definieren

dG . G(z+h) — G(x)

aF ) = T T F )

wenn dieser Grenzwert existiert, und wieder mit der Konvention, dass wir die rechte Seite gleich 0
setzen, wenn Zéhler und Nenner 0 sind, und gleich co, wenn nur der Nenner 0 ist.

Satz 7.7

. . . . da
F sei stetig und v(A) = 0. Dann ist p-fast iiberall auf A 5% = 0.

Wir miissen nur zeigen, dass

o G(x+h)—-Gx)
Do) = lmsup o=y = °
und
D_(z) = limsup Glz) = Glz = h) =0

hl0 F(Z‘)—F(Z‘—h)

fast iiberall auf A gilt (weil die entsprechenden limites inferiores jedenfalls nichtnegativ sind).
Dazu zeigen wir, dass fiir jedes ¢ > 0 die Mengen AN[D4 > ¢] und AN[D_ > ¢] Mafl 0 haben.
Wir beginnen mit dem Beweis fiir D, der fiir D_ lésst sich fast darauf zuriickfithren, indem
wir

A(B) = n(©B),7(B) = v(6B), F(z) = ~F(~x),G(z) = ~G(~x)
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setzen. Ein kleiner Schonheitsfehler dabei besteht darin, dass G nicht rechtsstetig ist, wenn G
Spriinge hat. Um die Symmetrie herzustellen, verzichten wir auf die Annahme, dass G rechtsstetig
ist, und nehmen nur an, dass G(.+0), die rechtsstetige Modifikation von G, eine Verteilungsfunktion
von v ist.

Wir kénnen zu jedem e > 0 eine Uberdeckung von A durch abzihlbar viele disjunkte Intervalle
lan, by] mit > v(la,,by]) < € finden. Fiir x € [D4 > c]N]ay, by,] ist entweder x = by, oder es gibt
ein y zwischen x und b,, mit

G(y) — G(z) > c(F(y) — F(x)),

also

G(y) — cF(y) > G(z) — cF ().

Nun ist entweder 2 Element der (abzihlbaren) Menge D¢ der Unstetigkeitspunkte von G, oder
f =G —cF ist in x stetig, also f (x) = f(x) und daher x ein von rechts unsichtbarer Punkt von f
in Jan, by]. Die Menge dieser Punkte ist nach dem Satz von Riesz eine Vereinigung von (hichstens)
abzihlbar vielen disjunkten Intervallen |a,k, byk[, und es gilt

Fbuk +0) = f(bur) > fank +0).

Das gibt
G(bpk +0) — G(ank +0
F(bnk)_F(ank)S ( u )C ( u )a

also

ﬂ'(]ankvbnk]) < V(]ank7bnk])-

1
c
[Dy >N Aistin

U]ank7 bnk:] @] {b,,“ n e N} U DG
n,k

enthalten. Da die beiden abzéhlbaren Mengen p-Mafl 0 haben, gilt

p(Ds > 0 A) < 3 llane, busl) < = 3 vans, bus]) <

n,k n,k

[N

Z V(]ambn]) <

(e NeY

Da € > 0 beliebig ist, gilt also
w([Dy >c]NA)=0.

Aus dem letzten Satz ergibt sich die unmittelbare Folgerung:

Satz 7.8
Wenn F stetig ist und pg zu pp singulér ist, dann ist pp-fast iiberall

G

d—F—O.

Als néchstes kommt der Fall ug < pp. Wir beginnen mit dem wichtigen Sonderfall G = F:

Satz 7.9
F sei eine stetige Verteilungsfunktion. Dann ist pp-fast tiberall

dF

— =1
dF

Der Beweis ist der Leserin iiberlassen. Es mag auf den ersten Blick verwundern, dass hier iiberhaupt
etwas zu beweisen ist, aber nach unserer Definition der Ableitung kann eine einseitige Ableitung 0
sein, wenn F' auf einem Intervall konstant ist.

Wenn nun pg < pr, beide endlich sind,

_ duc
dpr
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und F' immer noch stetig, dann kénnen wir wie im Beweis des Satzes von Radon-Nikodym fiir ein
¢ > 0 wieder die Jordanzerlegung von

Ve = UG — CUF = Vet — Ve—

bilden. Wir nennen die Verteilungsfunktionen von Positiv- und Negativteil H. und H._. Es sei
nun h > 0. Dann ist

Vnh—([f > (n + D)) = vans ([f < (n = 1)h]) = 0.
Damit ist auf [f > (n + 1)h| fast {iberall

dHpp—

F 0.
Weil auf jeden Fall
.. Hex(x — Hey ()
1 f >
e+ —F@) =0
ist, ergibt sich daraus
lim inf M > nh.
t—0 F(zx+t)— F(x)
Genauso ergibt sich fast iiberall auf [f < (n — 1)h]
. Gz +1t)— G(z)
limsup —————= < nh.
o Flz 4+ 1) — F(z) =
Auf [nh < f < (n+ 1)h] ergibt sich
Gz +t)—G(x) (x+1t)— G(x)

f(x)—2h < (n—1)h < Hﬁiélfp < (n+2)h < f(x)+2h.

@t = ) = WS m o T R

Da f fast iiberall endlich ist, gibt es fiir jedes  ein n mit nh < x < (n1)h, und daher gilt fast
iiberall auf R

.. Glx+t) -Gz . T+
— < <
f(z)—2h < hrtri}glf Fatt) —F) = hrtn_>s(1)1p —F(x -

IN

f(x) + 2h.

Fiir h — 0 ergibt sich daraus
dG
dF /

up-fast tiberall.

Es bleibt noch der Fall, dass F' nicht stetig ist, also Spriinge hat. Dann kénnen wir pp in
einen stetigen und einen diskreten Teil zerlegen. Wir bezeichnen diese Mafle mit p, und pg, ihre
Verteilungsfunktionen mit F, und Fy und die Menge der Unstetigkeitspunkte von F' mit D. Wir
wissen, dass pi.(D) = pua(DY) = 0 ist. Deshalb gilt auf DY p.-fast iiberall, was dasselbe ist wie
pnp-fast iiberall,

dG dG
dG¢ _ ar.  _ ar. _de _ dpe<r. _ dpc<r
dF Z?ﬁ Z% 140 dF Cl/LFC d,up '

Auf D benétigen wir die symmetrische Version

i G+h) -Glx-h) pcz})
h—0 F(x +h) — F(x —h) pp({zr})’

und auch das ist die Radon-Nikodym Dichte.
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7.1.1 Kochrezept fiir reelle Verteilungsfunktionen

Die beliebte Ubungsaufgabe “Bestimmen Sie die Lebesgue-Zerlegung von p¢ beziiglich px” kann
man also so angehen:

1. Bestimme

. Gr+e)—G(xr—e)
f(x)_ll—%F(x—Fe)—F

Das gibt die Radon-Nikodym Dichte.

(x—e¢

2. Integriere f beziiglich pp:

G.(x) =

f]o o fdpr wenn x > 0,
7]]1’,0] fdup wenn x < 0.

3. Gs=G—-G..

In dem héaufigen Fall, dass F' und G endlich viele Sprungstellen haben und zwischen den Sprung-
stellen stetig differenzierbar sind, reduziert sich das auf die folgenden Regeln:
Betrachte zuerst die Punkte z, die Sprungstellen einer der beiden Funktionen sind:

o F(z)# F(z—0):

d,uGc ($) — G(CC) — G(‘T — O)
dup F(z) — F(x —0)’

der Sprung von G kommt in den absolutstetigen Anteil, also

G(x) — Ge(x — 0) = G(x) — G(z — 0).

o F(z) = F(z —0): %(x) kann beliebig gesetzt werden, etwa %(x) = 0; der Sprung von
G kommt in den singuldren Anteil, also

Gs(x) — Gs(x — 0) = G(z) — G(z — 0).

Zwischen den Sprungstellen betrachten wir die Ableitungen:

o F'(x)>0:
die, . C')
(1) =
dup F'(z)
Ge(x) = G'(2).
o ['(x)=0: {Z’LC;“ (2) kann beliebig gesetzt werden, etwa ‘iﬁf; (x) =0;

G.(z) = G'(x).

7.2 Bedingte Erwartungen

Der Satz von Radon-Nikodym erlaubt uns einen neuen Blick auf die bedingten Wahrscheinlichkei-
ten. Das wird uns die Moglichkeit geben, unter gewissen Umstédnden bedingte Wahrscheinlichkeiten
zu definieren, wenn das bedingende Ereignis Wahrscheinlichkeit 0 hat.

Wir betrachten eine Zufallsvariable Y auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, &,P), die nur end-
lich viele Werte annimmt, etwa 1,...,n. Alternativ konnen wir n disjunkte Mengen A;p,..., A,
wéahlen. Zwischen beiden Betrachtungsweisen kénnen wir nach Belieben hin- und herschalten, in-
dem wir einerseits A; = [Y = i| setzen, und andererseits Y = ) .iA;. Wir nehmen an, dass wir
die Wahrscheinlichkeiten P(4;) und fiir eine Menge B € & die bedingten Wahrscheinlichkeiten
P(B|A;) kennen. Etwas allgemeiner kénnen wir fiir eine integrierbare Zufallsvariable X und eine
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Borelmenge C die Wahrscheinlichkeiten P(X € CJ4;), also die bedingte Verteilung bestimmen,
etwa die bedingte Verteilungsfunktion

Fi(z) =P(X < z|4;),

Den Erwartungswert dieser bedingten Verteilung nennen wir den bedingten Erwartungswert

BX|4) = [ wdu (o)
Der Satz von der vollsténdigen Wahrscheinlichkeit funktioniert auch hier: wegen

Fx(x) = Z Fi(z)P(A;)

ist

E(X) = Z E(X|A;)P(A;)

Wenn wir die Ereignisse A; durch eine Zufallsvariable Y definiert haben, schreiben wir fiir den

bedingten Erwartungswert natiirlich
E(X|Y =1).

Es ist leicht zu sehen, dass

E(X]Y =) = =

gilt.
Weil die Notation E(X|Y =Y) etwas seltsam aussieht, setzen wir

g(i) = E(X|Y =4).

In diese Funktion kénnen wir ohne Schwierigkeiten Y einsetzen. Diese Zufallsvariable Z = g(Y) ist
offensichtlich auf jeder der Mengen A; = [Y = ] konstant. In der alternativen Sichtweise kénnen

wir sie als
Z = E(X|A;)A()

schreiben. Auf sehr hohem Niveau kénnen wir sagen, dass Z beziiglich der Sigmaalgebra 2l messbar
ist, die von Y bzw. Aq,..., A, erzeugt wird.
Wir konnen Z integrieren:

E(Z) = ZE(X\Y = )P(Y =i) = E(X).

Etwas komplizierter
E([Y =i]Z) =P(Y =)E(X|Y =i) = E([Y =i X).
Wenn wir fiir [V = ¢] wieder A; setzen
E(A;Z) = E(4; X).

Wir konnen mehrere dieser Gleichungen addieren und so statt A; eine beliebige Vereinigung dieser
Mengen einsetzen. Alle diese Mengen bilden die Sigmaalgebra 2l; die Zufallsvariable Z erlaubt es
uns also, die Erwartung E(AX) und damit den bedingten Erwartungswert E(X|A) zu bestimmen:

E(AX) =E(AZ). (7.1)
Wir nennen Z daher die bedingte Erwartung von X unter 2 bzw. unter Y und schreiben
Z =E(X|2) =E(X]|Y).

Es wire schon, etwas dhnliches wie (7.1) fiir Zufallsvariable bzw. Sigmaalgebren
zu haben, die nicht ganz so primitiv sind. Wir wiinschen uns also
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Definition 7.2

(Q, 6, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum, 2( eine Untersigmaalgebra von & und X € £4(P).
Wir nennen Z die bedingte Erwartung von X unter 2, wenn Z 2-messbar ist und fiir jedes
Aex

E(AX)=E(AZ)

gilt. Wir schreiben
Z =E(X|2)

ist Y : (Q,68) — (Q2,62), dann nennen wir
E(X[Y) = E(X|Y ()
die bedingte Erwartung von X unter Y. Ist g : (2, 82) — (R,B) mit
E(X[Y) = goY,
dann schreiben wir

E(X|Y =y) =g(y).

Fiir ein Ereignis A € & definieren wir die bedingten Wahrscheinlichkeiten P(A|2(), P(A|Y)
und P(A]Y = y) als die entsprechenden bedingten Erwartungen der Indikatorfunktion A().
Die Funktion E(X|Y = y) heifit auch die Regressionsfunktion von X beziiglich Y.

Der Satz von Radon-Nikodym garantiert die Existenz der bedingten Erwartung:
v(A) =E(AX),Ae

definiert ein endliches signiertes Mafl auf 2, das absolutstetig beziiglich P (genauer: beziiglich der
Einschréinkung von P auf 2) ist. Es gibt daher eine 2d-messbare Zufallsvariable Z mit

E(AZ) = v(A) = E(AX)

fiir alle A € 2. Z ist also eine bedingte Erwartung von X unter 2l. Da jede Radon-Nikodym
Dichte das erfiillt, ist eine bedingte Erwartung nur bis auf fast sichere Ubereinstimmung eindeu-
tig bestimmt. Dieser Mangel an Eindeutigkeit ist der Preis fiir die groflere Allgemeinheit dieses
Begriffes. Satz 4.7 garantiert dann die Existenz von E(X|Y = y).

Die Eigenschaften der bedingten Erwartung sind in weiten Teilen analog zu denen des gew6hn-
lichen Erwartungswertes. Es ist allerdings zu beachten, dass die Gleichungen und Ungleichungen
zwischen bedingten Erwartungen nur fast sicher gelten.

Satz 7.10: Eigenschaften der bedingten Erwartung

In den folgenden Aussagen sind X, X,,, Y, Z integrierbare Zufallsvariable auf dem Wahrschein-
lichkeitsraum (2, &, P), 2, B Untersigmaalgebren von &.

1. Linearitét:
E(aX + b)) = aE(X|2() + b.

2. Additivitét:
E(X +Y|) = E(X|2) + E(Y|2)

3. Monotonie: aus X <Y folgt
E(X|) <E(Y|2).

4. Satz von der monotonen Konvergenz: gilt X,, T X, dann gilt

lim E(X, [2) = E(X|2).




KAPITEL 7. DER SATZ VON RADON-NIKODYM 116

5. Satz von der dominierten Konvergenz: gilt X,, — X und |X,,| <Y, dann ebenfalls

li}LnIE(Xn|91) = E(X|2).
6. Ungleichung von Jensen: ist g konvex und g o X integrierbar, dann gilt
E(g(X)[2) > g(E(X[20)).
7. Die Turmeigenschaft: ist 2 C 98B, dann
E(X|2) = E(E(X|B)/2).
8. Falls X von 2 unabhéngig ist, dann gilt
E(X|A) = E(X).
9. Falls X beziiglich 2A-messbar ist und XY integrierbar dann gilt
E(XY|) = XE(Y|2).

10. Der Satz von der vollstdndigen Wahrscheinlichkeit:

E(E(X[2)) = E(X).

Die elementaren bedingten Wahrscheinlichkeiten haben noch eine zusétzliche Eigenschaft, ndmlich,
dass sie sigmadditiv sind. Fiir endliche Sigmaalgebren 2 C & gilt also, dass fiir fast alle w durch

v(A) =P(AR(w)

ein Maf} definiert wird. Wir kénnen uns diese Eigenschaft auch im allgemeinen Fall wiinschen:

Definition 7.3

(94,6;) (i = 1,2) seien zwei Messraume. Die Funktion p : Q1 x &2 — [0, oo[ heilt Markovkern
oder Ubergangsfunktion von (21, &) nach (Qq, S2), wenn sie folgende Bedingungen erfiillt.

1. Fiir jedes w € € ist p(w,.) ein (endliches) Ma8.

2. Fiir jedes A € G ist p(., A) G1-messbar.

Anmerkung: Diese Definition ist etwas allgemeiner als das, was wir hier brauchen, weil wir
hauptséchlich an dem Fall interessiert sind, dass p(w,.) ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ ist. Anderer-
seits kénnte man sie noch etwas allgemeiner machen, indem wir statt der Endlichkeit von p(w, .)
nur die Sigmaendlichkeit fordern. Das geht allerdings nicht in beliebiger Weise, wir miissen anneh-
men, dass diese Sigmaendlichkeit gleichméflig funktioniert, also das es eine Zerlegung von s in
abzéhlbar viele Mengen B,, gibt, sodass fiir alle n und w € 1 p(w, B,,) < oo gilt.

Definition 7.4
Eine bedingte Wahrscheinlichkeit
p(w, A) = E(A]A)(w)

heifit reguldre bedingte Wahrscheinlichkeit, wenn p ein Markovkern von (€,2() nach (2, &)
ist.

Das ist nicht so selbstverstédndlich, wie es auf den ersten Blick erscheint. Es ist natiirlich die
Sigmaadditivitat, die hier Schwierigkeiten macht. Fiir eine bestimmte Folge A,, von disjunkten Fr-
eignissen ist zwar die Sigmaadditivitét fast sicher erfiillt, aber da es in nicht diskreten Mafiriumen
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iiberabzahlbar viele solcher Folgen gibt, konnen sich die einzelnen Ausnahmemengen zu einer Men-
ge von positivem Mafl zusammenfinden, und in der Tat gibt es Beispiele von Rdumen mit bedingten
Wahrscheinlichkeiten, die nicht als Markovkern geschrieben werden kénnen. In unserem Lieblings-
raum funktioniert es aber:

Satz 7.11

Wenn der zugrundeliegende Raum R (oder R™) mit den Borelmengen ist, dann existiert eine
regulére Version der bedingten Wahrscheinlichkeit.

Zum Beweis erinnern wir uns daran, dass wir ein endliches Mafl auf R durch seine Verteilungs-
funktion festlegen kénnen. Wir setzen also fiir x € Q

Y(x) = P((—o0, z]|21).

Fiir zwel rationale Zahlen x; < zo gilt fast sicher Y (1) < Y(22) und Y(x1) = Y (21 + 0). Da
es nur abzdhlbar viele solche Paare gibt, ist die Vereinigung der abz#hlbar vielen Nullmengen,
auf denen diese Beziehungen nicht gelten, selbst eine Nullmenge, und auf ihrem Komplement ist
Y'(.) nichtfallend und rechtsstetig (auf den rationalen Zahlen). Wir setzen Y'(.) zu einer monotonen
und rechtsstetigen Funktion auf ganz R fort (eigentlich ist das eine Funktion Y (z,w) von zwei
Variablen, die fiir fast jedes w eine monotone Funktion von z ist). Das von Y (z,w) erzeugte Maf}
p(w, A) ist die gesuchte regulire Version der bedingten Wahrscheinlichkeit. Wegen der Additivitét
des Erwartungswerts gilt
P, A) = P(AJ2)

wenn A eine endliche Vereinigung von disjunkten Intervallen mit rationalen Endpunkten ist. Aus
dem Satz von der dominierten Konvergenz folgt, dass das System aller Mengen A, fiir die diese
Beziechung gilt, monoton ist. Damit enthilt es den Sigmaring, der von den Intervallen mit rationalen
Endpunkten erzeugt wird, also die Borelmengen.

Wir schlieen diesen Abschnitt mit einem Beispiel, in dem keine regulére bedingte Wahrschein-
lichkeit existiert:

Es sei @ = [0,1], & = 2, (B U {A}), wobei A C [0,1] mit \*(4) = A*(A®) = 1. Die Elemente
von & sind bekanntlich als (B; N A) U (By N A9), By, By € B darstellbar. Wir definieren durch

P((B; NA)U (By N A%)) = %(A(Bl) + A(By))

ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf & (das einzige, was hier noch eines Beweises bedarf, ist die Wohl-
definiertheit, aber wenn AN By = AN Bj, dann ist B; ABj eine Teilmenge von A® und daher vom
Maflj)?é bedingte Wahrscheinlichkeit P(.|8) hat keine bedingte Version. Wir betrachten
F(z,w) =P(AN][0,2]|B)(w).

Fiir jedes x gilt fiir fast alle w

F(z,w) = %[O,w](w). (7.2)
Fiir jedes « bezeichnen wir die Nullmenge, auf der diese Gleichung nicht gilt, mit N, und setzen

N = Nzeqnio,11Na-

N ist auch eine Nullmenge, und fiir w € N¢ gilt (7.2) fiir alle z € QN [0, 1]. Nun soll P(.NA|9B)(w)
ein Maf} auf ‘B sein und wird also durch seine Verteilungsfunktion festgelegt. Es muss also fiir alle
w € N¢
(AN B|B)(w) = A(w).

Wenn wir w € A® N N¢ wiihlen, dann ist einerseits nach den vorigen Feststellungen

P(AN{w}B)(w) = 1/2,
andererseits

P(AN{w}|B)(w) =P(ANDIB)(w) = 0.

Wir kommen also zu einem Widerspruch, und es gibt tatséchlich keine regulédre Version dieser
bedingten Wahrscheinlichkeit.
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7.3 Erginzungen

7.3.1 Hauptsatz-Variationen

Der klassische Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung besagt, dass das Integral einer ste-
tigen Funktion eine Stammfunktion ist und dass jede stetig differenzierbare Funktion das Integral
ihrer Ableitung ist.

Wir haben einige Ergdnzungen dazu gefunden. Der Satz von Lebesgue sagt uns, dass die Ab-
leitung des Integrals einer Lebesgue-integrierbaren bzw. Riemann-integrierbaren Funktion f fast
iiberall existiert und mit f iibereinstimmt. Das ist eine Verallgemeinerung des ersten Teils des
Hauptsatzes, allerdings in abgeschwichter Form. In der anderen Richtung koénnen wir sagen, dass
eine absolutstetige Funktion fast iiberall differenzierbar ist und als Integral dieser (fast iiberall
definierten) Ableitung darstellbar. Was aber geschieht, wenn wir nur wissen, dass eine Funktion F’
differenzierbar ist? Kénnen wir dann diese Funktion aus ihrer Ableitung zuriickgewinnen? Es ist
klar, dass wir uns hier keine Hoffnungen machen diirfen, wenn F' nur fast iiberall differenzierbar ist,
weil ja jede singuldre monotone Funktion fast iiberall Ableitung 0 hat. Es bleibt also die Frage, ob
es ein Integral gibt, das man auf die Ableitung einer iiberall differenzierbaren Funktion anwenden
kann und so F' zuriickbekommt. Das gibt es tatsédchlich und heifit verallgemeinertes Riemanninte-
gral (leider versagen Riemann- und Lebesgue-Integral hier, wie die Funktion F(x) = 22 sin(1/|z|3)
im Interval [—1,1] zeigt). Fiir seine Definition fithren wir zuerst den Begriff einer Eichfunktion
ein:

Definition 7.5

Eine Eichfunktion auf dem Intervall [a, b] ist eine Abbildung ~ : [a, b] —]0, oo].
Eine markierte Partitionierung von [a, b] ist ein Paar

T =((to,--stn), (X1, ., 2n))

Mit t;_1 < x; <t; und tg = a und ¢t,, = b.
v sei eine Eichfunktion. Die markierte Patitionierung 7 heifit v-fein, wenn firi =1,...,n

ti —tio1 < y(zy)
gilt.

Fiir eine reelle Funktion f : [a,b] — R und eine markierte Partition 7 ist die Riemann-

sumine
n

I(f,T) = fla)(ti —ti).

i=1

Definition 7.6

Eine Funktion f : [a,b] — R heifit verallgemeinert Riemann-integrierbar, wenn es eine Zahl [
und zu jedem € > 0 eine Eichfunktion . gibt, sodass fiir jede y-feine Partition T

L(f,T) =1 <e

gilt. I nennen wir das verallgemeinerte Riemann-Integral oder Henstock-Kurzweil-Integral

HK—/b fz)dx =1.

7.4 Wiederholungsfragen

1. Was sagt der Satz von Radon-Nikodym?

2. Wie sind absolute Stetigkeit und Singularitét definiert?
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3. Was besagt der Zerlegungssatz von Lebesgue?
4. Was kann man iiber die Differenzierbarkeit von monotonen Funktionen sagen?

5. Wie ist die bedingte Erwartung einer Zufallsvariable beziiglich eine Sigmaalgebra bzw. einer
Zufallsvariablen definiert?

6. Wie ist die Regressionsfunktion definiert?
7. Welche Eigenschaften hat die bedingte Erwartung?

8. Was ist eine regulire bedingte Erwartung? Was kann man iiber ihre Existenz sagen?



Kapitel 8

Integralungleichungen und
Ly-Raume

Wir beginnen mit der sehr vielseitig verwendbaren Ungleichung von Jensen:

Satz 8.1

w sei ein Wahrscheinlichkeitsmaf}, f sei integrierbar, und ¢ sei eine konvexe Funktion. Dann
gilt

[oosin=ot [ san.

Zum Beweis stellen wir fest, dass die Bedingung fiir die Konvexitéit von ¢ dquivalent zu der For-
derung ist, dass es zu jedem z ein C' gibt, sodass fiir alle y

¢(y) 2 ¢(x) + Cly — x).
Wenn wir hier y durch f(z) und z durch m = [ fdp ersetzen und integrieren, erhalten wir
[ othu = otm)+ ([ fdn - m).

also

[ otndu= ol [ saw + Clm —m)

und die Ungleichung ist bewiesen.
Wir nennen eine messbare Funktion f p-fach integrierbar (p reell und positiv), wenn

[ 1517 < .

L, sei die Menge aller p-fach integrierbaren Funktionen. Weiters sei

11l = ( / FPdp)?.

Es gilt

Satz 8.2: Ungleichung von Hélder

Wenn f € L, und g € L, mit 1/p+1/g=1 (1 < p < 00, ¢ = 00, wenn p = 1 und umgekehrt).
Dann gilt

[ 1751d < 51l

120
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Der Fall p = 1 bzw. p = co kann recht einfach gesondert behandelt werden, dieser Teil bleibt de*
Lese* {iberlassen.

Es bleibt der Fall 1 < p < co. Wir verwenden die Ungleichung von Jensen mit ¢(x) = |z|P, als
Wahrscheinlichkeitsmafl verwenden wir

v(A)= [ |

K
||9||q

und statt f setzen wir

|1
lgla=t

Wir erhalten

|fgl du)? <
lglld ||g||q

( / FPlglP Py,

und wegen p + q¢ = pg
(/ |faldp)® < Ngllg 115 = Ngllgll A 115,

und Ziehen der p-ten Wurzel gibt das Gewiinschte.

Satz 8.3: Ungleichung von Minkowski

f und g seien aus £, p > 1. Dann ist auch f + g in £, und

I +gllo <11 fllp + llgllp-

Wegen
|f + 9P < [2max(|f], lgD[" < 2°(If” + |g/")
ist f 4+ g p-fach integrierbar. Auflerdem ist

/|f+g|”du :/|f+g||f+g\p’1du < /|f\|f+9|p’1du+/|g||f+g|p’1du~

Nach der Holderschen Ungleichung gilt (mit 1/p+1/¢=1)

/ IS+ gl < £, / 1+ gl1®= D) a = || 7]l ]1f + g2

Zusammengefasst:
1f +gllP < (£l + Ngllp)lIf + gl

Falls || f+gl|, positiv ist, kénnen wir hier kiirzen, im anderen Fall ist die Ungleichung von Minkowski
trivial erfiillt.

Die Minkowski-Ungleichung ist die Dreiecksungleichung fiir || f||,. Die Nichtnegativitidt und die
positive Linearitét sind offensichtlich, also ist || f||, auf £, eine Seminorm. Das einzige, was zu einer
vollen Norm fehlt, ist dass aus || f||, = 0 auch f = 0 folgen soll (wir kénnen nur folgern, dass p-fast
iiberall f = 0 ist). Dies kann man erreichen indem man fast iiberall ibereinstimmende Funktionen
identifiziert. Es sei also ~ die Aquivalenzrelation, die durch f ~ ¢ wenn f = g fast iiberall definiert

ist, und
Ly =(Lp)) ~.

Dann ist L, mit der Norm || f||, ein normierter Vektorraum.
Fiir 0 < p < 1 folgt aus der relativ trivialen Ungleichung

(x+y)P <zl +yP(z,y > 0)

(entweder ist  +y > 0 oder

T T
(=P (P2 ——+ =1,
r+y r+vy r+y T+Y
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dass
d(f.g) =I1f—gllp

eine Pseudometrik auf £, definiert, die auf L, zu einer Metrik wird. ||.||, erfiillt statt der Dreiecks-
ungleichung die Ungleichung

1 + gl < 2227111l + llglly,

was ||.|l, zu einer Quasinorm macht (eine Quasinorm erfiillt alle Axiome einer Norm bis auf die
Dreiecksungleichung, die zu ||z + y|| < C(||lz|| + ||ly||) mit einer Konstanten C' > 1 abgeschwécht
wird).

Es gilt sogar

Satz 8.4: Riesz-Fischer

L, ist vollstdndig beziglich ||.||, und speziell fiir p > 1 ein Banachraum.

Es ist zu zeigen, dass jede Cauchyfolge konvergiert. Es sei also f,, eine Cauchyfolge beziiglich ||.||,.
Aus der Ungleichung von Markov folgt, dass f,, auch eine Cauchyfolge im Maf} ist und daher gegen
eine Funktion f im Maf konvergiert. Wir konnen eine Teilfolge f,,, auswéhlen, die fast iiberall
gegen eine Funktion f konvergiert. Das Lemma von Fatou impliziert

/|f|pdu:/liminf|fnk|pd,u§liminf/|fnk\p<oo.

f ist also p-fach integrierbar. Wir wahlen kg so, dass fir m,n > ng, ||fn — fmllp < € gilt. Dasselbe
Argument wie vorher liefert

[ frg = fllp <€

und fiir n > ny,

[fn = Fllp < W fn = Faig lp + [ Fry = Fllp < 26

Also konvergiert die Folge f, im p-ten Mittel gegen f.
Fiir die Konvergenz in £, lassen sich Kriterien angeben:

Satz 8.5

(fn) konvergiert genau dann gegen f im p-ten Mittel, wenn (f,,) gegen f im Maf} konvergiert,
und wenn eine der beiden folgenden Bedingungen erfiillt ist (und damit die andere):

1. (|fn]P) ist gleichmiBig integrierbar.

2. limsup,, o [[fnllp < [1f]lp < o0

Aus der Konvergenz im Maf} von (f,,) kénnen wir leider nicht die Konvergenz im Maf} von | f,,|P
folgern, weil die Potenzfunktion nicht gleichméfig stetig ist. Auch hier kommt uns die Teilfolgen-
konvergenz zu Hilfe, die aus der Konvergenz im Maf} folgt unter unter stetigen Transformationen
erhalten bleibt (ASAMOF kénnten wir in der Formulierung des Satzes gleich statt der Konvergenz
im Maf die schwéchere Teilfolgenkonvergenz verwenden). Aus dieser folgt die Teilfolgenkonvergenz
von |f,|P und die von |f, — f|P. Die zweite Bedingung impliziert die erste, weil sie wegen des
Lemmas von Fatou zu || f,|l, = ||f|l, &quivalent ist, und das nach Satz 5.10 zusammen mit der
Teilfolgenkonvergenz zur gleichmifligen Integrierbarkeit von |f,|P. Weil mit |f,|P auch |f, — f|?
gleichméflig integrierbar ist, implizieren Bedingung 1. und die Teilfolgenkonvergenz die Konvergenz
der Integrale und damit die Konvergenz von f,, gegen f im p-ten Mittel. Das zeigt eine Richtung.
Fiir die andere Richtung haben wir frither schon festgestellt, dass die Konvergenz im p-ten Mittel
die Konvergenz im Maf impliziert, und || fn |, — || f]|, folgt ebenfalls daraus.

Ein wichtiger Begriff ist der Dualraum eines Banachraums:
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Satz 8.6

Der Dualraum B* des Banachraums B ist der Raum aller stetigen linearen Funktionale auf
B (also aller stetigen linearen Abbildungen ¢ von B nach R) mit der Norm

11" = sup{[£(f)] : £ € B, [[f]l < 1}.

Fir die L,-Réume koénnen die Dualrdume schén beschrieben werden:

Satz 8.7: Darstellungssatz von Riesz

Fiir 1 < p < oo gibt es fiir jedes lineare Funktional ¢ auf L, ein Element g € L, (1/p+1/g=1)
mit £(f) = [gf und |[€]l¥ = |lg|lq.- - Wenn p sigmaendlich ist, dann gilt das auch fiir p = 1
(mit ¢ = oo). Es ist also L isometrisch zu L.

Es folgt direkt aus der Ungleichung von Hélder, dass fiir jedes g € L, durch ¢(f) = [ fg ein
beschriinktes lineares Funktional definiert wird, und dass ||¢|| = ||g||, gilt. Es kann also jedenfalls
L, isometrisch in L eingebettet werden.

Die Umkehrung, also dass jedes stetige lineare Funktional als Integral dargestellt werden kann,
zeigen wir zunéchst fiir endliche Mafle. Daraus ergibt sich mit dem iiblichen Zerlegungsargument
der Satz fiir sigmaendliche Mafle. Dass man fiir 0 < p < oo auch auf die Sigmaendlichkeit verzichten
kann, liegt daran, dass fiir f € L, die Menge [f # 0] sigmaendlich ist; wir werden auf die Details
verzichten.

Es sei also p endlich und ¢ ein stetiges lineares Funktional auf L,. Fiir A € & setzen wir (wegen
der Endlichkeit von p ist A() € L)

v(A) = L(A()).
Wir zeigen, dass v ein signiertes Maf ist, das beziiglich u absolutstetig ist. Der zweite Teil sollte klar
sein, weil jeder Indikator einer Nullmenge zu 0 dquivalent ist und daher durch ¢ auf 0 abgebildet
wird. Es bleibt die Sigmaadditivitdt von v zu zeigen.

Die Additivitdt von v ist offensichtlich. Fiir die Sigmaadditivitit geniigt also die Stetigkeit bei
() zu zeigen. Es sei also A,, € & mit A, J 0. Dann geht u(A,) gegen 0 und

(A)] < 14ROl = ll€lla(An)? = 0.

Es ist also v tatséchlich ein signiertes Mafl und v < p. Daher gibt es die Radon-Nikodym Ableitung
g= g—:. Deshalb gilt

v(f) = /fgdu

fiir Indikatorfunktionen. Fiir Treppenfunktionen ergibt sich die Giiltigkeit dieser Darstellung aus
der Linearitdt von ¢ und dem Integral, und schliellich kann eine allgemeine Funktion in L, durch
Treppenfunktionen approximiert werden.

8.1 Wiederholungsfragen

e Ungleichung von Jensen?

e Ungleichung von Holder?

e Ungleichung von Minkowski?

e Wie sind die p-Norm und die Réume £, und L,, definiert?
e Was kann man {iber die Struktur von L, sagen?

e Geben Sie Kriterien fiir die L,-Konvergenz an.

e Wie ist der Dualraum eines Banachraums definiert?

e Wie kann man den Dualraum von L,, charakterisieren?



Kapitel 9

Produktraume

Multiplication
is the name of the game.

Bobby Darin

9.1 Das Produkt von zwei sigmaendlichen Mafirdumen

In diesem Abschnitt vollziehen wir — natiirlich in verallgemeinerter Form — den Schritt nach,
der in der Elementargeometrie von der Langen- zur Flichenmessung fithrt. Dazu erinnern wir uns
daran, dass die ersten Figuren, fiir die die Flichenmessung moglich war, die Rechtecke waren, und
dass wir ihre Fliche damals als das Produkt der Seitenlingen erhielten. Dieses Modell wird uns
auch hier leiten, nur miissen die “Seiten” unserer “Rechtecke” nicht unbedingt Intervalle sein, und
statt der Léngen konnen auf den Seiten natiirlich beliebige Mafie (in Grenzen) auftreten.

Wir zeigen zunéchst

Satz 9.1

(Q1,61, 11) und (Qo, Sa, o) seien zwei Mafirdume (nicht notwendig sigmaendlich). Auf dem
Semiring
S ®6y = {Al X Ay : A € &1, A5 € 62}

ist durch
pa X p2(Ar x Ag) = p1(Ar)pe(Az)

ein Maf definiert. Wenn p; und ps sigmaendlich sind, dann auch gy x pe.

Es ist leicht zu sehen, dass pq X po auf G165 additiv ist. Fiir den Nachweis der Sigmaadditivitét
verwenden wir einen Trick, der schon den Weg zu dem weist, was spéter kommt: es sei also

A=BxC
HIER Wir definieren:
Definition 9.1
(Q1,61, 1) und (Qa, &2) seien zwei sigmaendliche Mafiriume. Die Sigmaalgebra
G xGy=U({AXxB:A€G,BeGy})

iiber der Menge Q1 x Q5 heiit das Produkt der beiden Sigmaalgebren &, und &4. Auf dieser
Produktalgebra ist durch py X pa(A x B) = pui(A)ps(B) ein sigmaendliches Maf definiert,
das Produkt der beiden Mafe pq und po.

124
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Wir wissen bereits, dass die Menge
T={AxB:A€6,,BecGy}

ein Semiring ist, daher ist das Produktmafl durch die obige Definition auf der gesamten Produk-
talgebra eindeutig festgelegt (da es auf dem Semiring ¥ definiert und dort sigmaendlich ist). Was
noch offen ist, ist die Verifizierung der Tatsache, dass 1 X po auf T ein Mafl ist. Das konnte man
etwa tun, indem man auf dem erzeugten Ring die Stetigkeit von oben bei der leeren Menge zeigt.
Wir gehen allerdings hier einen anderen Weg (indem wir uns an die Flichenberechnung in der
Integralrechnung erinnern).

Dazu definieren wir

Definition 9.2

Fiir eine Menge A C Q1 x s bzw. eine Funktion f : Q1 x Q5 — X nennen wir
A(wy,.) = {ws : (w1, ws) € A},
A, w2) = {wy : (w1, ws) € A},

f(wl, ) : QQ — T,Wa — f(wl,wz)

und
f(.,WQ) : QQ — T,Wa — f(wl,wg)

die Schnitte von A bzw. f (in Richtung 2 bzw. 1 und bei wy bzw. ws).

Die Schreibweise fiir die Funktionen ist relativ geldufig, wir verwenden sie in derselben Form
fiir Mengen (weil wir sie ja auch als ihre eigenen Indikatorfunktionen lesen kénnen).

Satz 9.2

Fiir jedes A € 61 x G5 gilt

pr ) = [ pa(Aeon, Ddia(en) = [ i (Alsw)dpa (o).

In diesem Satz sind einige implizite Behauptungen enthalten, ndmlich
1. A(W1, ) € G,
2. wy — p2(A(wy,.)) ist G1-messbar, und schliefflich

3. durch
1 % piz(A) = /Mz(A(w17~))du1(w1)

ist ein Mafl auf & x &y definiert (und die analogen Behauptungen fiir A(., w2)).

Wir fithren den Beweis fiir den Fall, dass die Mafie p; und po endlich sind (der allgemeine Fall
ldasst sich darauf zuriickfithren, indem man € x 5 in abzahlbar viele Rechtecke mit endlichem
Ma$B zerlegt und jedes dieser Rechtecke fiir sich betrachtet).

Zuerst beweisen wir die Messbarkeit der Schnitte. Dazu setzen wir

A={A e G x6s: Aw1,.) € 6 fiir alle wy; und wy — p2(A(ws,.)) ist messbar}.

Die Menge 2 enthélt offensichtlich alle Rechtecke und alle disjunkten Vereinigungen von Rechtecken
(also den von ¥ erzeugten Ring) und ist ein monotones System (beim Beweis, dass 2 beziiglich
der Grenzwerte von fallenden Mengenfolgen abgeschlossen ist, brauchen wir die Endlichkeit des
MaSBes).

Nach dem monotone class theorem enthilt 2 also den von ¥ erzeugten Sigmaring, und der ist
genau die Produktsigmaalgebra. Also sind fiir alle Mengen in der Produktsigmaalgebra die Schnitte
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messbar, und die Mafle der Schnitte sind messbare Funktionen. Damit ist einmal gezeigt, dass die
Integrale im obigen Satz definiert sind.
Von hier aus ist aber nicht mehr viel zu tun: das Integral

[ A, Dame)

ist (als Funktion von A) offensichtlich additiv, wegen des Satzes von der monotonen Konvergenz
auch sigmaadditiv, und falls A = B x C ein Rechteck ist, dann ist

/ ia(A(wr, ))dpis (1) = /B 112(C)dpas (1) = 1(C)pan (A),

und daher stimmt das Integral mit dem Produktmaf iiberein (bzw. ist gezeigt, dass durch unsere
Definition des Produktmafes tatséchlich ein Mafl festgelegt wird).

Nun wollen wir uns der Berechnung des Integrals beziiglich des Produktmafles zuwenden. Da-
zu kann man natiirlich wieder die Definition des Integrals nachvollziehen, aber wir hitten gern
einen einfacheren Weg. Schon wire es, wenn wir, wie es auch in der Analysis funktioniert, das
Produktintegral als iteriertes Integral berechnen kénnten, also wenn

[ xpatdo) = [([ 1cwn)dinna(don)

gilt. Bedingungen dafiir gibt der

Satz 9.3: FUBINI
(Q1,61, 11) und (Qa, G2, o) seien zwei sigmaendliche Mafirdiume. Dann gilt

1. Falls f > 0 beziiglich &7 x &5 messbar ist, dann ist
/f w)pr X po(dw) = //f s wa)dpin) 2 (dws).

2. Falls f beziiglich 1 X po integrierbar ist, dann

(a) ist f(.,ws) fiir fast alle wy € Oy beziiglich p; integrierbar,
(b) ist die Funktion h(ws) = [ f(.,w2)dp integrierbar,

(c) ist
[ e < uatd) = [ ([ Flwadinpa(den).

3. f beziiglich 1 X po integrierbar genau dann, wenn

J ([ 11,2 ldis n))ipa () < .

Fiir den Beweis des ersten Teils brauchen wir nur die Definition des Integrals nachzuvollzie-
hen: fiir eine Indikatorfunktion ist die Behauptung genau der Inhalt des vorigen Satzes, daraus
erhalten wir wegen der Linearitéit des Integrals, dass die Behauptung auch fiir Treppenfunktionen
gilt, und im allgemeinen Fall approximieren wir f von unten durch eine Folge von nichtnegativen
Treppenfunktionen und verwenden den Satz von der monotonen Konvergenz.

Der zweite Teil folgt durch Zerlegen von f in Positiv- und Negativteil. Auf diese ist Teil 1
anwendbar, Probleme konnen nur auftreten, wenn die inneren Integrale unendlich werden, aber
das passiert (wieder als Folgerung aus Teil 1) nur auf einer Menge vom Maf null.

Der dritte Teil ist einfach die Anwendung des ersten Teils auf das Integral [ |f|d(p1 X p2).

Als Beispiel fiir die Anwendung dieses Satzes berechnen wir das (uneigentliche Riemann-) In-

tegral
I /‘X’ sin(ac)dx.
0 X
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Dieses Integral kann natiirlich nicht als Lebesgue-Integral verstanden werden, weil es nur bedingt
konvergiert. Es hilt uns aber nichts davon ab, den impliziten Grenziibergang des Riemann-Integrals
im Lebesgue-Integral nachzubilden:
I= lim [
Ml—r>noo M
mit
sin(z)

oM T

Den Faktor 1/x im Integranden schreiben wir als Integral:

1
1 / A (dt)
T J0,00)

Iy = / / e sin(z)\(dt) \(dx).
[0,M] J[0,00)

Mit der Abschiitzung | sin(z)| < x erkennt man leicht, dass das Integral des Absolutbetrags endlich
bleibt (ndmlich < M), also kann der Satz von Fubini angewendet und das iterierte Integral sowohl
als Integral iiber das Produktmaf als auch als iteriertes Integral mit vertauschter Integrationsrei-
henfolge geschrieben werden. Letzteres ist, was wir wollen, und wir erhalten

und damit

1 —e ™™ (cos(M) + tsin(M))
[0,50) 1+¢2

Iy = A(dt).

Mit den Ungleichungen |cos(M)| < 1 und |sin(M| < M kann man einen Teil abschétzen:

M) 4+ tsin(M 2
|/[O )eftM COS( ) + SlIl( ))\(dt)|

<=
14 ¢2 - M

Das geht gegen 0, wenn M iiber alle Grenzen wéchst, und daher ist

==
2
Als zweite Anwendung werden wir die Notwendigkeit im Dreireihensatz zeigen. Dazu beweisen
wir zuerst eine untere Abschétzung in der Ungleichung von Kolmogorov:

Satz 9.4: Ungleichung von Kolmogorov 2

X1,..., X, seien unabhingige Zufallsvariable mit |X;| < ¢ < oo, E(X;) = 0 und V(X;) = o2.
Weiters sei Sy, = Zle X; und A > 0. Dann gilt

(A +¢)?
V(Sn)

> >1-—
P(max |Si| > ) 2 1

Zum Beweis sei
Ai = [|Sj| < >‘7j = 17"-ai]7

Damit ist
n

p = P(max S| = ) = ;P(Bo = 1-P(4,).
Wir stellen fest, dass
Ai—18; = AiSi + B;S;

und
Ai18i = A 1Si1 + A1 X
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Wir setzen also die rechten Seiten gleich, dann quadrieren wir und nehmen Erwartungswerte. Auf
beiden Seiten fallen dabei die gemischten Glieder weg, einerseits weil A;B; = 0, auf der anderen,
weil X; von den anderen Faktoren unabhéngig ist.
Wir summieren von 1 bis n, eliminieren identische Summanden auf beiden Seiten und erhalten
> P(Aisi)o? = E(A,S2) + Y E(BiSH).
i=1 =1
Auf der linken Seite gilt
P(Al) Z P(An) =1- D,
auf der rechten Seite haben wir
A,S2 < AN <A, (N +e)?

und
B;S? < Bi(A +¢)?

(weil ja, wenn B; zutrifft, |S;] < [S;—1| +|X;| < A+ ¢). Das ergibt

n

(1-p) Y 07 < (A+0)%

i=1

und nach trivialen Umformungen die gewiinschte Ungleichung.
Zum Beweis der Notwendigkeit der Dreireihenbedingung zeigen wir zuerst, dass die erste Reihe

konvergieren muss. Wére ndmlich

ZIP’(\XA > ¢) = 00,

dann wire nach dem zweiten Lemma von Borel-Cantelli mit Wahrscheinlichkeit 1 unendlich oft
|X,| > ¢, und damit kann die Reihe ) X,, nicht konvergieren. Wenn nun also die erste Reihe
konvergiert, dann stimmen mit Wahrscheinlichkeit 1 die Zufallsvariablen X, und

Y, =[|Xn] < X,

fiir fast alle n iiberein, und Y X,, konvergiert genau dann, wenn »_Y,, konvergiert. Wir miissen
also die Aussage des Satzes nur noch fiir beschrinkte Folgen (X,,) zeigen. Wir haben es immer
noch mit zwei Reihen zu tun (der der Erwartungswerte und der der Varianzen), und es wiire schon,
eine der beiden eliminieren zu kénnen. Dazu hilft uns die Theorie der Produktriume. Statt des
urspriinglichen Wahrscheinlichketsraums (€2, &, P) betrachten wir  x Q, & x &, P x P) und darauf
die Folgen (X, (w1)) und (X, (w2)). Das sind zwei unabhingige Kopien der urspriinglichen Folge,
und daher ist
Zn = Xn(wl) — Xn(WQ)

eine Folge von unabhéingigen Zufallsvariablen mit |Z,| < 2¢, E(Z,) = 0 und V(Z,) = 2V(X,,).

ware nun
> V(Zy) = 0,

dann wire fiir jedes A > 0.

- : (A + 2¢)?
> > - )=
m IP’(ITIL?I)CQ 2_1 Z;| > A) > lim (1 )=1

P(sup Zil >N =1 >
( |Z | ) k— 00 k—o0 ZleV(Zi)

neN i—1

Die Summe »_ Z,, kann also gegen keinen endlichen Wert konvergieren.
Damit ist gezeigt, dass die dritte Reihe aus dem Dreireihensatz konvergieren muss, wenn die
Reihe > X, konvergiert. Das impliziert aber die Konvergenz der Reihe

Z(Yn - ]E(Yn))a

e

konvergieren soll, konvergiert auch die zweite Reihe

> E(Ya).

und weil ja auch
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9.2 Markovkerne

Etwas allgemeiner wird die Theorie der Produktridume, wenn das Maf} auf dem zweiten Faktorraum
nicht fix gew#hlt ist, sondern von w; abhéngen kann. Das fithrt uns zum Begriff eines Markovkerns,
den wir schon im Zusammenhang mit bedingten Wahrscheinlichkeiten eingefiihrt haben.

Wir erinnern an Definition 7.3:

(Q:,6;) (i = 1,2) seien zwei Messrdume. Die Funktion p : Q1 x &3 — [0, 00| heifit Markovkern
oder Ubergangsfunktion von (1, &) nach (s, S3), wenn sie folgende Bedingungen erfiillt.

1. Fiir jedes w € €y ist p(w,.) ein (endliches) Mafi.
2. Fiir jedes A € G5 ist p(., A) i&-messbar.

Anmerkung: Fiir uns ist in der Folge der Fall am interessantesten, dass die Mafie p(wy,.) Wahr-
scheinlichkeitsmafle sind. Die Endlichkeit konnte abgeschwécht werden, aber einfach nur zu ver-
langen, dass p(w, .) ist zu wenig, etwa, wenn pup sigmaendlich sein soll. Dazu muss eine Zerlegung
von {2y in abzidhlbar viele Mengen B,, existieren, sodass jedes fiir alle n und wy p(wi, By) < oo
gilt. Diese Eigenschaft wird auch als die “gleichméflige Sigmaendlichkeit” bezeichnet.

Fast wortlich genauso wie die Existenz des Produktmafes zeigt man

Satz 9.5

(©,6;) (i = 1,2) seien zwei Messréume, p ein Mafl auf &, und p ein Markovkern von (94, &)
nach (Q2,S3). Dann ist durch

ip(A) = / p(wr, Alwr, ))p(den)

ein Mafl auf (21 x Q3,81 x G3) definiert.

Ebenso fast wortlich ergibt sich

Satz 9.6
Satz von Fubini fiir Markovkerne f sei &1 x Go-messbar.

1. Falls f > 0, dann ist

/f(%y)dup(w,y) = /(/ f(z,y)p(z, dy))p(dz).
2. Falls f € £1(up), dann ist

[ t@mdunte) = [([ 1wt d)no).

3. Falls
/ ( / |1 y)p(e, dy))u(de),

dann f € £ (up).

Wir kénnen nun die Frage stellen, ob ein Mafl auf dem Produktraum in dieser Form darstellbar ist.
Der Einfachheit halber werden wir nur endliche Mafle betrachten, speziell Wahrscheinlichkeitsmafe.
Wenn wir auch annehmen, dass die Mafle p(w,.) Wahrscheinlichkeitsmafie sind, dann ist

1(A) = pp(A x Qo).
Wenn wir die Projektionen

T . Ql X QQ — Qi,m(w) = Ww;
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einfithren und von einem Wahrscheinlichkeitsmafl P auf dem Produktraum ausgehen, dann ist
das gesuchte p genau die induzierte Verteilung von 7y:

p(A) =P(A x Q) = Pry 1 (A).
Dieses Maf} heifit die Randverteilung von 7y:

Definition 9.3

(92;, ;) seien Messriume, P ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (X[, €;, X!_; &;). Dann heiflen
die MaBe Pr; ! die (eindimensionalen) Randverteilungen von P.

Allgemeiner kann man fiir nichtleeres J C {1,...,n} die Projektion 7; : w — (w;, i € J)
definieren und damit die (mehrdimensionalen, wenn |.J| > 1) Randverteilungen Pr; .

Wenn m; als Zufallsvariable angesehen wird, dann ist leicht zu sehen, dass
p(wl,A) = P(Ql X A|7T1)

sein muss. Die Frage, ob p ein Markovkern sein kann, fithrt uns also zuriick zur Frage nach der
Existenz von regulidren bedingten Wahrscheinlichkeiten. Wir haben am Ende von Kapitel 7 fest-
gestellt, dass es diese nicht immer gibt, aber dass sie existieren, wenn die beiden Faktoren jeweils
R (oder R™) mit den Boremengen sind.

9.3 Unendliche Produktriaume

Mit den Methoden aus dem vorigen Abschnitt kann man natiirlich auch (indem man den Produk-
traum wieder mit einem weiteren Faktor multipliziert) beliebige endliche Produkte behandeln. In-
teressanter wird es, wenn wir unendliche Produkte betrachten. Es sei also zuniichst ((2;,S;),i € I)
eine Familie von Messrdumen. Als erstes miissen wir iiber dem Produkt

XQ={f:I-J:fli)e}

i€l iel

eine geeignete Sigmaalgebra angeben. Das mindeste, das wir von einer solchen Sigmaalgebra verlan-
gen miissen, ist, dass die Projektionen auf die einzelnen Koordinaten messbar sind. Wir definieren
also:

Definition 9.4

((924,6;),i € I) sei eine Familie von Messriumen. Das Produkt X;c; &; ist die kleinste Sig-
maalgebra, beziiglich der alle Projektionen m; (m; : Xier Q2 — 4, mi(f) = f(i)) messbar
sind.

Diese Sigmaalgebra wird von den Mengen m; *(A) mit « € I und A € &; erzeugt. Eine solche
Menge lésst sich in der Form X,;ecr B; darstellen, wobei B; = A und B; = Q; fiir j # i gilt.

Ein etwas interessanteres Erzeugendensystem ist die Menge aller endlichen Durchschnitte von
solchen Mengen, die einen Semiring bildet. Diese Mengen haben die Form X;c; B; mit B; € &;
und B; = ; fiir alle ¢ € I bis auf endlich viele, und sollen “Pfeiler” heiflen.

Man kann fiir jede Teilmenge .J von ¢ das Produkt X;c; &; in X;c7 &; einbetten, indem man die
Menge A € Xies &; mit A x X;ep\ s identifiziert (wobei der letzte Ausdruck als die Menge aller
f € Xier Q; zu verstehen ist, deren Einschrinkung auf J in A liegt; diese Menge heifit Zylinder mit
Basis A. Mit dieser Einschrinkung ist das System 3 der Zylindermengen gleich der Vereinigung
aller endlichen Produkte:

3= | Xe.

JCI,|T|<o0 *€7

3 ist also als Vereinigung einer gerichteten Menge von Ringen ein Ring, und die Pfeilermengen
bilden einen Semiring, der 3 erzeugt.
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Um ein Mafl auf dieser Produktsigmaalgebra zu definieren, ist es notwendig, seinen Wert fiir
alle Zylindermengen anzugeben. Wir werden uns auf endliche Mafle beschrianken — genauer gesagt,
auf Wahrscheinlichkeitsmafle — und weil die Zylindermengen einen Ring bilden, ist damit (nach
dem Fortsetzungssatz) das Maf} eindeutig bestimmt.

Es ist also (wieder modulo Fortsetzungssatz) auf jedem endlichen Produkt &;, X &;, X...x &,
ein Maf fi;1 2., anzugeben. Diese Mafle werden gemeinhin (besonders in der Wahrscheinlich-
keitstheorie) die endlichdimensionalen Randverteilungen genannt. Es erhebt sich die Frage, welche
Bedingungen an eine solche Familie von endlichdimensionalen Verteilungen zu stellen sind, damit
sie ein Maf} auf dem unendlichen Produkt festlegen. Dazu miissen sie auf dem Ring

JCI,|J|<o00 *€7
der X;ec; 6; erzeugt, ein Maf bilden, also sigmaadditiv sein, und p muss durch die Forderung
u(A) = py(A) falls Ae X &;, |J]| < o0
ied

wohlbestimmt sein. Die letzte Forderung bedeutet, dass fiir ein A € G;, x...x; _, das man ja auch
(wenn wir die endlichen Produkte mit ihrer Einbettung im unendlichen Produkt identifizieren, was
wir in diesem Abschnitt ohne weitere Warnungen tun werden) als A x auffassen kann, gelten
muss, dass

In+41

/L’il7---,in7in+1(A X Qin,+1) = Hiy,...ip (A)

Eine Familie von endlichdimensionalen Maflen, die diese Forderung erfiillt, heifit konsistent. Es wire
schon zu berichten, dass jede konsistente Familie auf einem beliebigen Produkt von Messrdumen
ein Maf} bestimmt, aber leider ist dem nicht so, man muss zumindest ein bisschen an zusétzlicher
Struktur auf den einzelnen Faktorrdumen verlangen oder aber Voraussetzungen iiber die Mafle
selbst treffen. Unser erster Satz féllt in die zweite Kategorie und stellt die direkte Verallgemeinerung
des endlichen Produkts von Mafirdumen dar:

Satz 9.7: Existenzsatz von Andersen-Jessen

((924,6;, i), € I) sei eine Familie von Mafirdumen. Durch p;, ;. = piy X ... X p;,, wird auf
Xier ©; ein Maf bestimmt, das wir das Produkt der Mafe u; nennen und mit X;es ;.

Was wir zeigen miissen ist, dass das so definierte p auf dem Ring

n= (J X6

JCI,|7|<o0 "€

ein Maf ist (die Konsistenz dieser Familie ist offensichtlich). Die Additivitdt und Nichtnegativitét
von u sind klar, und fiir die Sigmaadditivitéit miissen wir nur zeigen, dass p stetig von oben bei
ist, d.h., dass fiir eine monoton nichtwachsende Folge A,, € R mit (| A, = () gilt, dass u(A,) gegen
0 konvergiert.

Wir fithren den Beweis indirekt und zeigen, dass fiir eine monoton nichtwachsende Mengenfolge
A, € R mit m = lim u(A4,,) > 0 der Durchschnitt nicht leer ist.

Da A, € fR, gibt es eine endliche Teilmenge J,, € I, sodass A, € Xies, ©;. J = JJ,, ist
eine abzihlbare Menge und A,, € X;c; &;. Wir koénnen also ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
annehmen, dass I abzéhlbar ist, etwa I = N. Ebenfalls ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
kénnen wir annehmen, dass J, = {1,...,n} ist.

Wir bezeichnen mit vy, das Produkt der Mafle y; mit ¢ > k (mit dieser Bezeichnung ist u = vp).
Von diesen Funktionen wissen wir zwar noch nicht, dass Sie Mafle sind, aber ihre Einschréankungen
auf eine endliche Produktalgebra sind Mafle.

Wir bezeichnen jetzt

An(@) ={f € An: f(1) = z}.
Mit dieser Notation gilt

H(A,) = / 1 (A () dpn ().
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Jetzt sei B,, die Menge aller z € ; mit v; (A, (x)) > m/2). Im obigen Integral gilt:

1 (Ba) > /B 1 (A (2))dpn (2) = p(An) — /B (A =m = D u(BY) = m/2

B,, ist eine nichtwachsende Folge von Mengen. Daher ist

Nl(m Bp)lim py (By,) > m/2.

Wir kénnen also ein « = x; finden, sodass v1 (A, (z)) > m/2 ist. Das heif}t insbesondere, dass jedes
A, ein Element f besitzt, fiir das f(1) = x; ist.

Wenn wir jetzt in diesem Argument A,, durch A, (z1) ersetzen, erhalten wir ein x5, sodass jedes
Ay (z1) ein Element enthélt, das mit x5 beginnt. Das bedeutet aber, dass jedes A,, ein Element
enthilt, das mit (z1,22) beginnt. Wenn wir dieses Verfahren ins Unendliche fortsetzen, erhalten
wir eine Folge x1, s, ..., sodass jedes A,, ein Element enthilt, das mit (x1, dots, x) beginnt. Die
Folge (z1,z2,...) ist aber in jedem A,, enthalten (denn aus z € A,, folgt, dass jedes y mit y; = z;
fiir alle ¢ < n auch in A,, liegt). Wir haben also eine Folge gefunden, die in allen A, liegt, daher
ist ihr Durchschnitt nicht leer, und der Satz ist bewiesen.

Fiir eine allgemeine Familie von endlichdimensionalen Randverteilungen kénnen wir kein voll-
kommen allgemeines Ergebnis zeigen, aber es gibt den

Satz 9.8: Existenzsatz von Kolmogorov

Wenn ©; = R und &; = B, dann wird durch jede konsistente Familie von Maflen ein Maf} auf
dem Produkt definiert.

Der Beweis des vorigen Satzes kann fast wortlich ibernommen werden, wenn fiir 14 etc. eine
reguléire Version von P(.|z1) etc. eingesetzt wird.

Dieser Satz gilt natiirlich auch fiir allgemeinere Riéume (die Verallgemeinerung €2; = R* ist
offensichtlich), aus unserer Version erhélt man direkt die Giiltigkeit fiir alle Borel’schen Riume,
das sind solche, die sich isomorph (im Sinne der Mafitheorie, also mit einer bijektiven Abbildung,
die samt ihrer inversen messbar ist) auf eine Borelsche Teilmenge von R abbilden lisst.

9.4 Wiederholungsfragen

1. Wie ist das Produkt von zwei Mafiriumen definiert?

2. Was besagt der Satz von Fubini?

Was ist ein Markovkern?

Wie kann man mit einem Markovkern ein Mafl auf dem Produktraum definieren?
Wie ist das Produkt einer Familie von Sigmaalgebren definiert?

Geben Sie einen Semiring bzw. Ring, der die Produktsigmaalgebra erzeugt.

A T o

Wie kann man ein (Wahrscheinichkeits-) Mafl auf der Produktsigmaalgebra angeben (bzw.
was ist eine konsistente Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien)?

*

Was besagt der Existenzsatz von Andersen-Jessen?

9. Was besagt der Existenzsatz von Kolmogorov?



Kapitel 10

Transformationssitze

In diesem Kapitel beschiiftigen wir uns mit der Frage, wie die Verteilung einer Funktion einer
Zufallsvariable bestimmt werden kann. Der Ausgangspunkt unserer Uberlegungen ist der Trans-
formationssatz aus Teil 1:

Satz 10.1

Transformationssatz fiir Integrale

/gon]P’:/gd]P’X.

In der Folge werden wir uns mit einigen Spezialféllen auseinandersetzen. Zuerst nehmen wir
an, dass X eindimensional ist mit der Verteilungsfunktion F', die wir zusétzlich als strikt monoton
und stetig (also bijektiv von R nach (0,1)) annehmen. Dann existiert die Umkehrfunktion F~1!,
und fiir y € (0,1)

P(F(X) <y)=P(X < F~'(y) = F(F'(y) =,

es ist also F'(X) Gleichverteilt auf [0, 1]. Ist umgekehrt U gleichverteilt auf [0,1], dann gilt (fiir
z € R)
P(F~'(U) < 2) =P(U < F(z)) = F(x).

Diese Ergebnisse gelten auch in allgemeinerer Form, wenn wir eine geeignete Definition von F~!
haben:

Definition 10.1

F sei eine Verteilungsfunktion. Dann heif3t
F~l(y) = inf{z : F(z) > y}

die verallgemeinerte Inverse von F.

Satz 10.2
1. U sei gleichverteilt auf [0, 1], F eine Verteilungsfunktion (im engeren Sinn). Dann hat
X =FYU)
Die Verteilungsfunktion F'.

2. X sei nach der stetigen Verteilungsfunktion F' verteilt. Dann ist F'(X) gleichverteilt auf
[0,1].

133
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Aus der Definition der verallgemeinerten Inversen und der Rechtsstetigkeit einer Verteilungs-
funktion folgt die Beziehung
x> Fl(y) & Fz) > y.

Damit gilt
P(F~YU)>2)=P{U > F(z))=1— F(z - 0),

Daher ist P(F~1(U) < x) = F(x — 0). Die Verteilungsfunktion von F~1(U) stimmt also in ihren
Stetigkeitspunkten mit F' iiberein, und weil beide Verteilungsfunktionen rechtsstetig sind, stimmen
Sie iiberall {iberein. Das beweist den ersten Teil des Satzes.

Fiir den zweiten Teil stellen wir fest, dass

P(F(X) 2y) =P(X > F~'(y)) =1 - F(F'(y) - 0).
Weil F stetig ist, ist F(z — 0) = F(x) und F(F~1(y)) = y fiir alle  bzw. y. Insgesamt ergibt sich
P(F(X) <y) =y,

und F(X) ist tatsdchlich gleichverteilt.
Etwas spannender ist der Fall, dass P absolutstetig und g differenzierbar ist:

Satz 10.3: Transformationssatz fiir Dichten

€ sei eine offene Teilmenge von R?, y ein absolutstetiges endliches Maf auf (2, N B,) mit
Dichte f = d‘%, und ¢ : Q — R? injektiv und stetig differenzierbar mit Funktionaldetermi-
nante

dg
9r det(Jy) # 0
auf 2. Dabei ist 9
Ty = (ail_)dxd

J

die Jacobimatrix von ¢. Dann ist Pg~! < Ag und

dby " _ {f(g‘l(y))lag;l(y)l = Fo W)ty e v € 9(2)
dX 0 : sonst.

Wir benétigen das folgende Resultat aus der Analysis:

Satz 10.4

Wenn g in einer Umgebung von z stetig differenzierbar ist mit %(m) # 0, dann gibt es gibt
es zu jeder Umgebung U von z, sodass die Einschrankung von g auf U injektiv und offen
ist. Weiters ist die Inverse g~! dieser Einschrinkung stetig und in g(x) differenzierbar mit

Tyi(9(@)) = J; \(@).

Fiir uns folgt daraus, dass die Funktion g auf Q offen ist (d.h., die Bilder von offenen Mengen
sind offen), insbesondere ist g(£2) offen, und dass die Umkehrung g=* auf g(Q2) stetig differenzierbar
ist.

Wir zeigen zuerst

Satz 10.5

Unter denselben Voraussetzungen fiir g gilt fiir A € 6, A C Q

No() = [ 15240
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Etwas ungenau lisst sich die Idee des Beweises fiir diesen Hilfssatz so beschreiben, dass wir A
in kleine Wiirfelchen zerlegen; auf jedem dieser Wiirfelchen C' (mit Mittelpunkt m) unterscheidet
sich g(x) nur wenig von g(m) + J,(z)(z — m). Daher unterscheidet sich A(g(C')) nur wenig von
%(mﬂ/\(C), was sich wiederum nicht sehr von [ |%|d/\ unterscheidet. Diese Idee wollen wir
streng machen.

Im Sinne unseres iiblichen Tauschs von zwei Ungleichungen gegen eine Gleichung zeigen wir
erst nur die Ungleichung

dg
No(a) < [ 15240
Das Maf}

1(A) = AMg(ANQ))

ist sigmaendlich und daher von unten regulir. Da g stetig ist und A regulér von oben (auf g(2))
ist auch p von oben reguldr. Wegen der Sigmaendlichkeit geniigt es, die Aussage des Satzes fiir
den Fall zu beweisen, dass u(A) endlich ist. Wir fixieren € > 0 und wihlen eine kompakte Menge
K CANQ mit p(K) > p(A) — e und ein § mit 0 < 6 < 1/2, tiber das wir spéter noch verfiigen

werden. Zu jedem 2 € K kénnen wir ein h €]0, §[ finden, sodass C(z) = X}, ]z; — h,a; + h] € Q
und fiir y € C(z) die Ungleichungen

174(y) = Ty(2)|| < 6| Ty ()],
175 () = Tg (@) < 6115 (@)

und
%(x)\ < %@» <(1 +6>lg%(x>|

gelten. Da die Vereinigung der offenen Mengen

(1-4)|

C*(z) = X]zi — h(xi), 2 + h(z;)]

N

1

K2

die Menge K iiberdeckt, gibt es endlich viele x, sagen wir x1,...,x,, sodass
K c|JC()
i=1

gilt; diese Vereinigung konnen wir wiederum als disjunkte Vereinigung von endlich vielen Intervallen
(Hyperquadern) Iy,...,In darstellen.
Wir betrachten nun eines dieser Intervalle

.

I= Xlyi — hi,yi + hil.

=1

Wir kénnen annehmen, dass fiir 1 < 4,5 < d stets h; < 2h; gilt (notfalls kénnen wir eine zu lange
Seite halbieren) und dass I ganz in einem der Intervalle C(z;) enthalten ist. Dann gilt fiir z € [

175(2) = JoW)l < 1Tg(2) = Tg(a)ll + T4 (y) = Tg (i)l < 26[|Tg (i),

und weil

1TgW = 1Tg (x| = 0l Tg ()| = %Iljg(%)ll,

174(2) = Jo ()| < 48] T4 ()]l-

Analog ergibt sich
9y g 9y
— — < | == < —_— .
(1= 1) 52 )] < 152 ()] < (1+40)| 2 )

Wegen )
o(=) — gly) = / Tyl + 1z — )= — y)de
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erhalten wir
19(2) = 9(y) — T4(y)(z — y)| < 46| T4 (W)l|z — yl.

Daraus ergibt sich wiederum

T3 W) (9(2) = 9(w)) = (= = )| < 48] T,  W)[Imathcal Jo(y)[[|z = yl-

Die rechte Seite lésst sich
oMz -y
mit
M = 16 max{[|7,” ()|l Ty (2)]| : « € K}
abschiitzen. Fiir die Koordinaten von J,;*(y)(g(z) — g(y)) bedeutet das

[T W) (9(2) — g))il < |z — il + M|z — y| < hi(1+20MVd).

Deshalb ist g(I) in

Tulo)(X i~ Pel1 + 5M), i+ A1+ 5
(mit M’ = 2M+/d) enthalten. Also
u() =290 < (- ony 2260 < SR 12 pane

Wenn wir das fiir alle Intervalle I summieren, erhalten wir (mit D = Ul 1 C(xy))

1+5M'
< <
u(K) < u(p) < LFOUD /\ d.

Jetzt ist D in
UK, 0)={y:3ze K :|y—z| <6/d}

enthalten, und

(6 > 0U(K,5) = K

Deshalb geht fir § — 0 MU(K,J)) gegen A(K). AuBlerdem ist die stetige Funktion % auf der
kompakten Menge K beschrankt, und daher auch auf D. Daraus erhalten wir fiir hinreichend

kleines & 9
g
< —
/| |[d\ < /K|ax\d>\+e

p(A) < u(K)+e< (1+6)(/K \%M/\Jre << (1+6)(/A|gi|d)\+e.

)< [ 150
/g(mfog 1d)\</f| ).

Wir ersetzen nun g durch ¢g—', Q durch g(Q) und f durch fo g_l\%| o g~'. Das ergibt

/ fl== \d)\ < fog ta.
9()

und

Fiir e — 0 ergibt sich unsere Behauptung.
Aus der Ungleichung

ergibt sich fiir messbares f >0

Damit haben wir die umgekehrte Unglelchung und insgesamt

/ Alir= [ fog
()

Als Anwendung dieses Satzes kénnen wir die Verteilung von Summe, Produkt und Quotienten
von zwei unabhéngigen Zufallsvariablen bestimmen:
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Satz 10.6

X7 und X5 seien unabhéngig mit Dichte f; bzw. fy. Dann sind auch die Verteilungen von
X1 + X2, X7 X5 und X; /X, absolutstetig und

Fxoaxa(2) = / £1(2) folz — 2)dA (@),

Froxa(z) = / ﬁ(m)fg(z/x)ﬁdm),

Fxxa(2) = / Fr(z2) fola) |2l dA ).

Fiir die Anwendung des Transformationssatzes bendtigen wir neben der Funktion g1(x) = z1 +
xo (bzw. z1x2, x1/x2) noch eine eine zweite Funktion go, die g injektiv macht (zumindest fast
iiberall). In allen drei Fillen funktioniert go = xo. Damit ist ¢~ '(y) = (y1 — y2,%2) mit der
Funktionaldeterminante 1 und

fX1+X2,X2(y) = fl(yl - y2)f2(y2)-

Durch Integrieren iiber yo erhalten wir die gesuchte Randdichte von X; + Xs. Die analogen Rech-
nungen fiir Summe und Quotient sind der Leserin iiberlassen (es empfiehlt sich & = R x (R \ {0})
zu setzen).

10.1 Wiederholungsfragen

1. Wie ist die Verallgemeinerte Inverse einer Verteilungsfunktion definiert?
2. Wie kann man Zufallszahlen mit einer beliebigen Verteilungsfunktion erzeugen?
3. X sei nach der stetigen Verteilungsfunktion F' verteilt. Was kann man iiber F'(X) sagen?

4. Was besagt der Transformationssatz fiir Dichten?



Kapitel 11

Null-Eins Gesetze

Die beiden Lemmata von Borel-Cantelli implizieren, dass fiir eine Folge (4,,) von unabhingigen
Ereignissen limsup,, A,, nur Wahrscheinlichkeit 0 oder 1 haben kann. Diese Feststellung ist die
Folge eines allgemeineren Prinzips. Dazu definieren wir

Definition 11.1
(A,,) sei eine Folge von Ereignissen,

G = Ay ({Ap, k > n}).

Go=[)6n

neN

heifit die terminale Sigmaalgebra bzw. die Sigmaalgebra der terminalen Ereignisse.

Satz 11.1: Null-Eins Gesetz von Kolmogorov

Wenn (A,,) unabhiingige Ereignisse sind, dann gilt fiir alle A € &, P(A4) € {0,1}.

Wir setzen
S, =A,({A1,..., A }).

n=[Je,
erzeugt G, daher gibt es nach dem Approximationssatz zu A € &, ein B € R mit
P(AAB) < e.

Der Ring

Es gibt ein n, sodass B € &/, und weil A € S, 41, sind A und B unabhéngig.
Damit haben wir

|P(A) —P(AN B)| <P(AAANB) =P(AN (AAB)) <P(AAB) < ¢

und

[P(4) — B(B)| < P(AAB) < c.
Wegen P(A N B) = P(A)P(B) ergibt sich insgesamt
[P(A) —P(A)*] < 2¢,

und weil wir € > 0 beliebig wéhlen konnen, ist

und damit P(A4) € {0,1}.
Fiir eine Folge von unabhéingigen Zufallsvariablen (X,,,n € N) kénnen wir die terminale Sig-
maalgebra &, analog definieren:
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Definition 11.2

Die von den Zufallsvariablen X;,i € I erzeugte Sigmaalgebra
Ay (X;, i€ 1)
ist die kleinste Sigmaalgebra, beziiglich der alle X; messbar sind. Die terminale Sigmaalgebra

der Folge (X,,,n € N) ist

G =) 6n
neN

mit

Gn = Q[U(Xi,i Z Tl)

Nach demselben Muster wie fiir Ereignisse beweist man den

Satz 11.2: 0-1 Gesetz von Kolmogorov II
Wenn (X,,,n € N) eine Folge von unabhiingigen Zufallsvariablen ist, dann gilt fiir A € S

P(A) € {0,1}.

FEin #hnliches Gesetz gilt, wenn die unabhéngigen Zufallsvariablen im vorigen Beispiel durch
Partialsummen von unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsvariablen ersetzt werden. In etwas
allgemeinerer Form ist das die Aussage des nichsten Satzes:

Satz 11.3: 0-1 Gesetz von Hewitt-Savage
(Xn,n € N) sei eine Folge von unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsvariablen,
® ={AcR": 1A = A fiir alle Permutationen 7},
das heifit, fiir jedes n, x € A und jede Permutation 7 von {1,...,n} soll
(Tr(1ys - Tr(n)s Ty, ---) € A
Dann gilt fiir jedes A in
§=X1(8) = {{w: (X1(w),..) € A} : A € &}

P(A) € {0,1}.

Aus dem Approximationssatz folgt, dass wir zu jedem € > 0 ein n und ein B € 9%3,, finden kénnen,
sodass

P(AAC) <e

mit
C=[(Xy,...Xp) € B]

gilt. wegen der Symmetrie von A gilt dann auch

P(AAC") < e
mit

C' = [(Xn+1, . in) S B}

Daraus ergibt sich einerseits

[P(A) —P(CNC)| <PAA(CNC)) < 2e

und andererseits

IP(A)? —P(CNC")| = [P(A)* —P(C)P(c)] < 2e.
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Insgesamt erhalten wir
[P(A) = P(A)? < 4e,

und weil € > 0 beliebig gewédhlt werden kann, ergibt sich schliellich

und damit die Behauptung.

11.1 Wiederholungsfragen

1. Was besagt das Null-Eins-Gesetz von Kolmogorov?

2. Was besagt das Null-Eins-Gesetz von Hewitt-Savage?
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Kapitel 12

Charakteristische Funktionen

12.1

Definition und Eigenschaften

X sei eine reelle Zufallsvariable. Die charakteristische Funktion von X ist gegeben durch

bx(t) = E(e'*?) = E(cos(Xt)) + iE(sin(Xt)).

Fiir die charakteristische Funktion gelten folgende Eigenschaften:

Satz 12.1
¢x sei die charakteristische Funktion einer Zufallsvariable X mit der Verteilungsfunktion F'x.
Dann gilt
L [¢x(t)] <1,
2. ox(—t) = ox(t),
3. ¢ ist gleichméBig stetig.
4. Falls E|X|¥ < oo, dann ist ¢x k-mal differenzierbar und
£(0) = FEX*).
5. Falls ¢ in 0 2k-mal differenzierbar ist, so ist E(X2¥) endlich.
6. Falls X und Y unabhéngig sind, dann ist
Px 1y (t) = ox () oy (1)
7. Falls Y = aX + b, dann ist
oy (t) = e x (at).
8. Falls @ und b Stetigkeitspunkte von F'x sind, so ist

A . .
e zatie ibt

(Da die Stetigkeitspunkte von Fx dicht liegen und Fx rechtsstetig ist, folgt daraus, dass
die charakteristische Funktion die Verteilung von X eindeutig bestimmt)
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9. ¢x ist positiv definit, d.h., fiir alle reellen ¢4, ...,t, und alle komplexen z1, ..., z, gilt

n

ZZ Z]¢X ) > 0.

(insbesondere ist diese Summe reell)

10. (Ohne Beweis) Eine Funktion ¢ ist genau dann eine charakteristische Funktion, wenn
sie positiv definit und stetig in 0 ist und in 0 den Wert 1 annimmt.

Die ersten beiden Eigenschaften folgen direkt aus der Definition von ¢x.
Zum Beweis von Eigenschaft (3) seien s und t zwei Zahlen mit |s — ¢| < e. Dann ist

ox() = ox(9)] < [ e = e lar(e) = [2]sin" D jarx ()

/mm (Jx(s — t)|,2)dFx (x /mln (lex|,2)dF X (x).

Das letzte Integral konvergiert fiir e — 0 gegen 0, somit ist ¢x gleichméBig stetig.
Fiir die nichste Eigenschaft leiten wir in der Gleichung

ox(t) = [ e*dFx(a)
unter dem Integralzeichen k£ mal ab. Der neue Integrand
ikxkeizt
hat die konvergente Majorante |z|¥. Deshalb kénnen wir Ableitung und Integral vertauschen und
erhalten
8 (1) = / Fake ™ dFy ().

Fiir ¢ = 0 ergibt sich insbesondere

¥ (0) = / FakdFy (x).

Wir zeigen Eigenschaft (5) fiir K = 1. Der allgemeine Fall lisst sich durch Induktion beweisen,
indem man die neue Verteilungsfunktion

i 1 C k-2
Plo) = gm0
betrachtet. Es gilt

¢(0) = lim 2= 2 — 08y, [201— cos(at))

t—0 t2 t—0 t2

Der Integrand ist nichtnegativ und konvergiert fiir ¢ — 0 gegen x2. Daher gilt

A A
Z : 2(1 — COS(:Et)) 2
> ok Sl Sk - ,
¢"(0) > %1_{% . 2 dFx(z) 7A:c dFx(x)
Fiir A — oo erhalten wir daraus

¢"(0) > /l‘Zde(ZE).

Es ist also E(X?) endlich.
Die néchsten beiden Eigenschaften sind durch einfaches Einsetzen nachzupriifen.
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Fiir die Umkehrformel (8) haben wir

A e—lat _ o—ibt A e—lat _ o—ibt -
€T sedt= | ¢ [ eimtgpy (2)dt
/ W 2nit x(t) / W 2nit / e dFx ()

A g —a)t —sin(x —
= [arx@)?} / sinfr —a)t ~sinr =01, _ / (9(A(z — ) — g(A(z — b)))dFx (z),

s t

1 [!sin tac sm t
g(x) = —
™ Jo

gesetzt haben. Die Funktion g ist beschrankt und konverglert fiir t — oo gegen 1/2 und fiir t - —oo
gegen —1/2.
Der Integrand g(A(z — a)) — g(A(x — b)) konvergiert also fiir A — oo gegen

wobel wir

0 falls x < a,

1/2 falls x = q,
hz) =41 falls a <z < b,

1/2 falls x = b,

0 falls z > b

Das obige Integral konvergiert also gegen

/h(x)dFX(J?) = Fx(®) +FX(b*O);FX(a) *FX(aJ—O).

Falls a und b Stetigkeitspunkte von F' sind, ist der letzte Ausdruck = Fx(b) — Fx (a).
Fiir den Beweis der positiven Definitheit setzen wir

n
Y = E zjeith.
Jj=1

Dann ist

zn:zn:z z.€" X(tj—tw) =YY >0

j=1k=1

und
n

n
> zEd(t; — tk) = E(YY) > 0.
j=1k=1
Es ist etwas storend, dass fiir ungerades k die k-fache Differenzierbarkeit der charakteristischen
Funktion in 0 zwar notwendig, aber nicht hinreichend fiir die Existenz des k-ten Moments ist. Wir
fragen uns also, ob wir fiir beide Aussagen dquivalente Bedingungen in der jeweils “dualen” Welt
finden konnen: das geht tatséchlich:

Satz 12.2
1. ¢4 (0) =ia genau dann, wenn

lim MP(|X|>M)=0

M— oo
und
lim E(X[|X] < M]) =
M —o0

2. E(X) < oo genau dann, wenn

e dt < oo.

/°° 1 —Rox(t)
0
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Der Beweis bleibt dem Leser iiberlassen, es soll nur erwdhnt werden, dass das Integral in der
Bedingung fiir die Existenz des Erwartungswerts gleich ZE(|X]) ist, und dass darin der Realteil
durch den Betrag ersetzt werden kann.

12.2 Beispiele

Wie wollen nun einige charakteristische Funktionen fiir bekannte Verteilungen ausrechnen:

12.2.1 Diskrete Verteilungen
1. Die diskrete Gleichverteilung:

1
PX=k)=—— (¢= 1,....b).
( ) b—a+1 (#=aa+1,...,b)
Wir erhalten
b 7 ia .
qSX(t):;Zem: b+t _ iat :6i(a+b)t/2sm((b*a+1)t/2)
b—a+1&H (eit —1)(b—a+1) b—a+1)sin(t/2)

2. Die Binomialverteilung:

3. Die Poissonverteilung;:

12.2.2 Stetige Verteilungen
1. Die stetige Gleichverteilung

2. Die Exponentialverteilung:

A
A —it

ox(t) :/ Ae'®te Ay =
0

3. Die Gammaverteilung:

Diese charakteristische Funktion kann man mit Hilfe von komplexen Konturintegralen aus-
rechnen. Wir verwenden einen anderen Zugang; wenn namlich

»(t) = E(e™)

fiir ein ¢ > 0 existiert, ist ¥(z) fiir 0 < Re(z) < t analytisch. Wir bekommen also durch
analytische Fortsetzung

Px (t) = (it).
Im konkreten Fall gibt das
A

ox(t) = (2"
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4. Die Standard-Normalverteilung:

Mit demselben Trick wie vorhin ist
- /OO ewtil e~ 24y = et’/2 /OO 1*6_(x_t)2/2dx — ot’/2
5o V2T —oo V2T

ox(t) = /%

und daher

5. Die Normalverteilung:

Falls X normalverteilt ist mit Mittel u und Varianz o2, dann kann man X schreiben als
X =pu+oY,
wobei Y standard-normalverteilt ist. Aus dem vorigen Punkt und Satz 1 folgt also
¢X(t) _ eiut—02t2/2_

12.2.3 Der Darstellungssatz von Riesz (Aldi-Version)

In seiner allgemeinen Form befasst sich dieser Satz mit kompakten bzw. lokalkompakten Réumen;
wir beweisen hier die urspriingliche und einfachste Version:

Definition 12.1

Ein lineares Funktional auf einem Raum X von reellen Funktionen heifit positiv, wenn fiir alle
fexmit f>0I(f) >0 gilt.

Satz 12.3: Darstellungssatz von Riesz 1

Zu jedem positiven linearen Funktional [ auf C[0, 1] gibt es ein Maf} u, sodass

f= [ sn

Zuerst stellen wir fest, dass ein solches positives Funktional beschréinkt ist (mit ||I|| = /(1)) und dass
durch I(f +ig) = I(f) + il(g) ein lineares Funktional auf dem Raum der komplexwertigen stetigen
Funktionen definiert wird. Dann setzen wir ¢(t) = I(e'). Fiir z1,...,2, € C,t1,...,t, € R gilt

wegen
f(x):z,zzze t) *|Zzl )2 >0

Zzzzﬂé (f) >0,

also ist ¢ positiv definit. AuBerdem konvergiert fiir ¢ — 0 e?* fiir € [0, 1] gleichmiilig gegen 1,
und daher wegen der Beschrinktheit von [ auch ¢(t) gegen ¢(0). ¢ ist also positiv definit und bei
0 stetig, also die charakteristische Funktion eines endlichen Mafles. Dieses Maf erfiillt also

~ [ fin

fiir alle Funktionen der Form f(x) = e"®. Wegen der Linearitit von [ gilt das dann auch fiir
alle Linearkombinationen von trigonometrischen Funktionen, und weil jede stetige Funktion auf
[0,1] gleichm&Big durch solche Funktionen approximiert werden kann (etwa nach dem Satz von
Weierstrass), gilt die Gleichung fiir alle f € C[0,1].

ite
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Dieser Satz fithrt uns zur Charakterisierung des Dualraums von C]0, 1]. Dazu beweisen wir
zuerst, dass jedes stetige lineare Funktional auf C[0,1] als Differenz zweier positiver Funktionale
dargestellt werden kann. Wir setzen fiir f > 0

I (f) =sup{l(g): 0 < g < f,g € C[0,1]}.

Man iiberzeugt sich leicht, dass I} positiv, additiv und positiv homogen auf C[0, 1] ist: fiir die
Additivitdt kann man verwenden, dass aus g1 < f1 und g < fo g1 + g2 < f1 + fo folgt, und
andererseits aus g < f1 + fo hf;/(f1 + f2) < fi (und dass die letzten Funktionen stetig sind). Mit
I+(f —9g) = 14(f) — l+(g) setzt man [} zu einem positiven linearen Funktional auf ganz C|0, 1]
fort. I = 1[4 — [ ist dann ebenfalls linear und positiv. Diese Darstellung gibt uns

Satz 12.4: Darstellungssatz von Riesz II

Der Dualraum zu (C[0, 1], ||.||ls) ist isometrisch zum Raum der endlichen signierten Mafie auf
([0,1],B) mit der Variationsnorm.

Das einzige an dieser Aussage, dass noch zu beweisen ist, ist die Isometrie, also, dass die Dual-
raumnorm des Funktionals ¢ : f — [ fdu gleich ||ul|yv = |1[([0,1])]. Einerseits ist fiir jede stetige
Funktion f mit || f||lsup <1

[ tdn< [15idlal < a0, 1),
andererseits gilt

Jmall(0,1) = [ ga
mit g = P — N, wobei (P, N) eine Hahn-Zerlegung von p ist. g lisst sich in £;(|u|) durch stetige
Funktionen approximieren, also gibt es zu jedem € > 0 eine stetige Funktion f mit || f|lsup < 1 und
J fdp > ||p|lv — €, und damit ist auch die umgekehrte Ungleichung gezeigt.
12.3 Konvergenz von Verteilungen
Fiir eine Folge F,, von Verteilungsfunktionen definieren wir die Konvergenz wie folgt:

Definition 12.2

F,, konvergiert schwach gegen F (in Zeichen F,, = F) falls fiir jede stetige beschrinkte
Funktion f

Definition 12.3

Eine Folge von X, von Zufallsvariablen konvergiert in Verteilung gegen eine Zufallsvariable
X, falls die Folge der Verteilungsfunktionen von X, gegen die Verteilungsfunktion von X
konvergiert.

Die schwache Konvergenz lisst sich folgendermaflen charakterisieren:

Satz 12.5
Die folgenden Behauptungen sind dquivalent:
1. F,=F

2. F,(x) — F(z) fir alle Stetigkeitspunkte von F' (wir werden im weiteren C(F) fur die
Menge der Stetigkeitspunkte einer Funktion schreiben).
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3. d(F,,F)— 0, wobei
d(F,G)=inf{e >0: F(z —¢) — e < G(z) < F(x + €) + € fiir alle 2}

die sogenannte Lévy-Metrik ist.

Wir zeigen zuerst (2) = (1). Dazu sei f eine beschriinkte stetige Funktion. Es sei

M = sup|f(z)|.

Da die Menge der Unstetigkeiten einer monotonen Funktion héchstens abzéhlbar ist, konnen wir
a,b € C(F) wahlen, sodass
F(a) <e€

und
Fb)>1—c¢

Wegen der gleichméBigen Stetigkeit von f auf [a, b] gibt es Punkte
ro=a<zxr1<...<xny=0D>

aus C(F), sodass fir z;_1 < x <z
|f(x) = f(zi)] <e.

Wir setzen jetzt
f(:c) _ {f(acl) falls x;1 < x < a3,
0 sonst.
Dann gilt

|/de—/de|</|f—f|dF<(2M+1)e.
Falls n grofl genug ist, gilt fiir alle : =0,...,n

[F(x) = Fulw)| < 77
Deswegen erhalten wir

|/de,,_/de”| < (2M + 2)e.
Schliefilich ist

- ~ N
|/den - /de| =1 (@) (Fa(wi) = Fu(wiz1) — F2:) + F(zi21))] < 2.
i=1

Insgesamt ergibt sich
|/den - /de| < (4M +5)e.

Da wir € beliebig klein wihlen konnen, konvergiert also [ fdF, nach [ fdF.

Als nichstes zeigen wir dass aus (3) (2) folgt. (Eigentlich ist noch zu zeigen, dass d wirklich
eine Metrik ist; das sei dem Leser iiberlassen).

Da d(F,,, F) gegen 0 geht, gibt es fiir jedes € ein ng, sodass fiir n > ny und fiir alle =

Flx—e€)—e< Fy(x) < Flzx+¢€) +e

Falls x € C(F), kann man € so withlen, dass sich beide Auflenterme in dieser Ungleichung beliebig
wenig von F'(z) unterscheiden. F,,(z) muss also fiir € C(F') gegen F'(x) konvergieren.

Als letztes zeigen wir nun (1) = (3). Wir nehmen an, dass d(F,,, F') /4 0 und zeigen, dass dann
auch nicht F,, = F' gelten kann.

Wir kénnen ein € > 0 und eine Teilfolge von F}, finden, sodass entlang dieser Teilfolge d(F,,, F') >
e gilt. O.B.d.A. sei F), selbst diese Teilfolge. Es gibt dann fiir jedes n ein x,,, sodass

F(zy, +€) 4+ € < Fp(xy).
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oder
F(zy, —e€) —e> Fyp(ay)

Eine dieser beiden Ungleichungen ist fiir unendlich viele n erfiillt, nehmen wir an, es sei die zweite.
Indem wir evtl. wieder eine Teilfolge auswihlen, kénnen wir annehmen, dass diese Ungleichung
fiir alle n gilt. Wegen der Beziehung F'(z,) > € ist die Folge x, nach unten beschrinkt. Indem
wir wieder eine Teilfolge auswihlen, konnen wir annehmen, dass x, gegen einen Grenzwert x
konvergiert (dieser kann oo sein). Wir kénnen jetzt

y<y <

so wihlen, dass
F(y) > F(z —0) —¢/2.

Falls n grof genug ist, gilt ,, > y und z,, — € < x.
Wir wéhlen jetzt

1 falls u < y,
fu)={ L= fally<u<y,.
0 falls v > 3/

f ist stetig und beschréankt, und es gilt fiir n grofl genug;:
/den < FE,(y) < Fu(zp) < F(zn, —€) —e < F(z —0) =e.
Andererseits ist
[ $d8 = Pl = Fa-0) - 2.

[ fdF, konvergiert also nicht gegen [ fdF; somit ist F,, % F.
Nun kommen wir zum Zusammenhang zwischen der Konvergenz von Verteilungen und der von
charakteristischen Funktionen:

Satz 12.6

F, sei eine Folge von Verteilungsfunktionen und ¢, seien die zugehorigen charakteristischen
Funktionen. Dann gilt

1. Falls F,, = F, dann konvergiert ¢, gegen die charakteristische Funktion ¢ von F
gleichméBig auf kompakten Intervallen.

2. Falls ¢,, gegen eine Funktion ¢ konvergiert, die bei 0 stetig ist, dann ist ¢ charakteri-
stische Funktion zu einer Verteilungsfunktion F' und F,, = F.

Teil (1) ist relativ schnell erledigt. Aus dem vorhergehenden Satz folgt nidmlich dass ¢, gegen
¢ punktweise konvergiert. Es bleibt noch zu zeigen, dass diese Konvergenz im Bereich [¢t|] < M
gleichméfig erfolgt.

Dazu stellen wir wie im Beweis von Satz 1 fest, dass fiir [s —¢| < §

6(0) ~ 6(5)] < [ min(5a],2)dF (2)

gilt. Dieses Integral kann kleiner als ein vorgegebenes € gemacht werden, indem man ¢ klein genug
wéhlt. Wir wihlen jetzt N > 2M /6 und setzen

t; = —M +ié.
Es gilt natiirlich auch
60(0) = én(s)| < [ min((3z], 2aF, (@)
Da der Integrand eine stetige beschrinkte Funktion ist, ist fiir n grofl genug und fir |t — s| < §

|¢n(t) - (bn(s)l < 2e
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und fir¢=0,...,N
|pn(ti) — o(t:)| <e.
Somit gllt fiir ti1 <t< ti, 1= 1, ‘e 7]\/v
|9(t) — n ()] < |D(t) — d(ti)| + [6(i) — Pn(ti)] + [0 (ti) — u(t)] < 4e.

Das zeigt die gleichméfige Konvergenz.
Fiir den zweiten Teil unseres Satzes brauchen wir den folgenden Hilfssatz:

Satz 12.7

(Satz von HELLY) Aus jeder Folge F,, von Verteilungsfunktionen kann man eine Teilfolge
aussuchen, die gegen eine monotone rechtsstetige Funktion G in deren Stetigkeitspunkten
konvergiert,.

Zum Beweis sei 7, eine Abzdhlung der rationalen Zahlen. Wir kénnen aus F), eine Teilfolge Fi,
auswiihlen, die in r; gegen den Grenzwert gikonvergiert. Aus Fj,, wihlen wir eine Teilfolge Fb,
aus, die in 7o gegen den Grenzwert go konvergiert; allgemein sei Fj,, eine Teilfolge von Fy_; ,, die
in r, gegen den Grenzwert g; konvergiert.

SchlieBlich betrachten wir die Folge F},,,. Fiir n > k ist das eine Teilfolge von F},, und konvergiert
daher in 7 gegen gy.

Jetzt sei

G(z) = inf{gx : 1t > x}.

G ist rechtsstetig und monoton. Falls x ein Stetigkeitspunkt von G ist, so gibt es k und [ so, dass

rE < x <1
und
Gx)—e<gr<g <G(x)+e
Daher gilt
G(z) — € < g, = lim F,, (r) < liminf F),, (z)
und

limsup F,,, () < lim Fy,,(r;) < G(z) + €.

Da wir € beliebig wéhlen konnen, gilt also F,,(z) = G(z).
Nun kehren wir zum Beweis unseres Konvergenzsatzes zuriick. Wir setzen in der Umkehrformel
aus Satz 1 b =z und a = —z und erhalten

A sin ot

Fo(z) — Fa(—2) = - Tim

T A—oc0 _A t

bn(t)dt.

Wenn man das iiber z integriert und beriicksichtigt, dass F,(x) — F),(—=z) nichtfallend ist, erhalt
man

1 [ Aq_
Fu(a) — Fy(—a) > 7/0 (Fu(a) = Fu(-x))dz = Jim [ %j‘%n(t)dt.

a
1 —cost t

= | ————¢,(-)dt.
[

Wenn man im letzten Integral ¢,, durch ¢ ersetzt, konvergiert (b(é) fiir a — oo wegen der Stetigkeit
von ¢ in 0 gegen 1. Das ganze Integral konvergiert also fiir a — co gegen

1-— t
ity
mt2

Wir kénnen also ein a > 0 so wahlen, dass Dieses Integral grofler ist als 1 — €. Da ¢,, punktweise
gegen ¢ konvergiert, ist fiir geniigend groflies n

F.(a) — F,(—a) > 1 —2e.
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Dann gilt aber auch (nach einem Grenziibergang)
G(a) — G(—a) > 1 —2e.

Da € beliebig gewahlt werden kann, schliefen wir daraus, dass G eine Verteilungsfunktion ist. Nach
dem ersten Teil unseres Satzes muss dann auch ¢ die charakteristische Funktion sein, die zu G
gehort.

Es bleibt noch zu zeigen, dass die ganze Folge F;, gegen G konvergiert. Wére das nicht der Fall,
gébe es eine Teilfolge, entlang der d(F,,, G) gegen einen von 0 verschiedenen Wert konvergiert. Aus
dieser Teilfolge konnen wir aber wieder wie oben eine (Unter-) Teilfolge auswihlen, die gegen G
konvergiert, fiir die also d(F,,, G) gegen 0 gehen miisste, was ein offensichtlicher Widerspruch ist.

12.4 Der zentrale Grenzwertsatz

Wir haben jetzt alle Hilfsmittel gesammelt, um den zweiten grofien Satz der klassischen Wahr-
scheinlichkeitstheorie zu beweisen:

Satz 12.8: zentraler Grenzwertsatz

X, ... sei eine Folge von unabhéngigen identisch verteilten Zufallsvariablen mit Mittel g und
Varianz 2. Dann gilt:

X o+ X, -
lim P( 1t 4 An n”g

n—o00 no?

2) = B(a),

wobei @ die Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung ist.

Als erstes stellen wir fest, dass wir den Beweis nur fiir z = 0 und 02 = 1 zu fiihren brauchen; im
allgemeinen Fall kénnen wir namlich

X —
y=2"#
o
setzen. Dann gilt
E(Y) =0,
VY)=1

und

Xi+4+...+ X, —nu B Yi+...4Y,
no2 Vn '
Falls nun X Erwartungswert 0 und Varianz 1 hat, gilt fiir die charakteristische Funktion

2

ox(t) =15 +o(r)

wenn ¢ — 0. Fiir die charakteristische Funktion ¢, von (X; + ...+ X, )/+/n ergibt sich daher

W= (- ety

2n n

t
n(t) = =
6nlt) = (ox( 7
Fiir n — oo erhalten wir daraus )
lim ¢, (t) = e v /2.

n—oo
Die Folge ¢, konvergiert also punktweise gegen die charakteristische Funktion der Standard-
Normalverteilung. Nach unserem Konvergenzsatz konvergiert also die Verteilungsfunktion von
(X1 + ...+ X,)/v/n gegen @ in allen Stetigkeitspunkten von ®; weil ® aber iiberall stetig ist,
ist damit der Satz bewiesen.
Wenn wir darauf verzichten, dass die einzelnen Zufallsvariablen identisch verteilt sind, kénnen
wir immer noch fragen, ob (bzw. wann) die Folge
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in Verteilung gegen die Standardnormalverteilung konvergiert. Dabei kann es passieren, dass die
Summe von einem (oder wenigen) Summanden dominiert wird (etwa fiir X,, = n!Y,, mit (¥,)
unabhingig und identisch verteilt). In diesem Fall wird das asymptotische Verhalten der Summe
vom Verhalten der dominierenden Summanden bestimmt (in unserem Beispiel ist \S,, genau dann
asymptotisch normalverteilt, wenn Y,, normalverteilt ist). Diesen Fall werden wir ausschliefien,
indem wir verlangen, dass die einzelnen Summanden im Vergleich zur ganzen Summe klein sind;
die genaue Formulierung sparen wir uns noch ein wenig auf, vorher machen wir unsere Summen
noch ein wenig allgemeiner:

Definition 12.4

Wir nennen (X,,;,1 < j < n) eine Dreiecks folge, wenn fiir jedes n (X1, ..., Xp,) unabhéngig
sind.

Wir verlangen also Unabhiingigkeit innerhalb jeder “Zeile”. Uber die Abhingigkeiten zwischen den
einzelnen Zeilen treffen wir keine Annahmen. Die urspriingliche Frage der Partialsummen einer
einfachen Folge passt in dieses Modell, wenn wir X,,; = X; setzen.

Definition 12.5
Die Dreiecksfolge (X,,; heifit gleichm&Big vernachléssigbar, wenn

lim max; V(an)

=0.
n—roo Zkgn V(X

Satz 12.9: Lindeberg-Feller

N, . - N — 2 _ . Wi
n n, - I’ - n .
(Xn;) sel eine Dreiecksfolge mit E(X,,;) =0, o7 . = V(X,,;) < co. Wir setzen

nj
Sn = ZXnJ
j=1
und .
0721 =V(S,) = Zafw
j=1
Dann gilt:

1. Die Lindeberg-Feller Bedingung

1 n
lim — > "E(X2[|Xn;| > ean]) = 0 fiir alle € > 0
j=1

n— 00 a'% ¢
ist hinreichend fiir die Konvergenz der Verteilung von S, /o, gegen die Standardnor-
malverteilung.

2. Ist X,,; zusétzlich gleichméfig vernachléssigbar, dann ist diese Bedingung auch notwen-
dig.

Wir kénnen ohne Beschridnkung der Allgemeinheit o,, = 1 setzen. Wir haben die Ungleichungen
1
P(Xj > ) < 5B(X% Xy > )

und
IE(Xn;[| Xnj| = €])| = [E(Xns[| Xnj| > €])] < %E(ng[an > €l).
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Wenn wir Y,,; = X,,;[| X5;| < €] setzen, ergibt das, dass

und
> E(Yn;) — 0.
J
Die erste Gleichung impliziert, dass > j Y,; und S, dieselbe Grenzverteilung haben.
Fiir die charakteristische Funktion von Y,,; gilt

t2
EE(Y%) + O(E(Y,3).
Mit der Taylorentwicklung log(1 + z) ~ z — 22/2 und wegen > E(Yn;) = 0, 32, E(Y,;)? — 0,

> E(Y) — 1 ergibt sich

¢n;j(t) =1+ itE(Y,;) —

tim [T (1) = &=*/2+0),
J

und weil € beliebig ist, konvergiert S,, tatséichlich gegen eine Normalverteilung. Damit ist der erste
Teil bewiesen.

Fiir den zweiten Teil bezeichnen wir die charakteristische Funktion von X,; mit ¢,; und
schitzen ab:

Pnj(t) = R (t) = E(cos(Xp;t)).
Mit den Ungleichungen
cos(x) > 1 — (1 — &(epsilon))z?/2(|z| > €).

mit d(e) > 0 fiir € > 0 erhalten wir
E X, . — EE X2 @E X2 X, .
(COS( ”]) 2 1 9 ( nj) 2 ( nj“ ’VL]| 2 6])

Das ergibt

5
—% = liTan%:logl%j(l)) > -+ (TE)IimnsupZ]E(szjHan' > €).

J

DN =

Damit diese Ungleichung stimmt, muss der letzte Term 0 sein, und so ergibt sich die Giiltigkeit
der Lindebergbedingung.

12.4.1 Lokale Grenzwertsitze

Eine der ersten Versionen des zentralen Grenzwertsatzes ist das Gesetz von deMoivre-Laplace, das
im wesentlichen besagt, dass fiir die Binomialwahrscheinlichkeiten gilt:

1
P(X =np+zy/np(l —p) = 2
2mnp(1— p)

Diese Art von Grenzwertséitzen wird uns jetzt beschéiftigen.
Am einfachsten ist der Fall einer diskreten (genauer: gitterformigen) Verteilung wie der Bino-
mialverteilung:

Satz 12.10

Die Verteilung von X sei gitterférmig, d.h., X nimmt nur Werte der Form a + kb an, und b
sei der gréBite Wert, fiir den diese Darstellung moglich ist. Weiters sei E(X) = p, V(X) = o2
Dann gilt fiir z von der Form na + kb gleichméBig fiir | — nu| < Cv/n

P(S, = z) = \/ﬁ eXp(—%)(l +o(1)).
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Wir nehmen ohne Beschrankung der Allgemeinheit ¢ = 0 und b = 1 an. Die charakteristische
Funktion einer solchen diskreten Verteilung hat die Form

D> P(X = ke
kez

Multiplikation mit e~*** und ein bissel Fubini gibt

P(X =2)= L /ﬂ e~ o(t)dt.

2 J_,
Fiir S,, ergibt das
1 [Mm
P(S, =z) = —/ e e (t)"dt.

2 J_,

Die Dichte der Normalverteilung ergibt sich aus der Umkehrformel

1 —(z=np? > —ixt_inut—no?t? /2
e no? = e et dt.

V2mrno? o

Wir erhalten daraus

|]P>(S ) 1 7% | < 2( ~/2 |¢(t)n i"Ht—n02t2/2|dt + ‘ ft ‘ inut—n02t2/2|dt)
n =) — ———€ no < — e njyty|e =
V2mno? 0 w

Fiir das zweite Integral erhalten wir (indem wir noch einen Faktor nto? hineinstellen, der fiir
hinreichend grofies n grofier als 1 ist), obere Abschiitzung

e—n7r202/2

. Fiir e < |t] < 7 ist |¢(t)] von 1 weg beschrinkt, und daher geht das erste Integral iiber diesen
Bereich ebenfalls exponentiell schnell gegen 0.

Den Bereich [t| < e teilen wir weiter in 0 < |t| < M/y/n und M/sqrin < |t| < e. Fir
M/sqrtn < |t| < e haben wir die Abschétzung

2

$(t)] < e™ "

mit ¢ > 0. Wird M grof} genug gewéhlt, kann dieses Integral kleiner als
€
vn
gemacht werden. Im Bereich von 0 bis M /+/n substituieren wir ¢ durch u/\/n. Weil e ="*¢(u//n)"
fiir |u] < M gleichmiflig gegen e=o’t/2 strebt, wird auch dieses Integral fiir hinreichend grofies n

kleiner als €¢/1/n. Damit ist der Satz bewiesen.
Praktisch dasselbe Argument kann benutzt werden, um die folgende stetige Version zu beweisen:

Satz 12.11

(X,,) sei ein Folge von unabhéingigen Zufallsvariablen mit charakteristischer Funktion ¢ € £y,
Erwartungswert 0 und Varianz 1. Dann ist die Verteilung von S,, absolutstetig, und fiir ihre

Dichte f, gilt
ful@) = —a—e""/" 4 o(—=)
)= e o(—=).
" V2mn Vn

Zum Beweis sei nur gesagt, dass wir jetzt iiber ganz R integrieren miissen, deswegen fordern wir
die Integrierbarkeit von ¢, die praktischerweise auch gleich die Absolutstetigkeit der Verteilungen
impliziert. Es wiirde auch ¢ € L, reichen, dann ist die Existenz der Dichten allerdings nur fiir
n > p gesichert. Fiir die exponentielle Abschitzung der “Enden” benétigen wir noch
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Satz 12.12: Lemma von Riesz

Wenn die Verteilung von X absolutstetig ist, dann gilt

lim qﬁx(t) =0.

t—o0

Das bedeutet, dass fiir integrierbares f
/f(x)eimd)\(ac) -0
gilt. Wir kénnen fiir jedes € > 0 eine Treppenfunktion g = 377, g;la;, b;] finden mit ||f — ¢ <.

Wegen
2 Zj gj
t

| / €% g()dA(x)] <

folgt die Behauptung.

12.5 Mehrdimensionale charakteristische Funktionen

Falls X = (X;4,...,X,) ein n-dimensionaler Zufallsvektor ist, definieren wir:

Definition 12.6

Die charakteristische Funktion des Zufallsvektors X ist gegeben durch

(bx(t) = ¢X(t1, c. ,tn) = E(ei(t1X1+"'+t”X")).

Die n-dimensionale charakteristische Funktion bestimmt wieder eindeutig die Verteilung von X,
und auch die meisten anderen Resultate aus den vorigen Abschnitten haben Analoga fiir den
n-dimensionalen Fall. Wir geben hier nur (ohne Beweise) zwei Beispiele an:

Satz 12.13

Die Zufallsvariablen X, ..., X, sind genau dann unabhéngig, wenn fiir die gemeinsame cha-
rakteristische Funktion gilt:

Oxy, X (1o tn) = Ox, (L) * ..o x @x,, (Tn).

(Um die Unabhéngigkeit zu beweisen, geniigt es, zu zeigen, dass sich die gemeinsame charakteri-
stische Funktion in n Faktoren zerlegen lisst, von denen jeder nur von einem der ¢; abhiingt.)
Wir definieren jetzt die n-dimensionale Normalverteilung wie folgt:

Definition 12.7

Der Vektor X ist normalverteilt, wenn es unabhéngig standard-normalverteilte Zufallsvariable
Y1,...,Y, und Zahlen aj; (j=1,...,m;l=1,...,k) und p; (j =1,...,n) gibt, sodass

k

Xj = p; + ZaﬂYl.
=1

Dann gilt der folgende Satz

Satz 12.14

X ist genau dann normalverteilt, wenn fiir die charakteristische Funktion

bx(t) = pitt—tT5t/2
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gilt. Dabei bezeichnet 7 die Transposition, ¥ ist eine positiv (semi)definite Matrix, die Kova-
rianzmatrix von X (d.h., Cov(X;, X;) = %;;), und ¢ ist als Spaltenvektor, p als Zeilenvektor
zu lesen.

Falls ¥ positiv definit ist, hat X die n-dimensionale Dichte

_ 1 (@ =) — ")
@)= aam o 2

).

12.6 Wiederholungsfragen

1. Wie ist die schwache Konvergenz von Wahrscheinlichkeitsmaflen definiert?
2. Wie ist die Konvergenz in Verteilung definiert?
. Geben Sie dquivalente Bedingungen zur schwachen Konvergenz an.

3
4. Wie ist die charakteristische Funktion einer Verteilung definiert?
5. Eigenschaften der charakteristischen Funktion.

6

. Zusammenhang von schwacher Konvergenz und Konvergenz der charakteristischen Funktio-
nen.

7. Was besagt der Darstellungssatz von Riesz?
8. Was besagt der zentrale Grenzwertsatz?
9. Der Satz von Lindeberg-Feller.
10. Was ist eine Dreiecksfolge?
11. Wann nennen wir eine Dreiecksfolge gleichméfig vernachlsigbar?

12. Lokale Grenzwertsétze.



Kapitel 13

Momente und die
Momentenerzeugende

13.1 Definitionen

Definition 13.1

X sei eine reelle Zufallsvariable.
M, =E(X")

heiflt das n-te Moment von X,
M, = E(]X]")

das n-te absolute Moment,
my = E((X - E(X))")

das n-te zentrale Moment.
Mx (t) = E(eX")

ist die momentenerzeugende Funktion (kurz “Momentenerzeugende”) von X.
Kx(t) = log(Mx (1))

ist die Kumulantenerzeugende von X. Fiir eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P sprechen wir
auch von den Momenten bzw. der Momentenerzeugenden von P und meinen damit die Mo-
mente einer Zufallsvariable, die nach P verteilt ist.

Der Name “Momentenerzeugende” erklért sich aus der formalen Entwicklung
Mx(t) = M, "
n>0
Aus dieser Entwicklung erhélt man eine Entwicklung fiir Kx:
Kx(t) = tn
X ( ) - Z Kna'
n>0

Die Koeflizienten x,, in dieser Entwicklung heiflen die Kumulanten von X. Diese lassen sich fiir
n > 2 durch die zentralen Momente ausdriicken und haben die Eigenschaft, dass fiir unabhéngige
Zufallsvariable X und Y

Fn(X +Y) = kp(X) + kn(Y)

gilt. Die ersten Kumulanten sind

Ko = Mo, K3 = M3, kg = My — 3m§,ﬂ5 = ms — 10mszms.

156
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Wenn die Reihe fiir Mx positiven Konvergenzradius hat (also lim sup |M,,|'/" /n < c0), dann kann
man diese Reihe auch tatséchlich zur Berechnung von Mx verwenden, und weil die charakteristische
Funktion nichts anderes ist als die Momentenerzeugende mit imagindrem Argument, haben wir
damit schon eine Losung fiir das sogenannte Momentenproblem — die Frage, ob durch die Momente
eine Verteilung eindeutig festgelegt wird.

Es gilt der Satz

Satz 13.1
Wenn die Momente von X die Beziehung
lim sup | M,|"/" /n < oo

erfiillen, dann legen Sie die Verteilung von X eindeutig fest.

Der Beweis ist im vorigen Absatz schon skizziert worden.

Ein Gegenbeispiel ist durch die logarithmische Normalverteilung gegeben: X heifit logarithmisch
Normalverteilt, wenn Y = log(X) normalverteilt ist. Wenn wir eine Standardnormalverteilung
voraussetzen, dann hat z die Dichte

f(f) — 1 e—log(m)z/Q.

Die Momente von X sind ,
M, =E(X") =E(e"Y) =™ /2,

Wir betrachten die Funktion

g(x) = f(z)sin(2km log(x)).
Es gilt

e sin(2kmwy) _ 2
2g(x)dr = | — 2" eV 2y =
/ 9(z) NG Y

e(n+2k7ri)y_y2 /Qdy .

V2r

Wir kénnen also feststellen, dass f + cg fiir |¢| < 1 (dann ist die Summe nichtnegativ) Dichte einer
Wahrscheinlichkeitsverteilung ist, die dieselben Momente wie X hat.

%(e(n+2kﬂi)2/2 = 0.

13.2 Grofle Abweichungen

In diesem Abschnitt geht es um die Konvergenzrate im schwachen Gesetz der groflen Zahlen. Dieses
besagt ja, dass fir z > E(X) P(S,, > nz) — 0 gilt (wie {iblich ist S, = > i, X;, fiir z < E(X)
gilt natiirlich P(S,, < nz) — 0).
Wir nehmen an, dass
T, = sup{t : Mx(t> < OO} >0

gilt, also dass die Momentenerzeugende von X fiir gewisse ¢ > 0 existiert (genauer gesagt fiir
0 <t < Tp). Dann existiert der Erwartungswert von X und ist < co (kann aber —oo sein). Das
folgt aus der Ungleichung von Jensen. Aus der Ungleichung von Holder folgt die Ungleichung

Mx(atl + (1 — Oé)tg) < Mx(tl)aMx(tQ)l_a(O <a< 1),

was einerseits zur Folge hat, dass die Menge aller ¢, fiir die M (t) < oo gilt, ein Intervall ist, und
andererseits, dass Kx konvex ist. Wenn X nicht degeneriert ist, dann ist Kx sogar strikt konvex.
Eine erste Abschétzung fiir P(S,, > nz) gibt die Ungleichung von Markov: fiir ¢t > 0 gilt

P(S, > nx)s < e "t Mg (t) = e ExH=nt)

(interessant sind natiirlich nur die Werte von ¢, fiir die Mx (¢) endlich ist). Unter diesen Abschétzun-
gen wahlen wir natiirlich die kleinste und definieren:
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Definition 13.2

Die Funktion
px(z) =sup{zt — Kx(t) : t € R}

heifit die Chernov-Funktion von X.

Damit konnen wir sagen, dass fiir x > E(X) gilt:
P(S, > nx) < e~ (@)

Das einzige, was daran noch zu beweisen ist, ist dass der Verzicht auf die Einschriankung ¢ > 0
nichts #ndert. Dazu stellen wir fest, dass aus der Ungleichung von Hélder folgt, dass Kx konvex
ist. Deshalb ist m(t) = K% (t) monoton nichtfallend und o?(t) = m/(t) nichtnegativ (sogar positiv
und damit Ky streng monoton, wenn X nicht degeneriert ist). Wir kénnen

axt — Kx(t)
maximieren, indem wir nach t ableiten und die Ableitung gleich 0 setzen. Das gibt die Gleichung
m(t) = .
Weil m(0) = E(X) gilt, muss ¢ > 0 sein, wenn z > E(X) gilt. Fiir z < E(X) gilt
P(S, <nz) < e~ (@)

Damit haben wir schon die Hilfte des folgenden Satzes bewiesen:

Satz 13.2

Mx (t) sei fiir 0 <t < T3 endlich. Dann ist fir E(X) < < limyp, m(t)

lim 1 log(P(S,, > nz)) = —p(x).

n—oo N

Fiir den Beweis verwenden wir

Definition 13.3: Konjugierte Verteilungen

X sei eine Zufallsvariable mit Verteilung Px. Wir setzen
I={t: Mx(t) < co}.

Wir nennen die Verteilungen Px.;,t € I mit

Px.(A4) = ﬁ(t)/AemPX(dx)

die zu Px konjugierten Verteilungen oder die Exponentialfamilie von Px.

Px.; hat Erwartungswert
m(t) = K (t)

und Varianz
o?(t) = m'(t),

wie man leicht nachrechnet.
Sind Y73, ...,Y, unabhéingige Zufallsvariable mit Verteilung Px.; und Xi,..., X, ebenfalls un-

abhéngig mit Verteilung Px, dann hat die gemeinsame Verteilung von Y1, ..., Y, (das Produktmafl
P}é;t) beziiglich der gemeinsamen Verteilung von Xy, ..., X, die Dichte
1

e(ac1+...+acn)t.

Mx (t)n
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Insbesondere ist auch die Verteilung von T, = Y; + ... 4+ Y,, absolutstetig beziiglich der von
S, = X1+ ...+ X,, mit Dichte

dIPTn ets
(s) = :
dPSn Msn (t)
also ist
]P)Tn = IP)Sn;t-

Daraus erhalten wir
P(S, > nx) = MX(t)"/ e “'Pr, (dx).

[nz,00]
Wir withlen t so, dass m(t) = z gilt. Y,, hat Erwartungswert m(t) = z und Varianz o%(¢). Der
zentrale Grenzwertsatz ergibt, dass T,, ndherungsweise normalverteilt ist mit Mittel nax und Varianz
no?(t). Fiir grofies n ist damit

P(nz < T, < nz + 2y/no3(t)) > 04

und damit

P(S, > nx) > 0.4M(t)"e ™2V (1) =  genP(@)=2y/no?()

Der Logarithmus der rechten Seite, geteilt durch n, konvergiert gegen —p, und damit ist Satz 13.2
bewiesen.

Wenn man eine genauere Niherung fiir die Verteilungsfunktion hat (Stichwort Berry-Esseen
bzw. Edgeworth), dann kann man diese Wahrscheinlichkeiten noch genauer bestimmen. Wir kénnen
hier fiir gitterformige Verteilungen die Methode der konjugierten Verteilungen mit dem lokalen
Grenzwertsatz verbinden, um die exakte Asymptotik fiir P(S,, = nx) zu bestimmen. Das ist hin-
reichend einfach, dass wir es an die Ubungen delegieren kénnen.

Die weniger genaue logarithmische Version gilt sehr viel allgemeiner.

Satz 13.3

(X,,) sei eine Folge von Zufallsvariablen, (a,) eine positive Zahlenfolge mit a,, — oo; wenn
fiir 0 < tg < t; der Grenzwert

K(t) = lim K. (1)

n—00 @y,
existiert und stetig differenzierbar ist, dann gilt fiir K’ (to) < = < K'(t1)

lim iIE”(Xn > apz) = —p(T)

n—o0 ay,

mit
p(z) = sup xt— K(t).
to<t<t;

Die obere Abschiitzung ist einfach: die Markov-Ungleichung liefert wieder
P(X, > an(z)) < eKxn (t)—anxt’

also 1 1
- log(P(X,, > apx)) < a—KXn (t) — xt,

und mit n — oo ergibt sich fiir to < t < 1

1
limsup — log(P(X,, > anx)) < K(t) — xt.

n—oo Qn

Die beste obere Abschitzung ergibt sich als das Minimum der rechten Seite, und das ist genau
—p(z).

Fiir die untere Abschiitzung stellen wir zuerst fest, dass K als Limes von konvexen Funktionen
konvex ist. Unsere Voraussetzungen iiber z haben zur Folge, dass es ein t €]tg, ¢1[ gibt mit p(z) =
xt — K(t).

Die Beziehung zwischen K und p ist bekannt als die
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Definition 13.4: Legendre-Transformation

f :Jto, t1] sei konvex. Bekanntlich existieren in allen Punkten die einseitigen Ableitungen D_ f
und Dy f. Wir setzen

zo =lim D f(t)
o =lim D f(2)

und fiir g < x < 21

Lf(x) = sup (at— f(x)).

to<t<t;

Wir nennen Lf die Legendre-Transformation von f.

Hilfssatz 13.1

Lf ist konvex. Fiir © €]z, 1| gibt es (mindestens) ein t €]tg, t1[ mit Lf(x) = xt — f(t). Jedes
solche t erfiillt
D_f(t)<x < Dif(t)

und
D_Lf(x) <t < DiLf(x).

Wenn f stetig differenzierbar ist, dann ist Lf streng konvex, wenn f streng konvex ist, dann
ist Lf stetig differenzierbar.

Um die Konvexitdt von Lf zu zeigen, wihlen wir 2/, 2", und o € [0,1] und setzen =z =
az’ + (1 — a)a”. Fir M < Lf(z) kénnen wir ein ¢ wéhlen, sodass xt — f(¢) > M gilt. Nach der
Definition von Lf gilt

Lf(a) = a't = f(t)

und
Lf(z") > 2"t — f(t)

und damit
aLf(x')+ (1 —a)Lf(z") > (az' + (1 —a)z”)t — f(t) > M.

Da M < Lf(x) beliebig gewihlt werden kann, erhalten wir
aLf(x')+ (1 —a)Lf(z") > Lf(z) = L(ax’ + (1 — a)z”).

Lf ist also konvex (und wir haben die Konvexitit von f nicht benétigt). Wenn f konvex ist,
dann wird das Supremum entweder im Inneren des Intervalls ]to, t1[ angenommen, oder als Limes
erreicht, wenn ¢ gegen einen der Randpunkte strebt. Der letzte Fall kann wegen unserer Wahl von
x nicht auftreten, und wir kénnen ¢ aus den Forderungen D_ (zt — f(¢)) > 0 und D4 (xt— f(t)) <0
bestimmen. Das gibt uns die Ungleichungen fiir « (und wir sehen, dass jedes solche ¢ das Minimum
gibt). Weil

Lf(x) =zt — f(t)
und fiir jedes x’

f@') =2t = f(t)

ist 't — f(t) eine Stiitzgerade von f in z, und das gibt die Ungleichungen fiir ¢. Zusammen sagen
diese Ungleichungen, dass die Ableitungen von f und Lf (verallgemeinerte) Inverse voneinander
sind; wenn D f streng monoton ist, dann ist DL f stetig und umgekehrt wenn D f stetig ist, dann
ist f streng monoton.

Um den zweiten Teil von Satz 13.3 zu beweisen, wihlen wir ¢(x) so, dass p(z) = tx — K(t)
ist, etwa t(x) = Dyp(x). Wegen der strikten Monotonie von p, die aus der geforderten stetigen
Differenzierbarkeit von K folgt, ist ¢ streng monoton. Dann wéhlen wir z € I =]K'(to), K'(t1)[
und € > 0 so, dass © — € und = + € ebenfalls in I liegen.
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Wegen der strikten Konvexitét von p, die aus der stetigen Differenzierbarkeit von K folgt, ist

plw =€) > pla) - et(x)
und
ol +¢) > p(a) + el(a).

Wir wéhlen § so, dass

plx —e€) > p(x) + § — et(x)
und

plx +¢€) > p(x) + 9 + et(x).
Durch partielle Integration erhalten wir

M, (t(z)) = X @) = ¢(z) / M @P(X, > u)du.

—0o0
Wir betrachten als erstes das Integral

an(z—e¢)
/ M OP(X,, > u)du.

— 00

Wir schéitzen ab
P(Xn > u) < eKn(t(.’E—E))—ut(fE—E).

Das ergibt
an(z—¢) 1
/ @ P(X, > u)du < pn (@=e) (@) —ta—) +Ko (Ha—e))
oo - ~ t(x) —tlx —¢€)
Fiir hinreichend grofies n gilt K, (t(z)) > a, (K (t(x))—d6/4) und K, (t(z—¢€) < a, (K (t(z—e€))+d/4).
Daraus folgt

an(z—e€)
H(x) / CHOP(X, > w)dn < —— ) Ku(t@) +an (/24K (1o =) ~K (1)) + (o= ) (1(2) ~t(z=0))) _
t(x) —t(x —e€)

— 00

t(z) Fn () +an (5/2—p(z—e) +p(z) —et(z) < t(z) o (t(2)) —an8/2
t(x) —t(z —€) ~ t(x) —t(x —¢€)

Fiir hinreichend grofles n ist das kleiner als etwa e%»(#(*)) /4, Das Integral von a,(z + €) bis oo
kann ebenso abgeschétzt werden. Dadurch ergibt sich

an(z+e) 1
t(l’)/ eut(ﬂ:)]}D(Xn < u)du > ieKn(t(I))'

n(z—¢)

Der Integrand lésst sich trivial abschétzen:
1
2t(x)ance TN, > an(a — ) 2 Fel @D,
Es gilt also

lim nf 2 log(P(X,, > au(x — ) > K(t(z)) — (& + )t(x) = —p(a)  et(a).

n—o0o Oy

Wenn wir jetzt x durch x + € ersetzen und dann e gegen 0 gehen lassen, erhalten wir

lim inf aﬁ log(P(Xy > an(x — €))) > —p(a).

n—oo X

Damit ist Satz 13.2 bewiesen.

13.3 Das Gesetz vom iterierten Logarithmus

Dieser Satz bildet zusammen mit dem Gesetz der grolen Zahlen und dem zentralen Grenzwertsatz
die drei groflen Sétze der klassischen Wahrscheinlichkeitstheorie.
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Satz 13.4: Gesetz vom iterierten Logarithmus

(X,,) sei eine Folge von unabhiingigen, identisch verteilten Zufallsvariablen mit Erwartungs-
wert 0 und Varianz 1. Dann gilt
Sn

limsup ———==1.
n—oo +/2nloglog(n)

Wie es die Tradition verlangt (und damit ein Brocken im Priifungsformat daraus wird), fithren wir
den Beweis zuerst fiir den Sonderfall, dass X,, standardnormalverteilt ist. In diesem Fall ist auch
Sy, normalverteilt. Wir bendtigen die folgenden Ungleichungen fiir die Normalverteilung:

Hilfssatz 13.2

Fiir z > 0 gilt

1 1 2 1 2
1— =)e ™ /2<1-d(2) < e~ /2,
\/27rx( $2) - (@) = 27X

Zum Beweis integrieren wir partiell:

/ lwf“z/Qdu: l67752/2*/ *267“2/2du:
s U x s U

1 1
— e ® /243 — e 24y,
3 u

Insbesondere ist fiir jedes § > 0

8

1— (b(l’) Z 67(14»5)@2/2’

wenn = grofl genug ist. Die zweite Ungleichung ist vom Typ der Ungleichung von Kolmogorov:

Hilfssatz 13.3
(Xi,i=1,...,n) seien unabhéngige Zufallsvariable mit E(X;) > 0. Dann gilt

P > z) < inf Mg, (t)e *".
(2a, Sk 2 o) < 1l Ms, (Be

Wenn X; standardnormalverteilt ist, dann gilt

22

P( max Sy >x) <e 2.
0<k<n

Der Beweis verwendet dieselbe Idee wie die Ungleichung von Kolmogorov: Wir setzen

Ai2[512$,5j<$,j<i].

Damit ist
[Il_n<aT)L< S; > x] = ZAi’
- i<n
und
B(e'S) 2 3 E(Aie!™) = 3 E(Aye!Sel575)) =
i<n i<n
D E(Aie! ) E (5 75)) > Y “E(Ae!) = ¢""P(max S, > x).
i<n i<n =n

Wir konnen jetzt den Satz vom iterierten Logarithmus beweisen, was auf die beiden folgenden
Punkte hinauslauft:
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1. Mit Wahrscheinlichkeit 1 ist fiir jedes € > 0 fiir fast alle n
Sn < (14 ¢)y/2nloglog(n).
2. Mit Wahrscheinlichkeit 1 ist fiir jedes € > 0 fiir unendlich viele n

Sy > (1 —€)v/2nloglog(n).

Fiir den ersten Teil wihlen wir § > 1 und setzen nj = 6% und

Ay = [r_r<13x S; > /(1 + €)2ns_1 loglog(ng_1)].
1<np
Aus unserem zweiten Hilfssatz folgt
P(Ax) < exp(—(1 + €) loglog(n)) = (klog(6))~+/7.

Daher ist

> P(A) < o0,
k

wenn 6 < 1+ ¢, und nach dem Borel-Cantelli Lemma treten mit Wahrscheinlichkeit nur endlich
viele der Ereignisse Ay auf. Fiir ng_1 < n < ny ist fiir geniigend grofles k

Sp < max S; < /(1 + €)2n4_1 loglog(ni_1)+/(1 + €)2nloglog(n).
i<ny

Fiir den zweiten Teil wihlen wir wieder ny; = 6, nur wollen wir jetzt 6 nicht mehr nahe bei 1
sondern sehr grofl wihlen. Wir definieren die Ereignisse

Ak = [Sn), — Snj_y, = (1= e)\/2(nk — ng—1) loglog(ng).
Fiir beliebiges 6 > 0 und wenn k hinreichend grof} ist, erhalten wir aus dem ersten Hilfssatz
]P’(Ak) > k,(1+5)(1,€)27

und wenn § hinreichend klein ist, divergiert diese Reihe. Das zweite Lemma von Borel-Cantelli
ergibt, dass mit Wahrscheinlichkeit 1 fiir unendlich viele k

S = Sny_y = (1= €)/2(ng — ny—1) loglog(ny) > (1 — €)y/2((1 — 1/0)ny log log ().

Aus dem ersten Teil des Satzes folgt, dass

1
Sp_, > —(14€)\/2np_1 loglog(ng_1) > — \7{\/27% log log(ny).

Insgesamt ergibt sich

S’nk 1 + €
>(1—e)/1-1/0— ,
2ny loglog(ng) — ( ) / NG
und hier kann die rechte Seite beliebig nahe an 1 gemacht werden. Damit ist der Satz bewiesen.
Fiir den allgemeinen Satz betrachten wir zuerst den Fall, dass die Momentenerzeugende Mx (t)
fiir alle t existiert. Wir kénnen den Beweis von oben wortlich verwenden, wenn wir nur entspre-
chende Abschitzungen fiir die Wahrscheinlichkeiten

P(S,, > xzy/nloglogn)

haben, genauer, dass

2

log(P(max Sy, > xv/nloglogn)) = _%

lim — oo log(P(S,, > z+/nloglogn))lim — oo

loglogn loglogn
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gilt, zumindest in einer Umgebung von = v/2. Dazu verhilft uns Satz 13.3. Offensichtlich miissen
wir a,, = loglogn setzen, und fiir X,, miissen wir dann

[log 1
og ognSn
n

verenden. Die Momentenerzeugende davon ist

loglogn
M, (t) = MX(t\/gnig)".

Aus der Reihenentwicklung von Mx erhalten wir

t2
Mx(t) =1+ 7+ O(t%).

loglogn t?loglogn loglogn
My(ty 22080y T 08081 (28081
n 2n n
/log 1 t? log1 log1
Kx(t oglogn _ ogogn+0(ogogn)
n 2n n

Fiir fixes t gilt das

Daraus folgt

und
K, (t) = nKx(t4/ log fgn = r log210gn + o(loglogn),
also 1
mKn(zf) —1%/2,
und

plx) = mtin(ta: —t%/2) = 2% /2.

Das ist alles was wir brauchen.

Wenn wir die Existenz der Momentenerzeugenden nicht von vornherein annehmen, dann kénnen
versuchen, das Problem auf eines zuriickzufiihren, in dem die Momentenerzeugende existiert. Die
erste Idee ist unser bewédhrter Trick des Abschneidens, der funktioniert aber nicht ohne Weiteres.
Besser funktioniert, die Variablen

loglogn loglogn 9
Y, = 5n — X:-1
Sy 2 RIS (K- 1)

i=1

zu betrachten. Diese sind beschriankt, und mit etwas Arbeit erhdlt man wieder, dass fiir ¢ > 0

L P
loglogn Yo 2
gilt.
Unser Beweis von oben zeigt uns dann, dass
Sn _ ZZL:l(XZQ _ 1)

lim sup( )=1.

v2nloglogn n

Nach dem Gesetz der groflen Zahlen geht der zweite Term gegen 0, und wir sind fertig.

13.4 Wiederholungsfragen

1. Definitionen: Momente, Momentenerzeugende, Kumulantenerzeugende.
2. Was versteht man unter “groflen Abweichungen”?

3. Wie verhalten sich die Wahrscheinlichkeiten von grofien Abweichungen?
4

. Das Gesetz vom iterierten Logarithmus?



Kapitel 14

Martingale

Definition 14.1

Eine Filtration ist eine nichtfallende Folge (§,) von Untersigmaalgebren von &.

Eine Folge von Zufallsvariablen Xy, X7, ... heifit adaptiert (an die Filtrtation (F,)), wenn
fiir jedes n X,, §n-messbar ist.

Die Filtration §, = 2, (Xo,. .., X,) heiit die natiirliche Filtration der Folge (X,,).

Wir konnen §, als die Menge aller Ereignisse interpretieren, iiber deren Eintreten wir zum
Zeitpunkt n Bescheid wissen. Die Adaptiertheit der Folge (X,,) and die Filtration (§,) ist gleich-
bedeutend damit, dass (F),) feiner ist als die natiirliche Filtration von (X,,).

Definition 14.2
Die Folge (X,,n > 0) heifit
1. (Fn)-Martingal, wenn sie adaptiert ist, alle X,, integrierbar sind und fiir m < n

2. (§n)-Submartingal, wenn sie adaptiert ist, alle X,, integrierbar sind und fiir m < n

E(Xn|8m) = Xum,

3. (§n)-Supermartingal, wenn sie adaptiert ist, alle X, integrierbar sind und fiir m <n

E(Xy[Em) < Xon.

Sub- Und Supermartingale werden als Semimartingale bezeichnet; wenn klar ist, welche Fil-
tration gemeint ist, kann diese in der Bezeichnung weggelassen werden (im Zweifelsfall ist
das die natiirliche Filtration; wir werden allerdings in der Folge annehmen, dass wir eine fixe
Filtration gewahlt haben.

Es gibt einige Operationen, die aus (Semi-) Martingalen wieder Martingale machen:

Satz 14.1

(X,) und (Y;,) seien Martingale beziiglich derselben Filtration. Dann ist auch (aX,, + bY},),
a,b € R ein Martingal.

(X,) und (Y;,) seien Submartingale beziiglich derselben Filtration. Dann ist auch (aX,, +
bY,.), a,b > 0 ein Submartingal.
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Satz 14.2

(X,,) sei ein Martingal und g eine konvexe Funktion und ¢(X,,) integrierbar. Dann ist (g(X,,))
ein Submartingal.

(X,,) sei ein Submartingal und g eine konvexe nichtfallende Funktion und g(X,,) integrier-
bar. Dann ist (g(X,,)) ein Submartingal.

Beispiele fiir Martingale:

1. (X,,) sei eine Folge von unabhingigen Zufallsvariablen mit Erwartungswert 0. Dann ist S,, =
suml_, X; ein Martingal (beziiglich der natiirlichen Filtration).

2. Es sei zusitzlich X,, € £5. Dann ist
S —E(S7)

ein Martingal (beziiglich der natiirlichen Filtration von (X,,)i).
3. (F),,) sei eine Filtration, X integrierbar. Dann ist
X, = B(X[3,)
ein Martingal, das Doob’sche Martingal.

Wenn von nun an davon die Rede ist, dass eine Folge (X,,) ein Martingal oder Semimartingal
ist, ohne dass die entsprechende Filtration spezifiziert wird, dann soll das bedeuten, dass eine
bestimmte Filtration festgelegt wurde

Beispiele fiir Semimartingale:

1. Klarerweise ist jedes Martingal auch Sub- und Supermartingal, und jede Folge, die gleichzeitig
Super- und Submartingal ist, ein Martingal.

2. Eine monoton nichtfallende Folge von Zufallsvariablen ist ein Submartingal, und damit auch
die Summe (A4,, + M,,), wobei A,, nichtfallend und (M,,)

Definition 14.3

Eine Stoppzeit T ist eine ganzzahlige nichtnegative Zufallsvariable, fiir die gilt

[t <n] €F, fir alle n.

Anschaulich gesprochen beschreibt eine Stoppzeit ein Ereignis, iiber dessen Eintreten wir Be-
scheid wissen, wenn wir den Verlauf des Prozesses bis zu diesem Zeitpunkt kennen — es darf also
nicht von der Zukunft abhéngen. Typische Beispiele sind Ubergangszeiten

T4 =inf{n: X, € A}.

T4 + ¢ ist fiir ¢ > 0 auch eine Stoppzeit, aber nicht fiir ¢ < 0.

Satz 14.3: optional stopping
. (X,,) sei ein Martingal (Submartingal) und T eine Stoppzeit. Dann ist auch
Y,, = X (min(r,n))

ein Martingal (Submartingal) und es gilt

(wenn (X,,) ein Martingal ist) bzw.
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(wenn (X,) Submartingal ist). (Wir verwenden die Notation X (n) fir X,,, weil diese fiir
komplexe Argumente besser lesbar ist).

Satz 14.4: Maximalungleichung von Doob

(X,) sei ein nichtnegatives Submartingal. Dann gilt

P(max X; > A) <

1
na XE(X,L)

Zum Beweis verwenden wir das optional stopping Theorem mit der Stoppzeit

T = T[A,oo)~
Klarerweise gilt
[m<axXi > A =[r <n].

Dann erhalten wir

E(X,) > E(X (min(r,n)) > E([r < n]X (min(r,n)) > E([7 < n]A) = AP(7 < n).

Satz 14.5: optional selection

(X,,) sei ein Submartingal und 73 und oy (k € N) Stoppzeiten mit oy < 7 < 041. Dann ist
Y(n) = X(0)+ » (X (min(n,7%) — X (min(n, sigmay,)))
k
ein Submartingal mit

E(Yn) < (Xn)

Wenn (X,,) ein Martingal ist, dann ist auch (Y;,) ein Martingal, und in der letzten Ungleichung
gilt Gleichheit.

Satz 14.6: Upcrossing Ungleichung

(X,,) sei ein Submartingal mit sup,, E((X,,)+) < 00. Ny sei die Anzahl der Durchquerungen
des Intervalls [a,b] durch X,,, also

Nep =sup{N : 31 <t1 <82 < ... <8Ny <tn:X(sp) <a,X(t,)>b}.
Dann gilt

(%) < PPl =0)s)

Satz 14.7: Martingal-Konvergenzsatz
(X,) sei ein Submartingal mit sup,, E((X,)+) < oo. Dann existiert

X = lim X,

n—oo

mit Wahrscheinlichkeit 1.

Wir stellen uns jetzt die Frage, wann ein Martingal als Doobsches Martingal geschrieben werden
kann.
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Ein Martingal (X,,) heifit abschlieSbar, wenn es eine integrierbare Zufallsvariable X, gibt,
sodass

Xn =E(Xoo|Fn)-

Ein Doobsches Martingal ist gleichméfig integrierbar.

Ein abschlieBbares Martingal muss also gleichméflig integrierbar sein. Ist umgekehrt ein Mar-
tingal gleichméfBig integrierbar, dann erfiillt es die Voraussetzungen des Konvergenzsatzes, es gilt
also

Xoo = lim X,,.

n—oo

Wegen der gleichméfligen Integrierbarkeit ist der Grenziibergang mit dem Erwartungswert ver-
tauschbar, und daher gilt

B(Xool) = lim E(X,[) = X

Wir haben also

Ein Martingal ist genau dann abschlieSbar, wenn es gleichméfig integrierbar ist.

Eine Folge X,, heifit vorhersagbar beziiglich der Filtration (§,), wenn fiir alle n X,, §,_1-
messbar ist (mit §_1 = {0,Q}).

Jedes Submartingal (X,,) 14sst sich in der Form

schreiben, wobei (A,,) monoton nichtfallend und (M,,) ein Martingal ist. Wird zusétzlich
gefordert, dass (A,) vorhersagbar und Ay = 0 ist, dann ist die Zerlegung eindeutig bestimmt.

14.1 Wiederholungsfragen

1. Definitionen: Filtration, adaptiert, Martingal, Supermartingal, Submartingal, Stoppzeit.
Welche Operationen machen aus Martingalen/Submartingalen wieder Submartingale.
Optional stopping.

Optional selection.

Maximalungleichung.

Martingal-Konvergenzsatz.

Vorhersagbarkeit.

© N o o W

Doob-Meyer Zerlegung.
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The distribution function of the normal distribution:

x 1 u2
= —_— 2
D(x) /_OO me du

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0.0 | .500 .504 .508 .512 516 .520 .5b24 .528 532 .536
0.1 | .540 .544 548 .5b52 .b56 .560 .564 .567 .57l .BT7H
0.2 | .579 583 .B8&7 .Bb91 .595 599 .603 .606 .610 .614
0.3 | .618 .622 .626 .629 .633 .637 .641 .644 .648 .652
0.4 ] .655 .659 .663 .666 .670 .674 .677 .681 .684 .688
0.5 1].691 .695 .698 .702 .705 .709 .712 .716 .719 .722
0.6 | .726 .729 .732 .736 .739 .742 745 .749 752 .755
0.7 | .78 761 .764 767 770 773 .T76 779 782 .785
0.8 .78 .791 .794 797 .800 .802 .805 .808 .811 .813
0.9 | .816 .819 .821 .824 .826 .829 .831 .834 .836 .839
1.0 | .841 844 846 .848 851 .853 .855 858 .860 .862
1.1 | .864 867 869 871 873 875 877 879 881 .883
1.2 | 885 887 889 891 893 .894 896 .898 .900 .901
1.3 ].903 .905 .907 .908 910 911 913 915 .916 .918
141919 921 922 924 925 926 .928 .929 931 .932
1.5 .933 934 936 937 938 939 941 942 943 944
1.6 | 945 946 .947 .948 949 951 .952 .953 .954 .954
1.7 1 .955 956 .957 .958 959 960 .961 .962 .962 .963
1.8 1.964 .965 .966 .966 .967 .968 .969 .969 .970 .971
1.9 971 972 973 973 974 974 975 976 .976 .977
2.0 |.977 978 978 979 979 980 .980 .981 .981 .982
2.1 .982 983 983 983 .984 984 985 985 .985 .986
2.2 .98 .98 .987 987 987 988 .988 988 .989 .989
231989 990 990 990 990 991 991 991 991 .992
24 1.992 992 992 992 993 993 993 993 993 .994
25 1.994 994 994 994 994 995 995 995 .995 .995
2.6 .99 995 996 .996 .996 996 .996 .996 .996 .996
271997 997 997 997 997 997 997 997 997 997
2.8 1.997 998 998 .998 .998 .998 .998 .998 998 .998
291 .998 .998 .998 .998 998 .998 .998 999 .999 .999
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Quantiles z, of the normal distribution:

P Zp | D Zp | P 2p
b1 025 | .71 553 | .91 1.341
.52 .050 | .72 583 | .92 1.405
b3 075 | .73 .613 | .93 1.476
.04 100 | .74 643 | 94 1.555
b5 126 | .75 .674 | .95 1.645
.06 151 | .76 .706 | .96 1.751
b7 w6 | o 739 | .97 1.881
.08 .202 | .78 72| 975 1.960
b9 228 | .79 .806 | .98 2.054
.60 .253 | .80 .842 1 .99 2.326
.61 279 | 81 878 | 1991 2.366
.62 .305 | .82 915 | 992 2.409
.63 332 | .83 954 | 993  2.457
.64 358 | .84 994 | 994  2.512
.65 385 | .85 1.036 | .995  2.576
.66 412 | .86 1.080 | .996  2.652
.67 440 | .87 1.126 | 997  2.748
.68 468 | .88 1.175 | .998  2.878
.69 496 | .89 1.227 | 999  3.090
700 524 | .90 1.282 | L9999 3.719
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