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Vorwort
Dieses Skriptum entstand begleitend zur Vorlesung Analysis II für TPH im Sommerse-
mester 2025 und wird laufend erweitert.

Obwohl es den behandelten Stoff möglichst sinnvoll abzubilden versucht, ersetzt es weder
den Besuch der Vorlesung noch die intensive Beschäftigung mit einem oder mehreren
geeigneten Lehrbüchern. Auf vieles, das in der Vorlesung nur verbal erklärt wird, wird hier
schriftlich nicht weiter eingegangen. Außerdem lebt die Mathematik vom individuellen
Nachvollziehen von Argumenten und Sachverhalten.

Wien, März 2026
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Kapitel 1

Grundlagen

Lernziele

Prinzipiell sollte man in der Lage sein, alle Definitionen, Sätze (und evtl. Folgerungen)
korrekt wiederzugeben. Zusätzlich hier (und in jedem späteren Kapitel) ein paar Schlag-
worte mit den wichtigsten Fähigkeiten, die man erlangen sollte, bzw. Anwendungen, mit
denen man rechnen muss.

Normierte Vektorräume

▶ Normen berechnen
▶ Abschätzungen durchführen

Topologische Grundbegriffe

▶ Mit topologischen Begriffen hantieren, d.h. Lagebeziehungen von Punkten zu Men-
gen untersuchen können

▶ Die topologischen Begriffe in R2 anschaulich darstellen

1



2 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

In der Analysis II werden wir die Konzepte der Differential- und Integralrechnung auf die
Ebene von multivariaten Funktionen anheben, d.h. Funktionen

𝑓 : 𝐷 ⊆ R × . . . × R︸        ︷︷        ︸
𝑛

→ R × . . . × R︸        ︷︷        ︸
𝑚

betrachten, deren Definitionsbereich eine Teilmenge 𝐷 von R𝑛 ist und welche nach R𝑚 ab-
bilden, wobei 𝑚 und 𝑛 natürliche Zahlen sind. Die größte, qualitative Schwierigkeit steckt
hierbei schon im Schritt von Dimension 1 auf Dimension 2; alles weitere ist hauptsächlich
Formalismus und Notation.

Eine Funktion 𝑓 : 𝐷 ⊆ R𝑛 → R heißt auch Skalarfeld, eine Funktion 𝑓 : 𝐷 ⊆ R𝑛 → R𝑚

auch Vektorfeld. Das Wort ”Feld“ bedeutet also, dass eine gewisse Größe (z.B. ein Skalar
oder ein Vektor) in jedem Punkt des Raumes R𝑛 gegeben ist.

Als ersten Schritt werden wir die grundlegenden Begriffe von Konvergenz und Stetigkeit,
welche das Fundament der Analysis in einer Variablen bilden, auf den mehrdimensionalen
Fall verallgemeinern. Für weiterführende Literatur verweisen wir auf die Bibliographie
am Ende jedes Kapitels.

1.1 Normierte Vektorräume
Der intuitiven Vorstellung von ”beliebig nahe“ oder ”beliebig klein“ und damit dem Kon-
vergenzbegriff, den wir in Analysis I für Folgen reeller oder komplexer Zahlen und später
auch Funktionenfolgen kennengelernt haben, liegt eine Größen- bzw. Abstandsmessung
(”Wie groß ist der Abstand zum Grenzwert?“) zugrunde. In R erledigt dies der Absolutbe-
trag, in beliebigen Vektorräumen verallgemeinern wir dessen Eigenschaften zur Definition
einer solchen Größenmessung. Diese und viele der folgenden Sätze formulieren wir für
Vektorräume über einem Skalarkörper K, der entweder R oder C sein kann: Einerseits
gilt vieles im Komplexen genauso wie im Reellen, andererseits ist es manchmal praktisch,
sich auf den reellen Fall beschränken zu können.

Definition 1.1.1. Sei 𝑉 ein Vektorraum über K, wobei K = R oder C ist. Eine Norm
auf 𝑉 ist eine Abbildung

𝑉 → R, 𝑥 ↦→ ∥𝑥∥

mit den folgenden Eigenschaften:
(i) ∥𝑥∥ ≥ 0 für alle 𝑥 ∈ 𝑉 , wobei ∥𝑥∥ = 0 genau für 𝑥 = 0 gilt (Definitheit),

(ii) ∥𝜆𝑥∥ = |𝜆 | ∥𝑥∥ für alle 𝑥 ∈ 𝑉 und 𝜆 ∈ K (positive Homogenität),
(iii) ∥𝑥 + 𝑦∥ ≤ ∥𝑥∥ + ∥𝑦∥ für alle 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 (Dreiecksungleichung).

Das Paar (𝑉, ∥·∥) heißt normierter Raum.

Aus der Definition folgt sofort:




 𝑛∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖𝑥𝑖






 ≤
𝑛∑︁
𝑖=1

|𝜆𝑖 | ∥𝑥𝑖∥ ∀𝜆𝑖 ∈ K, 𝑥𝑖 ∈ 𝑉 (𝑖 = 1 . . . 𝑛),�� ∥𝑥∥ − ∥𝑦∥
�� ≤ ∥𝑥 − 𝑦∥ ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 (Umgekehrte Dreiecksungleichung).
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Die umgekehrte Dreiecksungleichung wird genau wie für den Absolutbetrag oder die
Supremumsnorm bewiesen (siehe Analysis I). Für 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 nennen wir ∥𝑥 − 𝑦∥ auch den
Abstand von 𝑥 und 𝑦.

Mitunter schreibt man ∥𝑥∥𝑉 statt ∥𝑥∥, um klarzumachen, auf welchem Raum eine Norm
lebt, bzw. werden verschiedene Normen auf demselben Raum, wenn nötig, verschieden
gekennzeichnet. Während es im Vektorraum R nämlich nur eine sinnvolle Norm gibt,1
schaut es im R𝑛 für 𝑛 ≥ 2 schon anders aus:

Beispiele.

▶ R𝑛 wird üblicherweise mit der euklidischen Norm (auch 2-Norm genannt) versehen,

∥𝑥∥2 :=
√︃
𝑥2

1 + . . . + 𝑥
2
𝑛, 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ R𝑛.

▶ Analog ist die euklidische Norm auf C𝑛 gegeben durch

∥𝑥∥2 :=
√︃
|𝑥1 |2 + . . . + |𝑥𝑛 |2, 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ C𝑛.

▶ Andere Normen auf R𝑛 und C𝑛 sind die 1-Norm bzw. die ∞-Norm

∥𝑥∥1 := |𝑥1 |+. . .+|𝑥𝑛 |, ∥𝑥∥∞ := max{|𝑥1 |, . . . , |𝑥𝑛 |}, 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ K𝑛.

▶ Ist 𝐶 [𝑎, 𝑏] der Vektorraum der stetigen, reell- oder komplexwertigen Funktionen
auf [𝑎, 𝑏], dann ist die Supremumsnorm

∥ 𝑓 ∥∞ := max
{
| 𝑓 (𝑥) |

�� 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏
}
, 𝑓 ∈ 𝐶 [𝑎, 𝑏]

eine Norm auf 𝐶 [𝑎, 𝑏].
▶ Die Frobenius-Norm

∥𝐴∥𝐹 :=

√√√ 𝑚∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

��𝑎𝑖 𝑗 ��2 für 𝐴 = (𝑎𝑖 𝑗 )𝑖=1...𝑚
𝑗=1...𝑛

∈ K𝑚×𝑛

ist eine Norm auf dem Raum aller (reellen oder komplexen) 𝑚 × 𝑛-Matrizen.

Bemerkung 1.1.2. Auch 𝐶 [𝑎, 𝑏] kann entweder den Raum der reellwertigen oder der
komplexwertigen stetigen Funktionen auf [𝑎, 𝑏] bezeichnen. Sollte die Unterscheidung
irgendwo wichtig sein, werden wir darauf hinweisen.

Ist von nun an von einer Norm auf R𝑛 oder C𝑛 die Rede, so ist – falls nichts anderes gesagt
wird – damit immer die euklidische Norm gemeint, die kurzerhand nur mit ∥·∥ bezeichnet
wird. Für 𝑛 = 1 sind die Normen ∥·∥1, ∥·∥2 und ∥·∥∞ auf R gleich dem Absolutbetrag.

1Fordert man von einer Norm ∥·∥ auf R, dass ∥1∥ = 1 gilt, muss diese Norm schon gleich dem
Absolutbetrag sein.
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1.2 Topologische Grundbegriffe
Topologische Begriffe beschreiben die Gestalt von Punktmengen, also beliebigen Teilmen-
gen eines normierten Raumes. Diese Begriffe werden benötigt, um Stetigkeit, Konvergenz,
Grenzwerte, Kompaktheit und Vollständigkeit zu erklären.

In R wird die Nähe zu einem Punkt 𝑥 durch die 𝜀-Umgebungen

{ 𝑦 ∈ R : |𝑦 − 𝑥 | < 𝜀 }

erfasst: je kleiner 𝜀, desto näher.

Definition 1.2.1. Sei (𝑉, ∥·∥) ein normierter Raum. Für 𝑥 ∈ 𝑉 und 𝑟 > 0 heißen

𝐵𝑟 (𝑥) := { 𝑦 ∈ 𝑉 : ∥𝑥 − 𝑦∥ < 𝑟 } und 𝐵̄𝑟 (𝑥) := { 𝑦 ∈ 𝑉 : ∥𝑥 − 𝑦∥ ≤ 𝑟 }

offener bzw. abgeschlossener Ball (oder Kugel) mit Radius 𝑟 um 𝑥.

Wir hatten offene und abgeschlossene Intervalle, nun offene und abgeschlossene Bälle.
Diese Begriffe machen für beliebige Mengen Sinn:

Definition 1.2.2. Sei (𝑉, ∥·∥) ein normierter Raum.
(i) Eine Menge 𝑈 ⊆ 𝑉 heißt Umgebung von 𝑥 ∈ 𝑉 , wenn es ein 𝑟 > 0 gibt mit

𝐵𝑟 (𝑥) ⊆ 𝑈.
(ii) Eine Menge 𝑂 ⊆ 𝑉 heißt offen , wenn sie Umgebung von jedem Element 𝑥 ∈ 𝑂

ist.
(iii) Eine Menge 𝐴 ⊆ 𝑉 heißt abgeschlossen , wenn ihr Komplement 𝐴𝑐 := 𝑉 \ 𝐴

offen ist.
(iv) Eine Menge 𝑀 ⊆ 𝑉 heißt beschränkt , wenn es ein 𝑅 > 0 gibt mit ∥𝑥∥ ≤ 𝑅 für

alle 𝑥 ∈ 𝑀 .

Es lohnt sich, zu überprüfen, dass ein offener Ball eine offene Menge ist und ein abge-
schlossener Ball eine abgeschlossene Menge:

▶ Für 𝑦 ∈ 𝐵𝑟 (𝑥) mit 𝑟 > 0 wählen wir 𝑟′ = 𝑟 − ∥𝑥 − 𝑦∥. Für jedes 𝑧 ∈ 𝐵𝑟 ′ (𝑦) ist dann
∥𝑧 − 𝑥∥ ≤ ∥𝑧 − 𝑦∥ + ∥𝑦 − 𝑥∥ ≤ 𝑟′ + ∥𝑦 − 𝑥∥ < 𝑟, also 𝐵𝑟 ′ (𝑦) ⊆ 𝐵𝑟 (𝑥) und 𝐵𝑟 (𝑥)
offen.

▶ Für 𝑦 ∉ 𝐵̄𝑟 (𝑥) mit 𝑟 > 0 wählen wir 𝑟′ = ∥𝑦 − 𝑥∥ − 𝑟. Für jedes 𝑧 ∈ 𝐵𝑟 ′ (𝑦) ist
∥𝑧 − 𝑥∥ = ∥𝑧 − 𝑦 − (𝑥 − 𝑦)∥ ≥ ∥𝑥 − 𝑦∥ − ∥𝑧 − 𝑦∥ > 𝑟, also 𝐵𝑟 ′ (𝑦) ⊆ (𝐵̄𝑟 (𝑥))𝑐;
letztere Menge ist damit offen, ihr Komplement (𝐵̄𝑟 (𝑥))𝑐 also abgeschlossen.

Es gibt auch Mengen, die weder offen noch abgeschlossen sind – oder beides.

Satz 1.2.3 (Eigenschaften offener Mengen). Sei (𝑉, ∥·∥) normierter Raum.
(i) ∅ und 𝑉 sind offene Mengen.

(ii) Die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen ist offen.
(iii) Der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen ist offen.
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Beweis. (i) ist klar aus der Definition.

(ii) Ein Punkt aus der Vereinigung liegt sicher in zumindest einer der Mengen. In dieser
gibt es einen offenen Ball um diesen Punkt und dieser Ball ist dann auch in der Vereinigung
der Mengen enthalten.

(iii) Sind 𝑈1, . . . ,𝑈𝑚 offene Mengen in 𝑉 und 𝑢 ∈ 𝑈1 ∩ . . . ∩ 𝑈𝑚, dann gibt es zu
jedem 𝑈𝑘 einen Radius 𝑟𝑘 > 0 mit 𝐵𝑟𝑘 (𝑢) ⊆ 𝑈𝑘 . Setzt man 𝑟 := min{𝑟1, . . . , 𝑟𝑚} ist
𝐵𝑟 (𝑢) ⊆ 𝑈1 ∩ . . . ∩𝑈𝑚. □

Unter Komplementbildung gehen (endliche und unendliche) Durchschnitte und Vereini-
gungen jeweils ineinander über (Regeln von De Morgan),

(𝐴 ∩ 𝐵)𝑐 = 𝐴𝑐 ∪ 𝐵𝑐, (𝐴 ∪ 𝐵)𝑐 = 𝐴𝑐 ∩ 𝐵𝑐 bzw.(⋃
𝑖

𝐴𝑖

)𝑐
=

⋂
𝑖

𝐴𝑐𝑖 ,

(⋂
𝑖

𝐴𝑖

)𝑐
=

⋃
𝑖

𝐴𝑐𝑖 ,

also folgt sofort:

Folgerung 1.2.4. Sei (𝑉, ∥·∥) normierter Raum.

(i) ∅ und 𝑉 sind abgeschlossene Mengen.
(ii) Der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.

(iii) Die Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.

Zuletzt charakterisieren wir noch die wichtigsten Lagebeziehungen von Punkten zu einer
Menge:

Definition 1.2.5. Sei (𝑉, ∥·∥) normierter Raum und 𝑀 ⊆ 𝑉 eine Teilmenge.
(i) Ein Punkt 𝑢 ∈ 𝑉 heißt innerer Punkt von 𝑀 , wenn es ein 𝑟 > 0 gibt mit

𝐵𝑟 (𝑢) ⊆ 𝑀 . Die Menge
◦
𝑀 aller inneren Punkte von 𝑀 heißt Inneres oder offener

Kern von 𝑀 .
(ii) Ein Punkt 𝑢 ∈ 𝑉 heißt äußerer Punkt von 𝑀 , wenn es ein 𝑟 > 0 gibt mit

𝐵𝑟 (𝑢) ∩ 𝑀 = ∅, d.h. wenn 𝑢 innerer Punkt von 𝑉 \ 𝑀 ist.
(iii) Ein Punkt 𝑢 ∈ 𝑉 heißt Randpunkt von 𝑀 , wenn jeder offene Ball 𝐵𝑟 (𝑢) sowohl

𝑀 als auch das Komplement 𝑉 \ 𝑀 schneidet. Die Menge der Randpunkte von
𝑀 heißt Rand von 𝑀 und wird mit 𝜕𝑀 bezeichnet.

(iv) Ein Punkt 𝑢 ∈ 𝑉 heißt Berührpunkt von 𝑀 , wenn für jedes 𝑟 > 0 gilt, dass
𝐵𝑟 (𝑢)∩𝑀 ≠ ∅, d.h. wenn es in jeder Umgebung von 𝑢mindestens einen Punkt von
𝑀 gibt. Die Menge 𝑀̄ aller Berührpunkte heißt Abschluss oder abgeschlossene
Hülle von 𝑀 .

(v) Ein Punkt 𝑢 ∈ 𝑉 heißt Häufungspunkt von 𝑀 , wenn für jedes 𝑟 > 0 gilt, dass
(𝐵𝑟 (𝑢) ∩𝑀) \ {𝑢} ≠ ∅, d.h. wenn es in jeder Umgebung von 𝑢 mindestens einen
von 𝑢 verschiedenen Punkt von 𝑀 gibt.

(vi) Ein Punkt 𝑢 ∈ 𝑉 heißt isolierter Punkt von 𝑀 , wenn es ein 𝑟 > 0 gibt, sodass
𝐵𝑟 (𝑢) ∩𝑀 = {𝑢}, d.h. wenn es in einer kleinen Umgebung der einzige Punkt von
𝑀 ist.



6 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

Lemma 1.2.6. Seien 𝑀, 𝑁 Teilmengen eines normierten Raumes.

(i)
◦
𝑀 ist offen.

(ii) 𝑀̄ ist abgeschlossen.
(iii) 𝑀 ⊆ 𝑁 =⇒ 𝑀̄ ⊆ 𝑁̄ und

◦
𝑀 ⊆

◦
𝑁

(iv) 𝑀̄ =
◦
𝑀 ∪ 𝜕𝑀 .

(v) 𝜕𝑀 = 𝑀̄ \
◦
𝑀 .

(vi) (𝑉 \ 𝑀)◦ = 𝑉 \ 𝑀̄ und 𝑉 \ 𝑀 = 𝑉 \
◦
𝑀 .

(vii) 𝑀 ist offen ⇐⇒ 𝑀 =
◦
𝑀 .

(viii) 𝑀 ist abgeschlossen ⇐⇒ 𝑀 = 𝑀̄ .

Beweis. (i) ist klar nach Definition 1.2.2 und Definition 1.2.5. (ii) gilt, da es für 𝑥 ∉ 𝑀̄ ein 𝑟 > 0
mit 𝐵𝑟 (𝑥) ∩𝑀 = ∅, also mit 𝐵𝑟 (𝑥) ⊆ 𝑉\𝑀̄ gibt. Damit ist 𝑉\𝑀̄ offen, also 𝑀̄ abgeschlossen. (iii)
gilt, da für 𝑥 ∈ 𝑀̄ und 𝑟 > 0 wegen 𝑀 ⊆ 𝑁 auch ∅ ≠ 𝐵𝑟 (𝑥) ∩ 𝑀 ⊆ 𝐵𝑟 (𝑥) ∩ 𝑁 gilt. Außerdem
gilt für 𝑥 ∈

◦
𝑀 und 𝑟 > 0 mit 𝐵𝑟 (𝑥) ⊆ 𝑀 auch, dass 𝐵𝑟 (𝑥) ⊆ 𝑀 ⊆ 𝑁 . Für (iv) sei 𝑥 ∈ 𝑀̄ . Gibt

es ein 𝑟 > 0 mit 𝐵𝑟 (𝑥) ⊆ 𝑀 , so ist 𝑥 ∈
◦
𝑀 . Ansonsten schneidet 𝐵𝑟 (𝑥) wegen 𝑥 ∈ 𝑀̄ sowohl 𝑀

als auch 𝑉\𝑀 , womit 𝑥 ∈ 𝜕𝑀 . Ist umgekehrt 𝑥 ∉ 𝑀̄ gibt es ein 𝑟 > 0 mit 𝐵𝑟 (𝑥) ⊆ 𝑉\𝑀 . Wegen
𝑥 ∉ 𝑀 ist 𝑥 dann kein innerer Punkt von 𝑀 und wegen 𝐵𝑟 (𝑥) ∩ 𝑀 = ∅ auch kein Randpunkt, also
𝑥 ∉

◦
𝑀 ∪ 𝜕𝑀 . (v) gilt wegen (𝑖𝑣) und

◦
𝑀 ∩ 𝜕𝑀 = ∅. Für (vi) verwenden wir, dass 𝑥 ∈ (𝑉\𝑀)◦

genau dann gilt, wenn es ein 𝑟 > 0 mit 𝐵𝑟 (𝑥) ⊆ 𝑉\𝑀 , also mit 𝐵𝑟 (𝑥) ∩ 𝑀 = ∅ gibt. Das ist genau
dann der Fall, wenn 𝑥 ∉ 𝑀̄ . Die zweite Aussage sieht man ähnlich. Für (vii) beachte man, dass
immer

◦
𝑀 ⊆ 𝑀 gilt. Ist 𝑀 zusätzlich offen und 𝑥 ∈ 𝑀 , so gibt es ein 𝑟 > 0 mit 𝐵𝑟 (𝑥) ⊆ 𝑀 , also

gilt 𝑥 ∈
◦
𝑀 . Die andere Richtung der Äquivalenz ist klar nach (i). Schließlich gilt (viii) wegen (ii)

und da für abgeschlossenes 𝑀 mit (vi) folgt, dass 𝑉\𝑀 = (𝑉\𝑀)◦ = 𝑉\𝑀̄ . □

1.3 Folgen und Konvergenz
Unter einer Folge in einem Vektorraum 𝑉 verstehen wir eine Abbildung 𝑥 : N → 𝑉 . Wir
bezeichnen sie mit

(𝑥𝑘 )𝑘∈N, (𝑥𝑘 )𝑘 oder (𝑥𝑘 ).

Für𝑉 = R bzw. C erhalten wir den Spezialfall einer reellen bzw. komplexen Folge. Liegen
alle Folgenglieder in einer Teilmenge 𝑀 ⊆ 𝑉 , nennen wir (𝑥𝑘 ) eine Folge in 𝑀 .

Definition 1.3.1. Sei (𝑉, ∥·∥) ein normierter Raum.
(i) Eine Folge (𝑥𝑘 ) in 𝑉 konvergiert gegen 𝑎 ∈ 𝑉 , wenn

lim
𝑘→∞

∥𝑥𝑘 − 𝑎∥ = 0.

Wir schreiben dafür 𝑎 = lim𝑘→∞ 𝑥𝑘 und nennen 𝑎 Grenzwert oder Limes der
Folge.

(ii) Eine Folge (𝑥𝑘 ) in 𝑉 heißt Cauchyfolge, wenn

∀𝜀 > 0 ∃𝑘0 ∈ N ∀𝑘, 𝑙 ≥ 𝑘0 : ∥𝑥𝑘 − 𝑥𝑙 ∥ < 𝜀.
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Wie im Eindimensionalen ist der Grenzwert eindeutig definiert, denn für 𝑥𝑘 → 𝑎 und
𝑥𝑘 → 𝑏 ist ∥𝑎 − 𝑏∥ = ∥𝑎 − 𝑥𝑘 + 𝑥𝑘 − 𝑏∥ ≤ ∥𝑎 − 𝑥𝑘 ∥ + ∥𝑥𝑘 − 𝑏∥ → 0 und daraus folgt
𝑎 = 𝑏. Ebenso sieht man:

Lemma 1.3.2. Seien (𝑥𝑘 ) und (𝑦𝑘 ) Folgen in einem normierten Raum (𝑉, ∥·∥).

(i) Aus 𝑥𝑘 → 𝑥 und 𝑦𝑘 → 𝑦 folgt 𝛼𝑥𝑘 + 𝛽𝑦𝑘 → 𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 für 𝛼, 𝛽 ∈ K.
(ii) Aus 𝑥𝑘 → 𝑥 folgt ∥𝑥𝑘 ∥ → ∥𝑥∥; insbesondere ist jede konvergente Folge beschränkt.

(iii) Ist (𝑥𝑘 ) konvergent, so konvergiert auch jede Teilfolge von (𝑥𝑘 ) und hat denselben
Grenzwert.

Im Spezialfall 𝑉 = R𝑛 (oder C𝑛) können wir die Komponentenfolgen betrachten: jedes
𝑥𝑘 ∈ R𝑛 hat die Darstellung 𝑥𝑘 = (𝑥𝑘,1, . . . , 𝑥𝑘,𝑛), wobei (𝑥𝑘,𝑖)𝑘 für jedes 𝑖 = 1 . . . 𝑛 eine
Folge in R (oder C) ist.

Satz 1.3.3. Eine Folge (𝑥𝑘 )𝑘∈N inR𝑛 konvergiert genau dann gegen 𝑥 ∈ R𝑛, wenn jede
Komponentenfolge (𝑥𝑘,𝑖)𝑘∈N gegen die entsprechende Komponente 𝑥𝑖 von 𝑥 konvergiert,
wobei 𝑖 = 1 . . . 𝑛.

Beweis. Die eine Richtung folgt aus��𝑥𝑘,𝑖 − 𝑥𝑖�� ≤ ∥𝑥𝑘 − 𝑥∥,

die andere aus��𝑥𝑘,𝑖 − 𝑥𝑖�� → 0 ∀𝑖 =⇒
��𝑥𝑘,1 − 𝑥1

��2 + . . . + ��𝑥𝑘,𝑛 − 𝑥𝑛��2 = ∥𝑥𝑘 − 𝑥∥2 → 0
=⇒ ∥𝑥𝑘 − 𝑥∥ → 0. □

Definition 1.3.4. Ein normierter Vektorraum (𝑉, ∥·∥) heißt vollständig, wenn jede
Cauchyfolge in 𝑉 konvergiert. Ein vollständiger normierter Raum heißt Banachraum.2

Ist 𝑀 ⊆ 𝑉 eine Teilmenge, so nennen wir 𝑀 vollständig, wenn jede Cauchyfolge in
𝑀 konvergiert und der Grenzwert wieder in 𝑀 liegt.

Beispiel 1.3.5. R𝑛 ist ein reeller Banachraum, C𝑛 ist ein komplexer Banachraum.

Beweis. Mit (𝑥𝑘 ) ist auch jede Komponentenfolge (𝑥𝑘,𝑖)𝑘 eine Cauchyfolge, denn��𝑥𝑘,𝑖 − 𝑥 𝑗 ,𝑖�� ≤ 

𝑥𝑘 − 𝑥 𝑗

.
DaR bzw.C vollständig ist, konvergiert jede Komponentenfolge und nach Satz 1.3.3 damit
auch (𝑥𝑘 ). □

Satz 1.3.6. Ist 𝑀 eine Teilmenge eines normierten Raumes, dann gilt:

𝑥 ∈ 𝑀̄ ⇐⇒ es gibt eine Folge (𝑥𝑛) in 𝑀 mit 𝑥𝑛 → 𝑥.

2Stefan Banach, 1892–1945. Begründer der modernen Funktionalanalysis.
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Beweis. Ist 𝑥 ∈ 𝑀̄ , dann gilt für alle 𝑛 ∈ N, dass 𝐵1/𝑛 (𝑥) ∩𝑀 ≠ ∅ ist, d.h. es gibt 𝑥𝑛 ∈ 𝑀
mit ∥𝑥𝑛 − 𝑥∥ < 1/𝑛, was 𝑥𝑛 → 𝑥 bedeutet.

Umgekehrt sei 𝑟 > 0; dann liegen wegen 𝑥𝑛 → 𝑥 ab einem Index alle Folgenglieder in
𝐵𝑟 (𝑥), also auch mindestens ein Element von 𝑀 . □

Bemerkung 1.3.7. Jede abgeschlossene Teilmenge eines vollständigen normierten Raum-
es ist vollständig: eine Cauchyfolge in der Teilmenge konvergiert sicher im umgebenden
Raum, und wegen der Abgeschlossenheit muss der Grenzwert wieder in der Teilmenge
liegen.

Definition 1.3.8. Ist 𝑉 ein normierter Raum und 𝐴 ⊆ 𝑉 eine Teilmenge, dann
bezeichnen wir mit span 𝐴 die lineare Hülle von 𝐴 und mit span 𝐴 := span 𝐴 ihren
Abschluss.

Lemma 1.3.9. Ist𝑈 Untervektorraum eines normierten Raumes𝑉 , dann ist der Abschluss
𝑈̄ auch ein Untervektorraum von 𝑉 .

Beweis. Seien 𝑥 = lim 𝑥𝑛, 𝑦 = lim 𝑦𝑛 ∈ 𝑈̄, wobei (𝑥𝑛)𝑛 und (𝑦𝑛)𝑛 Folgen in 𝑈 sind. Dann
ist 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛 ∈ 𝑈 und lim𝑛 (𝑥𝑛 + 𝑦𝑛) = 𝑥 + 𝑦, also liegt 𝑥 + 𝑦 wieder in 𝑈̄. Ebenso ist für 𝜆 ∈ K
𝜆𝑥𝑛 in𝑈 und lim𝑛 (𝜆𝑥𝑛) = 𝜆𝑥, also 𝜆𝑥 ∈ 𝑈̄. □

Bemerkung 1.3.10. In endlichdimensionalen Räumen ist jeder Unterraum abgeschlossen. In un-
endlichdimensionalen Räumen muss das nicht gelten. Zum Beispiel können wir in

ℓ2 =

{
𝑥 = (𝑥𝑛)𝑛 in R |

∞∑︁
𝑛=1

|𝑥𝑛 |2 < ∞
}

den Unterraum

𝑋 = span{𝑒𝑛 : 𝑛 ∈ N}

bilden, wobei 𝑒𝑛 der 𝑛-te Basisvektor ist, d.h. die Folge mit 1 an der 𝑛-ten Stelle und 0 sonst. 𝑋
besteht aus allen endlichen (!) Linearkombinationen dieser Basisvektoren, enthält jedoch nicht die
Folge (2−𝑛)𝑛. Diese liegt aber im Abschluss von 𝑋 , denn die Folge der Partialsummen konvergiert
in ℓ2 dagegen, wie man überprüfen kann sobald man weiß dass ℓ2 ein normierter Raum ist – siehe
Abschnitt 4.4.

Als weiteres Beispiel können wir in

𝑋 := {(𝑎𝑛)𝑛∈N | (𝑎𝑛)𝑛∈N ist konvergente reelle (komplexe) Folge}

versehen mit der Norm ∥(𝑎𝑛)𝑛∈N∥∞ := sup𝑛∈N |𝑎𝑛 | den Unterraum

𝑌 := {(𝑎𝑛)𝑛∈N ∈ 𝑋 | ∃𝑁 ∈ N : ∀𝑛 ≥ 𝑁 : 𝑎𝑛 = 0}

betrachten. Denn für die Folgen 𝜑 := ( 1
𝑛
)𝑛∈N ∈ 𝑋\𝑌 und 𝜑𝑛 ∈ 𝑌 mit

𝜑𝑛 :=
(
1,

1
2
,

1
3
, . . . ,

1
𝑛
, 0, 0, . . .

)
gilt

lim
𝑛→∞

∥𝜑𝑛 − 𝜑∥∞ = lim
𝑛→∞

sup
𝑚∈N,𝑚>𝑛

���� 1
𝑚

���� = lim
𝑛→∞

1
𝑛 + 1

= 0,

also lim𝑛→∞ 𝜑𝑛 = 𝜑, womit 𝑌 nicht abgeschlossen ist.
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1.4 Kompakte Mengen

Definition 1.4.1. Eine Teilmenge 𝑀 eines normierten Raumes heißt kompakt, wenn
jede Folge in 𝑀 eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in 𝑀 enthält.

Satz 1.4.2. Jede kompakte Menge ist beschränkt und abgeschlossen.

Beweis. Sei 𝑀 kompakte Teilmenge eines normierten Raumes (𝑉, ∥·∥).

Abgeschlossenheit: Ist 𝑥𝑛 → 𝑥 eine konvergente Folge in 𝑀 , dann konvergiert nach
Definition der Kompaktheit eine Teilfolge davon gegen einen Grenzwert 𝑦 in 𝑀 . Da jede
Teilfolge denselben Grenzwert wie (𝑥𝑛) haben muss, ist 𝑥 = 𝑦 ∈ 𝑀 .

Beschränktheit: Wäre 𝑀 nicht beschränkt, gäbe es zu jedem 𝑛 ∈ N ein 𝑥𝑛 ∈ 𝑀 mit
∥𝑥𝑛∥ > 𝑛. Damit wäre aber auch jede Teilfolge von (𝑥𝑛) unbeschränkt, könnte also nicht
konvergieren. □

Satz 1.4.3. In R𝑛 und C𝑛 ist jede beschränkte und abgeschlossene Menge kompakt.

Beweis. Ist 𝑀 ⊆ K𝑛 beschränkt, so besitzt nach dem Satz von Bolzano-Weierstraß jede
Folge in 𝑀 eine konvergente Teilfolge: man wählt eine Teilfolge, für welche die erste
Komponente konvergiert, davon wiederum eine Teilfolge, sodass die zweite Komponente
konvergiert, etc. Da 𝑀 abgeschlossen ist, gehört der Grenzwert zu 𝑀 . □

1.5 Grenzwerte und Stetigkeit
Wir betrachten nun Grenzwerte von Funktionen zwischen normierten Räumen. Seien dazu
(𝑉, ∥·∥) und (𝑊, ∥·∥) normierte Räume und 𝐷 ⊆ 𝑉 eine beliebige (nichtleere) Teilmenge.
Achtung: wir bezeichnen die Normen auf 𝑉 und 𝑊 mit demselben Symbol, obwohl sie
eigentlich in keiner Beziehung zueinander stehen.

Definition 1.5.1. Sei 𝑓 : 𝐷 → 𝑊 eine Funktion und 𝑎 ein Häufungspunkt von 𝐷.
Ein Vektor 𝑤 ∈ 𝑊 heißt Grenzwert von 𝑓 an der Stelle 𝑎, wenn

∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0 ∀𝑥 ∈ 𝐷 \ {𝑎} : (∥𝑥 − 𝑎∥ < 𝛿 =⇒ ∥ 𝑓 (𝑥) − 𝑤∥ < 𝜀) . (1.1)

Dafür schreiben wir

lim
𝑥→𝑎

𝑓 (𝑥) = 𝑤

und sagen auch: 𝑓 konvergiert gegen 𝑤, wenn 𝑥 gegen 𝑎 strebt.

6.3.
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Beispiel. Sei 𝑉 = 𝑊 = R2, 𝐷 = R2 \ {(0, 0)} und

𝑓 : 𝐷 → R2, 𝑓 (𝑥, 𝑦) = (𝑥, 𝑦).

Dann gilt für 𝑎 = (0, 0)

lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

𝑓 (𝑥, 𝑦) = (0, 0).

Ist nämlich 𝜀 > 0 gegeben, so wählen wir 𝛿 := 𝜀. Für (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷 mit ∥(𝑥, 𝑦) − (0, 0)∥ < 𝛿
ist dann

∥ 𝑓 (𝑥, 𝑦) − (0, 0)∥ = ∥(𝑥, 𝑦)∥ < 𝛿 = 𝜀,

also ist die Bedingung (1.1) erfüllt.

Die folgenden Tatsachen werden Wort für Wort wie im eindimensionalen Fall bewiesen.

Lemma 1.5.2. Wenn der Grenzwert lim𝑥→𝑎 𝑓 (𝑥) existiert, dann ist er eindeutig bestimmt.

Satz 1.5.3. Für 𝑓 : 𝐷 → 𝑊 gilt

lim
𝑥→𝑎

𝑓 (𝑥) = 𝑤 (1.2)

genau dann, wenn für jede Folge (𝑥𝑛) in 𝐷 \ {𝑎} mit 𝑥𝑛 → 𝑎 gilt

lim
𝑛→∞

𝑓 (𝑥𝑛) = 𝑤. (1.3)

Satz 1.5.4. Existieren lim𝑥→𝑎 𝑓 (𝑥) und lim𝑥→𝑎 𝑔(𝑥) für zwei Funktionen 𝑓 , 𝑔 : 𝐷 →
𝑊 , dann ist

lim
𝑥→𝑎

(𝛼 𝑓 (𝑥) + 𝛽𝑔(𝑥)) = 𝛼 lim
𝑥→𝑎

𝑓 (𝑥) + 𝛽 lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) (𝛼, 𝛽 ∈ K).
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Definition 1.5.5.
▶ Eine Funktion 𝑓 : 𝐷 → 𝑊 heißt stetig im Punkt 𝑎 ∈ 𝐷, wenn

∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0 ∀𝑥 ∈ 𝐷 : ∥𝑥 − 𝑎∥ < 𝛿 =⇒ ∥ 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑎)∥ < 𝜀. (1.4)

▶ Dies ist genau dann der Fall, wenn

∀(𝑥𝑛) in 𝐷 mit 𝑥𝑛 → 𝑎 : lim
𝑛→∞

𝑓 (𝑥𝑛) = 𝑓 (𝑎) (1.5)

oder, falls 𝑎 Häufungspunkt von 𝐷 ist, wenn

lim
𝑥→𝑎

𝑓 (𝑥) = 𝑓 (𝑎).

▶ Eine Funktion heißt (punktweise) stetig, wenn sie in jedem Punkt ihres Definiti-
onsbereichs stetig ist.

▶ Weiters heißt 𝑓 Lipschitz-stetig auf 𝐷, wenn es eine Konstante 𝐿 ≥ 0 gibt mit

∥ 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦)∥ ≤ 𝐿∥𝑥 − 𝑦∥ ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷.

𝐿 heißt Lipschitz-Konstante von 𝑓 .

Klarerweise ist jede lipschitzstetige Funktion stetig.

Beispiel 1.5.6.

(i) Jede lineare Abbildung zwischen endlichdimensionalen Räumen

𝐴 : R𝑛 → R𝑚, 𝑥 ↦→ 𝐴𝑥, 𝐴 = (𝑎𝑖 𝑗 )𝑖=1...𝑚,
𝑗=1...𝑛

in Matrixschreibweise,

ist stetig (sogar Lipschitz-stetig), denn mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
gilt

∥𝐴𝑥∥2 =

𝑚∑︁
𝑖=1

(
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑖𝑘𝑥𝑘

)2

≤
𝑚∑︁
𝑖=1

(
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎2
𝑖𝑘

) (
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑥2
𝑘

)
= ∥𝐴∥2

𝐹 ∥𝑥∥2,

also

∥𝐴𝑥 − 𝐴𝑦∥ = ∥𝐴(𝑥 − 𝑦)∥ ≤ ∥𝐴∥𝐹 ∥𝑥 − 𝑦∥.

(ii) Normen sind stetig, denn

𝑥𝑛 → 𝑥 =⇒ ∥𝑥𝑛∥ → ∥𝑥∥.

Satz 1.5.7 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung). Für 𝑥, 𝑦 ∈ R𝑛 gilt(
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖𝑦𝑖

)2

≤
(
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥2
𝑖

)
·
(
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑦2
𝑖

)
. (1.6)
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Beweis. Aus

0 ≤
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

(𝑥𝑖𝑦 𝑗 − 𝑥 𝑗 𝑦𝑖)2 = 2
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1
𝑥2
𝑖 𝑦

2
𝑗 − 2

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1
𝑥𝑖𝑦 𝑗𝑥 𝑗 𝑦𝑖

folgt durch Umordnen(
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥2
𝑖

)
· ©­«

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑦2
𝑗

ª®¬ ≥
(
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖𝑦𝑖

)2

. □

Satz 1.5.8. Seien 𝑉1, 𝑉2, 𝑉3 normierte Räume, 𝑀 ⊆ 𝑉1, 𝑁 ⊆ 𝑉2 und 𝑓 : 𝑀 → 𝑉2
und 𝑔 : 𝑁 → 𝑉3 Funktionen mit 𝑓 (𝑀) ⊆ 𝑁 . Ist 𝑓 stetig in 𝑥0 ∈ 𝑀 und 𝑔 stetig in
𝑦0 = 𝑓 (𝑥0), so ist 𝑔 ◦ 𝑓 : 𝑀 → 𝑉3 stetig in 𝑥0.

Beweis. Klar mit der Charakterisierung der Stetigkeit über Folgen. □

Satz 1.5.9. Ist 𝑓 : 𝐷 → 𝑊 stetig und 𝐾 ⊆ 𝐷 kompakt, so ist 𝑓 (𝐾) kompakt.

Beweis. Sei (𝑥𝑘 ) eine Folge in 𝑓 (𝐾), d.h. 𝑥𝑘 = 𝑓 (𝑢𝑘 ) für 𝑢𝑘 ∈ 𝐾 . Da 𝐾 kompakt ist, gibt
es eine Teilfolge (𝑢𝑘𝑙 )𝑙 mit Grenzwert 𝑢 ∈ 𝐾 , und aus der Stetigkeit von 𝑓 folgt

𝑥𝑘𝑙 = 𝑓 (𝑢𝑘𝑙 ) → 𝑓 (𝑢) ∈ 𝑓 (𝐾). □

Satz 1.5.10. Jede auf einer nichtleeren kompakten Menge stetige, reellwertige Funk-
tion besitzt dort ein Maximum und ein Minimum.

Beweis. Wir beweisen die Aussage für das Maximum; für das Minimum folgt sie durch
Betrachtung von − 𝑓 . Ist 𝑓 : 𝑉 → R stetig auf einer kompakten Menge 𝐾 ≠ ∅, dann ist
𝑓 (𝐾) nichtleer und kompakt, also beschränkt und abgeschlossen in R. Für 𝑠 = sup 𝑓 (𝐾)
gibt es eine Folge (𝑠𝑛) in 𝑓 (𝐾) mit 𝑠𝑛 → 𝑠, und da 𝑓 (𝐾) abgeschlossen ist folgt 𝑠 ∈ 𝑓 (𝐾),
also 𝑠 = 𝑓 (𝑢) für ein geeignetes 𝑢 ∈ 𝐾 . □

Satz 1.5.11. Eine auf einer kompakten Menge 𝐾 ⊆ 𝑉 stetige Funktion 𝑓 : 𝐾 → 𝑊

ist dort gleichmäßig stetig , d.h.

∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0 ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝐾 : ∥𝑢 − 𝑣∥ < 𝛿 =⇒ ∥ 𝑓 (𝑢) − 𝑓 (𝑣)∥ < 𝜀.

Beweis. Direkte Übertragung des Beweises von Ana I. □

Bemerkung 1.5.12. Normierte Räume sind ein Spezialfall von sogenannten metrischen
Räumen. Diese sind im Allgemeinen keine Vektorräume, und an Stelle der Norm sind
sie mit einer Metrik versehen, d.h. einer Funktion (𝑥, 𝑦) ↦→ 𝑑 (𝑥, 𝑦) die den ”Abstand“
zwischen zwei Punkten darstellt. Diese Kapitel ließe sich gleichermaßen für metrische
Räume formulieren; die Aussagen und Beweise sind dieselben, es ist nur überall ∥𝑥 − 𝑦∥
durch 𝑑 (𝑥, 𝑦) zu ersetzen.
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Kapitel 2

Differentialrechnung im
Mehrdimensionalen

Lernziele

Totale Differenzierbarkeit, Partielle Ableitungen und Rechenregeln, Richtungsablei-
tung

▶ Die Ableitung als lineare Approximation erkennen können
▶ Partielle Ableitungen berechnen
▶ Den Zusammenhang zwischen Ableitung, partiellen Ableitungen und Richtungs-

ableitung kennen

Mittelwertsätze

▶ Mittelwertsätze für reellwertige Funktionen mehrerer Variablen anwenden können,
▶ Gebiete und Polygonzüge geometrisch verstehen
▶ Länge von Kurven berechnen können

Satz von Taylor

▶ Mit Multiindexnotation umgeehen
▶ Satz von Taylor samt beiden Restglieden formulieren
▶ Das Taylorpolynom 2. Grades mit Hilfe des Gradienten und der Hessematrix an-

schreiben
▶ Funktionen auf lokale Extrema untersuchen

Lokale Invertierbarkeit und implizite Funktionen

▶ Die Sätze über die Umkehrfunktion und implizite Funktionen allgemein und in
Spezialfällen formulieren und anwenden

▶ Ein geometrisches Verständnis von implizit definierten Flächen haben

Extrema mit Nebenbedingungen

▶ Gleichungen aufstellen, um Extrema mit Nebenbedingungen zu finden.
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2.1 Totale Differenzierbarkeit
Zur Erinnerung: eine Funktion 𝑓 : 𝐷 ⊆ R → R ist in einem Häufungspunkt 𝑎 von 𝐷
differenzierbar, wenn es eine Zahl 𝑓 ′(𝑎) ∈ R gibt (genannt Ableitung von 𝑓 in 𝑎) sowie
eine Funktion 𝑟 : 𝐷 → R mit lim𝑥→𝑎 𝑟 (𝑥) = 0, sodass

𝑓 (𝑥) = 𝑓 (𝑎) + 𝑓 ′(𝑎) (𝑥 − 𝑎)︸                    ︷︷                    ︸
affine Approximation

+ 𝑟 (𝑥) (𝑥 − 𝑎)︸        ︷︷        ︸
Fehler

. (2.1)

Diese Definition lässt sich direkt auf den mehrdimensionalen Fall umlegen; dafür ersetzen
wir 𝑓 ′(𝑎) durch eine lineare Abbildung und 𝑟 (𝑥) (𝑥− 𝑎) durch einen Fehler, der für 𝑥 → 𝑎

schneller als ∥𝑥 − 𝑎∥ gegen 0 geht. Solange wir nur in offenen Mengen𝑈 arbeiten ist jeder
Punkt 𝑎 ∈ 𝑈 Häufungspunkt, weshalb wir diese Bedingung weglassen können.

Definition 2.1.1. Sei 𝑈 ⊆ R𝑛 offen und 𝑎 ∈ 𝑈. Eine Abbildung 𝑓 : 𝑈 → R𝑚 heißt
differenzierbar in 𝑎, wenn es eine lineare Abbildung 𝐴 : R𝑛 → R𝑚 gibt, sodass

lim
𝑥→𝑎

∥ 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑎) − 𝐴(𝑥 − 𝑎)∥
∥𝑥 − 𝑎∥ = 0. (2.2)

Die Abbildung 𝐴 heißt Ableitung oder Differential von 𝑓 an der Stelle 𝑎 und wird
mit D 𝑓 (𝑎) bezeichnet. 𝑓 heißt differenzierbar in 𝑈, wenn 𝑓 an jeder Stelle 𝑎 ∈ 𝑈

differenzierbar ist.

9.3.

Als lineare Abbildung R𝑛 → R𝑚 ist 𝐴 bezüglich der Standardbasen von R𝑛 und R𝑚 eine
Matrix – wir werden später ihre Einträge 𝑎𝑖 𝑗 bestimmen. Mitunter verwendet man auch
die Bezeichnungen total differenzierbar und totale Ableitung/totales Differential, um den
Unterschied zu den partiellen Ableitungen (siehe Abschnitt 2.2) zu betonen.

An Stelle von (2.2) könnte man genauso verlangen, dass

𝑓 (𝑥) = 𝑓 (𝑎) + 𝐴(𝑥 − 𝑎) + 𝑅𝑎 (𝑥) ∥𝑥 − 𝑎∥ ∀𝑥 ∈ 𝑈 (2.3)

gilt für einen Rest 𝑅𝑎 : 𝑈 → R𝑚 mit

lim
𝑥→𝑎

𝑅𝑎 (𝑥) = 0.

Andere Schreibweisen für das (totale) Differential sind auch 𝑑𝑓 (𝑎) oder 𝑓 ′(𝑎). Für 𝑚 =

𝑛 = 1 ist das genau die Definition der Differenzierbarkeit einer Funktion in einer Variablen;
wir erhalten die selben elementaren Eigenschaften:

Satz 2.1.2.
(i) Ist 𝑓 : 𝑈 → R𝑚 differenzierbar in 𝑎 ∈ 𝑈, dann ist 𝑓 stetig in 𝑎.

(ii) Die lineare Abbildung 𝐴 in Definition 2.1.1 ist eindeutig bestimmt.

Beweis. (i) folgt direkt aus (2.3) durch Grenzwertbildung.
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(ii) Wir nehmen an es gäbe zwei Differentiale 𝐴 und 𝐵, welche die Bedingung (2.2)
erfüllen. Dies hieße, dass für alle 𝑥 ∈ 𝑈 gilt

𝑓 (𝑥) = 𝑓 (𝑎) + 𝐴(𝑥 − 𝑎) + 𝑅𝑎 (𝑥) ∥𝑥 − 𝑎∥
= 𝑓 (𝑎) + 𝐵(𝑥 − 𝑎) + 𝑆𝑎 (𝑥) ∥𝑥 − 𝑎∥

mit lim𝑥→𝑎 𝑅𝑎 (𝑥) = lim𝑥→𝑎 𝑆𝑎 (𝑥) = 0. Zieht man die zweite Zeile von der ersten ab und
stellt 𝑅𝑎 − 𝑆𝑎 auf die andere Seite des Gleichheitszeichens, dann ist

(𝐴 − 𝐵)
(
𝑥 − 𝑎
∥𝑥 − 𝑎∥

)
= 𝑆𝑎 (𝑥) − 𝑅𝑎 (𝑥) ∀𝑥 ∈ 𝑈 \ {𝑎}.

In dieser Gleichung sieht man, dass die linke Seite nicht vom Abstand von 𝑥 zu 𝑎 abhängt,
sondern nur von der Richtung von 𝑎 nach 𝑥. Die rechte Seite wird jedoch kleiner, wenn
𝑥 gegen 𝑎 geht. Setzt man also für beliebiges 𝑣 ∈ R𝑛 mit ∥𝑣∥ = 1 für 𝑥 die Punkte
𝑥𝑘 = 𝑎 + 𝑣/𝑘 mit 𝑘 ∈ N ein, erhalten wir für solche 𝑣

(𝐴 − 𝐵) (𝑣) = (𝑆𝑎 − 𝑅𝑎)
(
𝑎 + 𝑣

𝑘

)
→ 0 für 𝑘 → ∞,

also ist (𝐴 − 𝐵) (𝑣) = 0 falls ∥𝑣∥ = 1 ist. Somit gilt aber mit der Linearität von 𝐴 und 𝐵
auch

∀𝑣 ∈ R𝑛 \ {0} : (𝐴 − 𝐵) (𝑣) = ∥𝑣∥ (𝐴 − 𝐵)
(
𝑣

∥𝑣∥

)
= 0,

also 𝐴 = 𝐵. □

Beispiel 2.1.3.

(i) Eine affine Abbildung 𝑓 : R𝑛 → R𝑚, 𝑥 ↦→ 𝐴𝑥 + 𝑐 mit 𝐴 ∈ R𝑚×𝑛 ist überall
differenzierbar und es gilt 𝑓 ′(𝑎) = 𝐴 für alle 𝑎 ∈ R𝑛, denn

𝑓 (𝑥) = 𝑓 (𝑎) + 𝐴(𝑥 − 𝑎) mit Rest 𝑅 = 0.

(ii) Eine quadratische Form 𝑄(𝑥) = ⟨𝑥, 𝐴𝑥⟩ auf R𝑛 mit 𝐴𝑇 = 𝐴 ist überall differenzier-
bar, und es gilt (→ Übung)

𝑄′(𝑎)ℎ = 2⟨𝐴𝑎, ℎ⟩.

(iii) Ist 𝑓 : R → R differenzierbar, dann ist wegen (2.1) die Ableitung im Sinne von
Definition 2.1.1 die lineare Abbildung

ℎ ↦→ 𝑓 ′(𝑎)ℎ.

Bemerkung 2.1.4. Warum ist die Ableitung eine lineare Funktion? Um das besser zu verstehen
gehen wir zurück zum Fall einer Funktion 𝑓 : R → R. Deren Ableitung in einem Punkt 𝑥 ist erklärt
durch den Grenzwert für 𝑡 → 0 von

𝑓 (𝑥 + 𝑡) − 𝑓 (𝑥)
𝑡

→ 𝑓 ′(𝑥).

Wir interpretieren nun 𝛾(𝑡) = 𝑥 + 𝑡 als Kurve, die bei 𝑡 = 0 durch 𝑥 läuft; derselbe Differenzenquo-
tient hat dann die Form

𝑓 (𝛾(𝑡)) − 𝑓 (𝛾(0))
𝑡

→ 𝑓 ′(𝑥) = 𝑓 ′(𝑥) · 𝛾′(0)︸︷︷︸
=1

.
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Dies ist aber nichts anderes als die Ableitung von 𝑓 (𝛾(𝑡)) an der Stelle 0. Dies macht Sinn für
jede differenzierbare Kurve 𝛾 mit 𝛾(0) = 𝑥, und zwar nicht nur formal sondern auch anschaulich:
durchlaufe ich den Punkt 𝑥 auf irgendeine (differenzierbare) Art und Weise, was ist dann die
momentane Veränderung dort, d.h. für 𝑡 = 0? Nach der Kettenregel gilt

d
d𝑡

����
𝑡=0

𝑓 (𝛾(𝑡)) = 𝑓 ′(𝛾(0))𝛾′(0) = 𝑓 ′(𝑥)𝛾′(0).

Im Spezialfall oben war 𝛾′(0) = 1; im Allgemeinen sieht man: die ”momentane Änderung“ von 𝑓

in 𝑥 ist das Produkt der Ableitung 𝑓 ′(𝑥) und der Geschwindigkeit 𝛾′(0), mit der man 𝑥 durchläuft,
gibt also eine lineare Abbildung

Durchlaufgeschwindigkeit 𝑣 ↦→ 𝑓 ′(𝑥)𝑣 𝑣 ∈ R.

Im reellen Fall genügt es, 𝑣 = 1 zu setzen um die momentane Änderung unzweideutig zu kennen.

Im Mehrdimensionalen kann man für eine Funktion 𝑓 : R𝑛 → R𝑚 genauso vorgehen: wir durch-
laufen den Punkt 𝑥 mit einer Kurve, im einfachsten Fall 𝛾(𝑡) = 𝑥 + 𝑡𝑣 für ein 𝑣 ∈ R𝑛. Dann
bezeichnen wir die momentante Änderung von 𝑓 in 𝑥 vorerst mit 𝐴(𝑣), falls folgender Grenzwert
existiert:

𝑓 (𝛾(𝑡)) − 𝑓 (𝑥)
𝑡

=
𝑓 (𝑥 + 𝑡𝑣) − 𝑓 (𝑥)

𝑡
→ 𝐴(𝑣).

Hier wissen wir noch nicht mehr über 𝐴 : R𝑛 → R𝑚 – es ist eine Funktion, welche von 𝑓 und 𝑥
abhängt (also könnten wir auch 𝐷 𝑓 (𝑥) (𝑣) schreiben). Die Behauptung ist nun, dass 𝐴 linear von
der Richtung 𝑣 abhängt, mit welcher der Punkt 𝑥 durchlaufen wird, also 𝐴(𝑐𝑣) = 𝑐𝐴(𝑣) für 𝑐 ∈ R
und 𝐴(𝑣 + 𝑤) = 𝐴(𝑣) + 𝐴(𝑤) für 𝑣, 𝑤 ∈ R𝑛. Die erste Behauptung ist einfach zu sehen:

𝐴(𝑐𝑣) = lim
𝑡→0

𝑓 (𝑥 + 𝑡 · (𝑐𝑣)) − 𝑓 (𝑥)
𝑡

= lim
𝑐𝑡→0

𝑐
𝑓 (𝑥 + 𝑐𝑡 · 𝑣) − 𝑓 (𝑥)

𝑐𝑡
= 𝑐𝐴(𝑣).

Etwas komplizierter ist es zu sehen, dass 𝐴 additiv ist, also 𝐴(𝑣 +𝑤) = 𝐴(𝑣) + 𝐴(𝑤). Dazu setzen
wir voraus: 𝐴(𝑣) = 𝐷 𝑓 (𝑥) (𝑣) existiert für alle 𝑥 und ist stetig in 𝑥 (wir werden später sehen warum
das nötig ist):

𝑓 (𝑥 + (𝑣 + 𝑤)𝑡) − 𝑓 (𝑥)
𝑡

=
𝑓 ((𝑥 + 𝑤𝑡) + 𝑣𝑡) − 𝑓 (𝑥 + 𝑤𝑡)

𝑡
+ 𝑓 (𝑥 + 𝑤𝑡) − 𝑓 (𝑥)

𝑡

= 𝐷 𝑓 (𝑥 + 𝑤𝑡) (𝑣) + Rest︸︷︷︸
→0

+𝐷 𝑓 (𝑥) (𝑤) → 𝐷 𝑓 (𝑥) (𝑣) + 𝐷 𝑓 (𝑥) (𝑤).

Damit ist 𝐷 𝑓 (𝑥) linear und wir schreiben 𝐷 𝑓 (𝑥) (𝑣) = 𝐷 𝑓 (𝑥) · 𝑣.
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2.2 Partielle Ableitungen

Definition 2.2.1. Sei𝑈 ⊆ R𝑛 offen.
▶ Eine reelle Funktion 𝑓 : 𝑈 → R heißt in 𝑥 ∈ 𝑈 partiell differenzierbar bezüglich
𝑥 𝑗 (oder in der 𝑗-ten Koordinatenrichtung), wenn der Limes

𝜕𝑗 𝑓 (𝑥) :=
𝜕 𝑓

𝜕𝑥 𝑗
(𝑥) := D 𝑗 𝑓 (𝑥) := lim

𝑡→0

𝑓 (𝑥 + 𝑡𝑒 𝑗 ) − 𝑓 (𝑥)
𝑡

existiert, wobei 𝑒 𝑗 = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) der 𝑗-te Standardbasisvektor in R𝑛 ist.
▶ Die Zahl 𝜕𝑗 𝑓 (𝑥) heißt partielle Ableitung bzgl. 𝑥 𝑗 von 𝑓 in 𝑥.
▶ Die Funktion 𝑓 heißt partiell differenzierbar, wenn 𝜕𝑗 𝑓 (𝑥) für jedes 𝑥 ∈ 𝑈 und

jedes 𝑗 = 1 . . . 𝑛 existiert.
▶ Sie heißt stetig partiell differenzierbar, wenn die partiellen Ableitungen dazu

noch stetig sind.

Beispiel 2.2.2. Für 𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥2𝑒𝑦 + sin 𝑧 ist

𝜕 𝑓

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 2𝑥𝑒𝑦,

𝜕 𝑓

𝜕𝑦
(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥2𝑒𝑦,

𝜕 𝑓

𝜕𝑧
(𝑥, 𝑦, 𝑧) = cos 𝑧.

Eine Funktion 𝑓 : 𝑈 → R𝑚 mit 𝑈 ⊆ R𝑛 lässt sich über ihre Komponentenfunktionen
beschreiben,

𝑓 = ( 𝑓1, . . . , 𝑓𝑚)

wobei die 𝑓 𝑗 : 𝑈 → R reelle Funktionen sind. Der Zusammenhang zwischen der Ableitung
von 𝑓 und den partiellen Ableitungen der 𝑓 𝑗 ist folgender:

Satz 2.2.3. Sei 𝑈 ⊆ R𝑛 offen und 𝑓 : 𝑈 → R𝑚 eine Abbildung. Ist 𝑓 in 𝑥 ∈ 𝑈

differenzierbar mit Differential 𝐴 = (𝑎𝑖 𝑗 ), dann sind die Komponentenfunktionen 𝑓𝑖 in
𝑥 partiell differenzierbar bzgl. jeder Koordinate 𝑥 𝑗 und es gilt

𝜕 𝑓𝑖

𝜕𝑥 𝑗
= 𝑎𝑖 𝑗 für 𝑖 = 1 . . . 𝑚 und 𝑗 = 1 . . . 𝑛.

Beweis. Es ist���� 𝑓𝑖 (𝑥 + 𝑡𝑒 𝑗 ) − 𝑓𝑖 (𝑥) − 𝑎𝑖 𝑗 𝑡
𝑡

���� ≤ 

 𝑓 (𝑥 + 𝑡𝑒 𝑗 ) − 𝑓 (𝑥) − 𝐴(𝑡𝑒 𝑗 )




𝑡𝑒 𝑗

 → 0

für 𝑡 → 0, was die Behauptung ergibt. □
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Definition 2.2.4. Die Matrix

𝐽 𝑓 (𝑥) =
©­­­­­«
𝜕 𝑓1
𝜕𝑥1

(𝑥) . . .
𝜕 𝑓1
𝜕𝑥𝑛

(𝑥)
...

...
𝜕 𝑓𝑚

𝜕𝑥1
(𝑥) . . .

𝜕 𝑓𝑚

𝜕𝑥𝑛
(𝑥)

ª®®®®®¬
∈ R𝑚×𝑛

heißt Jacobi-Matrix oder Funktionalmatrix von 𝑓 an der Stelle 𝑥.

Satz 2.2.3 besagt also, dass das Differential einer Funktion als Matrix bezüglich der
Standardbasen durch die Jacobimatrix dargestellt wird.

Beispiel 2.2.5. Die umgekehrte Implikation von Satz 2.2.3 gilt im Allgemeinen nicht! Die
Funktion

𝑓 (𝑥) =


𝑥𝑦

(𝑥2 + 𝑦2)2 (𝑥, 𝑦) ≠ (0, 0),

0 (𝑥, 𝑦) = (0, 0)

ist partiell differenzierbar mit 𝜕𝑥 𝑓 (0, 0) = 𝜕𝑦 𝑓 (0, 0) = 0, ist aber nicht einmal stetig im
Nullpunkt, kann also dort nicht differenzierbar sein.

Die Umkehrung gilt jedoch unter etwas stärkeren Voraussetzungen:

Satz 2.2.6. Sei 𝑈 ⊆ R𝑛 offen und 𝑓 : 𝑈 → R𝑚 eine in 𝑈 partiell differenzierbare
Funktion. Sind für jede Komponentenfunktion 𝑓𝑖 alle partiellen Ableitungen 𝜕𝑗 𝑓𝑖 stetig
in einem Punkt 𝑥 ∈ 𝑈, dann ist 𝑓 in 𝑥 differenzierbar.

Beweis. Da𝑈 offen ist, gibt es ein 𝛿 > 0 mit 𝐵𝛿 (𝑥) ⊆ 𝑈. Wir überprüfen

𝑓 (𝑥 + ℎ) = 𝑓 (𝑥) + 𝐴ℎ + 𝜙(ℎ) mit 𝐴 = (𝑎𝑖 𝑗 )𝑖 𝑗 = (𝜕𝑗 𝑓𝑖 (𝑥))𝑖 𝑗 und lim
ℎ→0

𝜙(ℎ)
∥ℎ∥ = 0 (2.4)

für ∥ℎ∥ < 𝛿 (damit ist nämlich 𝑥 + ℎ ∈ 𝑈). Setzen wir

𝑧( 𝑗) = 𝑥 +
𝑗∑︁
𝜈=1

ℎ𝜈𝑒𝜈 für 𝑗 = 0 . . . 𝑛

ist 𝑧(0) = 𝑥 und 𝑧(𝑛) = 𝑥 + ℎ. Die Punkte 𝑧( 𝑗) und 𝑧( 𝑗−1) unterscheiden sich nur in der
𝑗-ten Komponente, also gibt es nach dem Mittelwertsatz (der eindimensionalen Differen-
tialrechnung) Zahlen 𝜃 ( 𝑗)

𝑖
∈ [0, 1] für 𝑖 = 1 . . . 𝑚 und 𝑗 = 1 . . . 𝑛 mit

𝑓𝑖 (𝑧( 𝑗)) − 𝑓𝑖 (𝑧( 𝑗−1)) = 𝑓𝑖 (𝑧( 𝑗−1) + ℎ 𝑗𝑒 𝑗 ) − 𝑓𝑖 (𝑧( 𝑗−1)) = 𝜕𝑗 𝑓𝑖 (𝑧( 𝑗−1) + 𝜃 ( 𝑗)
𝑖
ℎ 𝑗𝑒 𝑗 )ℎ 𝑗 ,

und für alle Komponenten gemeinsam aufgeschrieben

𝑓 (𝑧( 𝑗)) − 𝑓 (𝑧( 𝑗−1)) =
©­­«
𝑓1(𝑧( 𝑗)) − 𝑓1(𝑧( 𝑗−1))

...

𝑓𝑚 (𝑧( 𝑗)) − 𝑓𝑚 (𝑧( 𝑗−1))

ª®®¬ =
©­­«
𝜕𝑗 𝑓1(𝑧( 𝑗−1) + 𝜃 ( 𝑗)1 ℎ 𝑗𝑒 𝑗 )ℎ 𝑗

...

𝜕𝑗 𝑓𝑚 (𝑧( 𝑗−1) + 𝜃 ( 𝑗)𝑚 ℎ 𝑗𝑒 𝑗 )ℎ 𝑗

ª®®¬ .
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Mit 𝑎𝑖 𝑗 = 𝜕𝑗 𝑓𝑖 (𝑥) und 𝐴 = (𝑎𝑖 𝑗 )𝑖 𝑗 folgt

𝑓 (𝑥 + ℎ) − 𝑓 (𝑥) =
𝑛∑︁
𝑗=1

(
𝑓 (𝑧( 𝑗)) − 𝑓 (𝑧( 𝑗−1))

)
=

𝑛∑︁
𝑗=1

©­­«
𝑎1 𝑗ℎ 𝑗
...

𝑎𝑚 𝑗ℎ 𝑗

ª®®¬ + 𝜙(ℎ) = 𝐴 · ℎ + 𝜙(ℎ)

für einen Rest 𝜙(ℎ). Dieser ist komponentenweise gegeben durch

𝜙𝑖 (ℎ) =
𝑛∑︁
𝑗=1

(
𝜕𝑗 𝑓𝑖 (𝑧( 𝑗−1) + 𝜃 ( 𝑗)

𝑖
ℎ 𝑗𝑒 𝑗 ) − 𝑎𝑖 𝑗

)
ℎ 𝑗

und für ℎ → 0 konvergiert 𝑧( 𝑗−1)+𝜃 ( 𝑗)
𝑖
ℎ 𝑗𝑒 𝑗 gegen 𝑥 und 𝜙𝑖 (ℎ)/∥ℎ∥ aufgrund der Stetigkeit

von 𝜕𝑗 𝑓𝑖 gegen 0, also gilt (2.4). □

Um die entwickelten Begriffe zusammenzufassen halten wir noch fest, dass wir für eine
differenzierbare Funktion 𝑓 : 𝑈 → R𝑚 (mit 𝑈 ⊆ R𝑛 offen) auch von der Stetigkeit der
Abbildung D 𝑓 : 𝑈 → R𝑚×𝑛 sprechen können, denn die 𝑚 × 𝑛-Matrizen bilden ja einen
normierten Raum (z.B. bezüglich der Frobeniusnorm). Diese Abbildung ist genau dann
stetig wenn alle Komponentenfunktionen von D 𝑓 stetig sind, was aber genau die partiellen
Ableitungen der Komponenten von 𝑓 sind. Damit erhalten wir das Bild:

stetig differenzierbar stetig partiell differenzierbar

differenzierbar partiell differenzierbar

Es reicht, Differenzierbarkeit komponentenweise zu betrachten:

Lemma 2.2.7. Sei𝑈 ⊆ R𝑛 offen und 𝑓 : 𝑈 → R𝑚 eine Funktion. Dann ist 𝑓 differenzierbar
genau dann wenn jede Komponentenfunktion 𝑓𝑖 differenzierbar ist, und es gilt

D 𝑓 (𝑥) =
©­­«
D 𝑓1(𝑥)
...

D 𝑓𝑛 (𝑥)

ª®®¬ .
Der Beweis ist ziemlich klar mit (2.3), da der Fehler komponentenweise schneller als ∥ℎ∥
gegen 0 geht und damit insgesamt: aus

𝑓𝑖 (𝑥 + ℎ) = 𝑓𝑖 (𝑥) + D 𝑓𝑖 (𝑥)ℎ + 𝜙𝑖 (ℎ) ∀𝑖

folgt

𝑓 (𝑥 + ℎ) = 𝑓 (𝑥) +
©­­«
D 𝑓1(𝑥)
...

D 𝑓𝑛 (𝑥)

ª®®¬ · ℎ +
©­­«
𝜙1(ℎ)
...

𝜙𝑛 (ℎ)

ª®®¬
mit der gewünschten Konvergenz des Restes.
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Bemerkung 2.2.8. An dieser Stelle besprechen wir noch eine praktische Notation, die
sogenannten Landau-Symbole 𝑜 und𝑂. Seien𝑉,𝑊 normierte Räume, 𝐷 ⊆ 𝑉 , 𝑓 , 𝑔 : 𝐷 →
𝑊 zwei Abbildungen und 𝑎 ∈ 𝑉 Häufungspunkt von 𝐷. Wir schreiben

𝑓 (𝑥) = 𝑜(𝑔(𝑥)) für 𝑥 → 𝑎

(sprich: ” 𝑓 ist ein klein-o von 𝑔“) falls

∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0 ∀𝑥 ∈ 𝐷 mit 0 < ∥𝑥 − 𝑎∥ < 𝛿 : ∥ 𝑓 (𝑥)∥ ≤ 𝜀∥𝑔(𝑥)∥.

Falls für irgendein 𝛿 > 0 und alle 𝑥 ∈ 𝐷 mit 0 < ∥𝑥 − 𝑎∥ < 𝛿 immer 𝑔(𝑥) ≠ 0 ist, ist das
äquivalent zu der einfacher zu merkenden Form

lim
𝑥→𝑎

∥ 𝑓 (𝑥)∥
∥𝑔(𝑥)∥ = 0.

Analog definiert man:

𝑓 (𝑥) = 𝑂 (𝑔(𝑥)) für 𝑥 → 𝑎

(sprich: ” 𝑓 ist ein groß-O von 𝑔“) wenn

∃𝐶 > 0 ∃𝛿 > 0 ∀𝑥 ∈ 𝐵𝛿 (𝑎) : ∥ 𝑓 (𝑥)∥ ≤ 𝐶∥𝑔(𝑥)∥

bzw. ∥ 𝑓 (𝑥)∥/∥𝑔(𝑥)∥ ≤ 𝐶 wenn 𝑔(𝑥) ≠ 0 wie oben ist.

2.3 Rechenregeln
Klarerweise ist die Ableitung selbst eine lineare Funktionen, d.h.

D(𝑎 𝑓 + 𝑏𝑔) (𝑥) = 𝑎D 𝑓 (𝑥) + 𝑏D𝑔(𝑥) ∀𝑎, 𝑏 ∈ R

wenn 𝑓 und 𝑔 in 𝑥 differenzierbar sind; dies sieht man sofort indem man (2.3) auf beide
Funktionen anwendet.

Satz 2.3.1 (Kettenregel). Seien𝑈 ⊆ R𝑛 und𝑉 ⊆ R𝑚 offene Mengen und 𝑓 : 𝑈 → 𝑉

sowie 𝑔 : 𝑉 → R𝑘 Abbildungen. Ist 𝑓 in 𝑥 ∈ 𝑈 differenzierbar und 𝑔 in 𝑦 = 𝑓 (𝑥)
differenzierbar, dann ist 𝑔 ◦ 𝑓 in 𝑥 differenzierbar und es gilt

D(𝑔 ◦ 𝑓 ) (𝑥) = D𝑔( 𝑓 (𝑥)) · D 𝑓 (𝑥).

Beweis. Sei 𝐴 = D 𝑓 (𝑥) und 𝐵 = D𝑔(𝑦). Damit gilt für ℎ, ℎ′ klein genug bzgl. der
jeweiligen Norm (d.h. so, dass 𝑥 + ℎ ∈ 𝑈 und 𝑓 (𝑥) + ℎ′ ∈ 𝑉 ist)

𝑓 (𝑥 + ℎ) = 𝑓 (𝑥) + 𝐴ℎ + 𝜙(ℎ) and 𝑔( 𝑓 (𝑥) + ℎ′) = 𝑔( 𝑓 (𝑥)) + 𝐵ℎ′ + 𝜓(ℎ′)

wobei die Reste 𝜙(ℎ) und 𝜓(ℎ′) schneller als die Norm von ℎ bzw. ℎ′ gegen 0 gehen, das
heißt

𝜙(ℎ)
∥ℎ∥ = 𝜙(ℎ) → 0 für ℎ → 0,

𝜓(ℎ′)
∥ℎ′∥ = 𝜓̃(ℎ′) → 0 für ℎ′ → 0.
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Damit ist

(𝑔 ◦ 𝑓 ) (𝑥 + ℎ) = 𝑔( 𝑓 (𝑥 + ℎ)) = 𝑔( 𝑓 (𝑥) + 𝐴ℎ + 𝜙(ℎ))
= 𝑔( 𝑓 (𝑥)) + 𝐵𝐴ℎ + 𝐵𝜙(ℎ) + 𝜓(𝐴ℎ + 𝜙(ℎ))︸                        ︷︷                        ︸

Rest

.

Wir schätzen den Rest ab: es ist

∥𝐵𝜙(ℎ) + 𝜓(𝐴ℎ + 𝜙(ℎ))∥ ≤ ∥𝐵∥𝐹 ·


𝜙(ℎ)

·∥ℎ∥+

𝜓̃(𝐴ℎ + 𝜙(ℎ)∥ℎ∥)

· 

𝐴ℎ + 𝜙(ℎ)∥ℎ∥

︸               ︷︷               ︸

≤∥𝐴∥𝐹 ·∥ℎ∥+∥𝜙(ℎ)∥ ·∥ℎ∥

≤
(
∥𝐵∥𝐹 ·



𝜙(ℎ)

︸ ︷︷ ︸
→0

+
(
∥𝐴∥𝐹 +



𝜙(ℎ)

)︸               ︷︷               ︸
beschränkt für ∥ℎ∥ klein

·


𝜓̃(𝐴ℎ + 𝜙(ℎ)∥ℎ∥︸            ︷︷            ︸

→0

)




︸                    ︷︷                    ︸
→0

)
· ∥ℎ∥.

Der Rest geht schneller als ∥ℎ∥ gegen 0, also ist D(𝑔 ◦ 𝑓 ) (𝑥) = 𝐵𝐴 wie behauptet. □

Bemerkung 2.3.2. Die Kettenregel gilt auch, wenn 𝑓 auf einem abgeschlossenen Intervall
𝐼 definiert ist; für Funktionen 𝐼 → R haben wir die Differenzierbarkeit in Analysis I ja
auch am Rand erklärt. Für ein 𝑥 im Inneren von 𝐼 können wir Satz 2.3.1 direkt anwenden.
Ist 𝑥 ein Randpunkt von 𝐼 betrachten wir 𝐽 := 𝐼 ∪ (𝑥 − 𝜖, 𝑥 + 𝜖) und setzen 𝑓 durch
𝑓 (𝑠) := 𝑓 (𝑥) + (𝑠 − 𝑥) 𝑓 ′(𝑥) 𝐽 fort. Dabei wählen wir 𝜀 > 0 so klein, dass 𝑓 (𝐽) ⊆ 𝑉 ist.
Für die Fortsetzung von 𝑓 auf 𝐽 (die wir wieder mit 𝑓 bezeichnen) gilt dann 𝑓 ∈ 𝐶1(𝐽),
also kann Satz 2.3.1 auf 𝑔 ◦ 𝑓 : 𝐽 → R𝑘 angewendet werden und liefert 𝐷 (𝑔 ◦ 𝑓 ) (𝑦) =
𝐷𝑔( 𝑓 (𝑦))𝐷 𝑓 (𝑦) für alle 𝑦 ∈ 𝐽, insbesondere also 𝐷 (𝑔 ◦ 𝑓 ) (𝑥) = 𝐷𝑔( 𝑓 (𝑥))𝐷 𝑓 (𝑥) im
Randpunkt 𝑥.

Bemerkung 2.3.3.

▶ Wir betrachten den Spezialfall von reellwertigen Funktionen

𝑓 (𝑢1, . . . , 𝑢𝑛) und 𝑢1(𝑡), . . . , 𝑢𝑛 (𝑡)

die auf einer offenen Menge𝑈 ⊆ R𝑛 bzw. auf einem offenen Intervall 𝐼 ⊆ R definiert
und differenzierbar sind, so dass auch

𝜑(𝑡) = 𝑓 (𝑢1(𝑡), . . . , 𝑢𝑛 (𝑡)), 𝑡 ∈ 𝐼

definiert ist (dazu muss (𝑢1, . . . , 𝑢𝑛) das Intervall 𝐼 nach𝑈 abbilden). Dann ist nach
der Kettenregel auch 𝜑 auf 𝐼 differenzierbar, und dort gilt

d𝜑
d𝑡

=
𝜕 𝑓

𝜕𝑢1

d𝑢1
d𝑡

+ 𝜕 𝑓

𝜕𝑢2

d𝑢2
d𝑡

+ . . . + 𝜕 𝑓

𝜕𝑢𝑛

𝜕𝑢𝑛

d𝑡
,

oder genauer

d𝜑
d𝑡

(𝑡) =
𝑛∑︁
𝑘=1

𝜕 𝑓

𝜕𝑢𝑘
(𝑢1(𝑡), . . . , 𝑢𝑛 (𝑡))

d𝑢𝑘
d𝑡

(𝑡).
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▶ Seien nun

𝑓 (𝑢1, . . . , 𝑢𝑛) und 𝑢1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑝), . . . , 𝑢𝑛 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑝)

auf offenen Mengen𝑈 ⊆ R𝑛 bzw. 𝐺 ⊆ R𝑝 so definiert, dass auch

𝜑(𝑥1, . . . , 𝑥𝑝) = 𝑓 (𝑢1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑝), . . . , 𝑢𝑛 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑝))

auf 𝐺 definiert ist. Ist 𝑓 differenzierbar und jedes 𝑢𝑘 partiell differenzierbar, dann
ist auch 𝜑 auf 𝐺 partiell differenzierbar und dort gilt nach dem ersten Punkt (indem
man alle Variablen 𝑥1 . . . , 𝑥𝑝 außer einer festhält)

𝜕𝜑

𝜕𝑥1
=
𝜕 𝑓

𝜕𝑢1

𝜕𝑢1
𝜕𝑥1

+ . . . + 𝜕 𝑓

𝜕𝑢𝑛

𝜕𝑢𝑛

𝜕𝑥1
,

...

𝜕𝜑

𝜕𝑥𝑝
=
𝜕 𝑓

𝜕𝑢1

𝜕𝑢1
𝜕𝑥𝑝

+ . . . + 𝜕 𝑓

𝜕𝑢𝑛

𝜕𝑢𝑛

𝜕𝑥𝑝

oder genauer

𝜕𝜑

𝜕𝑥 𝑗
(𝑥1, . . . , 𝑥𝑝) =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜕 𝑓

𝜕𝑢𝑘
(𝑢1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑝), . . . , 𝑢𝑛 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑝))

𝜕𝑢𝑘

𝜕𝑥 𝑗
(𝑥1, . . . , 𝑥𝑝).

Ist jede der Funktionen 𝑢𝑘 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑝) sogar differenzierbar, dann gilt dies auch für
𝜑(𝑥1, . . . , 𝑥𝑝) und es gilt

D𝜑 =

(
𝜕𝜑

𝜕𝑥1
. . .

𝜕𝜑

𝜕𝑥𝑝

)
auf 𝐺.

Satz 2.3.4. Für reellwertige Funktionen 𝑓 , 𝑔 : 𝑈 → R (𝑈 ⊆ R𝑛 offen), die in 𝑥 ∈ 𝑈
differenzierbar sind, gilt

𝐷 ( 𝑓 𝑔) (𝑥) = 𝑓 (𝑥)D𝑔(𝑥) + 𝑔(𝑥)D 𝑓 (𝑥).

und, falls 𝑔(𝑥) ≠ 0 ist,

D
(
𝑓

𝑔

)
(𝑥) = 𝑔(𝑥)D 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑥)D𝑔(𝑥)

𝑔(𝑥)2 .

Beweis. Wir stellen 𝑓 𝑔 : R𝑛 → R als Verkettung von

𝑃 : R2 → R, 𝑃(𝑢, 𝑣) = 𝑢𝑣

und

𝐹 : R𝑛 → R2, 𝐹 (𝑥) = ( 𝑓 (𝑥), 𝑔(𝑥))

dar. Dann ist ( 𝑓 𝑔) (𝑥) = 𝑃(𝐹 (𝑥)) und

D( 𝑓 𝑔) (𝑥) = D𝑃( 𝑓 (𝑥)) · D𝐹 (𝑥).
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Die Ableitung von 𝑃 ist

D𝑃(𝑢, 𝑣) =
(
𝜕𝑃

𝜕𝑢
(𝑢, 𝑣) 𝜕𝑃

𝜕𝑣
(𝑢𝑣)

)
=

(
𝑣 𝑢

)
∈ R1×2

und die von 𝐹 ist

D𝐹 (𝑥) =
(
𝜕1 𝑓 (𝑥) . . . 𝜕𝑛 𝑓 (𝑥)
𝜕1𝑔(𝑥) . . . 𝜕𝑛𝑔(𝑥)

)
∈ R2×𝑛,

also ist

D( 𝑓 𝑔) (𝑥) =
(
𝑔(𝑥) 𝑓 (𝑥)

) (
𝜕1 𝑓 (𝑥) . . . 𝜕𝑛 𝑓 (𝑥)
𝜕1𝑔(𝑥) . . . 𝜕𝑛𝑔(𝑥)

)
=

(
𝑔(𝑥)𝜕1 𝑓 (𝑥) + 𝑓 (𝑥)𝜕1𝑔(𝑥) . . . 𝑔(𝑥)𝜕𝑛 𝑓 (𝑥) + 𝑓 (𝑥)𝜕𝑛𝑔(𝑥)

)
= 𝑔(𝑥)D 𝑓 (𝑥) + 𝑓 (𝑥)D𝑔(𝑥) ∈ R1×𝑛.

In der Praxis wird man jedoch so rechnen: D( 𝑓 𝑔) (𝑥) hat als 𝑗-te Komponente 𝜕𝑗 ( 𝑓 (𝑥)𝑔(𝑥)),
was nach der eindimensionalen Kettenregel wie erwartet 𝑔(𝑥)𝜕𝑗 𝑓 (𝑥) + 𝑓 (𝑥)𝜕𝑗𝑔(𝑥) ergibt.
Schreibt man diese Komponenten in einen (Zeilen-)Vektor, erhält man sofort das Ergebnis.

Die zweite Behauptung sieht man genauso. □

Definition 2.3.5. Sei 𝑈 ⊆ R𝑛 offen und 𝑓 : 𝑈 → R partiell differenzierbar. Dann
heißt der Vektor

grad 𝑓 (𝑥) := ∇ 𝑓 (𝑥) :=
(
𝜕 𝑓

𝜕𝑥1
, . . . ,

𝜕 𝑓

𝜕𝑥𝑛

)
∈ R𝑛

der Gradient von 𝑓 .

Bemerkung 2.3.6. Das Symbol ”∇“ heißt Nabla-Operator.

Beispiel 2.3.7. Wir berechnen den Gradienten von 𝑓 (𝑥, 𝑦) = sin 𝑥+𝑒𝑥𝑦 an der Stelle (0, 1):

∇ 𝑓 (𝑥, 𝑦) = (𝜕𝑥 𝑓 , 𝜕𝑦 𝑓 ) = (cos 𝑥 + 𝑦𝑒𝑥𝑦, 𝑥𝑒𝑥𝑦)
=⇒ ∇ 𝑓 (0, 1) = (2, 0).

Bemerkung 2.3.8. Was ist der Zusammenhang zwischen D 𝑓 (𝑥) und ∇ 𝑓 (𝑥)? Auf den
ersten Blick scheint grad 𝑓 (𝑥) durch Transposition aus der 1× 𝑛-Matrix D 𝑓 (𝑥) hervorzu-
gehen. Genauer steckt folgendes dahinter:

▶ D 𝑓 (𝑥) ist eine lineare Abbildung R𝑛 → R, ein sogenannter Kovektor.
▶ ∇ 𝑓 (𝑥) ist ein Vektor in R𝑛.
▶ D 𝑓 (𝑥) wirkt durch Auswerten auf einen Vektor 𝑣 ∈ R𝑛, also 𝑣 ↦→ D 𝑓 (𝑥)𝑣.
▶ ∇ 𝑓 (𝑥) wirkt auf einen Vektor 𝑣 ∈ R𝑛 mittels des Skalarproduktes, 𝑣 ↦→ ⟨∇ 𝑓 (𝑥), 𝑣⟩.
▶ Klarerweise gilt nach Definition D 𝑓 (𝑥)𝑣 = ∑

𝑖 𝜕𝑖 𝑓 (𝑥)𝑣𝑖 = ⟨∇ 𝑓 (𝑥), 𝑣⟩.
▶ Dies ist die Eigenschaft, die den Gradienten im Kontext der Differentialgeom-

trie auch auf beliebigen gekrümmten Räumen, mit allgemeineren Skalarprodukten,
definiert: ∇ 𝑓 (𝑥) ist der (eindeutig definierte) Vektor, der mittels eines fixierten
Skalarproduktes dem Kovektor D 𝑓 (𝑥) entspricht.

16.3.
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Richtungsableitungen
Sei 𝑚 = 1, wir betrachten also reelle Funktionen.

Definition 2.3.9. Sei𝑈 ⊆ R𝑛 offen und 𝑓 : 𝑈 → R eine Funktion. Für 𝑣 ∈ R𝑛 heißt

𝜕 𝑓

𝜕𝑣
(𝑥) := D𝑣 𝑓 (𝑥) :=

d
d𝑡

����
𝑡=0

𝑓 (𝑥 + 𝑡𝑣) = lim
𝑡→0

𝑓 (𝑥 + 𝑡𝑣) − 𝑓 (𝑥)
𝑡

die Richtungsableitung von 𝑓 in Richtung 𝑣.

Die Richtungsableitung D𝑣 𝑓 (𝑥) lässt sich interpretieren als Änderungsrate der Funktion
an der Stelle 𝑥 in Richtung 𝑣. Die partiellen Ableitungen sind also die Änderungsraten in
Richtung der Koordinatenachsen.

Satz 2.3.10. Sei 𝑈 ⊆ R𝑛 offen und 𝑓 : 𝑈 → R eine Funktion. Ist 𝑓 in 𝑥 ∈ 𝑈

differenzierbar, dann existieren alle Richtungsableitungen und es gilt für jedes 𝑣 ∈ R𝑛

D𝑣 𝑓 (𝑥) = D 𝑓 (𝑥)𝑣 = ⟨∇ 𝑓 (𝑥), 𝑣⟩.

Beweis. Mit 𝐴 = D 𝑓 (𝑥) gilt ⟨∇ 𝑓 (𝑥), 𝑣⟩ = 𝐴𝑣 für 𝑣 ∈ R𝑛 nach Definition. Außerdem ist
𝑓 (𝑥 + ℎ) = 𝑓 (𝑥) + 𝐴ℎ + 𝑜(ℎ) und es folgt

𝑓 (𝑥 + 𝑡𝑣) − 𝑓 (𝑥)
𝑡

=
𝑡𝐴𝑣 + 𝑜(𝑡𝑣)

𝑡
= 𝐴𝑣 + 𝑜(𝑡𝑣)

𝑡
→ 𝐴𝑣 für 𝑡 → 0. □

Teilweise wird in der Literatur die Richtungsableitung nur für Vektoren mit ∥𝑣∥ = 1
betrachtet. Da D 𝑓 (𝑥) (𝑣) linear in 𝑣 ist, verliert man dadurch keine Information.

Beispiel 2.3.11. Wir berechnen die Richtungsableitung der Funktion 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑥2𝑦3 − 4𝑦
an der Stelle (2,−1) in Richtung 𝑣 = (2, 5) und in Richtung 𝑢 = 𝑣/∥𝑣∥. Es ist

∇ 𝑓 (𝑥, 𝑦) = (2𝑥𝑦3, 3𝑥2𝑦2 − 4)
=⇒ ∇ 𝑓 (2,−1) = (−4, 8)
=⇒ D𝑣 𝑓 (2,−1) = ∇ 𝑓 (2,−1) · (2, 5) = −8 + 40 = 32

=⇒ D𝑢 𝑓 (2,−1) = 32
∥𝑣∥ =

32
√

29
.

Bemerkung 2.3.12. Ist 𝑓 : 𝑈 → R differenzierbar (𝑈 ⊆ R𝑛 offen) und 𝛾 : (−𝜀, 𝜀) → 𝑈

eine differenzierbare Kurve mit 𝛾(0) = 𝑥 und ¤𝛾(0) = 𝑣, dann gilt

d
d𝑡
𝑓 (𝛾(𝑡)) |𝑡=0 = ( 𝑓 ◦ 𝛾)′(0) = D 𝑓 (𝛾(0)) · 𝛾′(0) = D 𝑓 (𝑥) · 𝑣 = D𝑣 𝑓 (𝑥).

Beispiel 2.2.5 ist eine Funktion für welche die partiellen Ableitungen existieren, nicht
jedoch alle Richtungsableitungen. Auch wenn alle Richtungsableitungen existieren, muss
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die Funktion nicht differenzierbar sein, wie das Beispiel

𝑓 (𝑥, 𝑦) =


𝑥2𝑦

𝑥4 + 𝑦2 (𝑥, 𝑦) ≠ (0, 0)

0 (𝑥, 𝑦) = (0, 0)

zeigt ( 𝑓 ist im Nullpunkt unstetig, besitzt aber Richtungsableitungen in alle Richtungen).

Bemerkung 2.3.13. Nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ist für ∥𝑣∥ = 1

|D𝑣 𝑓 (𝑥) | ≤ ∥𝑣∥ · ∥∇ 𝑓 (𝑥)∥ = ∥∇ 𝑓 (𝑥)∥.

Ist ∇ 𝑓 (𝑥) = 0, verschwinden also alle Richtungsableitungen. Ist ∇ 𝑓 (𝑥) ≠ 0, dann wird
die für normierte 𝜈 größtmögliche Anstiegsrate ∥∇ 𝑓 (𝑥)∥ genau für

𝑣 =
∇ 𝑓 (𝑥)
∥∇ 𝑓 (𝑥)∥

erreicht. Der Gradient gibt also die Richtung von 𝑥 aus an, in der die Funktion am stärksten
wächst. Da D−𝑣 𝑓 (𝑥) = −D𝑣 𝑓 (𝑥) ist, gibt der Vektor −∇ 𝑓 (𝑥) die Richtung an, in der die
Funktion am stärksten fällt.

Eine reelle Funktion 𝑓 (𝑥, 𝑦) in zwei Variablen kann man als Graph visualisieren, d.h. als
die Menge aller (𝑥, 𝑦, 𝑧) mit 𝑧 = 𝑓 (𝑥, 𝑦) und (𝑥, 𝑦) im Definitionsbereich von 𝑓 . In diesem
Zusammenhang ist folgender Begriff hilfreich:

Definition 2.3.14. Für eine Funktion 𝑓 : 𝐷 → R (mit 𝐷 ⊆ R𝑛) und eine Zahl 𝑐 ∈ R
heißt das Urbild

𝑓 −1(𝑐) = {𝑥 ∈ 𝐷 | 𝑓 (𝑥) = 𝑐}

Niveaumenge von 𝑓 zum Niveau 𝑐. Für 𝑛 = 2 spricht man auch von einer Niveaulinie,
für 𝑛 = 3 von einer Niveaufläche.

Beispiel 2.3.15. Der Einheitskreis in R2 ist die Niveaulinie von 𝑥2 + 𝑦2 zum Niveau 1, die
Einheitskugel in R3 die Niveaufläche von 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧3 zum Niveau 1.

Wir werden später zeigen, dass der Gradient in jedem Punkt senkrecht auf die Niveaumenge
durch diesen Punkt steht.

Kurven

Definition 2.3.16. Ist 𝐼 ⊆ R ein Intervall, so nennt man eine stetige Abbildung
𝛾 : 𝐼 → R𝑛 eine parametrisierte Kurve in R𝑛. Die Bildmenge

Γ := {𝛾(𝑡) | 𝑡 ∈ 𝐼} ⊆ R𝑛

wird Spur von 𝛾 oder unparametrisierte Kurve genannt. Die Gleichung 𝑥 = 𝛾(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐼
heißt Parameterdarstellung von Γ und 𝑡 ist ihr Parameter.
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Bemerkung 2.3.17.

(i) Wir werden sowohl parametrisierte Kurven als auch ihre Spur einfach als Kurven
bezeichnen.

(ii) Eine Kurve hat eine natürliche Durchlaufrichtung, nämlich im Sinne wachsender
Parameter.

(iii) Für 𝐼 = [𝑎, 𝑏] heißt 𝛾(𝑎) Anfangspunkt und 𝛾(𝑏) Endpunkt der Kurve.
(iv) Wir betrachten auch 𝑘-mal differenzierbare Kurven; in den Randpunkten von 𝐼 ist

der entsprechende Grenzwert einseitig zu verstehen.
(v) Ist 𝛾 : 𝐼 → R𝑛 stetig differenzierbar, dann heißt ¤𝛾(𝑡) = d𝛾

d𝑡 (𝑡) Tangentialvektor an
die Kurve im Punkt 𝛾(𝑡). Interpretieren wir 𝛾(𝑡) als einen Ort (eines Teilchens etc.)
in R𝑛, können wir ¤𝛾(𝑡) als Geschwindigkeit und ¥𝛾(𝑡) als Beschleunigung sehen.

(vi) Die Tangente durch 𝛾(𝑡0) hat Parameterdarstellung

𝑥 = 𝛾(𝑡0) + (𝑡 − 𝑡0) ¤𝛾(𝑡0)

und es gilt 𝛾(𝑡) = 𝛾(𝑡0) + (𝑡 − 𝑡0) ¤𝛾(𝑡0) + 𝑜(𝑡 − 𝑡0); die Tangente ist in diesem Sinn
eine lineare (oder genauer gesagt: affine) Approximation der Kurve im Punkt 𝑡0.

(vii) Für ¤𝛾(𝑡0) = 0 heißt 𝑡0 singulärer Parameterwert und 𝛾(𝑡0) singulärer Punkt der
Kurve, für ¤𝛾(𝑡0) ≠ 0 regulärer Parameterwert bzw. regulärer Punkt.

(viii) Ist ¤𝛾(𝑡) ≠ 0 für alle 𝑡 ∈ 𝐼 heißt 𝛾 regulär.

Definition 2.3.18. Ist 𝛾 : [𝑎, 𝑏] → R𝑛 eine stetig differenzierbare Kurve, dann wird

𝐿 (𝛾) :=
∫ 𝑏

𝑎

∥ ¤𝛾(𝑡)∥ d𝑡

ihre Länge genannt.

Ist 𝑧 = 𝑓 (𝑥) eine partiell differenzierbare Funktion, dann ist 𝜕𝑖 𝑓 (𝑥) der Tangentialvektor
an die Kurve 𝑡 ↦→ 𝑓 (𝑥 + 𝑡𝑒𝑖).

Definition 2.3.19. Zwei 𝐶𝑘 -Kurven 𝛾 : 𝐼 → R𝑛 und 𝛾̃ : 𝐼̃ → R𝑛 heißen äquivalent,
wenn es eine monoton wachsende Bijektion 𝜑 : 𝐼̃ → 𝐼 mit 𝜑, 𝜑−1 ∈ 𝐶𝑘 gibt, sodass
𝛾̃ = 𝛾 ◦ 𝜑 ist. 𝛾̃ heißt Umparametrisierung von 𝛾 und 𝜑 Parameterwechsel.

Beispiel 2.3.20. Die Kurven 𝛾 : [0, 2𝜋] → R2, 𝛾(𝑡) = (cos 𝑡, sin 𝑡) und 𝛾̃(𝑡) : [0, 360] →
R2, 𝛾̃(𝑡) = (cos(2𝜋𝑡/360), sin(2𝜋𝑡/360)) sind äquivalent unter dem Parameterwechsel
𝜑(𝑡) = 2𝜋𝑡/360.

Satz 2.3.21. Die Länge einer 𝐶1-Kurve 𝛾 : [𝑎, 𝑏] → R𝑛 ist unabhängig von der
Parametrisierung.
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Beweis. Es gilt

𝐿 (𝛾 ◦ 𝜑) =
∫ 𝜑(𝑏)

𝜑(𝑎)








 ¤𝛾(𝜑(𝑡)) · 𝜑′(𝑡)︸︷︷︸
>0








 d𝑡

=

∫ 𝜑(𝑏)

𝜑(𝑎)
∥ ¤𝛾(𝜑(𝑡))∥𝜑′(𝑡) d𝑡 =

∫ 𝑏

𝑎

∥ ¤𝛾(𝑡)∥ d𝑡 = 𝐿 (𝛾). □

Definition 2.3.22. Ist 𝛾 : [𝑎, 𝑏] → R eine 𝐶1-Kurve, dann heißt

𝑠(𝑡) =
∫ 𝑡

𝑎

∥ ¤𝛾(𝑡)∥ d𝑡, 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]

Bogenlängenfunktion von 𝛾.

Definition 2.3.23. Eine 𝐶1-Kurve 𝛾 heißt nach Bogenlänge parametrisiert, wenn
∥ ¤𝛾∥ = 1 für alle 𝑡 gilt.

Satz 2.3.24. Eine reguläre 𝐶1-Kurve 𝛾 : 𝐼 → R𝑛 kann nach Bogenlänge parametri-
siert werden.

Beweis. Sei 𝑡0 ein beliebiger Punkt in 𝐼. Die Funktion

𝜑̃(𝑡) :=
∫ 𝑡

𝑡0

∥ ¤𝛾(𝑢)∥ d𝑢

ist stetig differenzierbar, monoton wachsend und bildet 𝐼 bijektiv auf 𝐼 := 𝜑̃(𝐼) ab.
Ihre Umkehrfunktion 𝜑 := 𝜑̃−1 ist stetig nach Analysis I, und nach dem Satz über die
Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion ist 𝜑 auch differenzierbar. Damit ist 𝛾̃ := 𝛾 ◦ 𝜑
nach Bogenlänge parametrisiert, denn



 ¤̃𝛾(𝑡)

 = ∥ ¤𝛾(𝜑(𝑡))∥𝜑′(𝑡) = ∥ ¤𝛾(𝜑(𝑡))∥ 1
𝜑̃′(𝜑(𝑡)) = 1

für alle 𝑡. □

Beispiel 2.3.25. Die Kurve 𝑟 (𝑡) = (3𝑡 − 1, 4𝑡 + 2) hat Bogenlängenfunktion 𝑠(𝑡) = 5𝑡, also
ist 𝑡 (𝑠) = 𝑠/5 und 𝑟 (𝑠) = (3𝑠/5 − 1, 4𝑠/5 − 2) nach Bogenlänge parametrisiert.
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2.4 Mittelwertsätze

Satz 2.4.1 (Mittelwertsatz für reellwertige Funktionen mehrerer Variablen). Sei𝑈 ⊆
R𝑛 offen und 𝑓 : 𝑈 → R eine stetig differenzierbare Funktion.

(i) Ist 𝜑 : [𝛼, 𝛽] → 𝑈 eine stetig differenzierbare Kurve mit den Endpunkten 𝑎 =

𝜑(𝛼) und 𝑏 = 𝜑(𝛽), dann gilt

𝑓 (𝑏) − 𝑓 (𝑎) =
∫ 𝛽

𝛼

∇ 𝑓 (𝜑(𝑡)) · ¤𝜑(𝑡) d𝑡.

(ii) Liegt für zwei Punkte 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑈 auch die Verbindungsstrecke

𝑆 = 𝑎 + [0, 1] · (𝑏 − 𝑎) = {𝑎 + 𝑡 (𝑏 − 𝑎) : 0 ≤ 𝑡 ≤ 1}

in𝑈, dann gibt es ein 𝜉 ∈ 𝑆 mit

𝑓 (𝑏) − 𝑓 (𝑎) = ∇ 𝑓 (𝜉) · (𝑏 − 𝑎).

Beweis. Den ersten Punkt sieht man mit dem Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung: 𝑓 ◦ 𝜑 ist stetig differenzierbar auf einer Umgebung von [𝛼, 𝛽], wenn man 𝜑 für
𝑡 < 𝛼 durch 𝜑(𝑡) = 𝜑(𝛼) + 𝜑′(𝛼) (𝑡 − 𝛼) und für 𝑡 > 𝛽 durch 𝜑(𝑡) = 𝜑(𝛽) + 𝜑′(𝛽) (𝑡 − 𝛽)
fortsetzt, also erhält man

𝑓 (𝑏) − 𝑓 (𝑎) = 𝑓 (𝜑(𝛽)) − 𝑓 (𝜑(𝛼)) =
∫ 𝛽

𝛼

d
d𝑡
𝑓 (𝜑(𝑡)) d𝑡 =

∫ 𝛽

𝛼

∇ 𝑓 (𝜑(𝑡)) · ¤𝜑(𝑡) d𝑡.

Für den zweiten Punkt wendet man den Mittelwertsatz der Differential- und Integral-
rechnung auf die Funktion 𝑔(𝑡) = 𝑓 (𝑎 + 𝑡 (𝑏 − 𝑎)), 0 ≤ 𝑡 ≤ 1, an und erhält für ein
𝜏 ∈ (0, 1)

𝑓 (𝑏) − 𝑓 (𝑎) = 𝑔(1) − 𝑔(0) = 1 · 𝑔′(𝜏) = ∇ 𝑓 (𝑎 + 𝜏(𝑏 − 𝑎)︸         ︷︷         ︸
𝜉

) · (𝑏 − 𝑎). □

Bemerkung 2.4.2. Die Voraussetzung 𝑆 ⊆ 𝑈 in ((ii)) ist notwendig, wie man an folgendem
Beispiel sieht: Betrachte 𝑈 := 𝐵2(0)\𝐵̄ 1

2
(0) ⊆ R3 und 𝑓 : 𝑈 → R mit 𝑓 (𝑥) = 1

∥𝑥∥ .
Dann gilt ∇ 𝑓 (𝑥) = − 1

∥𝑥∥3 𝑥 ≠ 0 für alle 𝑥 ∈ 𝑈. Für 𝑎 ∈ 𝑈 und 𝑏 := −𝑎 gilt aber
𝑓 (𝑏) − 𝑓 (𝑎) = 0 ≠ ∇ 𝑓 (𝜉)2𝑏 = ∇ 𝑓 (𝜉) (𝑏 − 𝑎) für alle 𝜉 ∈ 𝑆.
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2.5 Höhere Ableitungen

Definition 2.5.1. Sei𝑈 ⊆ R𝑛 offen und 𝑓 : 𝑈 → R eine Abbildung.
▶ Ist die Ableitung 𝜕𝑥 𝑗 𝑓 nach 𝑥𝑖 partiell differenzierbar (𝑖, 𝑗 = 1 . . . 𝑛) dann heißen

𝜕2 𝑓

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥 𝑗
:=

𝜕

𝜕𝑥𝑖

(
𝜕 𝑓

𝜕𝑥 𝑗

)
,

𝜕2 𝑓

𝜕𝑥2
𝑖

:=
𝜕

𝜕𝑥𝑖

(
𝜕 𝑓

𝜕𝑥𝑖

)
partielle Ableitungen zweiter Ordnung von 𝑓 .

▶ Analog sind die partiellen Ableitungen höherer Ordnung definiert, also

𝜕𝑘 𝑓

𝜕𝑥𝑖1 . . . 𝜕𝑥𝑖𝑘

=
𝜕

𝜕𝑥𝑖1

(
. . .

(
𝜕

𝜕𝑥𝑖𝑘−1

(
𝜕 𝑓

𝜕𝑥𝑖𝑘

)
. . .

))
für Ordnung 𝑘 .

▶ Existieren für 𝑓 alle partiellen Ableitungen der Ordnung ≤ 𝑘 in 𝑈 und sind
stetig (inklusive der 0-ten Ableitung, also 𝑓 selbst), nennt man 𝑓 𝑘-mal stetig
differenzierbar in𝑈 und schreibt 𝑓 ∈ 𝐶𝑘 (𝑈).

Satz 2.5.2 (Satz von Schwarz). Ist 𝑈 ⊆ R𝑛 offen und 𝑓 : 𝑈 → R zweimal stetig
partiell differenzierbar, dann gilt für alle 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛 und 𝑎 ∈ 𝑈:

𝜕𝑖𝜕𝑗 𝑓 (𝑎) = 𝜕𝑗𝜕𝑖 𝑓 (𝑎).

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit setzen wir 𝑎 = 0 und 𝑛 = 2. Eine zweifa-
che Anwendung des Mittelwertsatzes ergibt

𝑓 (𝑥, 𝑦) − 𝑓 (𝑥, 0)
𝑦

− 𝑓 (0, 𝑦) − 𝑓 (0, 0)
𝑦

𝑥
=
𝜕1 𝑓 (𝛼, 𝑦) − 𝜕1 𝑓 (𝛼, 0)

𝑦
= 𝜕2𝜕1 𝑓 (𝛼, 𝛽).

für gewisse 𝛼, 𝛽 mit |𝛼 | < 𝑥 und |𝛽 | < 𝑦. Dieser Ausdruck ist aber gleich

𝑓 (𝑥, 𝑦) − 𝑓 (0, 𝑦)
𝑥

− 𝑓 (𝑥, 0) − 𝑓 (0, 0)
𝑥

𝑦
=
𝜕2 𝑓 (𝑥, 𝛿) − 𝜕2 𝑓 (0, 𝛿)

𝑥
= 𝜕1𝜕2 𝑓 (𝛾, 𝛿),

für gewisse 𝛾, 𝛿 mit |𝛾 | < 𝑥 und |𝛿 | < 𝑦, es gilt also

𝜕2𝜕1 𝑓 (𝛼, 𝛽) = 𝜕1𝜕2 𝑓 (𝛾, 𝛿).

Gehen 𝑥, 𝑦 gegen Null dann auch 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 und wegen der Stetigkeit von 𝜕1𝜕2 𝑓 und 𝜕2𝜕1 𝑓
folgt 𝜕2𝜕1 𝑓 (0, 0) = 𝜕1𝜕2 𝑓 (0, 0). □

Beispiel 2.5.3. Die Voraussetzung der zweifachen stetigen Differenzierbarkeit kann nicht
weggelassen werden: für die Funktion 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 0 wenn (𝑥, 𝑦) = (0, 0) und

𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑥3𝑦 − 𝑥𝑦3

𝑥2 + 𝑦2 , (𝑥, 𝑦) ≠ (0, 0)

gilt 𝜕𝑥𝜕𝑦 𝑓 (0, 0) ≠ 𝜕𝑦𝜕𝑥 𝑓 (0, 0)
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−1 −0.5 0
0.5 1−1

0

1−0.2

0

0.2

f(x, y) =
x3y − xy3

x2 + y2

20.3.
Bemerkung 2.5.4. Man kann auch totale Ableitungen höherer Ordnung betrachten: für 𝑈 ⊆ R𝑛

offen und eine Funktion 𝑓 : 𝑈 → R𝑚 ist die Ableitung eine Funktion

D 𝑓 : 𝑈 → 𝐿 (R𝑛,R𝑚)

wobei wir mit 𝐿 (R𝑛,R𝑚) den Raum aller linearer Abbildungen R𝑛 → R𝑚 bezeichnen. Deren
Ableitung wiederum ist eine Funktion

D 𝑓 : 𝑈 → 𝐿 (R𝑛, 𝐿(R𝑛,R𝑚))

und so weiter. Identifiziert man Elemente von 𝐿 (R𝑛, 𝐿(R𝑛,R𝑚)) mit bilinearen Abbildungen
R𝑛 ×R𝑛 → R𝑚, und analog für höhere Ordnungen, erhält man für das 𝑘-te totale Differential eine
Funktion

D𝑘 𝑓 : 𝑈 → 𝐿 (R𝑛 × . . . × R𝑛,R𝑚)

mit Werten im Raum der 𝑘-multilinearen Abbildungen von R𝑛 nach R𝑚, aufgrund des Satzes von
Schwarz sogar symmetrische multilineare Abbildungen.

2.6 Der Satz von Taylor
Wir führen zuerst eine praktische Notation für höhere partielle Ableitungen ein. Wir
nennen 𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) ∈ N𝑛0 einen Multiindex, schreiben

|𝛼 | := 𝛼1 + . . . + 𝛼𝑛, 𝛼! := 𝛼1! · · · 𝛼𝑛!

und für ℎ = (ℎ1, . . . , ℎ𝑛) ∈ R𝑛 sei

ℎ𝛼 := ℎ𝛼1
1 · · · ℎ𝛼𝑛𝑛 .

|𝛼 | heißt Länge von 𝛼. Ist 𝑓 eine |𝛼 |-mal stetig differenzierbare Funktion, so schreiben
wir

D𝛼 𝑓 := D𝛼1
1 · · ·D𝛼𝑛

𝑛 𝑓 𝜕𝛼 𝑓 := 𝜕𝛼1
1 · · · 𝜕𝛼𝑛𝑛 𝑓 =

𝜕 |𝛼 | 𝑓

𝜕𝑥
𝛼1
1 · · · 𝜕𝑥𝛼𝑛𝑛

.
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Beispiel 2.6.1. Für 𝑛 = 3 und 𝛼 = (1, 2, 0) ist |𝛼 | = 1 + 2 = 3, 𝛼! = 1!2!0! = 2,
(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝛼 = 𝑥𝑦2 und 𝜕𝛼 𝑓 = 𝜕1𝜕

2
2 𝑓 .

Lemma 2.6.2. Sei 𝑈 ⊆ R𝑛 offen und 𝑓 : 𝑈 → R eine 𝑘-mal stetig differenzierbare
Funktion mit 𝑘 ∈ N0. Sei 𝑥 ∈ 𝑈 und ℎ ∈ R𝑛 so, dass die Strecke 𝑥 + [0, 1]ℎ ganz in 𝑈
liegt. Dann ist die Funktion

𝑔 : [0, 1] → R, 𝑔(𝑡) = 𝑓 (𝑥 + 𝑡ℎ)

𝑘-mal stetig differenzierbar und es gilt

𝑔(𝑘) (𝑡) =
∑︁
|𝛼 |=𝑘

𝑘!
𝛼!
𝜕𝛼 𝑓 (𝑥 + 𝑡ℎ)ℎ𝛼 . (2.5)

Hierbei läuft die Summe über alle 𝛼 ∈ N𝑛0 mit |𝛼 | = 𝑘 .

Beweis. Wie führen Induktion nach 𝑘 durch. Für 𝑘 = 0 ist nichts zu zeigen. Sei nun
angenommen die Aussage gelte für ein 𝑘 ∈ N0. Ist 𝑓 (𝑘 + 1)-mal stetig differenzierbar,
dann ist 𝑔(𝑘) stetig differenzierbar, also 𝑔 ebenfalls (𝑘 +1)-mal stetig differenzierbar. Nach
Induktionshypothese folgt

𝑔(𝑘+1) (𝑡) = d
d𝑡

∑︁
|𝛼 |=𝑘

𝑘!
𝛼!
𝜕𝛼 𝑓 (𝑥 + 𝑡ℎ)ℎ𝛼 . (2.6)

Für 𝐹 = 𝐷𝛼 𝑓 folgt nach der Kettenregel

d
d𝑡
𝐹 (𝑥 + 𝑡ℎ) = D𝐹 (𝑥 + 𝑡ℎ)ℎ =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜕𝑗𝐹 (𝑥 + 𝑡ℎ)ℎ 𝑗 =
𝑛∑︁
𝑗=1

𝜕𝑗𝜕
𝛼 𝑓 (𝑥 + 𝑡ℎ)ℎ 𝑗

Es ist 𝜕𝑗𝜕𝛼 = 𝐷𝛽, wobei |𝛽 | = 𝑘 +1 gilt. Durchläuft 𝛼 alle Multiindizes der Länge |𝛼 | = 𝑘
und läuft 𝑗 von 1 bis 𝑛, dann durchläuft 𝛽 alle Multiindizes vom Betrag 𝑘+1, aber mehrfach.
Genauer gesagt betrachten wir die ”Multiindexverschiebung“ oder Umnummerierung

ℓ : 𝐼 → 𝐽, (𝛼, 𝑗) ↦→ 𝛽 = 𝛼 + 𝑒 𝑗

wobei 𝑒 𝑗 der 𝑗-te kanonische Basisvektor ist und

𝐼 =
{
(𝛼, 𝑗)

�� |𝛼 | = 𝑘, 𝑗 = 1 . . . 𝑛
}

𝐽 =
{
𝛽

�� |𝛽 | = 𝑘 + 1
}
.

Dann ist ℓ surjektiv, aber wie oft wird ein 𝛽 ∈ 𝐽 getroffen? Es ist genau

ℓ−1(𝛽) = {(𝛽 − 𝑒 𝑗 , 𝑗) | 𝛽 𝑗 > 0}.

Ist also 𝐶 (𝛼, 𝑗) irgendein Ausdruck, der von 𝛼 und 𝑗 abhängt, dann gilt∑︁
(𝛼, 𝑗)∈𝐼

𝐶 (𝛼, 𝑗) =
∑︁
𝛽∈𝐽

∑︁
𝑗 : 𝛽 𝑗>0

𝐶 (𝛽 − 𝑒 𝑗 , 𝑗).

Damit ist wegen
∑
𝑗 : 𝛽 𝑗>0 𝛽 𝑗 = 𝑘 + 1 die Summe (2.6) wie behauptet gleich

𝑔(𝑘+1) (𝑡) =
∑︁

|𝛽 |=𝑘+1

∑︁
𝑗 : 𝛽 𝑗>0

𝑘!𝛽 𝑗
𝛽!

𝜕𝛽 𝑓 (𝑥 + 𝑡ℎ)ℎ𝛽 =
∑︁

|𝛽 |=𝑘+1

(𝑘 + 1)!
𝛽!

𝜕𝛽 𝑓 (𝑥 + 𝑡ℎ)ℎ𝛽. □
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α j β

(2, 0) 1 (3, 0)

(2, 0) 2 (2, 1)

(1, 1) 1

(1, 1) 2 (1, 2)

(0, 2) 1

(0, 2) 2 (0, 3)

Satz 2.6.3 (Taylorsche Formel). Sei 𝑈 ⊆ R𝑛 offen, 𝑎 ∈ 𝑈 und ℎ ∈ R𝑛 ein Vektor,
so dass die Strecke 𝑎 + [0, 1]ℎ ganz in 𝑈 liegt. Sei 𝑓 : 𝑈 → R eine (𝑘 + 1)-mal stetig
differenzierbare Funktion. Dann existiert ein 𝜃 = 𝜃 (𝑎, ℎ) ∈ (0, 1), sodass

𝑓 (𝑎 + ℎ) =
∑︁
|𝛼 |≤𝑘

𝜕𝛼 𝑓 (𝑎)
𝛼!

ℎ𝛼 +
∑︁

|𝛼 |=𝑘+1

𝜕𝛼 𝑓 (𝑎 + 𝜃ℎ)
𝛼!

ℎ𝛼 (2.7)

oder ebenso

𝑓 (𝑎 + ℎ) =
∑︁
|𝛼 |≤𝑘

𝜕𝛼 𝑓 (𝑎)
𝛼!

ℎ𝛼 +
∑︁

|𝛼 |=𝑘+1

𝑘 + 1
𝛼!

∫ 1

0
(1 − 𝑡)𝑘+1𝜕𝛼 𝑓 (𝑎 + 𝑡ℎ)ℎ𝛼 d𝑡.

(2.8)

Das Polynom

𝑇𝑘 ( 𝑓 , 𝑎) (𝑥) =
∑︁
|𝛼 |≤𝑘

𝜕𝛼 𝑓 (𝑎)
𝛼!

(𝑥 − 𝑎)𝛼

heißt Taylorpolynom 𝑘-ter Ordnung von 𝑓 an der Stelle (oder im Entwicklungspunkt) 𝑎,
das Restglied in (2.7) Lagrange-Restglied und das Restglied in (2.8) Integralrestglied.

Beweis. Sei 𝑔(𝑡) = 𝑓 (𝑎 + 𝑡ℎ). Nach der Taylorformel in einer Variablen gibt es ein
𝜃 ∈ (0, 1) mit

𝑔(1) =
𝑘∑︁
𝑖=0

𝑔(𝑖) (0)
𝑖!

+ 𝑔
(𝑘+1) (𝜃)
(𝑘 + 1)! .

Durch Einsetzen von (2.5) folgt die Behauptung. Verwendet man in der Taylorformel für
𝑔 das Integralrestglied, folgt sofort die andere Darstellung. □

23.3.

Bemerkung 2.6.4. Es ist wichtig, das Taylorpolynom von 𝑓 (𝑥) an der Stelle 𝑎 immer als
Polynom in der Verschiebung ℎ = 𝑥 − 𝑎 anzugeben, nicht als Polynom in 𝑥.

Folgerung 2.6.5. Sei 𝑈 ⊆ R𝑛 offen, 𝑓 : 𝑈 → R 𝑘-mal stetig differenzierbar, 𝑎 ∈ 𝑈 und
𝛿 > 0 so, dass 𝐵𝛿 (𝑎) ⊆ 𝑈 ist. Dann gilt für ℎ ∈ R𝑛 mit ∥ℎ∥ < 𝛿

𝑓 (𝑎 + ℎ) =
∑︁
|𝛼 |≤𝑘

𝜕𝛼 𝑓 (𝑥)
𝛼!

ℎ𝛼 + 𝑜(∥ℎ∥𝑘 ).
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Beweis. Nach Satz 2.6.3 gibt es ein 𝜃 ∈ (0, 1) mit

𝑓 (𝑎 + ℎ) =
∑︁

|𝛼 |≤𝑘−1

𝜕𝛼 𝑓 (𝑥)
𝛼!

ℎ𝛼 +
∑︁
|𝛼 |=𝑘

𝜕𝛼 𝑓 (𝑥 + 𝜃ℎ)
𝛼!

ℎ𝛼

=
∑︁
|𝛼 |≤𝑘

𝜕𝛼 𝑓 (𝑥)
𝛼!

ℎ𝛼 +
∑︁
|𝛼 |=𝑘

𝑟𝛼 (ℎ)ℎ𝛼

mit 𝑟𝛼 (ℎ) = (𝜕𝛼 𝑓 (𝑥 + 𝜃ℎ) − 𝜕𝛼 𝑓 (𝑥))/(𝛼!). Da 𝜕𝛼 𝑓 stetig ist, gilt limℎ→0 𝑟𝛼 (ℎ) = 0. Da
|𝜉𝛼 |/∥𝜉∥𝑘 ≤ 1 für |𝛼 | = 𝑘 ist, folgt die Behauptung. □

Definition 2.6.6. Sei 𝑥 ∈ R𝑛 und 𝑓 in einer Umgebung von 𝑥 zweimal stetig diffe-
renzierbar. Die Hesse-Matrix von 𝑓 in 𝑥 ist die 𝑛 × 𝑛-Matrix

𝐻 𝑓 (𝑥) =
(
𝜕𝑖𝜕𝑗 𝑓 (𝑥)

)
𝑖, 𝑗=1...𝑛 .

Nach dem Satz von Schwarz ist die Hesse-Matrix symmetrisch.

Satz 2.6.7. Ist 𝑈 ⊆ R𝑛 offen, 𝑎 ∈ 𝑈 und 𝑓 : 𝑈 → R zweimal stetig differenzierbar,
dann gilt

𝑓 (𝑎 + ℎ) = 𝑓 (𝑎) + ⟨∇ 𝑓 (𝑎), ℎ⟩ + 1
2
ℎ𝑇𝐻ℎ + 𝑜(∥ℎ∥2)

wobei 𝐻 = 𝐻 𝑓 (𝑎) die Hesse-Matrix von 𝑓 in 𝑎 ist.

Beweis. Umittelbar durch Ablesen aus der Taylorformel für 𝑘 = 2: für |𝛼 | = 0 und |𝛼 | = 1
stehen die jeweiligen Terme da, für |𝛼 | = 2 haben wir

∑︁
|𝛼 |=2

𝜕𝛼 𝑓 (𝑎)
𝛼!

ℎ𝛼 =
1
2

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜕2
𝑖 𝑓 (𝑎)ℎ2

𝑖 +
∑︁

1≤𝑖< 𝑗≤𝑛
𝜕𝑖𝜕𝑗 𝑓 (𝑎)ℎ𝑖ℎ 𝑗

=
1
2

𝑛∑︁
𝑖, 𝑗=1

𝜕𝑖𝜕𝑗 𝑓 (𝑎)ℎ𝑖ℎ 𝑗 =
1
2
ℎ𝑇𝐻ℎ,

mit 𝐻 = (ℎ𝑖 𝑗 )𝑖, 𝑗=1...𝑛 und ℎ𝑖 𝑗 = 𝜕𝑖𝜕𝑗 𝑓 (𝑎). □

Beispiel 2.6.8.

(i) Wir berechnen die Taylor-Entwicklung der Funktion

𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑥 − 𝑦
𝑥 + 𝑦 , 𝑥, 𝑦 > 0
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im Punkt (1, 1) bis zu den Gliedern 2. Ordnung:

𝑓 (1, 1) = 0,

𝜕𝑥 𝑓 (𝑥, 𝑦) =
2𝑦

(𝑥 + 𝑦)2 , 𝜕𝑥 𝑓 (1, 1) =
1
2

𝜕𝑦 𝑓 (𝑥, 𝑦) = − 2𝑥
(𝑥 + 𝑦)2 , 𝜕𝑦 𝑓 (1, 1) = −1

2

𝜕2
𝑥 𝑓 (𝑥, 𝑦) = − 4𝑦

(𝑥 + 𝑦)3 , 𝜕2
𝑥 𝑓 (1, 1) = −1

2

𝜕𝑥𝜕𝑦 𝑓 (𝑥, 𝑦) =
2(𝑥 − 𝑦)
(𝑥 + 𝑦)3 , 𝜕𝑥𝜕𝑦 𝑓 (1, 1) = 0,

𝜕2
𝑦 𝑓 (𝑥, 𝑦) =

4𝑥
(𝑥 + 𝑦)3 , 𝜕2

𝑦 𝑓 (1, 1) =
1
2

und somit

𝑇2( 𝑓 , (1, 1)) (𝑥, 𝑦) =
(
1
2

−1
2

) (
𝑥 − 1
𝑦 − 1

)
+ 1

2
(
𝑥 − 1 𝑦 − 1

) ©­­«
−1

2
−0

0
1
2

ª®®¬
(
𝑥 − 1
𝑦 − 1

)
.

=
1
2
(𝑥 − 1) − 1

2
(𝑦 − 1) − 1

4
(𝑥 − 1)2 + 1

4
(𝑦 − 1)2

(ii) Wir berechnen das Taylorpolynom 3. Ordnung von 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑥 cos 𝑦 an der Stelle
(0, 0). Dazu multiplizieren wir die Reihendarstellungen

𝑒𝑥 = 1 + 𝑥 + 𝑥
2

2!
+ 𝑥

3

3!
+ 𝑥

4

4!
+ . . .

cos 𝑦 = 1 − 𝑦2

2!
+ 𝑦

4

4!
+ . . .

und werfen alle Terme mit Ordnung > 3 weg, also

𝑒𝑥 · cos 𝑦 =
(
1 + 𝑥 + 𝑥

2

2
+ 𝑥

3

6
+ . . .

)
·
(
1 − 𝑦2

2
+ . . .

)
= 1 + 𝑥 + 𝑥

2

2
− 𝑦2

2
+ 𝑥

3

6
− 𝑥𝑦

2

2︸                              ︷︷                              ︸
(∗)

+ . . .

und damit ist (∗) das gesuchte Taylorpolynom, wie wir aus dem nächsten Satz
lernen.
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Satz 2.6.9. Sei 𝑈 ⊆ R𝑛 offen, 𝑓 ∈ 𝐶𝑘 (𝑈) und 𝑎 ∈ 𝑈. Angenommen es gibt 𝑐𝛼 ∈ R
für |𝛼 | ≤ 𝑘 mit

𝑓 (𝑎 + ℎ) =
∑︁
|𝛼 |≤𝑘

𝑐𝛼ℎ
𝛼 + 𝑜(∥ℎ∥𝑘 ) (𝑡 → 0), (2.9)

dann ist

𝑐𝛼 =
𝜕𝛼 𝑓 (𝑎)
𝛼!

∀|𝛼 | ≤ 𝑘.

Insbesondere ist das Taylorpolynom 𝑘-ter Ordnung das eindeutige Polynom 𝑝 vom Grad
𝑘 mit

𝑓 (𝑎 + ℎ) = 𝑃(ℎ) + 𝑜(∥ℎ∥𝑘 ).

Beweis. Subtrahiert man das Taylorpolynom von (2.9), so gilt∑︁
|𝛼 |≤𝑘

(
𝑐𝛼 −

𝜕𝛼 𝑓 (𝑎)
𝛼!

)
ℎ𝛼︸                        ︷︷                        ︸

=:𝑞(ℎ)

= 𝑜(∥ℎ∥𝑘 ).

Hier ist 𝑞(ℎ) ein Polynom vom grad ≤ 𝑘 . Ist 𝑞 ≠ 0 schreiben wir es als 𝑞 = 𝑞𝑚 + 𝑞𝑚+1 +
. . . + 𝑞𝑘 , wobei 𝑞 𝑗 homogen vom Grad 𝑗 ist (d.h. alle Monome, aus denen 𝑞 𝑗 besteht,
haben den selben Grad), und 𝑚 ≤ 𝑘 minimal ist mit 𝑞𝑚 ≠ 0. Wählen wir 𝑣 ∈ R𝑛 mit
𝑞𝑚 (𝑣) ≠ 0 so gilt

𝑞(𝑡𝑣) = 𝑡𝑚𝑞𝑚 (𝑣) + 𝑡𝑚+1𝑞𝑚+1(𝑣) + . . . + 𝑡𝑘𝑞𝑘 (𝑣) = 𝑡𝑚𝑞𝑚 (𝑣) +𝑂 (𝑡𝑚−1) (𝑡 → 0).

Im Fall 𝑚 < 𝑘 gilt

𝑞(𝑡𝑣)
∥𝑡𝑣∥𝑘

= 𝑡𝑚−𝑘
𝑞𝑚 (𝑣)
∥𝑣∥𝑘

+𝑂 (𝑡𝑚+1−𝑘 ),

was nicht gegen 0 konvergiert.

Im Fall 𝑚 = 𝑘 gilt

𝑞(𝑡𝑣)
∥𝑡𝑣∥𝑘

→ 𝑞𝑘 (𝑣)
∥𝑣∥𝑘

≠ 0,

was auch nicht gegen 0 konvergiert. Dies ist ein Widerspruch, also muss 𝑞 = 0 sein. □

2.7 Lokale Extrema
Wir stellen uns nun wie in Analysis I die Frage, ob und wie wir lokale Extremstellen mit
Hilfe der Differentialrechnung untersuchen können.
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Definition 2.7.1. Sei 𝑈 ⊆ R𝑛 offen und 𝑓 : 𝑈 → R eine Funktion. Ein Punkt 𝑥 ∈ 𝑈
heißt lokales Maximum, wenn es eine Umgebung 𝑉 ⊆ 𝑈 von 𝑥 gibt, sodass

𝑓 (𝑥) ≥ 𝑓 (𝑦) ∀𝑦 ∈ 𝑉

und lokales Minimum, wenn es eine Umgebung 𝑉 ⊆ 𝑈 von 𝑥 gibt, sodass

𝑓 (𝑥) ≤ 𝑓 (𝑦) ∀𝑦 ∈ 𝑉.

Sind diese Ungleichungen für 𝑦 ∈ 𝑉 \ {𝑥} strikt (d.h. mit ”>“ bzw. ”<“), so nennt man
𝑥 ein striktes lokales Maximum bzw. Minimum. Ein lokales Extremum ist ein lokales
Minimum oder Maximum. Gelten die Ungleichungen auf ganz 𝑈, so heißt 𝑥 globales
(ggf. striktes) Maximum bzw. Minimum.

Satz 2.7.2. Ist 𝑓 : 𝑈 → R partiell differenzierbar und hat 𝑓 in 𝑥 ∈ 𝑈 ein lokales
Extremum, so ist ∇ 𝑓 (𝑥) = 0.

Beweis. Da 𝑡 = 0 ein lokales Extremum der Funktion 𝑡 ↦→ 𝑓 (𝑥+ 𝑡𝑒 𝑗 ) ist, folgt D 𝑗 𝑓 (𝑥) = 0
für alle 𝑗 = 1 . . . 𝑛. □

Definition 2.7.3. Ein Punkt 𝑥 mit ∇ 𝑓 (𝑥) = 0 heißt stationärer Punkt oder kritischer
Punkt von 𝑓 : 𝑈 → R.

Ein kritischer Punkt, in dem kein lokales Extremum vorliegt, heißt Sattelpunkt.

Das Verschwinden des Gradienten ist also notwendig für ein lokales Extremum (in einer
offenen Menge). Wir kümmern uns als nächstes um hinreichende Bedingungen.

Definition 2.7.4. Eine symmetrische reelle 𝑛 × 𝑛-Matrix 𝐻 heißt
▶ positiv definit, wenn ⟨𝐻𝑥, 𝑥⟩ > 0 ∀𝑥 ∈ R𝑛 \ {0},
▶ positiv semidefinit, wenn ⟨𝐻𝑥, 𝑥⟩ ≥ 0 ∀𝑥 ∈ R𝑛 \ {0},
▶ negativ definit, wenn ⟨𝐻𝑥, 𝑥⟩ < 0 ∀𝑥 ∈ R𝑛 \ {0},
▶ negativ semidefinit, wenn ⟨𝐻𝑥, 𝑥⟩ ≤ 0 ∀𝑥 ∈ R𝑛 \ {0} und
▶ indefinit, falls es Vektoren 𝑥, 𝑥′ in R𝑛 gibt mit ⟨𝐻𝑥, 𝑥⟩ < 0 < ⟨𝐻𝑥′, 𝑥′⟩.

𝐻 ist also negativ (semi)definit, wenn −𝐻 positiv (semi)definit ist.

Aus der linearen Algebra ist bekannt:



2.7. LOKALE EXTREMA 39

Satz 2.7.5. Jede symmetrische reelle Matrix 𝐴 ist diagonalisierbar. Sie ist genau
dann positiv bzw. negativ (semi-)definit, wenn alle ihre Eigenwerte > 0 (≥ 0) bzw. < 0
(≤ 0) sind. Sie ist genau dann indefinit, wenn sie sowohl positive als auch negative
Eigenwerte besitzt.

Ist 𝐴 = (𝑎𝑖 𝑗 )𝑖, 𝑗=1...𝑛 eine symmetrische reelle 𝑛 × 𝑛-Matrix, dann ist 𝐴 genau dann
positiv definit bzw. negativ definit, wenn für die (führenden) Hauptminoren (= Unterde-
terminanten) gilt

det
©­­«
𝑎11 . . . 𝑎1𝑘
...

...

𝑎𝑘1 · · · 𝑎𝑘𝑘

ª®®¬ > 0 bzw. (−1)𝑘 det
©­­«
𝑎11 . . . 𝑎1𝑘
...

...

𝑎𝑘1 · · · 𝑎𝑘𝑘

ª®®¬ > 0 ∀𝑘 = 1 . . . 𝑛.

Für Semidefinitheit müssten alle, nicht nur die führenden, Hauptminoren positiv
bzw. negativ semidefinit sein.

Satz 2.7.6. Sei 𝑈 ⊆ R𝑛 offen, 𝑓 : 𝑈 → R zweimal stetig differenzierbar und 𝑥 ∈ 𝑈
ein Punkt mit ∇ 𝑓 (𝑥) = 0.

(i) Ist 𝐻 𝑓 (𝑥) positiv definit, so hat 𝑓 in 𝑥 ein striktes Minimum.
(ii) Ist 𝐻 𝑓 (𝑥) negativ definit, so hat 𝑓 in 𝑥 ein striktes Maximum.

(iii) Ist 𝐻 𝑓 (𝑥) indefinit, so ist 𝑥 ein Sattelpunkt von 𝑓 .

Ist 𝐻 nur positiv oder negativ semidefinit, lässt sich nicht auf ein Minimum oder Maxi-
mum schließen – man kann damit nur ein striktes Maximum bzw. ein striktes Minimum
ausschließen.

Beweis. In einer Umgebung von 𝑥 gilt, mit 𝐻 = 𝐻 𝑓 (𝑥) der Hesse-Matrix von 𝑓 in 𝑥, nach
Satz 2.6.7

𝑓 (𝑥 + ℎ) = 𝑓 (𝑥) + 1
2
⟨𝐻ℎ, ℎ⟩ + 𝜙(ℎ) (2.10)

mit 𝜙(ℎ) = 𝑜(∥ℎ∥2), d.h. für 𝜀 > 0 gibt es 𝛿 > 0 mit

|𝜙(ℎ) | ≤ 𝜀∥ℎ∥2 für ∥ℎ∥ < 𝛿.

(i): Ist 𝐻 positiv definit, dann nimmt die stetige Funktion ℎ ↦→ ⟨𝐻ℎ, ℎ⟩ > 0 ein Minimum
𝛼 > 0 auf der kompakten Menge 𝑆 = {ℎ ∈ R𝑛 | ∥ℎ∥ = 1} an. Es gilt ⟨𝐻ℎ, ℎ⟩ ≥ 𝛼∥ℎ∥2 für
alle ℎ ∈ R𝑛: für ℎ = 0 ist das klar, für ℎ ≠ 0 ist ℎ/∥ℎ∥ ∈ 𝑆 und

⟨𝐻ℎ, ℎ⟩ = ⟨𝐻 ℎ

∥ℎ∥ ,
ℎ

∥ℎ∥ ⟩ · ∥ℎ∥
2 ≥ 𝛼∥ℎ∥2.

Wählen wir nun 𝛿 so klein, dass |𝜙(ℎ) | ≤ 𝛼
4 ∥ℎ∥

2 für ∥ℎ∥ < 𝛿 gilt, dann folgt aus (2.10)

𝑓 (𝑥 + ℎ) ≥ 𝑓 (𝑥) + 𝛼
2
∥ℎ∥2 − 𝛼

4
∥ℎ∥2 = 𝑓 (𝑥) + 𝛼

4
∥ℎ∥2

und somit 𝑓 (𝑥 + ℎ) > 𝑓 (𝑥) für 0 < ∥ℎ∥ < 𝛿, und 𝑥 ist ein striktes Minimum.
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(ii) ergibt sich aus (i), wenn man 𝑓 durch − 𝑓 ersetzt.

(iii): Ist 𝐻 indefinit, dann gibt es ein ℎ ∈ R𝑛 \ {0} mit 𝛼 := ⟨𝐻ℎ, ℎ⟩ > 0, und für kleine 𝑡
ist

𝑓 (𝑥 + 𝑡ℎ) = 𝑓 (𝑥) + 1
2
⟨𝐻𝑡ℎ, 𝑡ℎ⟩ + 𝜙(𝑡ℎ) = 𝑓 (𝑥) + 𝛼

2
𝑡2 + 𝜙(𝑡ℎ).

Für 𝑡 ≠ 0 klein genug ist 𝜙(𝑡ℎ) < 𝛼
4 𝑡

2, also 𝑓 (𝑥 + 𝑡ℎ) > 𝑓 (𝑥). Ganz analog zeigt man die
Existenz eines 𝑘 ∈ R𝑛 \ {0} mit 𝑓 (𝑥 + 𝑡𝑘) < 𝑓 (𝑥) für 𝑡 klein genug. Da dies dann für alle
𝑡 gilt, die klein genug sind, kann kein lokales Extremum vorliegen. □

27. 3. 2026

Bemerkung 2.7.7. Ist die Hesse-Matrix nur positiv oder negativ semidefinit, muss keine
Extremstelle vorliegen, wie das Beispiel 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑥2𝑦 zeigt:∇ 𝑓 = (2𝑥𝑦, 𝑥2) verschwindet
für 𝑥 = 𝑦 = 0, weiters ist

𝐻 𝑓 (𝑥, 𝑦) =
(
2𝑦 2𝑥
2𝑥 0

)
=⇒ 𝐻 𝑓 (0, 0) =

(
0 0
0 0

)
.

In (0, 0) liegt jedoch ein Sattelpunkt vor, wie man an 𝑓 (𝑡, 𝑡) = 𝑡3 sieht.

Beispiel 2.7.8. Wir bestimmen die lokalen Extrema und Sattelpunkte von 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑥4 +
𝑦4 − 4𝑥𝑦 + 1. Der Gradient von 𝑓 ist

∇ 𝑓 (𝑥, 𝑦) = (4𝑥3 − 4𝑦, 4𝑦3 − 4𝑥).

Für die kritischen Punkte gelten die Gleichungen

𝑥3 − 𝑦 = 0, 𝑦3 − 𝑥 = 0.

Setzt man 𝑦 = 𝑥3 in die zweite Gleichung ein, erhält man

0 = 𝑥9 − 𝑥 = 𝑥(𝑥8 − 1) = 𝑥(𝑥4 + 1) (𝑥4 − 1) = 𝑥(𝑥4 + 1) (𝑥2 + 1) (𝑥2 − 1)

woraus wir die drei reellen Wurzeln 𝑥 = 0, 1,−1 ablesen. Die kritischen Punkte sind also
(0, 0), (1, 1) und (−1,−1). Die Hessematrix ist

𝐻 𝑓 (𝑥, 𝑦) =
(
12𝑥2 −4
−4 12𝑦2

)
.

Für den Eintrag 𝜕2
1 𝑓 (𝑥, 𝑦) und die Determinante 𝐷 (𝑥, 𝑦) gilt

𝜕2
1 𝑓 (0, 0) = 0, 𝐷 (0, 0) = −16 < 0,
𝜕2

1 𝑓 (1, 1) = 12 > 0, 𝐷 (1, 1) = 128 > 0,
𝜕2

1 𝑓 (−1,−1) = 12 > 0, 𝐷 (−1,−1) = 128 > 0.

Daraus schließen wir, dass (0, 0) ein Sattelpunkt ist (denn mit𝐷 < 0 gibt es einen positiven
und einen negativen Eigenwert) und (1, 1) sowie (−1,−1) lokale Minima.

Bemerkung 2.7.9. Ist der Definitionsbereich nicht offen, können lokale und globale Ex-
trema auch am Rand davon auftreten. Dazu betrachten wir als Beispiel die Funktion
𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑥2 − 2𝑥𝑦 + 2𝑦 auf 𝐷 = {(𝑥, 𝑦) | 0 ≤ 𝑥 ≤ 3, 0 ≤ 𝑦 ≤ 2}. Als kritischen
Punkt finden wir (1, 1), wo die Funktion den Wert 𝑓 (1, 1) = 1 annimmt. Diskutiert man
die Randbereiche separat, sieht man, dass dass 𝑓 (3, 0) = 9 das globale Maximum und
𝑓 (0, 0) = 𝑓 (2, 2) = 0 globale Minima von 𝑓 sind.
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−1 0 1 −1

0

1
0

2

4

Abbildung 2.1: 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑥4 + 𝑦4 − 4𝑥𝑦 + 1

Bemerkung 2.7.10. Sowohl die Hesse-Matrix als auch die Hessesche Normalform ei-
ner Gerade gehen auf Otto Hesse1 zurück, bezeichnen aber unterschiedliche Dinge; die
Hessesche Normalform einer Hyperebene im R𝑛 hat die Form 𝑥 · 𝑛 = 𝑐, wobei 𝑛 ein
Normalvektor auf die Hyperebene ist und 𝑐 der Abstand vom Ursprung.

2.8 Lokale Invertierbarkeit und Implizite Funktionen

Ist 𝑓 : R → R differenzierbar und 𝑓 ′(𝑥0) ≠ 0, dann ist 𝑓 in einer Umgebung von 𝑥0 streng
monoton wachsend oder fallend, es existiert dort also eine Umkehrfunktion. Diese ist auch
differenzierbar und es gilt

( 𝑓 −1)′( 𝑓 (𝑥0)) =
1

𝑓 ′(𝑥0)
.

Wir leiten nun ein analoges Resultat im höherdimensionalen Fall her. Der Beweis ist
aufwändig, das Ergebnis ist jedoch die Grundlage zahlloser Anwendungen. Im Wesentli-
chen sagt der Satz über lokale Invertierbarkeit, dass (in gewissen Situationen) Lösungen
existieren — nur dann macht es nämlich Sinn, diese durch numerische Verfahren finden
zu wollen. Weiters ist dieser Satz (bzw. der Satz über implizite Funktionen) die Grundlage
der Analysis in gekrümmten Räumen, z.B. auf Flächen im R3, da man dadurch alles auf
die Analysis in euklidischen Räumen zurückführen kann.

1Otto Hesse, 1811–1874. Arbeitete auf dem Gebiet der analytischen Geometrie, der Algebra und der
Analysis.



42 KAPITEL 2. DIFFERENTIALRECHNUNG IM MEHRDIMENSIONALEN

Satz 2.8.1 (Satz über die Umkehrfunktion / Umkehrsatz). Sei 𝑈 ⊆ R𝑛 offen und
𝑓 : 𝑈 → R𝑛 stetig differenzierbar, 𝑎 ∈ 𝑈 und die Matrix D 𝑓 (𝑎) invertierbar. Dann gilt:

(i) Es existiert eine offene Menge 𝑉 ⊆ 𝑈 mit 𝑎 ∈ 𝑉 und eine offene Menge 𝑊 ⊆ R𝑛

mit 𝑏 = 𝑓 (𝑎) ∈ 𝑊 , sodass 𝑓 eine Bijektion von 𝑉 nach𝑊 ist.
(ii) Die Umkehrfunktion 𝑓 −1 ist differenzierbar in 𝑏 und es gilt

(D 𝑓 −1) ( 𝑓 (𝑎)) = (D 𝑓 (𝑎))−1.

(iii) Ist 𝑘 ∈ N und 𝑓 𝑘-mal stetig differenzierbar auf 𝑈, dann auch 𝑓 −1 auf 𝑊 und es
gilt D 𝑓 −1( 𝑓 (𝑥)) = D 𝑓 (𝑥)−1 für alle 𝑥 ∈ 𝑉 .

Beweis. 1. Schritt: Zuerst führen wir, im Wesentlichen durch eine Koordinatentransfor-
mation in Definitionsbereich und Bildbereich von 𝑓 , alles auf den Spezialfall 𝑎 = 𝑏 = 0
und D 𝑓 (0) = 𝐼 zurück. Angenommen (i) und (ii) sind für diesen Fall schon bewiesen,
dann setzen wir 𝑓 (𝑥) := D 𝑓 (𝑎)−1( 𝑓 (𝑎 + 𝑥) − 𝑏) und 𝑈̃ = 𝑈 − 𝑎. Dann ist 𝑓 : 𝑈̃ → R𝑛

stetig differenzierbar in 0 mit 𝑓 (0) = 0 und D 𝑓 (0) = 𝐼, denn

𝑓 (𝑥) = D 𝑓 (𝑎)−1 ( 𝑓 (𝑎) + D 𝑓 (𝑎)𝑥 + 𝑜(∥𝑥∥) − 𝑏
)
= 𝑓 (0) + 𝑥 + 𝑜(∥𝑥∥).

Hierbei haben wir verwendet, dass für 𝜙(𝑥) = 𝑜(∥𝑥∥) und jede Matrix 𝐿 (hier ist 𝐿 =

D 𝑓 (𝑎)−1) auch

∥𝐿𝜙(𝑥)∥ ≤ ∥𝐿∥ · ∥𝜙(𝑥)∥ = 𝑜(∥𝑥∥)

gilt. Nach Annahme gibt es dann offene Umgebungen 𝑉̃ ⊆ 𝑈̃ von 0 und 𝑊̃ ⊆ R𝑛 von 0,
sodass 𝑓 : 𝑉̃ → 𝑊̃ bijektiv ist, die Umkehrfunktion 𝑔̃ = 𝑓 −1 : 𝑊̃ → 𝑉̃ differenzierbar in
𝑓 (0) und D𝑔̃( 𝑓 (0)) = D 𝑓 (0)−1 = 𝐼. Dann ist 𝑓 (𝑥) = D 𝑓 (𝑎) 𝑓 (𝑥 − 𝑎) + 𝑏 bijektiv von
𝑉 := 𝑉̃ + 𝑎 nach𝑊 := D 𝑓 (𝑎)𝑊̃ + 𝑏 mit Inverser 𝑔(𝑦) = 𝑓 −1(𝑦) = 𝑔̃(D 𝑓 (𝑎)−1(𝑦 − 𝑏)) + 𝑎.
Hierbei merken wir an, dass𝑊 offen ist. Wegen

𝑔( 𝑓 (𝑎) + 𝑘) = 𝑔̃(D 𝑓 (𝑎)−1( 𝑓 (𝑎) − 𝑏) + D 𝑓 (𝑎)−1𝑘) + 𝑎
= 𝑔̃( 𝑓 (0) + D 𝑓 (𝑎)−1𝑘) + 𝑎
= 𝑔̃( 𝑓 (0)) + 𝑎 + D 𝑓 (𝑎)−1𝑘 + 𝑜(



D 𝑓 (𝑎)−1ℎ


)

= 𝑔( 𝑓 (𝑎)) + D 𝑓 (𝑎)−1𝑘 + 𝑜(∥𝑘 ∥)

ist 𝑔 in 𝑓 (𝑎) differenzierbar mit D𝑔( 𝑓 (𝑎)) = D 𝑓 (𝑎)−1 wie behauptet.

2. Schritt: Es bleibt also nur der Spezialfall zu zeigen. Wir setzen ℎ(𝑥) := 𝑓 (𝑥) − 𝑥; dann
ist ℎ(0) = 0 und Dℎ(0) = 0. Da ℎ stetig differenzierbar ist, gibt es ein 𝑟 > 0 mit 𝐵̄𝑟 (0) ⊆ 𝑈
und ��𝜕𝑗ℎ𝑖 (𝑥)�� ≤ 1

2𝑛2 ∀𝑥 ∈ 𝐵̄𝑟 (0) ∀𝑖, 𝑗 = 1 . . . 𝑛,

wobei ℎ𝑖 die 𝑖-te Komponentenfunktion von ℎ ist. Wir wählen 𝑟 gleich so klein, dass
det D 𝑓 (𝑥) ≠ 0 für 𝑥 ∈ 𝐵̄𝑟 (0) ist (das geht, da die Determinenatenfunktion stetig ist, siehe
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4. Schritt). Für 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐵̄𝑟 (0) gilt dann

∥ℎ(𝑥) − ℎ(𝑦)∥ ≤
𝑛∑︁
𝑖=1

|ℎ𝑖 (𝑥) − ℎ𝑖 (𝑦) |

≤
𝑛∑︁
𝑖=1

∫ 1

0

���� d
d𝑡
ℎ𝑖 (𝑦 + 𝑡 (𝑥 − 𝑦))

���� d𝑡
≤

𝑛∑︁
𝑖=1

∫ 1

0

𝑛∑︁
𝑗=1

��𝜕𝑗ℎ𝑖 (𝑦 + 𝑡 (𝑥 − 𝑦))��︸                  ︷︷                  ︸
≤ 1

2𝑛2

·
��𝑥 𝑗 − 𝑦 𝑗 ��︸   ︷︷   ︸
≤ ∥𝑥 − 𝑦∥

d𝑡 ≤ 1
2
∥𝑥 − 𝑦∥.

(2.11)

Daraus folgern wir zuerst, dass 𝑓 (𝑥) = ℎ(𝑥) + 𝑥 injektiv auf 𝐵̄𝑟 (0) ist: sind 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐵̄𝑟 (0)
mit 𝑓 (𝑥) = 𝑓 (𝑦), gilt

0 = ∥ 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦)∥ = ∥𝑥 − 𝑦 + ℎ(𝑥) − ℎ(𝑦)∥ ≥ ∥𝑥 − 𝑦∥ − ∥ℎ(𝑥) − ℎ(𝑦)∥ ≥ 1
2
∥𝑥 − 𝑦∥,

also 𝑥 = 𝑦. Zweitens folgern wir, dass 𝐵𝑟/2(0) ⊆ 𝑓 (𝐵̄𝑟 (0)): ist 𝑧 ∈ 𝐵𝑟/2(0) setzen
wir 𝜓(𝑥) = 𝑧 − ℎ(𝑥); für ∥𝑥∥ ≤ 𝑟 ist ∥𝜓(𝑥) − 𝑧∥ = ∥ℎ(𝑥)∥ ≤ 𝑟/2 und daher ∥𝜓(𝑥)∥ ≤
∥𝜓(𝑥) − 𝑧∥ + ∥𝑧∥ < 𝑟/2+𝑟/2 = 𝑟, also bildet 𝜓 den Ball 𝐵̄𝑟 (0) in sich selbst ab. Außerdem
gilt ∥𝜓(𝑥) − 𝜓(𝑦)∥ ≤ 1

2 ∥𝑥 − 𝑦∥, d.h. 𝜓 ist eine Kontraktion. Aus dem Banachschen
Fixpunktsatz (siehe Satz 4.2.1; wir kennen ihn schon für abgeschlossene Intervalle in R)
folgt, dass 𝜓 einen Fixpunkt hat, d.h. es gibt ein 𝜉 ∈ 𝐵̄𝑟 (0) mit 𝜓(𝜉) = 𝜉, also 𝜉 = 𝑧−ℎ(𝜉),
was soviel wie 𝑓 (𝜉) = 𝑧 bedeutet.

Damit gibt es auf 𝐵𝑟/2(0) eine Umkehrfunktion 𝑔 von 𝑓 ; wir setzen 𝑊 = 𝐵𝑟/2(0) und
𝑉 = 𝑔(𝑊) = 𝑓 −1(𝐵𝑟/2(0)) ∩ 𝐵𝑟 (0). 𝑓 −1(𝑊) ist offen, denn für 𝑥 ∈ 𝑓 −1(𝑊) ist 𝑓 (𝑥) ∈ 𝑊 ,
es gibt also 𝜀 > 0 mit 𝐵𝜀 ( 𝑓 (𝑥)) ⊆ 𝑊 . Aufgrund der Stetigkeit von 𝑓 gibt es 𝛿 > 0 mit
𝑓 (𝐵𝛿 (𝑥)) ⊆ 𝐵𝜀 ( 𝑓 (𝑥)), also 𝐵𝛿 (𝑥) ⊆ 𝑓 −1(𝑊). Als Durchschnitt offener Mengen ist auch
𝑉 offen.

3. Schritt: Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion. Wegen ℎ(0) = 0 ist mit (2.11) auch
∥ℎ(𝑥)∥ ≤ 1

2 ∥𝑥∥ für 𝑥 ∈ 𝐵̄𝑟 (0) und 1
2 ∥𝑥∥ ≤ ∥ 𝑓 (𝑥)∥ ≤ 3

2 ∥𝑥∥, beziehungsweise 1
2


 𝑓 −1(𝑦)



 ≤
∥𝑦∥ ≤ 3

2


 𝑓 −1(𝑦)



 für 𝑦 ∈ 𝑓 (𝐵̄𝑟 (0)) ⊇ 𝐵𝑟/2(0) ( 𝑓 ist auf 𝐵̄𝑟 (0) injektiv, also auf seinem
Bild invertierbar). Für die Differenzierbarkeit von 𝑔 = 𝑓 −1 : 𝑊 → 𝑉 in 𝑥 = 0 mit D𝑔(0) =
𝐼 addieren wir 0 = − 𝑓 ( 𝑓 −1(𝑦)) + 𝑦 zu 𝑓 −1(𝑦) und entwickeln 𝑓 um 0 (Taylorentwicklung
erster Ordnung 𝑓 (𝑢) = 𝑓 (0) + D 𝑓 (0) 𝑢 + 𝑜(∥𝑢∥) mit 𝑢 = 𝑓 −1(𝑦)):

𝑓 −1(𝑦) = − 𝑓 ( 𝑓 −1(𝑦)) + 𝑓 −1(𝑦) + 𝑦
= − 𝑓 (0) − D 𝑓 (0) 𝑓 −1(𝑦) + 𝑜(



 𝑓 −1(𝑦)


) + 𝑓 −1(𝑦) + 𝑦

= 𝑓 −1(0) + 𝑦 + 𝑜(∥𝑦∥),

denn 𝑓 (0) = 𝑓 −1(0) = 0, D 𝑓 (0) = 𝐼 und


 𝑓 −1(𝑦)



 ≤ 2∥𝑦∥.

4. Schritt: Für die Aussage über die 𝑘-fache Differenzierbarkeit bemerken wir zuerst,
dass die Determinante einer Matrix 𝐴 stetig von ihren Einträgen abhängt. Stellt man ihre
Inverse über die Kofaktor-Formel dar,

𝐴−1 =
cof (𝐴)𝑇

det 𝐴
,
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sieht man auch die stetige Abhängigkeit der Inversen von den Einträgen von 𝐴. Hierbei ist
cof (𝐴) = (𝑎̃𝑖 𝑗 ) die Kofaktormatrix, also 𝑎̃𝑖 𝑗 = (−1)𝑖+ 𝑗𝑀𝑖 𝑗 , wobei 𝑀𝑖 𝑗 die Determinante
derjenigen Matrix ist, die aus 𝐴 durch Streichen der 𝑖-ten Zeile und 𝑗-ten Spalte entsteht.

Wegen det D 𝑓 (𝑎) ≠ 0 ist det D 𝑓 (𝑥) ≠ 0 für 𝑥 in einer Umgebung von 𝑎; wir haben 𝑟 im
2. Schritt so klein gewählt, dass det D 𝑓 (𝑥) ≠ 0 auf ganz 𝑉 ⊆ 𝐵̄𝑟 (0) ist. Damit gilt (wenn
wir das bisher gezeigte in jedem Punkt 𝑥 ∈ 𝑉 anwenden) die Formel

D 𝑓 −1(𝑦) = (D 𝑓 ( 𝑓 −1(𝑦)))−1 (2.12)

für alle 𝑦 ∈ 𝑊 . Dass 𝑓 −1 stetig auf 𝑊 ist, folgt schon aus Schritt 3 (dort wurde

 𝑓 −1(𝑦)


 ≤ 2∥𝑦∥ gezeigt); zusammen mit der Formel (2.12) und der stetigen Abhängigkeit

der Matrixinversion ergibt sich, dass 𝑓 −1 stetig differenzierbar ist.

Ist 𝑓 zweimal stetig differenzierbar können wir nach dem eben gesagten Gleichung (2.12)
nach jeder Komponente 𝑦𝑖 partiell differenzieren und erhalten mit der Kettenregel einen
Ausdruck, in dem die zweiten partiellen Ableitungen von 𝑓 und die ersten partiellen
Ableitungen von 𝑓 −1 vorkommen, welche alle stetig sind; daraus schließen wir, dass
𝑓 −1 zweimal stetig differenzierbar ist. Ebenso erhält man Differenzierbarkeit höherer
Ordnung. □

Bemerkung 2.8.2. Schreibt man 𝑓 als Gleichungssystem

𝑦1 = 𝑓1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛),
𝑦2 = 𝑓2(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛),
...

𝑦𝑛 = 𝑓𝑛 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)

(2.13)

mit 𝑏 = 𝑓 (𝑎) und D 𝑓 (𝑎) invertierbar, so bedeutet lokale Invertierbarkeit, dass man die
Gleichungen in gewissen Umgebungen von 𝑎 und 𝑏 eindeutig nach 𝑥 auflösen kann (auch
wenn man die Auflösungsfunktionen nicht explizit kennt), d.h. es gibt Funktionen

𝑥1 = 𝑔1(𝑦1, . . . , 𝑦𝑛),
...

𝑥𝑛 = 𝑔𝑛 (𝑦1, . . . , 𝑦𝑛)

welche (2.13) für 𝑦 in einer Umgebung von 𝑏 lösen.
17.4.2026

Bemerkung 2.8.3. Worin liegt die Bedeutung des Satzes über die Umkehrfunktion?

Dieser Satz sagt uns, wann man eine Beziehung zwischen Variablen “rückwärts” verwen-
den kann. Das erste konkrete Beispiel sind Polarkoordinaten

𝑥 = 𝑟 cos 𝜑, 𝑦 = 𝑟 sin 𝜑.

Kann man (𝑟, 𝜑) aus (𝑥, 𝑦) berechnen? Nicht ganz, denn der Winkel ist überhaupt nur
bis auf Vielfache von 2𝜋 festgelegt, und im Ursprung ist der Winkel gar nicht defininiert,
also gibt es keine globale Inverse der Abbildung (𝑟, 𝜑) ↦→ (𝑥, 𝑦). Lokal jedoch sehr wohl,
denn die Jakobimatrix ist(

cos 𝜑 −𝑟 sin 𝜑
sin 𝜑 𝑟 cos 𝜑

)
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mit Determinante 𝑟. Für 𝑟 ≠ 0 ist die Determinante ungleich Null und in der Nähe so eines
Punktes (𝑟, 𝜑) ist die Koordinatentransformation umkehrbar.

Etwas allgemeiner kann man an ein physikalisches System denken, dessen Zustand durch
zwei “interne” Variablen festgelegt ist, messen kann man aber nur zwei “externe” Varia-
blen, aus denen man den Zustand des Systems berechnen will. Konkret stellen wir uns
vor, dass ein akustischer Sender an einer unbekannten Position (𝑥, 𝑦) ∈ R2 sitzt. Zwei
Mikrofone an den Stellen 𝐴 = (−𝑎, 0) und 𝐵 = (𝑎, 0), mit 𝑎 > 0, berechnen aus den
Laufzeiten 𝑡1, 𝑡2 und der Signalgeschwindigkeit 𝑐 die jeweilige Distanz zwischen Sender
und Mikrofon: 𝑑1 = 𝑐𝑡1, 𝑑2 = 𝑐𝑡2. Die Abbildung, welche der Position (𝑥, 𝑦) die Distanzen
𝑑1, 𝑑2 zuordnet, ist also

𝐹 (𝑥, 𝑦) =
(√︁

(𝑥 + 𝑎)2 + 𝑦2,
√︁
(𝑥 − 𝑎)2 + 𝑦2

)
.

Die Jacobimatrix davon ist

D𝐹 (𝑥, 𝑦) =
( 𝑥+𝑎
𝑑1

𝑦

𝑑1
𝑥−𝑎
𝑑2

𝑦

𝑑2

)
mit Determinante

det D𝐹 (𝑥, 𝑦) = 2𝑎𝑦
𝑑1𝑑2

.

Für jedes 𝑦0 ≠ 0 gibt es also eine Umgebung𝑈 von (𝑥0, 𝑦0) und 𝑉 von der dazugehörigen
Messung (𝑑1, 𝑑2), sodass 𝐹 : 𝑈 → 𝑉 umkehrbar ist. Es gibt jedoch keine globale Inver-
se, da die Punkte (𝑥, 𝑦) und (𝑥,−𝑦) die selben Messwerte ergeben, was auch mit dem
Verschwinden der Determinante bei 𝑦0 = 0 zusammenhängt.

Beispiel 2.8.4. Ist eine Funktion überall lokal invertierbar, bedeutet das nicht, dass sie
global invertierbar ist! Dazu betrachten wir die Funktion

𝑓 (𝑥, 𝑦) =
(
𝑒𝑥 cos 𝑦
𝑒𝑥 sin 𝑦

)
∀𝑥, 𝑦 ∈ R.

Die Ableitung

D 𝑓 (𝑥, 𝑦) =
(
𝑒𝑥 cos 𝑦 −𝑒𝑥 sin 𝑦
𝑒𝑥 sin 𝑦 𝑒𝑥 cos 𝑦

)
hat Determinante 𝑒2𝑥 > 0 und ist daher überall invertierbar, 𝑓 ist also überall lokal
invertierbar. Da cos und sin aber 2𝜋-periodisch sind, wird jeder Punkt des R2 außer dem
Nullpunkt unendlich oft von 𝑓 getroffen.

Implizite Funktionen
Ist 𝑓 = 𝑓 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑘 , 𝑦1, . . . , 𝑦𝑚) eine Funktion R𝑘 × R𝑚 → R𝑚 und will man nur die
Matrix der partiellen Ableitungen nach einem Block von Variablen behandeln, während
der andere festgehalten wird, setzt man

𝜕 𝑓

𝜕𝑥
:=

𝜕 𝑓

𝜕 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑘 )
:=

©­­«
𝜕𝑥1 𝑓1 . . . 𝜕𝑥𝑘 𝑓1
...

...

𝜕𝑥1 𝑓𝑚 . . . 𝜕𝑥𝑘 𝑓𝑚

ª®®¬ sowie

𝜕 𝑓

𝜕𝑦
:=

𝜕 𝑓

𝜕 (𝑦1, . . . , 𝑦 𝑗 )
:=

©­­«
𝜕𝑦1 𝑓1 . . . 𝜕𝑦𝑚 𝑓1
...

...

𝜕𝑦1 𝑓𝑚 . . . 𝜕𝑦𝑚 𝑓𝑚

ª®®¬ .
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Satz 2.8.5 (Satz über implizite Funktionen). Sei 𝑈 ⊆ R𝑘 × R𝑚 eine offene Menge
und 𝐹 : 𝑈 → R𝑚 stetig differenzierbar, wobei wir 𝐹 = 𝐹 (𝑥, 𝑦) mit 𝑥 ∈ R𝑘 und 𝑦 ∈ R𝑚

schreiben. Sei (𝑎, 𝑏) ∈ 𝑈 ein Punkt mit

𝐹 (𝑎, 𝑏) = 0 und
𝜕𝐹

𝜕𝑦
(𝑎, 𝑏) invertierbar.

Dann gibt es offene Umgebungen 𝑉1 von 𝑎 und 𝑉2 von 𝑏 mit 𝑉1 ×𝑉2 ⊆ 𝑈 und eine stetig
differenzierbare Abbildung 𝑔 : 𝑉1 → 𝑉2, sodass:

(i) 𝐹 (𝑥, 𝑔(𝑥)) = 0 für alle 𝑥 ∈ 𝑉1.
(ii) Ist (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑉1 ×𝑉2 ein Punkt mit 𝐹 (𝑥, 𝑦) = 0, dann ist 𝑦 = 𝑔(𝑥).

(iii) D𝑔(𝑥) = −
(
𝜕𝐹

𝜕𝑦
(𝑥, 𝑔(𝑥))

)−1
𝜕𝐹

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑔(𝑥)) für alle 𝑥 ∈ 𝑉1.

(iv) Ist 𝑝 ∈ N und 𝐹 𝑝-mal stetig differenzierbar, dann auch 𝑔.
Im Sinne der Gleichung ”𝑦 = 𝑔(𝑥)“ sagt man, die Gleichung 𝐹 (𝑥, 𝑦) = 0 lässt sich
nach 𝑦 auflösen.

An stelle von (i) und (ii) könnte man auch schreiben:

(i+ii) Für (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑉1 ×𝑉2 gilt: 𝐹 (𝑥, 𝑦) = 0 ⇐⇒ 𝑦 = 𝑔(𝑥).

Beweis. Wir definieren

𝑓 : 𝑈 → R𝑘 × R𝑚, 𝑓 (𝑥, 𝑦) = (𝑥, 𝐹 (𝑥, 𝑦)).

Dann gilt dort, wo 𝜕𝐹/𝜕𝑦 invertierbar ist,

D 𝑓 = ©­«
𝐼 0
𝜕𝐹

𝜕𝑥

𝜕𝐹

𝜕𝑦

ª®¬ , (D 𝑓 )−1 =
©­«

𝐼 0

−
(
𝜕𝐹

𝜕𝑦

)−1
𝜕𝐹

𝜕𝑥

(
𝜕𝐹

𝜕𝑦

)−1ª®¬ , (2.14)

also ist D 𝑓 (𝑎, 𝑏) invertierbar. Nach Satz 2.8.1 gibt es eine offene Umgebung von (𝑎, 𝑏), in
welcher 𝑓 invertierbar ist, und diese enthält eine offene Umgebung der Form 𝑉1 ×𝑉2. Sei
𝑊 = 𝑓 (𝑉1×𝑉2) und ℎ : 𝑊 → 𝑉1×𝑉2 die Umkehrabbildung von 𝑓 . Sind ℎ1 : 𝑊 → 𝑉1 ⊆ R𝑘

und ℎ2 : 𝑊 → 𝑉2 ⊆ R𝑚 die Komponenten von ℎ, dann gilt für (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑊 , dass

(𝑥, 𝑦) = 𝑓 (ℎ1(𝑥, 𝑦), ℎ2(𝑥, 𝑦)) = (ℎ1(𝑥, 𝑦), 𝐹 (ℎ1(𝑥, 𝑦), ℎ2(𝑥, 𝑦))), (2.15)

also 𝑥 = ℎ1(𝑥, 𝑦) und 𝑦 = 𝐹 (𝑥, ℎ2(𝑥, 𝑦)). Die Funktion 𝑔(𝑥) = ℎ2(𝑥, 0) erfüllt die
Behauptungen, wie man einfach überprüft:

▶ Setzt man 𝑦 = 0 in (2.15) folgt (𝑥, 0) = (𝑥, 𝐹 (𝑥, 𝑔(𝑥))), also 𝐹 (𝑥, 𝑔(𝑥)) = 0.
▶ Ist (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑉1 × 𝑉2 mit 𝐹 (𝑥, 𝑦) = 0, dann folgt (𝑥, 𝑦) = ℎ( 𝑓 (𝑥, 𝑦)) = ℎ(𝑥, 0) =

(𝑥, 𝑔(𝑥)), also 𝑦 = 𝑔(𝑥).
▶ Aus Satz 2.8.1 wissen wir, dass

(D 𝑓 (𝑥, 𝑦))−1 = Dℎ( 𝑓 (𝑥, 𝑦)) =
©­­­«
𝜕ℎ1
𝜕𝑥

𝜕ℎ1
𝜕𝑦

𝜕ℎ2
𝜕𝑥

𝜕ℎ2
𝜕𝑦

ª®®®¬
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für (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑉1 ×𝑉2 gilt, woraus wir mittels 2.14

D𝑔(𝑥) = 𝜕ℎ2
𝜕𝑥

(𝑥, 0) = −
(
𝜕𝐹

𝜕𝑦
(𝑥, 𝑔(𝑥))

)−1
𝜕𝐹

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑔(𝑥))

ablesen. Analog könnte man auch 𝐹 (𝑥, 𝑔(𝑥)) = 0 ableiten und erhält mit der Ket-
tenregel die Formel

𝜕𝐹

𝜕𝑥
+ 𝜕𝐹
𝜕𝑦

𝜕𝑔

𝜕𝑥
= 0

welche sich zum selben Ergebnis umformen lässt.
▶ Ist 𝐹 𝑝-mal stetig differenzierbar, dann auch 𝑓 , ℎ und somit auch 𝑔. □

20.4.

Teilmannigfaltigkeiten des R𝑛

Die einfachsten Zusammenhänge sind linear. Bilden mehrere solche ein lineares Glei-
chungssystem, so ist die Lösungsmenge davon wieder ein linearer Raum. Für ein quellen-
freien Netzwerk mit drei Knoten und vier Zweigen gilt z.B. nach dem 1. Kirchhoffschen
Gesetz:

𝐼1 + 𝐼2 = 0, −𝐼1 + 𝐼3 + 𝐼4 = 0, −𝐼2 − 𝐼3 − 𝐼4 = 0.

Da eine Gleichung redundant ist, ist die Lösungsmenge zweidimensional:

𝐼2 = −𝐼1, 𝐼4 = 𝐼1 − 𝐼3, (𝐼1, 𝐼2, 𝐼3, 𝐼4) = (𝑠,−𝑠, 𝑡, 𝑠 − 𝑡), 𝑠, 𝑡 ∈ R.

A B

C

I1

I2 I3I4

Es gibt jedoch auch komplizierte Lösungsmengen; ist etwa eine Punktmasse auf die
Schnittkurve einer Kugel und eines Zylinders gezwungen, etwa durch die Bedingungen

𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧) =
(
𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 4
𝑥2 + 𝑦2 − 1

)
=

(
0
0

)
,

so bewegt sich diese Masse auf der (nichtlinearen) Kurve 𝐹−1(0) in R3.

Unser Verständnis von Kurven und Flächen ist bisher recht rudimentär: Kurven sind
Bilder von Intervallen, Flächen kennen wir bisher nur als Graphen von Funktionen. Als
eine Anwendung der Sätze über die Umkehrfunktion und implizite Funktionen werden
wir nun solche geometrischen Objekte, welche wir Teilmannigfaltigkeiten des R𝑛 nennen
werden, genauer beschreiben. Folgender Satz führt vier äquivalente charakterisierungen
davon ein.
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Definition 2.8.6. Sei 𝑈 ⊆ R𝑛 offen. Eine differenzierbare Funktion 𝑓 : 𝑈 → R𝑚

heißt Immersion bzw. Submersion, wenn D 𝑓 (𝑥) für alle 𝑥 ∈ 𝑈 injektiv bzw. surjektiv
ist.

Injektivität einer linearen Abbildung erkennt man an vollem Spaltenrang, Surjektivität an
vollem Zeilenrang. Anschaulich stellt man sich eine Immersion/Submersion am besten
durch Tangentialvektoren vor: eine Abbildung 𝑓 transportiert nicht nur Punkte, sondern
über ihre Ableitung auch Tangentialvektoren. Ist 𝑓 eine Immersion, dann gehen keine
Richtungen verloren sondern 𝑘 linear unabhängigen Tangentialvektoren werden auf 𝑘
ebensolche abgebildet, die Bildmenge hat also im Umgebenden Raum dieselbe Dimension
wie der Definitionsbereich. Ist eine Abbildung 𝑔 eine Submersion heißt das dass man
auf einen Raum Abbildet, dessen Dimension kleiner oder gleich ist, daber aber keine
Tangentialrichtungen verliert – man lässt dabei also überflüssige Dimensionen weg und
macht die Menge flach.

Satz 2.8.7. Sei 𝑀 ⊆ R𝑛 eine nichtleere Teilmenge und 𝑘 ∈ N. Dann sind folgende
Aussagen äquivalent:

(i) Für jeden Punkt 𝑝 ∈ 𝑀 gibt es
▶ eine offene Umgebung 𝑆 ⊆ R𝑛 von 𝑝,
▶ eine offene Teilmenge𝑊 ⊆ R𝑘 sowie
▶ eine injektive𝐶1-Immersion 𝜓 : 𝑊 → 𝑆, sodass 𝜓 : 𝑊 → 𝜓(𝑊) eine stetige

Umkehrabbildung besitzt
sodass 𝑀 ∩ 𝑆 = 𝜓(𝑊) ist. Die Abbildung 𝜓 heißt lokale Parametrisierung.

(ii) Für jeden Punkt 𝑝 ∈ 𝑀 gibt es (nach Umnummerierung der Koordinaten) eine
offene Umgebung 𝑈 × 𝑉 ⊆ R𝑘 × R𝑛−𝑘 von 𝑝 und eine 𝐶1-Abbildung 𝑔 : 𝑈 → 𝑉

sodass

∀(𝑢, 𝑣) ∈ 𝑈 ×𝑉 : (𝑢, 𝑣) ∈ 𝑀 ⇐⇒ 𝑣 = 𝑔(𝑢),

d.h. lokal ist 𝑀 als Graph gegeben.
(iii) Für jeden Punkt 𝑝 ∈ 𝑀 gibt es eine offene Umgebung 𝑆 ⊆ R𝑛 und eine 𝐶1-

Submersion 𝐹 : 𝑆 → R𝑛−𝑘 sodass 𝑀 ∩ 𝑆 = 𝐹−1(0) gilt, d.h. 𝑀 ist lokal als
Niveaumenge gegeben.

(iv) Für jeden Punkt 𝑝 ∈ 𝑀 gibt es
▶ eine offene Umgebung 𝑆 ⊆ R𝑛,
▶ eine offene Teilmenge𝑊 ×𝑂 ⊆ R𝑘 × R𝑛−𝑘 = R𝑛 und
▶ eine bijektive 𝐶1-Abbildung 𝜑 : 𝑆 → 𝑊 ×𝑂 mit 𝐶1-Inverser

sodass 𝜑(𝑀 ∩ 𝑆) = 𝑊 × {0} ist. Die Abbildung 𝜑 heißt Karte.

Beweis. (i) =⇒ (ii): Sei 𝑝 ∈ 𝑀 , 𝜓 : 𝑊 → 𝑆 wie in (i) und 𝑥 := 𝜓−1(𝑝). Da 𝜓 eine Immersion
ist, hat D𝜓(𝑥) Rang 𝑘 . Nach Umnummerierung der Koordinaten in R𝑛 = R𝑘 × R𝑛−𝑘 dürfen wir
annehmen, dass die ersten 𝑘 Bildkoordinaten eine invertierbare 𝑘 × 𝑘-Untermatrix liefern. Mit

𝜋𝑘 (𝑦1, . . . , 𝑦𝑛) := (𝑦1, . . . , 𝑦𝑘), 𝜋𝑘 (𝑦1, . . . , 𝑦𝑛) := (𝑦𝑘+1, . . . , 𝑦𝑛)

ist also 𝜓̃ := 𝜋𝑘 ◦ 𝜓 : 𝑊 → R𝑘 in 𝑥 lokal invertierbar.
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Nach dem Umkehrsatz gibt es eine offene Menge 𝑊 ′ ⊆ 𝑊 mit 𝑥 ∈ 𝑊 ′ und eine offene Menge
𝑈′ ⊆ R𝑘 mit 𝜋𝑘 (𝑝) ∈ 𝑈′ derart, dass 𝜓̃ |𝑊 ′ : 𝑊 ′ → 𝑈′ eine 𝐶1-Inverse 𝜑 : 𝑈′ → 𝑊 ′ hat.

Da 𝜓−1 : 𝑀 ∩ 𝑆 → 𝑊 stetig ist gibt es eine offene Umgebung 𝑆1 ⊆ 𝑆 von 𝑝 mit 𝜓−1(𝑀 ∩ 𝑆) ⊆ 𝑊 ′

bzw. 𝑀 ∩𝑆1 ⊆ 𝜓(𝑊 ′) und 𝑆1 enthält es eine offene Umgebung der Form𝑈0 ×𝑉0 ⊆ R𝑘 ×R𝑛−𝑘 von
𝑝. Die Menge𝑈 := 𝑈′ ∩𝑈0 ist offen und enthält 𝜋𝑘 (𝑝). Auf𝑈 definieren wir die 𝐶1-Abbildung

𝑔(𝑢) := 𝜋𝑘
(
𝜓(𝜑(𝑢))

)
, 𝑢 ∈ 𝑈

mit 𝑔(𝜋𝑘 (𝑝)) = 𝜋𝑘 (𝑝) ∈ 𝑉0, denn 𝜑 ◦ 𝜋𝑘 = 𝜓−1. Nach erneutem Verkleinern von 𝑈 dürfen wir
daher annehmen, dass sogar 𝑔(𝑈) ⊆ 𝑉0 gilt.

Mit 𝑉 := 𝑉0 gilt für jedes 𝑢 ∈ 𝑈

𝜓(𝜑(𝑢)) =
(
𝜋𝑘 (𝜓(𝜑(𝑢))), 𝜋𝑘 (𝜓(𝜑(𝑢)))

)
=

(
𝑢, 𝑔(𝑢)

)
,

also insbesondere (𝑢, 𝑔(𝑢)) ∈ 𝑀 ∩ (𝑈 ×𝑉). Damit ist {(𝑢, 𝑔(𝑢)) : 𝑢 ∈ 𝑈} ⊆ 𝑀 ∩ (𝑈 ×𝑉).

Umgekehrt sei (𝑢, 𝑣) ∈ 𝑀∩ (𝑈×𝑉). Wegen𝑈×𝑉 ⊆ 𝑈0×𝑉0 ⊆ 𝑆1 folgt (𝑢, 𝑣) ∈ 𝑀∩𝑆1 ⊆ 𝜓(𝑊 ′),
also gibt es ein 𝑤 ∈ 𝑊 ′ mit (𝑢, 𝑣) = 𝜓(𝑤). Dann ist 𝑢 = 𝜋𝑘 (𝜓(𝑤)) = 𝜓̃(𝑤). Da 𝜑 = (𝜓̃ |𝑊 ′)−1 ist,
folgt 𝑤 = 𝜑(𝑢) und (𝑢, 𝑣) = 𝜓(𝜑(𝑢)) = (𝑢, 𝑔(𝑢)), also 𝑣 = 𝑔(𝑢). Insgesamt erhalten wir

𝑀 ∩ (𝑈 ×𝑉) = {(𝑢, 𝑣) ∈ 𝑈 ×𝑉 : 𝑣 = 𝑔(𝑢)}.

Damit ist (ii) gezeigt.

(ii) =⇒ (iii): Sei 𝑝 ∈ 𝑀 . Nach (ii) gibt es eine offene Umgebung 𝑈 × 𝑉 von 𝑝 und eine
𝐶1-Abbildung 𝑔 : 𝑈 → 𝑉 mit

(𝑢, 𝑣) ∈ 𝑀 ∩ (𝑈 ×𝑉) ⇐⇒ 𝑣 = 𝑔(𝑢).

Definiere 𝐹 : 𝑈 × 𝑉 → R𝑛−𝑘 , 𝐹 (𝑢, 𝑣) := 𝑣 − 𝑔(𝑢). Dann ist 𝐹 𝐶1 und es gilt für alle
(𝑢, 𝑣) ∈ 𝑈 ×𝑉

𝐹 (𝑢, 𝑣) = 0 ⇐⇒ 𝑣 = 𝑔(𝑢) ⇐⇒ (𝑢, 𝑣) ∈ 𝑀,

also 𝑀 ∩ (𝑈 ×𝑉) = 𝐹−1(0).

Außerdem ist 𝜕𝑣𝐹 (𝑢, 𝑣) = 𝐼𝑛−𝑘 (die 𝑛 − 𝑘-dimensionale Einheitsmatrix) surjektiv für alle (𝑢, 𝑣) ∈
𝑈 ×𝑉 . Daher ist 𝐹 eine Submersion und (iii) gezeigt.

(iii) =⇒ (iv): Sei 𝑝 ∈ 𝑀 . Nach Umnummerierung der Koordinaten (falls notwendig) können
wir 𝑆 = 𝑈 × 𝑉 und det(𝜕𝑣𝐹 (𝑝)) ≠ 0 annehmen. Die Abbildung Id𝑘 ×𝐹 : 𝑈 × 𝑉 → R𝑛, (𝑢, 𝑣) ↦→
(𝑢, 𝐹 (𝑢, 𝑣)) erfüllt

det(D(Id𝑘 ×𝐹) (𝑝)) = det
(

𝐼𝑘 0
𝜕𝑢𝐹 (𝑝) 𝜕𝑣𝐹 (𝑝)

)
≠ 0.

Nach dem Umkehrsatz gibt es eine offene Umgebung 𝑆′ ⊆ 𝑈×𝑉 von 𝑝 und eine offene Umgebung
𝐶′ := 𝑊 ′ ×𝑂′ von 𝑞 := (Id𝑘 ×𝐹) (𝑝) sodass die Einschränkung 𝜑 := Id𝑘 ×𝐹 : 𝑆′ → 𝑊 ′ ×𝑂′ eine
𝐶1-Umkehrabbildung hat. Sie erfüllt das gewünschte, denn für beliebige (𝑢, 𝑣) ∈ 𝑆′ gilt

(𝑢, 𝑣) ∈ 𝑀 ⇐⇒ 𝐹 (𝑢, 𝑣) = 0 ⇐⇒ 𝜑(𝑢, 𝑣) = (𝑢, 𝐹 (𝑢, 𝑣)) = (𝑢, 0) ∈ 𝑊 ′ × {0}.

(iv) =⇒ (i): Sei 𝑝 ∈ 𝑀 und 𝜑 : 𝑆 → 𝑊 ×𝑂 wie in (iv). Setze

𝜓(𝑤) := 𝜑−1(𝑤, 0) (𝑤 ∈ 𝑊).
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Dann ist 𝜓(𝑊) = 𝜑−1(𝑊 × {0}) = 𝑀 ∩ 𝑆, und

𝑞 ↦→ 𝜓−1(𝑞) = 𝜋𝑘 (𝜑(𝑞)) (𝑞 ∈ 𝑀 ∩ 𝑆)

ist stetig.

Ferner ist

D𝜓(𝑤) = D𝜑−1(𝑤, 0) ◦ 𝜄, 𝜄(𝑣) = (𝑣, 0).

Da D𝜑−1(𝑤, 0) invertierbar und 𝜄 injektiv ist, ist D𝜓(𝑤) injektiv, also ist 𝜓 eine Immersion. □

Definition 2.8.8. Eine nichtleere Teilmenge 𝑀 ⊆ R𝑛 heißt (differenzierbare) Teil-
mannigfaltigkeit des R𝑛, wenn sie eine der Bedingungen von Satz 2.8.7 erfüllt. Wir
nennen dim𝑀 := 𝑘 die Dimension und codim𝑀 := 𝑛 − 𝑘 die Kodimension von 𝑀 .

Die Darstellung als Niveaumenge ist oft besonders naheliegend:

Beispiel 2.8.9.

(i) Für 𝐹 (𝑥1, 𝑥2) = 𝑥2
1 + 𝑥2

2 − 1 ist 𝐹−1(0) der Kreis mit Radius 1. Die Ableitung
D𝐹 (𝑥1, 𝑥2) =

(
2𝑥1 2𝑥2

)
ist auf 𝐹−1(0) überall ungleich 0, hat also Rang 1 und

man kann in jedem Punkt entweder nach 𝑥1 oder 𝑥2 auflösen.
(ii) Für 𝐺 (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥2

1 + 𝑥2
2 + 𝑥2

3 − 1 ist 𝐺−1(0) die Kugelschale mit Radius 1.
Der Gradient ∇𝐺 = (2𝑥1, 2𝑥2, 2𝑥3) ≠ 0 auf 𝐺−1(0), daher lässt sich lokal nach
mindestens einer der Variablen auflösen.

(iii) Für 𝐻 (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = (𝑥2
1 + 𝑥

2
2 + 𝑥

2
3 − 16, (𝑥2 − 3)2 + 𝑥2

3 − 9) ist 𝐻−1(0) eine Kurve,
nämlich die Schnittkurve einer Kugel mit einem Zylinder.

Sei 𝐹 : 𝑈 ⊆ R𝑛 → R𝑚 stetig differenzierbar und 𝐹−1(0) eine 𝑘-dimensionale Teilmannig-
faltigkeit. In einem Punkt 𝑝0 = (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝐹−1(0), um den es eine lokale Parametrisierung
𝑦 = 𝑓 (𝑥) gibt, entsteht der Tangentialraum aus den Tangenten an die Kurven

𝑡 ↦→ (𝑥0 + 𝑡𝑒 𝑗 , 𝑓 (𝑥0 + 𝑡𝑒 𝑗 )), 𝑗 = 1, . . . , 𝑘,

also aus den Richtungen (𝑒 𝑗 ,D 𝑓 (𝑥0)𝑒 𝑗 ). Damit hat der Tangentialraum die Beschreibung

(𝑥, 𝑦) = (𝑥0 + ℎ, 𝑦0 + D 𝑓 (𝑥0) · ℎ), ℎ ∈ R𝑘 .

Setzt man die Ableitungsformel aus dem impliziten Funktionensatz ein, erhält man die
für den Tangentialraum die Gleichung

𝜕𝐹

𝜕𝑥
(𝑥0, 𝑦0) · (𝑥 − 𝑥0) +

𝜕𝐹

𝜕𝑦
(𝑥0, 𝑦0) · (𝑦 − 𝑦0) = 0,

oder zusammengefasst

D𝐹 (𝑝0) (𝑝 − 𝑝0) = 0.

Damit ist der affine Tangentialraum der affine Raum 𝑝0 + ker D𝐹 (𝑝0); der zugehörige
Vektorraum ist also ker D𝐹 (𝑝0). Hat 𝐹 nur eine Komponente dann ist ker D𝐹 (𝑝0) die
Menge aller Vektoren, die auf den Gradienten von 𝐹 in 𝑝0 orthogonal sind, ∇𝐹 (𝑝0) ist
also ein Normalvektor an den Tangentialraum.
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2.9 Extrema mit Nebenbedingungen
Eine typische Probemstellung ist folgende: sei 𝑓 (𝑥) eine Temperaturverteilung imR3. Was
sind die größten und kleinsten Temperaturen auf einer Fläche 𝐹 = {𝑥 ∈ R3 : 𝑔(𝑥) = 0}?
Die selbe Frage kann man auf einer Kurve𝐾 stellen, die als Schnittfläche von zwei Flächen
gegeben ist, 𝐾 = {𝑥 ∈ R3 : 𝑔1(𝑥) = 𝑔2(𝑥) = 0}.

Definition 2.9.1. Sei𝑈 ⊆ R𝑝 offen, 𝑓 : 𝑈 → R und 𝑔 : 𝑈 → R𝑞 mit 𝑞 < 𝑝. Wir sa-
gen 𝑓 besitzt in 𝑥0 ∈ 𝑈 ein lokales Minimum bzw. Maximum unter der Nebenbedingung
𝑔(𝑥) = 0, wenn 𝑥0 ∈ 𝑁 := {𝑥 ∈ 𝑈 : 𝑔(𝑥) = 0} und es eine Umgebung 𝑉 von 𝑥0 gibt mit

𝑓 (𝑥0) ≤ 𝑓 (𝑥) ∀𝑥 ∈ 𝑉 ∩ 𝑁
bzw. 𝑓 (𝑥0) ≥ 𝑓 (𝑥) ∀𝑥 ∈ 𝑉 ∩ 𝑁.

Die Nebenbedingung 𝑔(𝑥) = 0 besteht aus 𝑞 skalaren Nebenbedingungen

𝑔1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑞, 𝑥𝑞+1, . . . , 𝑥𝑝) = 0
...

𝑔𝑞 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑞, 𝑥𝑞+1, . . . , 𝑥𝑝) = 0.

Falls man diese explizit nach 𝑞 Variablen, hier z.B. 𝑥1, . . . , 𝑥𝑞 auflösen kann, also

𝑥1 = ℎ1(𝑥𝑞+1, . . . , 𝑥𝑝),
...

𝑥𝑞 = ℎ𝑞 (𝑥𝑞+1, . . . , 𝑥𝑝)

reicht es, die (gewöhnlichen) lokalen Extrema von

𝜑(𝑥𝑞+1, . . . , 𝑥𝑝) = 𝑓 (ℎ1(𝑥𝑞+1, . . . , 𝑥𝑝), . . . , ℎ𝑞 (𝑥𝑞+1, . . . , 𝑥𝑝), 𝑥𝑞+1, . . . , 𝑥𝑝)

wie gewohnt zu bestimmen (siehe Abschnitt 2.7). Falls das nicht geht, aber man trotzdem
implizit auflösen kann, gibt es ein Verfahren das meistens zum Ziel führt. Die Grundidee
ist folgende: ist 𝑓 (𝑥, 𝑦) eine ebene Temperaturverteilung und 𝐾 = {𝑥 : 𝑔(𝑥, 𝑦) = 0}
eine Kurve, auf der wir 𝑓 minimieren oder maximieren wollen, dann betrachten wir die
Isothermen (=Kurven gleicher Temperatur) 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑐𝑘 ∈ R mit 𝑐1 < 𝑐2 < . . . .. Bei
überqueren einer Isotherme nimmt die Temperatur zu oder ab, d.h. sie ist lokal extremal,
wenn 𝐾 eine Isotherme berührt. Dies heißt, dass es einen gemeinsamen Punkt (𝑥, 𝑦) in
den Tangentengleichungen

D 𝑓 (𝑥0, 𝑦0) ((𝑥, 𝑦) − (𝑥0, 𝑦0)) = 0
D𝑔(𝑥0, 𝑦0) ((𝑥, 𝑦) − (𝑥0, 𝑦0)) = 0

gibt, also eine Lösung des Gleichungssystems(
𝜕𝑥 𝑓 𝜕𝑦 𝑓

𝜕𝑥𝑔 𝜕𝑦𝑔

) (
𝑥 − 𝑥0
𝑦 − 𝑦0

)
= 0.
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Da dann die Zeilen linear abhängig sein müssen, gibt es 𝜆 ∈ R mit

D 𝑓 (𝑥0, 𝑦0) + 𝜆D𝑔(𝑥0, 𝑦0) = 0.

Dies ist also eine notwendige Bedingung für das Vorliegen eines Extremums, welche wir
im folgenden Satz allgemeiner formulieren.

Satz 2.9.2 (Lagrange’sche2Multiplikatorenregel). Sei𝑈 ⊆ R𝑝 offen,

𝑓 : 𝑈 → R, 𝑔 : 𝑈 → R𝑞 (𝑞 < 𝑝)

beide stetig differenzierbar, und 𝑓 besitze in 𝑥0 ∈ 𝑈 ein lokales Extremum unter
der Nebenbedingung 𝑔(𝑥) = 0. Außerdem habe D𝑔(𝑥0) den Rang 𝑞. Dann existie-
ren 𝜆1, . . . , 𝜆𝑞 ∈ R (sogenannte Lagrange-Multiplikatoren), sodass

D 𝑓 (𝑥0) +
𝑞∑︁
𝑗=1
𝜆 𝑗D𝑔 𝑗 (𝑥0) = 0. (2.16)

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei�����������
𝜕𝑔1
𝜕𝑥1

. . .
𝜕𝑔1
𝜕𝑥𝑞

...
...

𝜕𝑔𝑞

𝜕𝑥1
. . .

𝜕𝑔𝑞

𝜕𝑥𝑞

�����������
≠ 0.

Wir schreiben 𝑥 = (𝑦, 𝑧) = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑞, 𝑥𝑞+1, . . . , 𝑥𝑝) und 𝑥0 = (𝑦0, 𝑧0). Dann ist 𝑔(𝑦0, 𝑧0) =
0 und 𝜕𝑔

𝜕𝑦
(𝑦0, 𝑧0) invertierbar, also lässt sich 𝑔(𝑦, 𝑧) = 0 lokal nach 𝑦 auflösen, d.h. es gibt

eine Funktion ℎ mit ℎ(𝑧0) = 𝑦0 und 𝑔(𝑦, 𝑧) = 0 ⇐⇒ 𝑦 = ℎ(𝑧) in einer Umgebung von
𝑧0. Damit ist

𝜑(𝑧) := 𝑓 (ℎ(𝑧), 𝑧)

in einer Umgebung von 𝑧0 differenzierbar und, da 𝜑 in 𝑧0 nach Voraussetzung ein lokales
Extremum besitzt, gilt

D𝜑(𝑧0) =
𝜕 𝑓

𝜕𝑦
(𝑥0)Dℎ(𝑧0) +

𝜕 𝑓

𝜕𝑧
(𝑥0) = 0.

Außerdem gilt, nach dem Satz über implizite Funktionen,

Dℎ(𝑧0) = −
(
𝜕𝑔

𝜕𝑦
(𝑥0)

)−1
𝜕𝑔

𝜕𝑧
(𝑥0)

und somit

−𝜕 𝑓
𝜕𝑦

(𝑥0)
(
𝜕𝑔

𝜕𝑦
(𝑥0)

)−1
𝜕𝑔

𝜕𝑧
(𝑥0) +

𝜕 𝑓

𝜕𝑧
(𝑥0) = 0. (2.17)

2Joseph-Louis de Lagrange, 1736–1813.
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Wir setzen dann

𝐿 := −𝜕 𝑓
𝜕𝑦

(𝑥0)
(
𝜕𝑔

𝜕𝑦
(𝑥0)

)−1
=

(
𝜆1 . . . 𝜆𝑞

)
∈ R1×𝑞 .

Damit gilt aus der Definition von 𝐿

𝜕 𝑓

𝜕𝑦
(𝑥0) + 𝐿

𝜕𝑔

𝜕𝑦
(𝑥0) = 0

und aus (2.17)

𝜕 𝑓

𝜕𝑧
(𝑥0) + 𝐿

𝜕𝑔

𝜕𝑧
(𝑥0) = 0,

zusammen also die Behauptung (2.16). □

x2 + y2 − 3
2

= 0

x2 + 2y2

In der Praxis geht man meiner Extremwertbestimmung unter Nebenbedingungen so vor:
für eine Zielfunktion 𝑓 und Nebenbedingungen 𝑔1, . . . , 𝑔𝑞 setzt man

𝐹 (𝑥, 𝜆1, . . . , 𝜆𝑞) = 𝑓 (𝑥) + 𝜆1𝑔(𝑥) + . . . + 𝜆𝑞𝑔𝑞 (𝑥).

Setzt man den Gradient von 𝐹 Null, erhält man das Lagrange’sche Gleichungssystem

𝜕 𝑓

𝜕𝑥𝑘
+ 𝜆1

𝜕𝑔1
𝜕𝑥𝑘

+ . . . + 𝜆𝑞
𝜕𝑔𝑞

𝜕𝑥𝑘
= 0 𝑘 = 1 . . . 𝑝,

𝑔 𝑗 (𝑥) = 0 𝑗 = 1 . . . 𝑞

von welchem man die Lösungen (𝑥1, . . . , 𝑥𝑝, 𝜆1, 𝜆𝑞) bestimmt. Bezeichnet man mit 𝜉 =

(𝑥1, . . . , 𝑥𝑝) die Anfangskoordinaten so einer Lösung, ist 𝜉 ein Kandidat für ein Extremum,
falls D𝑔(𝜉) Rang 𝑞 hat. Als weitere Kandidaten erhält man die Punkte 𝜉 ∈ R𝑝 mit 𝑔(𝜉) = 0
und Rang 𝐷𝑔(𝜉) < 𝑞. Dass man auf letztere nicht immer verzichten darf, sieht man an
folgedem Beispiel:
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Beispiel 2.9.3. Wir suchen Extremstellen der Funktion 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑥 + 𝑦 unter der Neben-
bedingung 𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝑦2 − 𝑥3 = 0. Da wir 𝑔−1(0) durch 𝑡 parametrisieren können, also
(𝑥, 𝑦) = (𝑡2, 𝑡3), können wir direkt die Extremwerte von 𝑓 (𝑡2, 𝑡3) = 𝑡2(1 + 𝑡) bestimmen.
Für |𝑡 | < 1 ist diese Funktion nichtnegativ, nimmt nur bei 𝑡 = 0 den Wert 0 an, dort ist also
ein (striktes) lokales Minimum. Dies sieht man auch an der Ableitung 𝑓 ′(𝑡) = 𝑡 (2 + 3𝑡),
welche bei 𝑡 = 0 und bei 𝑡 = −2/3 verschwindet und damit auch gleich das lokale Maxi-
mum (𝑥, 𝑦) = (4/9,−8/27) liefert. Wenden wir die Lagrange’sche Multiplikatorenregel
an, erhalten wir aus

𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝜆) = 𝑥 + 𝑦 + 𝜆(𝑦2 − 𝑥3) = 0
das Gleichungssystem

1 − 3𝜆𝑥2 = 0
1 + 2𝜆𝑦 = 0
𝑥2 − 𝑦3 = 0.

Dies lässt sich eindeutig mit (𝑥, 𝑦, 𝜆) = (4/9,−8/27,−4/27) lösen und wir erhalten daraus
das lokale Maximum, das wir schon kennen. Dass (0, 0) ein lokales Minumum ist, ergibt
sich aus dieser Methode noch nicht – erst, wenn man

∇𝑔(𝑥, 𝑦) = (−3𝑥2, 2𝑦)
betrachtet und sieht, dass diese Matrix überall außer in (0, 0) Rang 1 hat, weiß man dass
man diesen Punkt separat betrachten muss. In komplizierteren Fällen wird man nicht
gleich eine Parametrisierung von 𝑔−1(0) wie hier finden, die Rangbedingung darf also
nicht vernachlässigt werden.

Wie weiß man jetzt, ob in einem dieser Kandiaten wirklich ein Extremum vorliegt? Falls
𝑁 = 𝑔−1(0) kompakt ist, hat 𝑓 darauf ein Maximum und ein Minimum, welches man
durch die Multiplikatorenregel sicher findet. Dazu setzt man die Kandiaten, die man
daraus erhält, in 𝑓 ein und sieht sogleich wo der größte bzw. kleinste Wert angenommen
wird. Eine andere beliebte Klasse von Beispielen sind Abstandsbestimmungen:

Beispiel 2.9.4. Wir suchen die Punkte (𝑎, 𝑏) und (𝑐, 𝑑) auf der Geraden 𝑥 + 𝑦 = 0 und
dem Kreis (𝑥 − 3)2 + 𝑦2 = 1, welche den geringsten Abstand voneinander haben. Da die
Quadratwurzel monoton ist, können wir sie bei der Zielfunktion weglassen:

𝑓 (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) = (𝑎 − 𝑐)2 + (𝑏 − 𝑑)2.

Die Nebenbedingungen sind
𝑔1(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) = 𝑎 + 𝑏,
𝑔2(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) = (𝑐 − 3)2 + 𝑑2 − 1.

Ableiten von 𝐹 (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝜆, 𝜇) = (𝑎 − 𝑐)2 + (𝑏 − 𝑑)2 + 𝜆(𝑎 + 𝑏) + 𝜇((𝑐 − 3)2 + 𝑑2 − 1)
ergibt

2(𝑎 − 𝑐) + 𝜆1 = 0
2(𝑏 − 𝑑) + 𝜆1 = 0

−2(𝑎 − 𝑐) + 2𝜇(𝑐 − 3) = 0
−2(𝑏 − 𝑑) + 2𝜇𝑑 = 0

𝑎 + 𝑏 = 0
(𝑐 − 3)2 + 𝑑2 − 1 = 0.
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Eine etwas längere Rechnung ergibt die zwei Lösungen

(𝑎1, 𝑏1) = (3/2,−3/2), (𝑐1, 𝑑1) = (3 + 1/
√

2, 1/
√

2)
(𝑎2, 𝑏2) = (3/2,−3/2), (3 − 1/

√
2,−1/

√
2).

Die erste davon ergibt den maximalen Abstand, die zweite den minimalen. Dass es wirklich
Punkte mit maximalem bzw. minimalem Abstand gibt, werden wir in Folgerung 2.9.7
sehen.

Definition 2.9.5. Sei 𝑉 ein normierter Vektorraum. Ist ∅ ≠ 𝑀 ⊆ 𝑉 und 𝑢 ∈ 𝑉 , so heißt

dist(𝑢, 𝑀) := inf
{
∥𝑢 − 𝑤∥

�� 𝑤 ∈ 𝑀
}

der Abstand eines Punktes 𝑢 von der Menge 𝑀 .

Lemma 2.9.6. Die Abstandsfunktion 𝑢 ↦→ dist(𝑢, 𝑀) ist stetig.

Beweis. Für beliebiges 𝑣 ∈ 𝑉 und 𝜀 > 0 gibt es nach Definition des Infimums ein 𝑤 ∈ 𝑀 mit

∥𝑣 − 𝑤∥ < dist(𝑣, 𝑀) + 𝜀

und für beliebiges 𝑢 ∈ 𝑉 folgt

dist(𝑢, 𝑀) ≤ ∥𝑢 − 𝑤∥ ≤ ∥𝑢 − 𝑣∥ + ∥𝑣 − 𝑤∥ < ∥𝑢 − 𝑣∥ + dist(𝑣, 𝑀) + 𝜀.

Da 𝜀 beliebig war, folgt

dist(𝑢, 𝑀) − dist(𝑣, 𝑀) ≤ ∥𝑢 − 𝑣∥.

Durch Vertauschen der Rollen von 𝑢 und 𝑣 folgt

|dist(𝑢, 𝑀) − dist(𝑣, 𝑀) | ≤ ∥𝑢 − 𝑣∥. □

Folgerung 2.9.7. Sind 𝐴 und 𝐾 disjunkte nichtleere Teilmengen eines normierten Raumes
𝑉 , wobei 𝐴 abgeschlossen und 𝐾 kompakt ist, dann gibt es jeweils Punkte aus 𝐴 und 𝐾 ,
die den Abstand dieser Mengen minimieren bzw. maximieren; weiters haben diese Mengen
einen positiven Abstand.

Beweis. Die Funktion 𝑢 ↦→ dist(𝑢, 𝐴) ist stetig auf 𝐾 , nimmt dort also ein Minimum und
ein Maximum an. Wäre dieses Null, so gäbe es 𝑣 ∈ 𝐾 mit dist(𝑣, 𝐴) = 0. Daraus folgt
wegen der Abgeschlossenheit von 𝐴, dass 𝑣 ∈ 𝐴 ist (da es dann eine Folge aus 𝐴 gibt die
gegen 𝑣 konvergiert) im Widerspruch zu 𝐴 ∩ 𝐾 = ∅. □

Am Ende noch ein Beispiel, wo alles gut geht:

Beispiel 2.9.8. Wir suchen das Minimum und Maximum von 𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 5𝑥 + 𝑦 − 3𝑧 auf
der Schnittmenge der Ebene 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0 und der Kugelschale 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 1. Die
Schnittmenge ist kompakt, also gibt es auch wirklich ein Maximum und ein Minimum.
Unsere Nebenbedingung ist

𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
(

𝑥 + 𝑦 + 𝑧
𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 1

)
=

(
0
0

)
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und hat Ableitung

D𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
(

1 1 1
2𝑥 2𝑦 2𝑧

)
,

welche Rang 2 auf 𝑔−1(0) hat, wovon man sich einfach überzeugt. Daraus ergibt sich das
Gleichungssystem

5 + 𝜆 + 2𝜇𝑥 = 0
1 + 𝜆 + 2𝜇𝑦 = 0

−3 + 𝜆 + 2𝜇𝑧 = 0
𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 0.

Als Lösungen erhält man sofort die Punkte (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (1/
√

2, 0 − 1/
√

2) und (𝑥, 𝑦, 𝑧) =
(−1/

√
2, 0, 1/

√
2). Durch Einsetzen sieht man dass in ersterem das Maximum vorliegt und

in letzterem das Minimum.
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Kapitel 3

Das Lebesgue-Integral

▶ Sie haben ein intuitives Verständnis von Treppenfunktionen und dem elementaren
Integralbegriff, den man dafür geometrisch erklären kann.

▶ Sie verstehen die Rolle von Nullmengen in der Integrationstheorie.
▶ Sie können den Aufbau des Lebesgue-Integrales anhand von𝑇 (R) (Treppenfunktio-

nen), 𝐿+(R) Grenzwerte f.ü. von wachsenden Folgen von Treppenfunktionen) und
𝐿 (R) (dasselbe für den ”oberen“ und ”unteren“ Teil einer Funktion) nachvollziehen
und erklären.

▶ Sie kennen die elementaren Eigenschaften des Integrales und können damit arbeiten.
▶ Sie kennen die Sätze von Beppo Levi und Lebesgue und können die Anwendungen

auf Parameterintegrale sicher und begründet durchführen.
▶ Sie können die Integrierbarkeit von Funktionen anhand des Vergleichs mit bekann-

ten, einfacheren Funktionen untersuchen.
▶ Sie sind imstande, die Konstruktion des Lebesgue-Integrales ebenso auf R𝑛 zu

denken.
▶ Sie kennen die Voraussetzungen der Sätze von Tonelli und Fubini und können diese

sicher anwenden, um die Integrationsreihenfolge zu vertauschen.
▶ Sie können Variablentransformationen in R𝑛 anwenden, um konkrete Integrale in

verschiedenen klassischen Koordinatensystemen zu berechnen.
▶ Sie können Funktionen auf Teilmannigfaltigkeiten mittels lokaler Parametrisierun-

gen integrieren.
▶ Sie erkennen 𝑑-dimensionale Nullmengen von Teilmannigfaltigkeiten und können

somit auch auf 𝑑-dimensionalen Flächen integrieren.
▶ Sie kennen die definierenden Eigenschaften von 𝐶1-Polyedern und können ihren

Rand entsprechend darstellen.
▶ Sie können äußere Einheitsnormalenfelder berechnen.
▶ Sie können den Gaußschen Integralsatz formulieren, seine Voraussetzungen überprüfen

und ihn richtig anwenden.
▶ Sie kennen den Begriff und die Notation für vektorielle Kurvenintegrale.
▶ Sie können den Satz von Green formulieren, seine Voraussetzungen überprüfen und

ihn richtig anwenden.
▶ Sie verstehen, wie ein Einheitsnormalenfeld auf einer 2-dimensionalen Teilmannig-

faltigkeit des R3 eine Orientierung auf dem Rand einer in dieser Fläche gelegenen
Teilmenge induziert.

▶ Sie können den Satz von Stokes formulieren, seine Voraussetzungen überprüfen und
ihn richtig anwenden.
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3.1 Rückblick und Einleitung
In Analysis I haben wir das Regel- oder Cauchy-Riemann-Integral definiert und die Inte-
grierbarkeit stetiger und monotoner Funktionen auf kompakten Intervallen gezeigt. Zentral
war dabei die Approximation dieser Funktionen in der Supremumsnorm durch Treppen-
funktionen. Eine Treppenfunktion ist eine Funktion 𝜑 : R → R der Form

𝜑 =

𝑛∑︁
𝑟=1

𝑐𝑟1𝐼𝑟

mit 𝑛 ∈ N, 𝑐1, . . . , 𝑐𝑛 ∈ R und 𝐼1, . . . , 𝐼𝑛 beschränkte Intervalle. Hierbei bezeichnet 1𝐼𝑟 die
Indikatorfunktion von 𝐼𝑟 , welche den Wert 1 auf dieser Menge und 0 außerhalb annimmt.
Im Unterschied zu Analysis I betrachten wir nun Treppenfunktionen, die auf dem ganzen
Raum definiert sind, und nicht nur auf einem festen Intervall. Wir bezeichnen den Raum
aller Treppenfunktionen auf R mit 𝑇 .

Die Klasse der regelintegrierbaren (oder auch riemannintegrierbaren) Funktionen ist für
viele Zwecke nicht ausreichend:

▶ Konvergiert 𝜑𝑛 nur punktweise statt gleichmäßig, ist der Grenzwert dann noch inte-
grierbar und gilt lim

∫
𝜑𝑛 =

∫
lim 𝜑𝑛? Für das Regelintegral ist das im Allgemeinen

falsch (auch für das Riemannintegral).
▶ Betrachtet man 𝐶 [𝑎, 𝑏] mit dem natürlichen Skalarprodukt ⟨ 𝑓 , 𝑔⟩ =

∫
𝑓 𝑔, dann

induziert dieses die Norm ∥ 𝑓 ∥2 =

√︃∫
| 𝑓 |2. Der normierte Raum 𝐶 ( [𝑎, 𝑏], ∥·∥2) ist

aber nicht vollständig; für weitere Anwendungen (z.B. Fixpunktsätze) braucht man
jedoch die Vollständigkeit.

Um diese Probleme zu beheben, werden wir das Lebesgue-Integral auf R und im gleichen
Atemzug auch auf R𝑛 entwickeln. Letzteres wird hauptsächlich dadurch geschehen, dass
wir Intervalle [𝑎, 𝑏] ⊆ R später durch Quader [𝑎1, 𝑏1] × . . . × [𝑎𝑛, 𝑏𝑛] ⊆ R𝑛 ersetzen.

Nullmengen
In der bisherigen Konstruktion des Regelintegrals betrachteten wir immer Funktionen
𝑓 : [𝑎, 𝑏] → R, für die es eine Folge (𝜑𝑛) mit folgenden Eigenschaften gibt:

(i) Jedes 𝜑𝑛 ist eine Treppenfunktion.
(ii) 𝜑𝑛 ≤ 𝜑𝑛+1 für alle 𝑛.

(iii) Es gibt ein 𝐾 ∈ R mit
∫
𝜑𝑛 ≤ 𝐾 für alle 𝑛,

und 𝜑𝑛 (𝑥) → 𝑓 (𝑥) für alle 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] (sogar gleichmäßig).

Die Bedingungen (i)–(iii) garantieren, dass der Grenzwert lim
∫
𝜑𝑛 existiert und endlich

ist.

Wir drehen nun den Spieß um und sagen: ist eine Folge gegeben, die (i)–(iii) erfüllt, so
können wir das Integral des punktweisen Grenzwerts 𝑓 (𝑥) = lim 𝜑𝑛 (𝑥) als

∫
𝑓 = lim

∫
𝜑𝑛

definieren. Dafür müssen wir allerdings 𝑓 (𝑥) = ∞ in den Punkten 𝑥 zulassen, wo (𝜑𝑛 (𝑥))𝑛
unbeschränkt ist. Die Funktion 𝑓 muss dann weder stetig sein noch kompakten Träger



3.1. RÜCKBLICK UND EINLEITUNG 59

haben. Um Funktionen dieser Bauart besser zu verstehen, setzen wir

𝐸 := {𝑥 ∈ R | 𝜑𝑛 (𝑥) ↗ ∞}

(hier bedeutet der Pfeil ↗, dass die Folge monoton wachsend konvergiert bzw. bestimmt
gegen ∞ divergiert). Ist 𝐸 endlich, können wir beruhigt sein: da für das Integral einer
Treppenfunktion endlich viele Punkte irrelevant sind, können wir allen 𝜑𝑛 auf 𝐸 den Wert
0 geben, ohne ihr Integral und damit ihren Grenzwert zu verändern, und der punktweise
Grenzwert 𝑓 ist überall eine wohldefinierte Funktion. Was ist aber, wenn 𝐸 nicht endlich
ist?

Die erste Beobachtung ist: ist für eine Treppenfunktion 𝜑 das Integral
∫
𝜑 ≤ 𝐾 , dann gibt

es nur einen kleinen Bereich, wo 𝜑 groß ist. Genauer:

Lemma 3.1.1. Sei 𝜑 =
∑𝑛
𝑟=1 𝑐𝑟1𝐼𝑟 ≥ 0 eine Treppenfunktion mit disjunkten beschränkten

Intervallen 𝐼1, . . . , 𝐼𝑛 und sei
∫
𝜑 ≤ 𝐾 für ein 𝐾 > 0. Dann gilt für jedes 𝑚 > 0, dass

𝑆𝐾𝑚 := {𝑥 : 𝜑(𝑥) ≥ 𝐾𝑚}

die disjunkte Vereinigung von endlich vielen Intervallen der Gesamtlänge ℓ(𝑆𝐾𝑚) ≤ 1/𝑚
ist.

Wir setzen hier ℓ( [𝑎, 𝑏]) = 𝑏 − 𝑎 und, für 𝐼 =
⋃𝑛
𝑟=1 𝐼𝑟 mit disjunkten Intervallen 𝐼𝑟 ,

ℓ(𝐼) = ∑𝑛
𝑟=1 ℓ(𝐼𝑟).

Beweis. Es ist 𝜑(𝑥) ≥ 𝐾𝑚 genau dann, wenn 𝑥 ∈ 𝐼𝑟 für ein 𝑟 mit 𝑐𝑟 ≥ 𝐾𝑚 ist. Damit
ist 𝑆𝐾𝑚 die Vereinigung einer (möglicherweise leeren) Auswahl der Intervalle 𝐼1, . . . , 𝐼𝑛,
und es gilt

𝐾 ≥
∫

𝜑 =

𝑛∑︁
𝑟=1

𝑐𝑟ℓ(𝐼𝑟) ≥ 𝐾𝑚ℓ(𝑆𝐾𝑚). □

Damit kommen wir zu unserem ersten technischen Ergebnis:

Lemma 3.1.2. Sei (𝜑𝑛)𝑛 eine wachsende Folge von Treppenfunktionen, sodass es ein 𝐾
gibt mit

∫
𝜑𝑛 ≤ 𝐾 für alle 𝑛 und sei

𝐸 := {𝑥 | 𝜑𝑛 (𝑥) ↗ ∞}.

Dann gibt es für jedes𝑚 ∈ N eine (endliche oder unendliche) Folge 𝐽1, 𝐽2, . . . beschränkter
offener Intervalle mit

𝐸 ⊆
⋃
𝑖

𝐽𝑖 und
∑︁
𝑖

ℓ(𝐽𝑖) ≤ 1/𝑚.

Beweis. Wir können annehmen dass 𝜑𝑛 ≥ 0 gilt, da wir sonst 𝜑𝑛 durch 𝜑𝑛 − 𝜑1 ersetzen
köennen. Sei 𝑚 fixiert. Wir setzen für alle 𝑛 ∈ N

𝐸𝑛 := {𝑥 | 𝜑𝑛 (𝑥) ≥ 2𝐾𝑚}.
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Dann ist nach Lemma 3.1.1 jedes𝐸𝑛 eine Vereinigung einer endlichen FamilieI𝑛 disjunkter
Intervalle der Gesamtlänge kleiner gleich 1/(2𝑚). Wegen 𝜑𝑛 ≤ 𝜑𝑛+1 ist 𝐸𝑛 ⊆ 𝐸𝑛+1. Wir
können annehmen, dass I𝑛 ⊆ I𝑛+1 gilt, indem wir gegebenenfalls die Intervalle in I𝑛+1
verfeinern, d.h. durch mehrere geeignete disjunkte Teilintervalle ersetzen. Wir ordnen
sodann alle diese Intervalle in einer Folge 𝐽1, 𝐽2, . . . an, indem wir zuerst die aus I1
nehmen, dann die aus I2 etc.

Sei nun 𝑥 ∈ 𝐸 . Für 𝑛 groß genug ist 𝜑𝑛 (𝑥) ≥ 2𝐾𝑚, also 𝑥 ∈ 𝐸𝑛, damit gilt 𝐸 ⊆ ⋃
𝑖 𝐽𝑖.

Außerdem ist für jedes 𝑁 ∈ N die Familie aller 𝐽𝑖 mit 𝑖 ≤ 𝑁 enthalten in irgendeinem
I𝑛, also ist die Summe der Längen dieser Intervalle ≤ 1/(2𝑚). Im Limes 𝑁 → ∞ gilt∑
𝑖 ℓ(𝐽𝑖) ≤ 1/(2𝑚).

Damit ist das Resultat bewiesen, bis auf die Tatsache, dass die 𝐽𝑖 nicht unbedingt offen
sind. Um dies zu erreichen, können wir aber jedes Intervall 𝐽𝑖 so zu einem offenen Intervall
vergrößern, dass die Länge höchstens um 2−𝑖−1/𝑚 wächst. Die neuen, offenen Intervalle
haben dann Gesamtlänge kleiner oder gleich

1
(2𝑚) +

∞∑︁
𝑖=1

1
2𝑖+1𝑚

=
1

2𝑚
+ 1

2𝑚
=

1
𝑚
. □

Im Beweis kommt der Begriff einer Familie vor; das ist eine Verallgemeinerung von Folgen
zu beliebigen Indexmengen:

Definition 3.1.3. Eine Familie (𝑎𝑖)𝑖∈𝐼 von Elementen einer Menge 𝐴, welche durch
𝐼 indiziert ist, ist eine Funktion 𝑎 : 𝐼 → 𝐴 mit 𝑎(𝑖) = 𝑎𝑖.

Definition 3.1.4. Wir nennen 𝐸 ⊆ R eine Nullmenge, wenn es für jedes 𝜀 > 0 eine
endliche oder abzählbare Folge 𝐽1, 𝐽2, . . . offener Intervalle gibt mit

𝐸 ⊆
⋃
𝑖

𝐽𝑖 und
∑︁
𝑖

ℓ(𝐽𝑖) ≤ 𝜀.

Gilt eine Eigenschaft 𝑃(𝑥) über reelle Zahlen für alle 𝑥 ∉ 𝐸 , wobei 𝐸 eine Nullmenge
ist, so sagen wir, dass 𝑃(𝑥) fast überall oder für fast alle 𝑥 gilt.

27.4.

Damit haben wir den grundlegenden Begriff der Nullmenge eingeführt.

Beispiel 3.1.5.

(i) Ist eine Messgröße 𝑋 gemäß einer Wahrscheinlichkeitsdichte 𝜌 verteilt, ist die
Wahrscheinlichkeit, dass eine vorgenommene Messung im Intervall [𝑎, 𝑏] liegt,
durch 𝑃(𝑋 ∈ [𝑎, 𝑏]) =

∫ 𝑏

𝑎
𝜌(𝑥) d𝑥 gegeben. Dass die Messung genau einen Wert

𝑥0 ergibt, hat Wahrscheinlichkeit 0 – ein einzelner Punkt ist eine Nullmenge und
liefert deshalb beim Integrieren keinen Beitrag.

(ii) Definiert man eine Nullmenge analog in R𝑛 werden wir später sehen, dass die Ober-
fläche einer Kugel in R3 kein Volumen hat, also eine dreidimensionale Nullmenge
ist.
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Wir führen im weiteren Verlauf noch ein paar wenige technische Resultate an, die unser
Verständnis vertiefen werden und für die Definition des Lebesgue-Integrales unerlässlich
sind. Wir haben oben gesehen, dass eine wachsende Folge von Treppenfunktionen mit
gleichmäßig beschränkter Integralfolge fast überall konvergiert. In einem gewissen Sinn
gilt sogar die Umkehrung:

Lemma 3.1.6. Sei 𝐸 eine Nullmenge. Dann gibt es eine wachsende Folge 𝜑𝑛 von Trep-
penfunktionen, sodass (

∫
𝜑𝑛) beschränkt ist und 𝜑𝑛 (𝑥) → ∞ für alle 𝑥 ∈ 𝐸 gilt.

Beweis. Für jedes 𝑚 finden wir eine Folge 𝐽1,𝑚, 𝐽2,𝑚, . . . beschränkter offener Intervalle,
die 𝐸 überdecken und sodass

∑
𝑖 ℓ(𝐽𝑖,𝑚) ≤ 2−𝑚. Ordnen wir alle diese Intervalle 𝐽𝑖,𝑚 in

einer Folge 𝐾1, 𝐾2, . . . an, haben diese die Gesamtlänge

2−1 + 2−2 + . . . + 2−𝑚 + . . . = 1.

Wir setzen

𝜑𝑛 :=
𝑛∑︁
𝑟=1

1𝐾𝑟
.

Das ist eine wachsende Folge von Treppenfunktionen und∫
𝜑𝑛 =

𝑛∑︁
𝑟=1

ℓ(𝐾𝑟) ≤ 1

für alle 𝑛. Damit ist (
∫
𝜑𝑛) wachsend und nach oben beschränkt, also konvergent. Für fixes

𝑥 ∈ 𝐸 zeigen wir noch 𝜑𝑛 (𝑥) ↗ ∞. Für jedes 𝑚 gibt es ein 𝑖𝑚 mit 𝑥 ∈ 𝐽𝑖𝑚,𝑚, und dieses
Intervall kommt irgendwo in der Folge 𝐾1, 𝐾2, . . . vor, etwa als ein 𝐾𝑘𝑚 . Für irgendein
fixes 𝑛 sei 𝑁 ≥ max(𝑘1, . . . , 𝑘𝑛); dann gilt

𝜑𝑁 (𝑥) =
𝑁∑︁
𝑟=1

1𝐾𝑟
(𝑥) ≥

𝑛∑︁
𝑚=1

1𝐾𝑘𝑚
(𝑥) = 𝑛

was die Behauptung beweist. □

Nullmengen sind also genau die Mengen, auf denen wachsende Folgen von Treppenfunk-
tionen mit gleichmäßig beschränkter Integralfolge divergieren können.

Definition 3.1.7. Wir nennen eine Menge 𝑆
▶ abzählbar, wenn man ihre Elemente als (eventuell endliche) Folge 𝑠1, 𝑠2, . . . mit

den natürlichen Zahlen als Indizes durchnummerieren kann, d.h. wenn es eine
injektive Abbildung 𝑆 → N gibt;1

▶ abzählbar unendlich, wenn sie abzählbar ist aber nicht endlich.

N, Z und Q sind abzählbar, aber R und jedes Intervall (𝑎, 𝑏) mit 𝑎 < 𝑏 nicht.
1Mit dieser Definition ist jede endliche Menge abzählbar.
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Lemma 3.1.8. Ist (𝑆𝑛)𝑛∈N eine Folge abzählbarer Mengen, dann ist auch die Vereinigung⋃
𝑛∈N 𝑆𝑛 abzählbar.

Beweis. Wir bezeichnen die Elemente von 𝑆𝑛 mit

𝑠1,𝑛, 𝑠2,𝑛, . . . , 𝑠𝑚,𝑛, . . .

und definieren 𝜂 :
⋃
𝑛 𝑆𝑛 → N durch

𝜂(𝑠𝑚,𝑛) := 2𝑚3𝑛 (𝑚, 𝑛 ∈ N).

Da jede natürliche Zahl> 1 eine eindeutige Primfaktorzerlegung hat, gilt 𝜂(𝑠𝑚,𝑛) = 𝜂(𝑠𝑝,𝑞)
nur für 𝑚 = 𝑝 und 𝑛 = 𝑞, also ist 𝜂 injektiv. □

Lemma 3.1.9.

(i) Jede Teilmenge einer Nullmenge ist eine Nullmenge.
(ii) Jede endliche Menge ist eine Nullmenge.

(iii) Jede abzählbare Menge ist eine Nullmenge.

Beweis. (i) ist klar. Für (ii) sei 𝐸 = {𝛼1, . . . , 𝛼𝑚}. Setzen wir

𝐽𝑖 = (𝛼𝑖 − 𝜀, 𝛼𝑖 + 𝜀)

dann ist 𝐸 ⊆ ⋃𝑚
𝑖=1 𝐽𝑖 mit ℓ(𝐽𝑖) = 2𝜀, d.h.

∑
ℓ(𝐽𝑖) = 2𝑚𝜀. Für (iii) setzen wir

𝐽𝑖 = (𝛼𝑖 − 2−𝑖−1𝜀, 𝛼𝑖 + 2−𝑖−1𝜀).

Dann ist ℓ(𝐽𝑖) = 2−𝑖𝜀 und
∑
𝑖 ℓ(𝐽𝑖) ≤ 𝜀. □

Lemma 3.1.10.

(i) Sind 𝐸1, . . . , 𝐸𝑚 Nullmengen, dann auch 𝐸1 ∪ . . . ∪ 𝐸𝑚.
(ii) Ist (𝐸𝑛)𝑛 eine abzählbare Familie von Nullmengen, dann ist auch

⋃
𝑛 𝐸𝑛 eine Null-

menge.

Beweis. (i) sollte klar sein. Für (ii) überdecken wir 𝐸𝑛 mit Intervallen der Gesamtlänge
2−𝑛𝜀; nimmt man diese alle zusammen, hat man eine Überdeckung von

⋃
𝐸𝑛 mit Ge-

samtlänge ≤ 𝜀. □

Hierbei sagt man, dass (𝐽𝑛)𝑛 eine Überdeckung einer Menge 𝐴 ist, wenn 𝐴 ⊆ ⋃
𝑛 𝐽𝑛 ist.

Sind alle 𝐽𝑛 offen, spricht man von einer offenen Überdeckung.

Wir brauchen noch ein letztes technisches Resultat:

Lemma 3.1.11. Sei (𝜃𝑛)𝑛∈N eine fallende Folge nichtnegativer Treppenfunktionen mit
𝜃𝑛 → 0 fast überall. Dann gilt

∫
𝜃𝑛 → 0 für 𝑛→ ∞.

Beweis. Sei 𝜀 > 0 beliebig. Wir halten zuerst ein paar einfache Tatsachen fest:
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(i) Sei 𝐸0 eine Nullmenge mit 𝜃𝑛 (𝑥) → 0 für alle 𝑥 ∉ 𝐸0. Für jedes 𝑥 ∉ 𝐸0 gibt es dann
𝑁𝑥 mit 0 ≤ 𝜃𝑁𝑥

(𝑥) ≤ 𝜀.
(ii) Für jedes 𝑛 ≥ 1 hat die Treppenfunktion 𝜃𝑛 eine endliche Menge 𝐸𝑛 an Unstetig-

keitsstellen. 𝐸 =
⋃
𝑛≥0 𝐸𝑛 ist eine Nullmenge; wir wählen eine offene Überdeckung

𝐽1, 𝐽2, . . . davon mit Gesamtlänge ≤ 𝜀.
(iii) Es gibt eine Konstante 𝑀 und ein kompaktes Intervall [𝑎, 𝑏] mit 𝜃1 ≤ 𝑀1[𝑎,𝑏] .
(iv) Für 𝑚 ≥ 𝑛 ≥ 1 ist 0 ≤ 𝜃𝑚 ≤ 𝜃𝑛 ≤ 𝑀1[𝑎,𝑏] .

Sei nun 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] \ 𝐸 . Dann ist 𝜃𝑁𝑥
stetig in 𝑥, also gibt es ein offenes Intervall 𝐼 (𝑥) =

(𝑥 − 𝛿𝑥 , 𝑥 + 𝛿𝑥) mit 𝛿𝑥 > 0 wo 𝜃𝑁𝑥
konstant ist, d.h.

𝑦 ∈ 𝐼 (𝑥) =⇒ 𝜃𝑁𝑥
(𝑦) = 𝜃𝑁𝑥

(𝑥).

Dann gilt

0 ≤ 𝜃𝑛 (𝑦) ≤ 𝜃𝑁𝑥
(𝑦) ≤ 𝜀 ∀𝑦 ∈ 𝐼 (𝑥), 𝑛 ≥ 𝑁𝑥 .

Daraus erhalten wir eine Überdeckung von [𝑎, 𝑏] durch offene Mengen:

[𝑎, 𝑏] ⊆
⋃
𝑖

𝐽𝑖 ∪
⋃
𝑥∉𝐸

𝐼 (𝑥).

Nach dem Satz von Heine-Borel (Satz 3.1.12) können wir [𝑎, 𝑏] schon durch eine endliche
Teilfamilie dieser offenen Intervalle überdecken, also durch gewisse

𝐽𝑖1 , . . . , 𝐽𝑖𝑝 , 𝐼 (𝑥1), . . . , 𝐼 (𝑥𝑞).

Sei 𝐽 = 𝐽𝑖1 ∪ . . . ∪ 𝐽𝑖𝑝 und 𝐼 = 𝐼 (𝑥1) ∪ · · · ∪ 𝐼 (𝑥𝑞). Wir setzen 𝑁 = max(𝑁𝑥1 , . . . , 𝑁𝑥𝑞 ).
Für jedes 𝑦 ∈ 𝐼 und 𝑛 ≥ 𝑁 ist 0 ≤ 𝜃𝑛 (𝑦) ≤ 𝜀, also gilt∫

𝜃𝑛 =

∫
𝜃𝑛1[𝑎,𝑏] ≤

∫
(𝜃𝑛1𝐼 + 𝜃𝑛1𝐽)

=

∫
𝜃𝑛︸︷︷︸
≤𝑀

1𝐽︸︷︷︸
Länge ≤𝜀

+
∫

𝜃𝑛︸︷︷︸
≤𝜀 auf 𝐼

1𝐼

︸    ︷︷    ︸
=0 außerhalb [𝑎,𝑏]

≤ 𝜀𝑀 + 𝜀(𝑏 − 𝑎)

= 𝜀(𝑀 + 𝑏 − 𝑎).

Da 𝜀 beliebig war folgt
∫
𝜃𝑛 → 0. □

Satz 3.1.12 (Überdeckungssatz von Heine-Borel). Ist 𝐾 ⊆ R𝑛 kompakt, dann hat
jede Überdeckung von 𝐾 durch offene Mengen eine endliche Teilüberdeckung.

Beweis. Wir beweisen den Satz nur für den hier benötigten Spezialfall 𝐾 = [𝑎, 𝑏] ⊆ R.
Sei C = {O𝛼 : 𝛼 ∈ 𝐴} eine Überdeckung von [𝑎, 𝑏] durch offene Mengen, d.h. [𝑎, 𝑏] ⊆⋃
𝛼∈𝐴 O𝛼. Wir setzen

𝑋 := {𝑐 ∈ [𝑎, 𝑏] : [𝑎, 𝑐] hat eine endliche Teilüberdeckung aus C}.
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Da 𝑎 ∈ O𝛼 für ein 𝛼 gilt, ist 𝑎 ∈ 𝑋 . Wegen 𝑋 ⊆ [𝑎, 𝑏] ist 𝑋 beschränkt, es gibt also
𝜆 := sup 𝑋 ∈ [𝑎, 𝑏]. Wir zeigen, dass 𝜆 = 𝑏 sein muss.

Zuerst ist 𝜆 ∈ 𝑋: Wegen 𝜆 ∈ [𝑎, 𝑏] gibt es 𝛽mit 𝜆 ∈ O𝛽, also ein 𝜀 > 0 mit (𝜆−𝜀, 𝜆+𝜀) ⊆
O𝛽, und damit 𝑥 ∈ 𝑋 mit 𝑥 > 𝜆 − 𝜀 und 𝑥 ∈ 𝑂𝛽. Wir wissen, dass es eine endliche
Teilüberdeckung von [𝑎, 𝑥] aus C gibt; fügt man O𝛽 hinzu, erhält man eine endliche
Teilüberdeckung von [𝑎, 𝜆], also ist 𝜆 ∈ 𝑋 .

Es muss 𝜆 = 𝑏 gelten, denn wäre 𝜆 < 𝑏 gäbe es ein 𝑦 > 𝑏 in O𝛽; damit folgte 𝜆 ≥ 𝑦,
Widerspruch. □

4. 5.

Integrierbare Funktionen
Nach dem, was wir bisher gesehen haben, geben wir eine naheliegende Definition für
das Integral einer Funktion, die fast überall der Grenzwert einer wachsenden Folge von
Treppenfunktionen mit gleichmäßig beschränkter Integralfolge ist:

Definition 3.1.13. 𝐿+ = 𝐿+(R) sei die Menge aller Funktionen 𝑓 : R → R, für die
es eine wachsende Folge (𝜑𝑛)𝑛 in 𝑇 gibt, sodass fast überall 𝜑𝑛 → 𝑓 gilt und

∫
𝜑𝑛

konvergent (oder wegen der Monotonie gleichbedeutend: beschränkt) ist. Wir sagen
dann, 𝑓 ist durch (𝜑𝑛)𝑛 definiert, und nennen∫

𝑓 := lim
𝑛→∞

∫
𝜑𝑛

das Integral von 𝑓 .

Achtung: das Symbol + bedeutet hier nicht, dass 𝑓 ≥ 0 gilt.

Bemerkung 3.1.14.

(i) Gilt 𝑓 = 𝑔 fast überall und ist 𝑓 ∈ 𝐿+, dann ist auch 𝑔 in 𝐿+, denn gilt 𝜑𝑛 (𝑥) → 𝑓 (𝑥)
für 𝑥 ∉ 𝐸 und 𝑓 (𝑥) = 𝑔(𝑥) für 𝑥 ∉ 𝐹, dann auch 𝜑𝑛 (𝑥) → 𝑔(𝑥) ∀𝑥 ∉ 𝐸 ∪ 𝐹, und
𝐸 ∪ 𝐹 ist eine Nullmenge.

(ii) Treppenfunktionen und Funktionen aus𝐶 [𝑎, 𝑏] sind in 𝐿+ (wir setzen letztere mit 0
aufR fort) – siehe Beweis in Ana I, dass stetige Funktionen durch Treppenfunktionen
approximierbar sind.

(iii) Ist 𝐼 ein beschränktes Intervall und 𝑓 : 𝐼 → R beschränkt und fast überall stetig,
dann ist 𝑓 ∈ 𝐿+ – der Beweis verläuft ähnlich.

Wir müssen noch zeigen, dass verschiedene definierende Folgen denselben Wert für das
Integral ergeben.

Lemma 3.1.15. Sind 𝑓 , 𝑔 ∈ 𝐿+ durch Folgen (𝜑𝑛) beziehungsweise (𝜓𝑛) definiert und
gilt 𝑓 ≥ 𝑔 fast überall, dann folgt

lim
𝑛→∞

∫
𝜑𝑛 ≥ lim

𝑛→∞

∫
𝜓𝑛.
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Beweis. Es gelte 𝑓 ≥ 𝑔 außerhalb einer Nullmenge 𝐹, 𝜑𝑛 ↗ 𝑓 außerhalb einer Nullmenge
𝐸1 und 𝜓𝑛 ↗ 𝑔 außerhalb einer Nullmenge 𝐸2. Für fixes 𝑘 ist 𝜓𝑘 − 𝜑𝑛 fallend und
konvergiert außerhalb von 𝐸1 gegen 𝜓𝑘 − 𝑓 . Außerhalb 𝐸2 gilt 𝜓𝑘 − 𝑓 ≤ 𝑔 − 𝑓 , was ≤ 0
außerhalb 𝐹 ist. Außerhalb von 𝐸1 ∪ 𝐸2 ∪ 𝐹 konvergiert 𝜓𝑘 − 𝜑𝑛 für 𝑛 → ∞ also gegen
eine Funktion ≤ 0, und (𝜓𝑘 − 𝜑𝑛)+ = max(𝜓𝑘 − 𝜑𝑛, 0) konvergiert fast überall gegen 0.
Nach Lemma 3.1.11 gilt

∫
(𝜓𝑘 − 𝜑𝑛)+ → 0 für 𝑛→ ∞ und jedes 𝑘 . Daraus erhalten wir∫

𝜓𝑘 −
∫

𝜑𝑛 =

∫
(𝜓𝑘 − 𝜑𝑛) ≤

∫
(𝜓𝑘 − 𝜑𝑛)+ → 0 (𝑛→ ∞).

Für 𝑛→ ∞ impliziert das
∫
𝜓𝑘 ≤ lim𝑛→∞

∫
𝜑𝑛 für alle 𝑘 , und 𝑘 → ∞ gibt die Behauptung

lim𝑘→∞
∫
𝜓𝑘 ≤ lim𝑛→∞

∫
𝜑𝑛. □

Folgerung 3.1.16. Sind 𝑓 , 𝑔 ∈ 𝐿+ mit 𝑓 ≥ 𝑔 bzw. 𝑓 = 𝑔 fast überall, dann gilt
∫
𝑓 ≥

∫
𝑔

bzw.
∫
𝑓 =

∫
𝑔.

Wir halten ein paar elementare Eigenschaften fest; die Beweise funktionieren auf die
offensichtliche Weise (siehe Ana I) durch Übergang zu Treppenfunktionen.

Lemma 3.1.17.

(i) Sind 𝑓 , 𝑔 ∈ 𝐿+, dann auch 𝑓 + 𝑔 und es gilt
∫
( 𝑓 + 𝑔) =

∫
𝑓 +

∫
𝑔.

(ii) Ist 𝑓 ∈ 𝐿+ und 𝜆 ∈ R, 𝜆 ≥ 0, dann ist 𝜆 𝑓 ∈ 𝐿+ und
∫
(𝜆 𝑓 ) = 𝜆

∫
𝑓 .

(iii) Mit 𝑓 , 𝑔 ∈ 𝐿+ sind auch das punktweise Maximum 𝑓 ∨ 𝑔 = max( 𝑓 , 𝑔) bzw.
Minimum 𝑓 ∧ 𝑔 = min( 𝑓 , 𝑔) in 𝐿+. Insbesondere also auch 𝑓 + = 𝑓 ∨ 0.

(iv) Ist 𝑓 ∈ 𝐿+ und 𝜑 eine Treppenfunktion, dann ist 𝑓 ± 𝜑 in 𝐿+.

−2 −1 1 2

−1

−0.5

0.5

1

Abbildung 3.1: Die Funktion sign(𝑥)𝑒−𝑥 .

Die Funktion 𝑓 (𝑥) := 𝑒−𝑥1[0,∞) liegt in 𝐿+, wie man einfach überprüft, jedoch ist− 𝑓 ∉ 𝐿+,
denn es gibt keine Treppenfunktion 𝜑 mit 𝜑 ≤ − 𝑓 : jede Treppenfunktion verschwindet
außerhalb eines beschränkten Bereiches, aber −𝑒−𝑥 < 0 gilt für alle 𝑥. Um deshalb auch
Funktionen mit Negativteil zu integrieren, zerlegt man diese wie folgt:
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Definition 3.1.18. Eine Funktion 𝑓 : R → R heißt Lebesgue-integrierbar, wenn sie
von der Form 𝑓 = 𝑔 − ℎ mit 𝑔, ℎ ∈ 𝐿+ ist. Der Raum der Lebesgue-integrierbaren
Funktionen auf R wird mit

𝐿 (R) = { 𝑓 : R → R : 𝑓 = 𝑔 − ℎ mit 𝑔, ℎ ∈ 𝐿+}

bezeichnet.
Das Integral von 𝑓 ∈ 𝐿 (R) ist

∫
𝑓 :=

∫
𝑔 −

∫
ℎ.

Im Folgenden werden wir Lebesgue-integrierbare Funktionen kurz integrierbar nennen.

Damit die Definition des Integrales Sinn macht, darf sein Wert nicht von der konkreten
Darstellung von 𝑓 abhängen.

Lemma 3.1.19. Ist 𝑓 = 𝑔 − ℎ = 𝑔∗ − ℎ∗ mit 𝑔, ℎ, 𝑔∗, ℎ∗ ∈ 𝐿+, dann gilt∫
𝑔 −

∫
ℎ =

∫
𝑔∗ −

∫
ℎ∗.

Beweis. Wegen 𝑔 + ℎ∗ = 𝑔∗ + ℎ ist
∫
𝑔 +

∫
ℎ∗ =

∫
(𝑔 + ℎ∗) =

∫
(𝑔∗ + ℎ) =

∫
𝑔∗ +

∫
ℎ. □

Es bleibt nur noch, die üblichen Eigenschaften des Integrals nachzuprüfen:

Satz 3.1.20.
(i) Für 𝑓 ∈ 𝐿 (R) und 𝑑 ∈ R ist 𝑓𝑑 (𝑥) := 𝑓 (𝑥+𝑑) in 𝐿 (R) und

∫
𝑓𝑑 =

∫
𝑓 . Außerdem

ist für 𝑑 ≠ 0 die Funktion 𝑓 𝑑 (𝑥) := 𝑓 (𝑑𝑥) in 𝐿 (R) mit |𝑑 |
∫
𝑓 𝑑 =

∫
𝑓 .

(ii) Für 𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝐿 (R) und 𝜆 ∈ R ist 𝑓1 + 𝜆 𝑓2 ∈ 𝐿 (R), und es gilt∫
( 𝑓1 + 𝜆 𝑓2) =

∫
𝑓1 + 𝜆

∫
𝑓2.

(iii) Für 𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝐿 (R) mit 𝑓1 ≥ 𝑓2 fast überall gilt
∫
𝑓1 ≥

∫
𝑓2. Insbesondere gilt: ist

𝑓1 = 𝑓2 fast überall, dann ist
∫
𝑓1 =

∫
𝑓2.

(iv) Für 𝑓 ∈ 𝐿 (R) ist | 𝑓 | ∈ 𝐿 (R) und
��∫ 𝑓

�� ≤ ∫
| 𝑓 |.

(v) 𝑓 ∈ 𝐿 (R) genau dann, wenn 𝑓 + = max( 𝑓 , 0), 𝑓 − := −max(− 𝑓 , 0) ∈ 𝐿 (R).
(vi) Für 𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝐿 (R) sind 𝑓1 ∧ 𝑓2 und 𝑓1 ∨ 𝑓2 in 𝐿 (R).

Die Beweise sind kurz und einfach und werden deshalb ausgelassen.

Bemerkung 3.1.21. Nicht jede Funktion ist Lebesgue-integrierbar. Gegenbeispiele sind
im Wesentlichen zu groß oder zu wild.

▶ 1R ist nicht integrierbar.
▶ Teilen wir [0, 1] in zwei geeignete (nicht-messbare) disjunkte Mengen 𝐸 und 𝐹 auf,

so ist 𝑓 = 1𝐸 −1𝐹 nicht integrierbar, obwohl | 𝑓 | = 1[0,1] trivialerweise integrierbar
ist.
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Integration auf Intervallen und der Fundamentalsatz
Ist 𝐼 ⊆ R ein Intervall (egal ob beschränkt, unbeschränkt, offen, halboffen oder abge-
schlossen) mit den Grenzen 𝑎 < 𝑏 und 𝑓 ∈ 𝐿 (R) eine integrierbare Funktion, setzen
wir ∫ 𝑏

𝑎

𝑓 :=
∫
𝐼

𝑓 :=
∫

𝑓1𝐼 .

Wir zeigen dazu, dass 𝑓1𝐼 integrierbar ist; es reicht natürlich, diese Behauptung für
Elemente aus 𝐿+ zu überprüfen. Ist (𝜑𝑛) eine definierende Folge für 𝑓 ∈ 𝐿+, setzen
wir 𝜓𝑛 := 𝜑𝑛1𝐼 . Das ist eine wachsende Folge von Treppenfunktionen, die fast überall
gegen 𝑓1𝐼 konvergiert. Ist

∫
𝜑𝑛 ≤ 𝐾 für alle 𝑛, dann können wir

∫
𝜓𝑛 ≤

∫
𝜑𝑛 und

damit 𝑓1𝐼 ∈ 𝐿+, aber nur unter der Voraussetzung 𝜑𝑛 ≥ 0 schließen – wir können den
allgemeinen Fall aber darauf zurückführen, indem wir 𝜑𝑛 −𝜑1 ≥ 0 betrachten: das ist eine
definierende Folge für 𝑓 − 𝜑1, es ist ( 𝑓 − 𝜑1)1𝐼 ∈ 𝐿+ nach dem gerade gesagten, und
𝑓1𝐼 = ( 𝑓 − 𝜑1)1𝐼 + 𝜑11𝐼 ∈ 𝐿+ da 𝜑11𝐼 eine Treppenfunktion ist.

Wir können auch Integrale von Funktionen betrachten, die nur auf 𝐼 definiert sind:

Definition 3.1.22. Ist 𝑓 : 𝐷 → R eine Funktion auf einer beliebigen Menge 𝐷 ⊆ R
und 𝐼 ⊆ 𝐷 ein Intervall mit den Endpunkten 𝑎 und 𝑏, so nennen wir 𝑓 auf 𝐼 integrierbar,
wenn 𝑓1𝐼 ∈ 𝐿 (R) gilt. Die Menge aller integrierbaren Funktionen 𝐼 → R wird mit
𝐿 (𝐼) bezeichnet.

Bemerkung 3.1.23. Wir hätten integrierbare Funktionen von Anfang an auf beliebigen
Intervallen entwickeln können, mit demselben Ergebnis.

Es gelten damit die üblichen Rechenregeln, d.h.∫ 𝑏

𝑎

𝑓 =

∫ 𝑐

𝑎

𝑓 +
∫ 𝑏

𝑐

𝑓

und auch der Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung:

Satz 3.1.24. Sei 𝑔 ∈ 𝐿 (R) und 𝐺 (𝑥) :=
∫ 𝑥

−∞ 𝑔. In jedem Stetigkeitspunkt 𝑐 von 𝑔 ist
𝐺 differenzierbar mit 𝐺′(𝑐) = 𝑔(𝑐).

Der Beweis verwendet dieselbe Abschätzung wie für das Regelintegral in Analysis I, und
damit gilt für 𝑓 ∈ 𝐶1( [𝑎, 𝑏]) auch∫ 𝑏

𝑎

𝑓 ′ = 𝑓 (𝑏) − 𝑓 (𝑎).

Die Regeln für partielle Integration und Substitution bleiben unverändert. Diese ließen
sich zwar auf ganz R formulieren, es ist in der Praxis jedoch zweckmäßiger, den Integra-
tionsbereich mit den Hilfsmitteln des nächsten Abschnittes durch beschränkte Intervalle
auszuschöpfen und diese Regeln dort anzuwenden.
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Beispiel 3.1.25. Die Dirichlet-Funktion

𝑓 (𝑥) =
{

1 𝑥 ∈ Q ∩ [0, 1],
0 𝑥 ∉ Q ∩ [0, 1]

auf [0, 1] ist nicht (Cauchy-)Riemann-integrierbar. Da Q ∩ [0, 1] eine Nullmenge ist, ist
sie jedoch Lebesgue-integrierbar mit Integral 0.

Bisher hat sich also nicht viel verändert – wir können zwar eine größere Klasse von
Funktionen integrieren, in der Praxis sind das aber meistens stetige Funktionen, und die
Techniken dafür bleiben im Wesentlichen gleich. Die Stärke des Lebesgue-Integrales liegt
jedoch in den Konvergenzsätzen, die wir im nächsten Abschnitt behandeln.

3.2 Monotone und majorisierte Konvergenz
Die Sätze über monotone bzw. majorisierte Konvergenz bilden das Rückgrat der Le-
besgueschen Integrationstheorie. Beide sagen unter verschiedenen Voraussetzungen aus,
dass man Grenzwertbildung und Integration vertauschen kann – genau das macht beim
(Cauchy-)Riemannschen Integral üblicherweise mehr Probleme:

lim
𝑛→∞

∫
𝑓𝑛 =

∫
lim
𝑛→∞

𝑓𝑛 unter geeigneten Voraussetzungen.

In der Praxis geht es dabei z.B. um folgende Grenzübergänge:∫ ∞∑︁
𝑘=1

𝑢𝑘 =

∞∑︁
𝑘=1

∫
𝑢𝑘 ,

∫
sup
𝑘

𝑢𝑘 = sup
𝑘

∫
𝑢𝑘 ,∫

𝑓 = lim
𝑛→∞

∫
𝑓1[−𝑛,𝑛] ,

∫
𝑓 = lim

𝑛→∞

∫
( 𝑓 ∧ 𝑛)

lim
𝑡→𝑡0

∫
𝑓 (𝑥, 𝑡) d𝑥 =

∫
𝑓 (𝑥, 𝑡0) d𝑥,

d
d𝑡

∫
𝑓 (𝑥, 𝑡) d𝑥 =

∫
𝜕

𝜕𝑡
𝑓 (𝑥, 𝑡) d𝑥.

Solche Vertauschungen sind nicht ohne weitere Voraussetzungen gültig:

Beispiel 3.2.1.

▶ lim𝑛→∞
∫
𝑛21(0,1/𝑛) = ∞ ≠ 0 =

∫
lim𝑛→∞ 𝑛21(0,1/𝑛) .

▶
∫ 1

0
∑∞
𝑘=1(𝑒−𝑘𝑥 − 2𝑒−2𝑘𝑥) d𝑥 ≠

∑∞
𝑘=1

∫ 1
0 (𝑒−𝑘𝑥 − 2𝑒−2𝑘𝑥) d𝑥.

▶ d
d𝑡

∫
𝑓 (𝑥, 𝑡) d𝑥 ≠

∫
𝜕
𝜕𝑡
𝑓 (𝑥, 𝑡) d𝑥 im Allgemeinen.

▶
∫ 1

0

∫ 1
0 (𝑥 − 𝑦) (𝑥 + 𝑦)−3 d𝑥 d𝑦 ≠

∫ 1
0

∫ 1
0 (𝑥 − 𝑦) (𝑥 + 𝑦)−3 d𝑦 d𝑥.

Satz 3.2.2 (Satz von der monotonen Konvergenz / Satz von Beppo Levi). Sei
𝑓𝑛 : R → R (𝑛 ∈ N) eine Folge mit
(M1) 𝑓𝑛 ist integrierbar für jedes 𝑛,
(M2) 𝑓𝑛 ≤ 𝑓𝑛+1 für alle 𝑛,
(M3) Für ein 𝐾 gilt

∫
𝑓𝑛 ≤ 𝐾 für alle 𝑛.

Dann gibt es 𝑓 ∈ 𝐿 (R) mit 𝑓𝑛 → 𝑓 fast überall und∫
𝑓 =

∫
lim
𝑛→∞

𝑓𝑛 = lim
𝑛→∞

∫
𝑓𝑛.
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Der Beweis ist eher technisch und wird übersprungen. Manchmal kennt man den punkt-
weisen Grenzwert von 𝑓𝑛 schon; dann ist folgende Formulierung praktisch:

Folgerung 3.2.3. Sei 𝑓 : R → R eine Funktion und es gebe eine Folge ( 𝑓𝑛)𝑛 mit (M1)–(M3)
sowie

(M4) 𝑓𝑛 → 𝑓 fast überall.

Dann ist 𝑓 integrierbar und es gilt∫
𝑓 =

∫
lim
𝑛→∞

𝑓𝑛 = lim
𝑛→∞

∫
𝑓𝑛.

Beispiel 3.2.4. Für 𝑝 > −1 ist 𝑥𝑝 integrierbar auf (0, 1] und es gilt∫ 1

0
𝑥𝑝 d𝑥 =

1
𝑝 + 1

.

Es ist nämlich 𝑓𝑛 (𝑥) := 𝑥𝑝1[1/𝑛,𝑛] (𝑥) stetig auf [1/𝑛, 𝑛] und somit integrierbar; es ist
𝑓𝑛 ≤ 𝑓𝑛+1 da 𝑥𝑝 ≥ 0, wir haben die Abschätzung

∫
𝑓𝑛 =

∫ 1

1/𝑛
𝑥𝑝 =

1 −
(

1
𝑛

) 𝑝+1

𝑝 + 1
≤ 1
𝑝 + 1

∀𝑛,

und 𝑓𝑛 (𝑥) → 𝑥𝑝 für alle 𝑥 ∈ (0, 1]. Aus dem Satz von der monotonen Konvergenz folgt
also ∫ 1

0
𝑥𝑝 d𝑥 = lim

𝑛→∞

∫
𝑓𝑛 =

1
𝑝 + 1

.

Bemerkung 3.2.5. Wenn wir vereinbaren dass der Wert einer Funktion auf einer Null-
menge unerheblich ist, ist 𝑥𝑝 nach beliebiger Festlegung des Wertes bei 0 auch auf [0, 1]
integrierbar. Im Unterschied zum Regelintegral ist

∫ 1
0 𝑥𝑝 d𝑥 kein uneigentliches Integral –

mit der Lebesgue’schen Integrationstheorie ist diese Funktion per se auf [0, 1] integrierbar.
Nur um den konkreten Wert des Integrales mit Hilfe des Fundamentalsatzes zu berechnen,
schneidet man den Integranden in immer kleineren Bereichen um die Singularität, hier
𝑥 = 0, ab.

Die folgende Aussage kennen wir in ähnlicher Form schon für stetige Funktionen.

Satz 3.2.6. Sei 𝑓 integrierbar mit
∫
| 𝑓 | = 0. Dann ist 𝑓 = 0 fast überall.

Beweis. Sei 𝑓𝑛 := 𝑛| 𝑓 |. Dann ist 𝑓𝑛 integrierbar, 𝑓𝑛 ≤ 𝑓𝑛+1 und
∫
𝑓𝑛 = 𝑛

∫
| 𝑓 | = 0 für alle

𝑛. Nach Satz 3.2.2 gibt es 𝑔 ∈ 𝐿 (R) mit lim 𝑓𝑛 = 𝑔 fast überall, außerdem ist

lim
𝑛→∞

𝑓𝑛 (𝑥) =
{
∞ wenn 𝑓 (𝑥) ≠ 0,
0 wenn 𝑓 (𝑥) = 0.

Da 𝑔 reellwertig ist, muss {𝑥 ∈ R : 𝑓 (𝑥) ≠ 0} eine Nullmenge sein. □
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Da monotone Folgen eher die Ausnahme als die Regel sind, hätten wir gerne ein ähnliches
Resultat für allgemeinere Folgen. Ein solches Resultat existiert, und es lässt sich so
formulieren:

Satz 3.2.7 (Satz von der majorisierten Konvergenz / Satz von Lebesgue).
Sei ( 𝑓𝑛)𝑛 eine Folge reellwertiger Funktionen mit

(D1) 𝑓𝑛 ist integrierbar für jedes 𝑛,
(D2) es gibt ein 𝑓 : R → R mit 𝑓𝑛 → 𝑓 fast überall,
(D3) es gibt eine integrierbare Funktion 𝐺 mit | 𝑓𝑛 | ≤ 𝐺 fast überall für alle 𝑛.
Dann ist 𝑓 integrierbar und es gilt∫

𝑓 =

∫
lim
𝑛→∞

𝑓𝑛 = lim
𝑛→∞

∫
𝑓𝑛.

Um zu zeigen, dass eine Funktion integrierbar ist, ist folgendes Ergebnis oft praktisch.

Satz 3.2.8 (Vergleichssatz). Sei 𝐼 ein Intervall, 𝑓 stetig auf 𝐼 und es existiere eine
integrierbare Funktion 𝑔 mit | 𝑓 | ≤ 𝑔. Dann ist 𝑓 integrierbar auf 𝐼.

Beweis. Wir setzen 𝑓𝑛 = 𝑓1𝐼𝑛 , wobei (𝐼𝑛)𝑛 eine Folge kompakter Intervalle mit 𝐼 =
⋃
𝐼𝑛

ist, und wenden den Satz von der majorisierten Konvergenz auf 𝑓𝑛 an: (D1) 𝑓𝑛 ist stetig
auf 𝐼𝑛, also integrierbar. (D2) Es gilt trivialerweise 𝑓𝑛 → 𝑓 auf 𝐼. (D3) | 𝑓𝑛 | ≤ 𝑔 auf 𝐼 nach
Konstruktion. Also ist 𝑓 = lim 𝑓𝑛 integrierbar. □

Beispiel 3.2.9. Die Funktion 𝑓 (𝑥) = (sin 𝑥)/𝑥2 auf 𝐼 = [1,∞) ist stetig, | 𝑓 | ≤ 1/𝑥2 = 𝑔

und 𝑔 ist integrierbar auf 𝐼, also ist 𝑓 integrierbar.

Beispiel 3.2.10. Wir betrachten die Funktion

𝑓 (𝑥) = 𝑒−𝑎𝑥 sin 𝑥, 𝑥 ∈ [0,∞), 𝑎 > 0.

Es ist | 𝑓 (𝑥) | ≤ 𝑒−𝑎𝑥 und 𝑒−𝑎𝑥 ist integrierbar, denn∫ 𝑛

0
𝑒−𝑎𝑥 =

𝑒−𝑎𝑥

−𝑎

����𝑛
0
=

1 − 𝑒−𝑎𝑛
𝑎

≤ 1
𝑎

für alle 𝑛, somit ist∫ ∞

0
𝑒−𝑎𝑥 = lim

𝑛→∞
1 − 𝑒−𝑎𝑛

𝑎
=

1
𝑎
.
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Es folgt durch zweimaliges partielles Integrieren∫ ∞

0
𝑒−𝑎𝑥 sin 𝑥 d𝑥 = lim

𝑛→∞

∫ 𝑛

0
𝑒−𝑎𝑥 sin 𝑥 d𝑥

= lim
𝑛→∞

(
𝑒−𝑎𝑥 (− cos 𝑥) |𝑛𝑥=0 −

∫ 𝑛

0
𝑎𝑒−𝑎𝑥 cos 𝑥 d𝑥

)
= 1 − lim

𝑛→∞

∫ 𝑛

0
𝑎𝑒−𝑎𝑥 cos 𝑥 d𝑥

= 1 − 𝑎𝑒−𝑎𝑥 sin 𝑥 |∞0 − lim
𝑛→∞

∫ 𝑛

0
𝑎2𝑒−𝑎𝑥 sin 𝑥 d𝑥

= 1 −
∫ ∞

0
𝑎2𝑒−𝑎𝑥 sin 𝑥 d𝑥

=⇒
∫ ∞

0
𝑒−𝑎𝑥 sin 𝑥 d𝑥 =

1
1 + 𝑎2 .

Ganz analog zeigt man∫ ∞

0
𝑒−𝑎𝑥 cos 𝑥 d𝑥 =

𝑎

1 + 𝑎2 .

Satz 3.2.11. Ist 𝑓 integrierbar und 𝑔 beschränkt und integrierbar, dann ist 𝑓 𝑔 integrierbar.

Beweis. Wir schreiben 𝑔 = 𝑔1 − 𝑔2 mit 𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝐿+ und wählen wachsende Folgen von Treppen-
funktionen 𝛼𝑛 → 𝑔1 und 𝛽𝑛 → 𝑔2 fast überall. Dann sind 𝜏𝑛 := 𝛼𝑛 − 𝛽𝑛 Treppenfunktionen mit
𝜏𝑛 → 𝑔 fast überall. Da |𝑔 | ≤ 𝑀 für ein 𝑀 > 0 ist, sind die abgeschnittenen Funktionen

𝜓𝑛 := (𝜏𝑛 ∨ (−𝑀)) ∧ 𝑀

wieder Treppenfunktionen mit |𝜓𝑛 | ≤ 𝑀 und 𝜓𝑛 → 𝑔 fast überall (denn sobald 𝜏𝑛 (𝑥) nahe genug
an 𝑔(𝑥) ∈ [−𝑀, 𝑀] ist, hat das Abschneiden keinen Effekt).

Wir wenden den Satz von der majorisierten Konvergenz (Satz 3.2.7) auf die Folge ℎ𝑛 := 𝑓 𝜓𝑛 an:
(D1) 𝑓 𝜓𝑛 ist integrierbar, da 𝜓𝑛 eine Treppenfunktion ist und somit 𝑓 𝜓𝑛 eine endliche Linear-
kombination von Funktionen der Form 𝑓1𝐼 mit Intervallen 𝐼 ist, welche integrierbar sind. (D2)
𝑓 𝜓𝑛 → 𝑓 𝑔 fast überall. (D3) | 𝑓 𝜓𝑛 | ≤ 𝑀 | 𝑓 | und 𝑀 | 𝑓 | ist integrierbar. Also ist 𝑓 𝑔 integrierbar. □

Parameterintegrale

Satz 3.2.12. Sei ( 𝑓ℎ)ℎ eine Familie von reellwertigen Funktionen auf R mit 0 <

|ℎ | ≤ 𝐻 wobei 𝐻 irgendeine Konstante ist. Angenommen
(i) 𝑓ℎ ist integrierbar für jedes ℎ,

(ii) es gibt eine Funktion 𝑓 mit 𝑓ℎ → 𝑓 fast überall für ℎ → 0,
(iii) es gibt eine integrierbare Funktion 𝐺 mit | 𝑓ℎ | ≤ 𝐺 für alle ℎ, wobei 𝐺 nicht von

ℎ abhängt.
Dann ist 𝑓 integrierbar und es gilt

lim
ℎ→0

∫
𝑓ℎ =

∫
lim
ℎ→0

𝑓ℎ =

∫
𝑓 .
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Beweis. Sei (ℎ𝑛) eine Folge mit ℎ𝑛 ≠ 0 für alle 𝑛 und ℎ𝑛 → 0. Wir setzen 𝑔𝑛 := 𝑓ℎ𝑛 . Dann
erfüllt (𝑔𝑛) die Voraussetzungen von Satz 3.2.7 und wird von 𝐺 majorisiert, also ist 𝑓 in
𝐿 (R) und es gilt∫

𝑓 = lim
𝑛→∞

∫
𝑔𝑛 = lim

𝑛→∞

∫
𝑓ℎ𝑛 .

Damit gilt also limℎ→0
∫
𝑓ℎ =

∫
𝑓 . □

Beispiel 3.2.13. Wir betrachten die Besselfunktion

𝐽0(𝑡) =
2
𝜋

∫ 𝜋/2

0
cos(𝑡 cos 𝜃) d𝜃

und fragen uns, ob sie stetig auf R ist. Dazu fixieren wir ein 𝑡 und setzen für alle ℎ > 0
𝑓ℎ (𝜃) := 2

𝜋
cos((𝑡 + ℎ) cos 𝜃). 𝑓ℎ ist integrierbar auf (0, 𝜋/2) da es stetig ist. Es gilt

𝑓ℎ (𝜃) → 2
𝜋

cos(𝑡 cos 𝜃) für ℎ → 0 da der Kosinus stetig ist. Außerdem ist | 𝑓ℎ | ≤ 2
𝜋

und
die Majorante 2

𝜋
ist integrierbar auf (0, 𝜋/2). Somit gilt

lim
ℎ→0

𝐽0(𝑡 + ℎ) = 𝐽0(𝑡),

d.h. 𝐽0 ist stetig in 𝑡.

Ähnlich beweist man folgenden Satz:

Satz 3.2.14. Sei 𝑓 eine reellwertige Funktion auf R × 𝐽, wobei 𝐽 ⊆ R ein offenes
Intervall ist, und für jedes feste 𝑡 ∈ 𝐽 gelte

(i) 𝑥 ↦→ 𝑓 (𝑥, 𝑡) sei integrierbar,
(ii) 𝜕𝑡 𝑓 (𝑥, 𝑡) existiert für fast alle 𝑥,

(iii) es gibt eine integrierbare Funktion 𝐺, unabhängig von 𝑡, sodass���� 𝜕𝜕𝑡 𝑓 (𝑥, 𝑡)���� ≤ 𝐺 (𝑥) für fast alle 𝑥 und alle 𝑡 ∈ 𝐽.

Dann ist

d
d𝑡

∫ ∞

−∞
𝑓 (𝑥, 𝑡) d𝑥 =

∫ ∞

−∞

𝜕

𝜕𝑡
𝑓 (𝑥, 𝑡) d𝑥 (𝑡 ∈ 𝐽).

Beweis. Sei 𝑡 ∈ 𝐽 fix und 𝑓ℎ (𝑥) := ( 𝑓 (𝑥, 𝑡 + ℎ) − 𝑓 (𝑥, 𝑡))/ℎ für ℎ ≠ 0 so dass 𝑡 + ℎ ∈ 𝐽.
Aus (i) folgt, dass 𝑓ℎ integrierbar ist und aus (ii), dass limℎ→0 𝑓ℎ (𝑥) für fast alle 𝑥 existiert
und gleich 𝜕𝑡 𝑓 (𝑥, 𝑡) ist. Nach dem Mittelwertsatz und (iii) gibt es 𝜃 ∈ (0, 1) mit

| 𝑓ℎ (𝑥) | = |𝜕𝑡 𝑓 (𝑥, 𝑡 + 𝜃ℎ) | ≤ 𝐺 (𝑥)

und somit können wir Satz 3.2.12 anwenden mit dominierender Funktion 𝐺. □

Beispiel 3.2.15. Sei

𝐹 (𝑡) =
∫ ∞

0
𝑒−𝑥

2
cos(2𝑥𝑡) d𝑥, 𝑡 ∈ R.
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Wir setzen 𝑓 (𝑥, 𝑡) = 𝑒−𝑥2 cos(2𝑥𝑡). Es ist 𝑥 ↦→ 𝑓 (𝑥, 𝑡) integrierbar für festes 𝑡, denn 𝑓 (·, 𝑡)
ist stetig, | 𝑓 (𝑥, 𝑡) | ≤ 𝑒−𝑥2 und 𝑒−𝑥2 ist integrierbar. Weiters existiert die Ableitung

𝜕𝑡 𝑓 (𝑥, 𝑡) = −2𝑥𝑒−𝑥
2

sin(2𝑥𝑡)

für alle 𝑥 und 𝑡, und wir haben die Abschätzung

|𝜕𝑡 𝑓 (𝑥, 𝑡) | ≤ 2𝑥𝑒−𝑥
2

für alle 𝑥, 𝑡 und 2𝑥𝑒−𝑥2 hängt nicht von 𝑡 ab und ist integrierbar auf [0,∞). Damit ist

𝐹′(𝑡) =
∫ ∞

0
(−2𝑥)𝑒−𝑥2

sin(2𝑥𝑡) d𝑥

= 𝑒−𝑥
2

sin(2𝑥𝑡)
���∞
𝑥=0

−
∫ ∞

0
2𝑡𝑒−𝑥

2
cos(2𝑥𝑡) d𝑥

= −2𝑡𝐹 (𝑡) ∀𝑡 ∈ R.

Eine Lösung dieser Differentialgleichung ist

𝐹 (𝑡) = 𝐹 (0)𝑒−𝑡2 =
√
𝜋

2
𝑒−𝑡

2

und es ist sogar die einzige Lösung, welche die Anfangsbedingung 𝐹 (0) =
√
𝜋

2 erfüllt,
denn für jede weitere Lösung 𝐺 ist

(𝐺/𝐹)′ = (𝐺′𝐹 − 𝐹′𝐺)/(𝐹2) = 0,

somit 𝐺/𝐹 = 𝐺 (0)/𝐹 (0) = 1.

3.3 Lebesgue-Integration in der Praxis
Beim Vergleich zwischen dem Regelintegral und dem Lebesgue-Integral sehen wir:

▶ Ist eine Funktion auf einem kompakten Intervall regelintegrierbar, dann ist sie dort
auch Lebesgue-integrierbar.

▶ Eine uneigentlich regelintegrierbare Funktion ist nicht notwendigerweise Lebesgue-
integrierbar.

Der erste Punkt gilt nach Konstruktion, denn das Lebesgue-Integral ist ja gerade dadurch
entstanden, dass wir nicht mehr die gleichmäßige Konvergenz der Treppenfunktionen
fordern, sondern nur noch die punktweise, die dann ja immer noch erfüllt ist. Der zweite
Punkt wird durch folgendes Beispiel gezeigt:

Beispiel 3.3.1. Die Funktion 𝑓 (𝑥) = sin(𝑥)/𝑥 auf (0,∞) ist uneigentlich (regel)integrierbar,
aber nicht Lebesgue-integrierbar.

Dazu setzen wir

𝐼𝑘 =

∫ (𝑘+1)𝜋

𝑘𝜋

sin 𝑥
𝑥

d𝑥 =
∫ 𝜋

0
(−1)𝑘 sin 𝑦

𝑦 + 𝑘𝜋 d𝑦, 𝐽𝑘 =

∫ (𝑘+1)𝜋

𝑘𝜋

����sin 𝑥
𝑥

���� d𝑥 = ∫ 𝜋

0

sin 𝑦
𝑦 + 𝑘𝜋 d𝑦,
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wobei wir die Integrale gleich mit der Substitution 𝑦 = 𝑥 − 𝑘𝜋 umgeschrieben haben.
Sodann haben wir die Abschätzung

𝐽𝑘 ≥
1

(𝑘 + 1)𝜋

∫ 𝜋

0
sin 𝑦 d𝑦 =

2
(𝑘 + 1)𝜋 =⇒

∑︁
𝑘

𝐽𝑘 = ∞.

Wäre 𝑓 integrierbar, dann auch | 𝑓 | und es gälte für jedes 𝑛 die Abschätzung
∑𝑛
𝑘=1 𝐽𝑘 ≤∫

| 𝑓 |, was ein Widerspruch ist, da die linke Seite divergiert, also kann 𝑓 nicht integrierbar
sein.

Andererseits konvergiert
∑
𝐼𝑘 nach dem Leibniz-Kriterium für alternierende Reihen, da

|𝐼𝑘+1 | ≤ |𝐼𝑘 | ≤ 2
2𝜋 , und somit gilt

lim
𝑛→∞

∫ 𝑛𝜋

0
𝑓 (𝑥) d𝑥 =

∞∑︁
𝑘=0

𝐼𝑘 < ∞.

Sofern man Integrale explizit berechnen will sind die Integranden üblicherweise stetig,
und oft hat man eine Stammfunktion die einem über den Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung behilflich ist:∫ 𝑏

𝑎

𝑓 ′(𝑡) d𝑡 = 𝑓 (𝑏) − 𝑓 (𝑎) ∀ 𝑓 ∈ 𝐶1( [𝑎, 𝑏]).

Daraus folgen auch die Regeln über partielle Integration und Substitution.

Bemerkung 3.3.2. Das Lebesgue-Integral erlaubt einem, die Klasse von Funktionen
zu charakterisieren, für welche der Hauptsatz gilt. Tatsächlich gilt für eine Funktion
𝑓 : [𝑎, 𝑏] → R:

𝑓 ist absolutstetig ⇐⇒ 𝑓 ist fast überall differenzierbar,
𝑓 ′ ist Lebesgue-integrierbar und

𝑓 (𝑥) = 𝑓 (𝑎) +
∫ 𝑥

𝑎

𝑓 ′(𝑡) d𝑡 ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] .

Hierbei heißt 𝑓 absolutstetig, wenn ∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0 ∀𝑁 ∈ N ∀ disjunkten Intervalle
(𝑥1, 𝑦1), . . . , (𝑥𝑁 , 𝑦𝑁 ) mit

∑𝑁
𝑘=1 |𝑦𝑘 − 𝑥𝑘 | < 𝛿 gilt

∑𝑁
𝑘=1 | 𝑓 (𝑦𝑘 ) − 𝑓 (𝑥𝑘 ) | < 𝜀.

Vor allem in Anwendungen entscheidet sich die Integrierbarkeit oft über das Wachstum
der Funktion im Unendlichen oder in der Nähe von Singularitäten. Hierbei vergleicht man
oft mit folgenden Funktionen:

Satz 3.3.3. Für 𝑝 ∈ R gilt:
(i) 𝑥𝑝 ist integrierbar auf (0, 1] ⇐⇒ 𝑝 > −1.

(ii) 𝑥𝑝 ist integrierbar auf [1,∞) ⇐⇒ 𝑝 < −1.
(iii) 𝑒−𝑥 ist integrierbar auf [0,∞).
(iv) 𝑒−𝑥2 ist integrierbar auf R.
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Beweis. (i) haben wir für 𝑝 ≥ −1 schon gesehen; für 𝑝 < −1 ist

∫ 1

1/𝑛
𝑥𝑝 d𝑥 =

1 −
(

1
𝑛

) 𝑝+1

𝑝 + 1
→ ∞ (𝑛→ ∞)

da 𝑝 + 1 < 0 ist. Wäre 𝑓 (𝑥) = 𝑥𝑝 integrierbar auf (0, 1] dann gälte mit 𝑔𝑛 := 𝑓 · 1[1/𝑛,1]
wegen 𝑔𝑛 ≤ 𝑓 die Ungleichung

∫
𝑔𝑛 ≤

∫
𝑓 , was ein Widerspruch ist.

(ii) und (iii) funktionieren analog, (iv) sieht man indem man die Stetigkeit in der Nähe
von 0 verwendet; für |𝑥 | ≥ 1 gilt 𝑒−𝑥2 ≤ 𝑒−|𝑥 |, und 𝑒−|𝑥 | ist nach (iii) integrierbar. □

Beispiel 3.3.4.

(i) sin(𝑥)/𝑥2 ist auf [1,∞) integrierbar, da wir es durch 𝑥−2 abschätzen können.
(ii) 𝑥2/(1+ 𝑥4) ist stetig auf [0, 1] und daher dort integrierbar; auf [1,∞) können wir es

durch 𝑥−2 abschätzen, also ist es auch dort integrierbar. Insgesamt ist es auf [0,∞)
integrierbar.

(iii) log 𝑥 ist stetig auf [𝛿, 1] für jedes 𝛿 > 0, also dort integrierbar. Da
√
𝑥 log 𝑥 → 0 für

𝑥 → 0+ gilt, ist dieser Ausruck insbesondere kleiner 1 für 𝑥 klein genug (was uns
das 𝛿 gibt), d.h. es gilt dort log 𝑥 ≤ 𝑥−1/2, was integrierbar ist.

3.4 Integration in R𝑛

Wir haben den Raum 𝐿 (R) in 4 Schritten konstruiert:

1. Für 𝑓 = 1𝐼 mit 𝐼 = (𝑎, 𝑏) ist
∫
𝑓 = (𝑏 − 𝑎).

2. Für eine Treppenfunktion 𝑓 ∈ 𝑇 (R), also eine Linearkombination von Funktionen
aus 1., definieren wir

∫
𝑓 linear.

3. Für den Grenzwert 𝑓 (punktweise, fast überall) einer wachsenden Folge (𝜑𝑛) von
Funktionen aus 2., für welche lim

∫
𝜑𝑛 < ∞ existiert, setzen wir

∫
𝑓 = lim

∫
𝜑𝑛.

4. Für 𝑓 = 𝑔 − ℎ ∈ 𝐿 (R) definieren wir
∫
𝑓 linear.

Um ein 𝑛-dimensionales Integral zu erhalten, müssen wir nur — wie oben schon erwähnt
— Intervalle durch ihr 𝑛-dimensionales Analogon ersetzen:

Für 𝑛 ≥ 2 ist ein Intervall in R𝑛 (auch: Hyperquader oder Quader) eine Menge der Form

𝐼 = 𝐼1 × · · · × 𝐼𝑛 = {(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) | 𝑥 𝑗 ∈ 𝐼 𝑗 für alle 𝑗},

wobei jedes 𝐼 𝑗 ein Intervall in R ist. 𝐼 heißt offen, abgeschlossen bzw. beschränkt, wenn
jedes 𝐼 𝑗 diese Eigenschaft hat. Für ein beschränktes Intervall 𝐼 ⊆ R𝑛, wobei 𝐼 𝑗 die
Randpunkte 𝑎 𝑗 und 𝑏 𝑗 hat, sei

𝑚(𝐼) := (𝑏1 − 𝑎1) · · · (𝑏𝑛 − 𝑎𝑛)

das Maß von 𝐼. Wir bemerken, dass es bei dieser Definition keine Rolle spielt, ob jedes 𝐼 𝑗
offen, halboffen oder abgeschlossen ist. Eine Teilmenge 𝐸 ⊆ R𝑛 heißt Nullmenge, wenn
es zu jedem 𝜀 > 0 eine Folge von Intervallen 𝐼1, 𝐼2, . . . in R𝑛 gibt, sodass

𝐸 ⊆
⋃
𝑖

𝐼𝑖 und
∑︁
𝑖

𝑚(𝐼𝑖) ≤ 𝜀.
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Charakteristische Funktionen von Intervallen in R𝑛 integriert man dann mittels∫
1𝐼 := 𝑚(𝐼).

Somit definieren wir die Räume 𝑇 (R𝑛), 𝐿+(R𝑛) und 𝐿 (R𝑛) ganz analog, die Beweise
übertragen sich Wort für Wort:

▶ Lemma 3.1.2, Lemma 3.1.6, Lemma 3.1.11 gelten in R𝑛.
▶ Das Integral in R𝑛 ist linear,

��∫ 𝑓
�� ≤

∫
| 𝑓 |, und 𝑓1 ≥ 𝑓2 fast überall impliziert∫

𝑓1 ≥
∫
𝑓2.

▶ Stetige Funktionen auf abgeschlossenen beschränkten Intervallen in R𝑛 sind inte-
grierbar.

▶ Die Sätze von der monotonen und von der majorisierten Konvergenz gelten für
Funktionen auf R𝑛.11.5.26

Ein Begriff fehlt uns noch: jedes Element aus 𝐿 (R𝑛) lässt sich fast überall als Grenzwert
einer Folge von Treppenfunktionen darstellen: mit 𝑓 = 𝑔 − ℎ und 𝜑𝑘 → 𝑔 sowie 𝜓𝑘 → ℎ

gilt 𝜑𝑘 − 𝜓𝑘 → 𝑓 ; umgekehrt muss jedoch der Grenzwert einer Folge von Treppenfunk-
tionen nicht integrierbar sein. Diese Funktionen treten jedoch (theoretisch) so häufig auf,
dass sie einen Namen verdienen.

Definition 3.4.1. Eine Funktion 𝑓 : R𝑛 → R heißt messbar, wenn es eine Folge von
Treppenfunktionen gibt, die fast überall gegen 𝑓 konvergiert. Mit 𝑀 (R𝑛) bezeichnen
wir die Menge der messbaren Funktionen auf R𝑛.

Tatsächlich sind alle in der Praxis auftretenden Funktionen messbar, und nichtmessba-
re Funktionen lassen sich nicht explizit angeben, sondern nur theoretisch konstruieren.
Trotzdem gelten gewisse wichtige Sätze nur für messbare Funktionen.

Wir halten einige einfache Eigenschaften fest, die man durch geeignete Konstruktionen
mit den jeweiligen Treppenfunktionen leicht zeigen kann:

▶ Jede integrierbare Funktion ist messbar.
▶ Jede fast überall stetige Funktion ist messbar.
▶ Ist 𝑓 messbar und | 𝑓 | ≤ 𝑔 fast überall mit 𝑔 integrierbar, dann ist auch 𝑓 integrierbar.
▶ Summen, Produkte und skalare Vielfache von messbaren Funktionen sind messbar,

ebenso mit 𝑓 , 𝑔 auch die Funktionen 𝑓 ∨ 𝑔, 𝑓 ∧ 𝑔, 𝑓 +, 𝑓 − und | 𝑓 |.
▶ Ist 𝑓 messbar und fast überall ungleich 0, dann ist 𝑔(𝑥) = 1/ 𝑓 (𝑥) falls 𝑓 (𝑥) ≠ 0

und 𝑔(𝑥) beliebig sonst eine messbare Funktion.
▶ Sind Funktionen 𝑓𝑛 messbar und gilt 𝑓𝑛 → 𝑓 fast überall, dann ist auch 𝑓 messbar.
▶ Ist 𝑓 messbar und 𝑔 stetig auf R, dann ist 𝑔 ◦ 𝑓 messbar.

Eng damit verwandt ist der Begriff einer messbaren Menge.

Definition 3.4.2. Eine Menge 𝑆 ⊆ R𝑛 heißt messbar, wenn 1𝑆 messbar ist.
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Dies sind genau die Mengen, für die ein Inhaltsbegriff Sinn macht – insbesondere geht
das nicht für alle Mengen, siehe Banach-Tarski-Paradoxon.

Die Sätze von Fubini und Tonelli
Wir stellen nun den Zusammenhang zwischen dem Integral auf R und dem auf R𝑛 her.
Die folgenden Ergebnisse werden für 𝑛 = 2 formuliert, gelten aber genauso in höheren
Dimensionen mit analogen Formulierungen.

Satz 3.4.3 (Satz von Fubini2). Sei 𝑓 ∈ 𝐿 (R2). Dann gilt:
(i) 𝑥 ↦→ 𝑓 (𝑥, 𝑦) ist in 𝐿 (R) für 𝑦 ∉ 𝑁 , wobei 𝑁 ⊆ R eine Nullmenge ist, und es gibt

𝐹 ∈ 𝐿 (R) mit 𝐹 (𝑦) =
∫
𝑓 (𝑥, 𝑦) d𝑥 für 𝑦 ∉ 𝑁 (hierbei ist der Wert von 𝐹 auf 𝑁

beliebig).
(ii)

∫
𝑓 (𝑥, 𝑦) d(𝑥, 𝑦) =

∫
𝐹 (𝑦) d𝑦 =

∫ (∫
𝑓 (𝑥, 𝑦) d𝑥

)
d𝑦.

Entsprechende Aussagen gelten, wenn man 𝑥 und 𝑦 vertauscht; also gilt
(iii)

∫ (∫
𝑓 (𝑥, 𝑦) d𝑥

)
d𝑦 =

∫ (∫
𝑓 (𝑥, 𝑦) d𝑦

)
d𝑥.

Der Beweis ist nicht allzu schwierig, wird aber aus Platzgründen ausgelassen. Im Wesent-
lichen zeigt man die Behauptung zuerst für charakteristische Funktionen, erhält sie damit
wegen der Linearität für Treppenfunktionen, und erhält die Aussage für integrierbare
Funktionen durch Grenzübergang.

Beispiel 3.4.4. Ein Negativbeispiel: Sei 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑥−𝑦
(𝑥+𝑦)3 auf [0, 1] × [0, 1]. Dann ist∫ 1

0

∫ 1

0
𝑓 (𝑥, 𝑦) d𝑥 d𝑦 =

∫ 1

0

∫ 1

0

(
1

(𝑥 + 𝑦)2 − 2𝑦
(𝑥 + 𝑦)3

)
d𝑥 d𝑦

=

∫ 1

0

[
− 1
𝑥 + 𝑦 + 𝑦

(𝑥 + 𝑦)2

]1

𝑥=0
d𝑦

=

∫ 1

0

(
− 1

1 + 𝑦 + 𝑦

(1 + 𝑦)2

)
d𝑦

=

∫ 1

0
− 1
(1 + 𝑦)2 d𝑦

=

[
1

1 + 𝑦

]1

0
= −1

2
.

Aus Symmetriegründen gilt aber∫ 1

0

∫ 1

0
𝑓 (𝑥, 𝑦) d𝑦 d𝑥 =

1
2
.

Da die beiden iterierten Integrale nicht gleich sind, kann 𝑓 nicht in 𝐿 (R2) liegen.

2Guido Fubini, 1879–1943.
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Satz 3.4.5 (Satz von Tonelli3). Sei 𝑓 : R2 → R messbar und eines der Integrale∫ (∫
| 𝑓 (𝑥, 𝑦) | d𝑥

)
d𝑦 und

∫ (∫
| 𝑓 (𝑥, 𝑦) | d𝑦

)
d𝑥

sei endlich. Dann ist 𝑓 ∈ 𝐿 (R2) und der Satz von Fubini lässt sich anwenden.

Beispiel 3.4.6. Die Funktion 𝑥𝑒−𝑥2 (1+𝑦2) auf [0,∞) × [0,∞) ist stetig, also messbar. Wir
haben∫ ∞

0

∫ ∞

0
𝑥𝑒−𝑥

2 (1+𝑦2) d𝑥 d𝑦 =
∫ ∞

0

[
− 1

2(1 + 𝑦2)
𝑒−𝑥

2 (1+𝑦2)
]∞
𝑥=0

d𝑦

=

∫ ∞

0

1
2(1 + 𝑦2)

d𝑦

=

[
1
2

arctan 𝑦
]∞

0
=
𝜋

4
.

Da der Integrand ≥ 0 ist, ist nach dem Satz von Tonelli 𝑥𝑒−𝑥2 (1+𝑦2) auf [0,∞) × [0,∞)
integrierbar. Nach dem Satz von Fubini gilt∫ ∞

0

∫ ∞

0
𝑥𝑒−𝑥

2 (1+𝑦2) d𝑦 d𝑥 =
𝜋

4
.

Mit der Substitution 𝑢 = 𝑥𝑦, d𝑢 = 𝑥 d𝑦 im inneren Integral wird das zu∫ ∞

0

∫ ∞

0
𝑒−𝑥

2
𝑒−𝑢

2
d𝑢 d𝑥 =

(∫ ∞

0
𝑒−𝑣

2
d𝑣

)2
.

In Summe erhalten wir also∫ ∞

0
𝑒−𝑣

2
d𝑣 =

√
𝜋

2
bzw.

∫ ∞

−∞
𝑒−𝑥

2
d𝑥 =

√
𝜋.

Beispiel 3.4.7. Die Funktion

𝑓 (𝑥, 𝑦) :=

{
𝑥2𝑒−𝑥𝑦 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑦

0 sonst

ist integrierbar, denn∫ ∫
| 𝑓 (𝑥, 𝑦) | d𝑦 d𝑥 =

∫ ∞

0

∫ ∞

𝑥

𝑥2𝑒−𝑥𝑦 d𝑦 d𝑥

= −
∫ ∞

0
𝑥 𝑒−𝑥𝑦 |∞𝑦=𝑥 d𝑥

=

∫ ∞

0
𝑥𝑒−𝑥

2
d𝑥 < ∞.

3Leonida Tonelli, 1885–1946.
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Variablentransformationen

Satz 3.4.8 (Transformationssatz). Sei 𝑈 ⊆ R𝑘 offen und 𝑇 : 𝑈 → R𝑘 eine Ko-
ordinatentransformation, d.h. eine injektive, stetig differenzierbare Abbildung, deren
Jakobideterminante det D𝑇 (𝑥) in jedem Punkt 𝑥 ∈ 𝑈 ungleich 0 ist. Dann ist eine Funk-
tion 𝑓 : 𝑇 (𝑈) → R genau dann integrierbar, wenn 𝑥 ↦→ 𝑓 (𝑇 (𝑥)) · |det D𝑇 (𝑥) | auf 𝑈
integrierbar ist, und dann gilt∫

𝑇 (𝑈)
𝑓 (𝑦) d𝑦 =

∫
𝑈

𝑓 (𝑇 (𝑥)) · |det D𝑇 (𝑥) | d𝑥.

Beispiel 3.4.9. Wir betrachten die Funktion 𝑟𝑒−𝑟2 in Polarkoordinaten (𝑟, 𝜑) ∈ (0,∞) ×
(0, 𝜋/2), also auf dem ersten Quadranten der euklidischen Ebene. Diese Funktion ist
stetig, also messbar, und es gilt∫ 𝜋/2

0

∫ ∞

0
𝑟𝑒−𝑟

2
d𝑟 d𝜑 =

∫ 𝜋/2

0

[
−1

2
𝑒−𝑟

2
]∞

0
d𝜑 =

𝜋

4
.

Nach Tonelli ist 𝑟𝑒−𝑟2 also integrierbar. Wir setzen 𝑇 (𝑟, 𝜑) = (𝑟 cos 𝜑, 𝑟 sin 𝜑), 𝑓 (𝑥, 𝑦) =
𝑒−(𝑥

2+𝑦2) , dann ist 𝑓 (𝑇 (𝑟, 𝜑)) = 𝑒−𝑟2 und det D𝑇 (𝑟, 𝜑) = 𝑟. Damit haben wir∫ 𝜋/2

0

∫ ∞

0
𝑟𝑒−𝑟

2
d𝑟 d𝜑 =

∫
(0,∞)×(0,𝜋/2)

𝑟𝑒−𝑟
2

d(𝑟, 𝜑)

=

∫
(0,∞)×(0,∞)

𝑒−(𝑥
2+𝑦2) d(𝑥, 𝑦)

=

∫ ∞

0

∫ ∞

0
𝑒−(𝑥

2+𝑦2) d𝑥 d𝑦 =
(∫ ∞

0
𝑒−𝑢

2
d𝑢

)2

und wieder
∫ ∞

0 𝑒−𝑢
2 d𝑢 =

√
𝜋

2 .
18. 5. 2026

Koordinatensysteme und Integrationsbereiche
Wir führen eine gängige Schreibweise für Flächen- und Volumenintegrale ein:∬

𝑓 (𝑥, 𝑦) d𝐴 =

∫
𝑓 (𝑥, 𝑦) d(𝑥, 𝑦),

∭
𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) d𝑉 =

∫
𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) d(𝑥, 𝑦, 𝑧).

Hierbei nennt man d𝐴 ”Flächenelement“ und d𝑉 ”Volumenelement“.

In R2 sind für uns zwei Koordinatensysteme relevant, und zwar kartesische Koordinaten
(𝑥, 𝑦) und Polarkoordinaten (𝑟, 𝜑). In R3 haben wir es mit kartesischen Koordinaten
(𝑥, 𝑦, 𝑧), zylindrischen Koordinaten (𝑟, 𝜑, 𝑧) sowie sphärischen Koordinaten (𝑟, 𝜃, 𝜑) zu
tun. Wir werden diese kurz durch Beispiele illustrieren.

Kartesische Koordinaten in R2

Im einfachsten Fall ist der Integrationsbereich ein Quader und schon eine Integrationsrei-
henfolge gegeben:
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Beispiel 3.4.10.∫ 1

0

∫ 1

0

√
𝑠 + 𝑡 d𝑠 d𝑡 =

∫ 1

0

2
3
(𝑠 + 𝑡)3/2

���1
𝑠=0

d𝑡

=

∫ 1

0

2
3
[(1 + 𝑡)3/2 − 𝑡3/2] d𝑡

=
2
3

2
5

[
(1 + 𝑡)5/2 − 𝑡5/2]1

𝑡=0

=
4

15

(
25/2 − 1 − 1

)
=

4
15

(
25/2 − 2

)
.

Ist nur eine integrierbare Funktion auf einem Quader gegeben, muss man sich die Inte-
grationsreihenfolge noch aussuchen.

Beispiel 3.4.11. Mit 𝑅 = [0, 1] × [0, 1] ist∬
𝑅

𝑥

1 + 𝑥𝑦 d𝐴 =

∫ 1

0

∫ 1

0

𝑥

1 + 𝑥𝑦 d𝑦 d𝑥 =
∫ 1

0
log(1 + 𝑥𝑦) |1𝑦=0 d𝑥

=

∫ 1

0
log(1 + 𝑥) d𝑥 = [(1 + 𝑥) log(1 + 𝑥) − (1 + 𝑥)]1

0

= 2 log 2 − 2 − (−1) = 2 log 2 − 1.

Kehrt man hier die Reihenfolge um, wird die Integration ein Stück schwieriger, ist aber
noch machbar.

Es sind auch allgemeinere Integrationsbereiche möglich, die dann durch Kurven begrenzt
werden. Wie man diese in ein iteriertes Integral umschreibt, sieht man am besten an einer
Skizze.

Beispiel 3.4.12. Bezeichnen wir mit 𝐷 den Bereich, der von den Parabeln 𝑦 = 2𝑥2 und
𝑦 = 1 + 𝑥2 begrenzt wird, sieht man durch Ermittlung der Schnittpunkte 𝑥 = ±1, dass

𝐷 = {(𝑥, 𝑦) | − 1 ≤ 𝑥 ≤ 1, 2𝑥2 ≤ 𝑦 ≤ 1 + 𝑥2}.

Wir integrieren folgendermaßen:∬
𝐷

(𝑥 + 2𝑦) d𝐴 =

∫ 1

−1

∫ 1+𝑥2

2𝑥2
(𝑥 + 2𝑦) d𝑦 d𝑥 =

∫ 1

−1

[
𝑥𝑦 + 𝑦2]1+𝑥2

𝑦=2𝑥2 d𝑥

=

∫ 1

−1

[
𝑥(1 + 𝑥2) + (1 + 𝑥2)2 − 𝑥(2𝑥2) − (2𝑥2)2] d𝑥

=

∫ 1

−1
(−3𝑥4 − 𝑥3 + 2𝑥2 + 𝑥 + 1) d𝑥

=

[
−3
𝑥5

5
− 𝑥

4

4
+ 2

𝑥3

3
+ 𝑥

2

2
+ 𝑥

]1

−1
=

32
15
.
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Polarkoordinaten

In Polarkoordinaten wird ein Punkt (𝑥, 𝑦) der euklidischen Ebene durch den Abstand 𝑟 vom
Nullpunkt und den Winkel 𝜑 zur 𝑥-Achse (im Gegenuhrzeigersinn gemessen) beschrieben.
Hierbei ist 𝑟 ≥ 0 und der Winkel wird in einem festen halboffenen Intervall der Länge 2𝜋
gewählt, damit er (bis im Nullpunkt) eindeutig ist. Es bestehen die Zusammenhänge

(𝑥, 𝑦) = (𝑟 cos 𝜑, 𝑟 sin 𝜑) sowie 𝑟 =
√︁
𝑥2 + 𝑦2, tan 𝜑 =

𝑦

𝑥
.

Da der Tangens von (−𝜋/2, 𝜋/2) aufR bijektiv und 𝜋-periodisch ist, ist für die Berechnung
von 𝜑 aus 𝑥 und 𝑦 ist eine Fallunterscheidung nötig, je nachdem in welchem Quadranten
der Punkt (𝑥, 𝑦) liegt (siehe Analysis I).

Die Jacobideterminante für die Anwendung der Transformationsformel ist����det
𝜕 (𝑥, 𝑦)
𝜕 (𝑟, 𝜑)

���� = 𝑟.
Der Transformationssatz gilt zwar nur auf offenen Mengen, da der Rand eines ”hinreichend
schönen“ Bereichs aber eine Nullmenge ist, kann man ihn bei der Integration getrost
vernachlässigen. Ist 𝑓 also integrierbar auf einem Bereich 𝑅, der in Polarkoordinaten
durch 𝑎 ≤ 𝑟 ≤ 𝑏 und 𝛼 ≤ 𝜑 ≤ 𝛽 gegeben ist (wobei 𝛽 − 𝛼 ≤ 2𝜋 ist), dann gilt nach der
Transformationsformel∬

𝑅

𝑓 (𝑥, 𝑦) d𝐴 =

∫ 𝛽

𝛼

∫ 𝑏

𝑎

𝑓 (𝑟 cos 𝜑, 𝑟 sin 𝜑)𝑟 d𝑟 d𝜑.

Beispiel 3.4.13. Wir berechnen
∬

𝑅

(3𝑥 + 4𝑦2) d𝐴, wobei 𝑅 der Bereich der oberen Halb-
ebene ist, der von den Kreisen mit Mittelpunkt 0 und Radius 1 und 2 begrenzt wird. In
Polarkoordinaten sind das die Bedingungen 1 ≤ 𝑟 ≤ 2 und 0 ≤ 𝜑 ≤ 𝜋 und eine kurze
Rechnung ergibt∬

𝑅

(
3𝑥 + 4𝑦2) d𝐴 =

∫ 𝜋

0

∫ 2

1

(
3(𝑟 cos 𝜑) + 4(𝑟 sin 𝜑)2

)
𝑟 d𝑟 d𝜑 = . . . =

15𝜋
2
.

Beispiel 3.4.14. Das Integral∫ 1

−1

∫ √
1−𝑥2

0
(𝑥2 + 𝑦2) d𝑦 d𝑥
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berechnen wir am besten in Polarkoordinaten; in Polarkoordinaten entspricht der fragliche
Bereich der Menge

𝑅 =
{
(𝑟, 𝜑) | 0 ≤ 𝜑 ≤ 𝜋, 0 ≤ 𝑟 ≤ 1

}
und wir erhalten∫ 1

−1

∫ √
1−𝑥2

0

(
𝑥2 + 𝑦2

)
d𝑦 d𝑥 =

∫ 𝜋

0

∫ 1

0

(
𝑟2

)
𝑟 d𝑟 d𝜑 = . . . =

𝜋

4
.

Kartesische Koordinaten in R3

Der einfachste Fall ist wieder ein Quader.

Beispiel 3.4.15. Wir berechnen
∭

𝐵

𝑥𝑦𝑧2 d𝑉 , wobei

𝐵 =
{
(𝑥, 𝑦, 𝑧) | 0 ≤ 𝑥 ≤ 1, −1 ≤ 𝑦 ≤ 2, 0 ≤ 𝑧 ≤ 3

}
.

Wir erhalten∭
𝐵

𝑥𝑦𝑧2 d𝑉 =

∫ 3

0

∫ 2

−1

∫ 1

0
𝑥𝑦𝑧2 d𝑥 d𝑦 d𝑧 =

∫ 3

0

∫ 2

−1

𝑥2𝑦𝑧2

2

����1
𝑥=0

d𝑦 d𝑧

=

∫ 3

0

∫ 2

−1

𝑦𝑧2

2
d𝑦 d𝑧 =

∫ 3

0

𝑦2𝑧2

4

����2
𝑦=−1

d𝑧

=

∫ 3

0

3𝑧2

4
d𝑧 =

𝑧3

4

����3
0
=

27
4
.

Die Integrationsbereiche können auch hier eine allgemeinere Form annehmen.

Beispiel 3.4.16. Wir berechnen
∭

𝐸

𝑧 d𝑉 , wobei 𝐸 der Bereich im ersten Oktanten ist,
der von den Koordinatenebenen und der Ebene 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1 begrenzt wird. Schreiben wir
𝐸 als

𝐸 =
{
(𝑥, 𝑦, 𝑧) | 0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1 − 𝑥, 0 ≤ 𝑧 ≤ 1 − 𝑥 − 𝑦

}
,

so ergibt sich nach einfacher Rechnung∭
𝐸

𝑧 d𝑉 =

∫ 1

0

∫ 1−𝑥

0

∫ 1−𝑥−𝑦

0
𝑧 d𝑧 d𝑦 d𝑥 = . . . =

1
24
.

Zylinderkoordinaten

Zylinderkoordinaten erhält man, indem man in der 𝑥𝑦-Ebene Polarkoordinaten einführt:

(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑟 cos 𝜑, 𝑟 sin 𝜑, 𝑧),
����det

𝜕 (𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝜕 (𝑟, 𝜑, 𝑧)

���� = 𝑟.
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Beispiel 3.4.17. Wir berechnen
∭

𝐸

𝑥2 d𝑉 , wobei 𝐸 der Körper ist, der zwischen dem

Paraboloid 𝑧 = 4 − 𝑥2 − 𝑦2 und der 𝑥𝑦-Ebene liegt. In Zylinderkoordinaten ist dieser
Bereich gegeben durch{

(𝑟, 𝜑, 𝑧) | 0 ≤ 𝜑 ≤ 2𝜋, 0 ≤ 𝑟 ≤ 2, 0 ≤ 𝑧 ≤ 4 − 𝑟2 }
.

Damit berechnen wir∭
𝐸

𝑥2 d𝑉 =

∫ 2𝜋

0

∫ 2

0

∫ 4−𝑟2

0
(𝑟 cos 𝜑)2𝑟 d𝑧 d𝑟 d𝜑

=

∫ 2𝜋

0

∫ 2

0
(𝑟3 cos2 𝜑) (4 − 𝑟2) d𝑟 d𝜑

=

∫ 2𝜋

0
cos2 𝜑 d𝜑 ·

∫ 2

0
(4𝑟3 − 𝑟5) d𝑟

=
1
2

[
𝜑 + 1

2
sin(2𝜑)

]2𝜋

0
·
[
𝑟4 − 𝑟

6

6

]2

0

=
𝜋

2

(
16 − 32

3

)
=

16𝜋
3
.

Kugelkoordinaten

Sphärische Koordinaten oder Kugelkoordinaten wiederum sind gegeben durch

(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑟 sin 𝜃 cos 𝜑, 𝑟 sin 𝜃 sin 𝜑, 𝑟 cos 𝜃),
����det

𝜕 (𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝜕 (𝑟, 𝜃, 𝜑)

���� = 𝑟2 sin 𝜃

mit 𝑟 ≥ 0, 𝜃 ∈ [0, 𝜋] und 𝜑 ∈ [0, 2𝜋).

Beispiel 3.4.18. Um
∭

𝐵

𝑒(𝑥
2+𝑦2+𝑧2)3/2

d𝑉 auf der Einheitskugel

𝐵1(0) = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) | 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 ≤ 1}

zu berechnen, schreiben wir diese in Kugelkoordinaten als{
(𝑟, 𝜃, 𝜑) | 0 ≤ 𝑟 ≤ 1, 0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋, 0 ≤ 𝜑 ≤ 2𝜋}.

Wegen 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑟2 haben wir∭
𝐵1 (0)

𝑒(𝑥
2+𝑦2+𝑧2)3/2

=

∫ 𝜋

0

∫ 2𝜋

0

∫ 1

0
𝑒𝑟

3
𝑟2 sin 𝜃 d𝑟 d𝜑 d𝜃

=

∫ 𝜋

0
sin 𝜃 d𝜃

∫ 2𝜋

0
d𝜑

∫ 1

0
𝑟2𝑒𝑟

3
d𝑟

= − cos 𝜃 |𝜋0 · (2𝜋) · 1
3
𝑒𝑟

3
����1
0
=

4𝜋(𝑒 − 1)
3

.

Auch hier lassen sich allgemeinere Gebiete beschreiben, die man durch eine Skizze in
eine geeignete Parametrisierung übersetzt.
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3.5 Integration über Teilmannigfaltigkeiten
Wir kehren zurück zu Teilmannigfaltigkeiten und wollen nun erklären, wie man skalare
Funktionen darauf integriert. Wir knüpfen an Satz 2.8.7 an:

▶ Eine nichtleere Menge 𝑀 ⊆ R𝑛 heißt 𝑘-dimensionale Teilmannigfaltigkeit von R𝑛

(mit 𝑘 ≤ 𝑛), wenn es um jeden Punkt 𝑝 ∈ 𝑀 eine offene Umgebung 𝑊 ⊆ R𝑛 und
eine Bijektion 𝜓 : 𝑊 → 𝑉 auf eine offene Teilmenge 𝑉 ⊆ R𝑛 gibt, sodass 𝜓 samt
seiner Inversen stetig differenzierbar ist und 𝜓(𝑀 ∩𝑊) = 𝑉 ∩ (R𝑘 × {(0, . . . , 0)})
gilt. Die Abbildung 𝜓 heißt Karte für 𝑀; will man den Definitionsbereich gleich
mit angeben, so nennt man das Paar (𝜓,𝑊) eine Karte.

▶ Eine Familie (𝜓 𝑗 ,𝑊 𝑗 ) 𝑗∈𝐽 von Karten für 𝑀 (mit einer beliebigen Indexmenge 𝐽),
für welche 𝑀 ⊆ ⋃

𝑗∈𝐽𝑊 𝑗 gilt, heißt Atlas von 𝑀 .
▶ Jeder Karte 𝜓 : 𝑊 → 𝑉 entspricht eine lokale Parametrisierung 𝛾 : Ω → 𝑀 mit

Ω := prR𝑑 (𝑉) und 𝛾(𝑢) = 𝜓−1(𝑢, 0, . . . , 0) für 𝑢 ∈ Ω. Hierbei ist

prR𝑑 : (𝑥1, . . . , 𝑥𝑑 , 𝑥𝑑+1, . . . , 𝑥𝑛) ↦→ (𝑥1, . . . , 𝑥𝑑)

die Projektion von R𝑛 auf die ersten 𝑑 Komponenten.

Beispiel 3.5.1.

(i) Der Kreis S1 = { (𝑥, 𝑦) ∈ R2 | 𝑥2 + 𝑦2 = 1} ist eine eindimensionale Teilmannigfal-
tigkeit des R2. Wir bezeichnen die Polarkoordinaten eines Punktes (𝑥, 𝑦) ≠ (0, 0)
mit (𝑟 (𝑥, 𝑦), 𝜑(𝑥, 𝑦)) ∈ (0,∞) × [0, 2𝜋), eindeutig bestimmt durch 𝑥 + 𝑖𝑦 = 𝑟𝑒𝑖𝜑.
Für die erste Karte setzen wir

𝑊1 = { (𝑥, 𝑦) ∈ R2 | 1/2 < 𝑟 (𝑥, 𝑦) < 3/2 und 𝜑(𝑥, 𝑦) ∈ (0, 2𝜋)}.

Dann ist

𝜓1 : 𝑊1 → (−1/2, 1/2) × (0, 2𝜋),
𝜓1(𝑥, 𝑦) = (𝑟 (𝑥, 𝑦) − 1, 𝜑(𝑥, 𝑦))

eine Karte, die 𝑀 bis auf den Punkt (1, 0) überdeckt. Da hier der Winkel von 2𝜋 auf
0 springt und Karten auf offenen Mengen definiert sein müssen, brauchen wir noch
eine andere Karte, die diesen Punkt enthält. Wir nehmen eine andere Darstellung in
Polarkoordinaten, 𝑥 + 𝑖𝑦 = 𝑟𝑒𝑖𝜃 , diesmal aber mit 𝜃 ∈ [−𝜋, 𝜋), und setzen damit

𝑊2 = { (𝑥, 𝑦) ∈ R2 | 1/2 < 𝑟 (𝑥, 𝑦) < 3/2 und 𝜃 (𝑥, 𝑦) ∈ (−𝜋, 𝜋)}

sowie

𝜓2 : 𝑊2 → (−1/2, 1/2) × (−𝜋, 𝜋),
𝜓2(𝑥, 𝑦) = (𝑟 (𝑥, 𝑦) − 1, 𝜃 (𝑥, 𝑦)).

Diese Karte überdeckt 𝑀 nun bis auf den Punkt (−1, 0), beide zusammen also ganz
𝑀 . Diesen Karten entsprechen die Parametrisierungen

𝛾1 : (0, 2𝜋) → R2, 𝛾1(𝜑) = (cos 𝜑, sin 𝜑),
𝛾2 : (−𝜋, 𝜋) → R2, 𝛾2(𝜑) = (cos 𝜑, sin 𝜑).
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(ii) Die Sphäre S2 = { (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ R3 | 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 1} ist eine zweidimensionale
Teilmannigfaltigkeit des R3. Kugelkoordinaten geben die Parametrisierung

𝛾 : (0, 𝜋) × (0, 2𝜋) → S2,

𝛾(𝜃, 𝜑) = (sin 𝜃 cos 𝜑, sin 𝜃 sin 𝜑, cos 𝜃).

Dabei lässt man den Punkt mit 𝜃 = 0 und alle Punkte mit 𝜑 = 0 aus, also den
Meridian 𝜑 = 0 inklusive beider Pole. Durch weitere Parametrisierungen (bzw.
Karten) könnte man diese auch erreichen.

Bemerkung 3.5.2. Im Allgemeinen wird ein Atlas aus mehr als einer Karte bestehen;
Eine kompakte Mannigfaltigkeit kann nicht durch ein einziges Kartengebiet parametrisiert
werden, da dieses ja offen wäre. Trotzdem reicht in der Praxis eine Parametrisierung, um
fast alles zu überdecken, d.h. man lässt höchstens eine Nullmenge dabei aus. Wie wir
sehen werden, ist das genug, um über die Mannigfaltigkeit zu integrieren.

Wir wollen zuerst eine Funktion 𝑓 : 𝑈 → R über eine Teilmenge 𝑈 ⊆ 𝑀 integrieren, die
durch eine lokale Parametrisierung 𝛾 : Ω → 𝑈 dargestellt wird. Durch eine Zerlegung
von Ω in Quader 𝑄𝑖 erhalten wir eine Zerlegung von 𝑈 in die Bilder 𝛾(𝑄𝑖) dieser
Quader. Wird ein Quader 𝑄𝑖 um den Punkt 𝑢𝑖 ∈ Ω von den Vektoren 𝑎1, . . . , 𝑎𝑑 ∈ R𝑑

aufgespannt, ist 𝛾(𝑄𝑖) in erster Näherung wieder ein Quader 𝑆𝑖, der durch die Vektoren
𝐷𝛾(𝑢𝑖) · 𝑎1, . . . , 𝐷𝛾(𝑢𝑖) · 𝑎𝑑 aufgespannt wird:

𝛾(𝑢𝑖+𝑡1𝑎1 + . . . + 𝑡𝑑𝑎𝑑︸               ︷︷               ︸
=𝑄𝑖

) ≈ 𝛾(𝑢𝑖)+𝑡1D𝛾(𝑢𝑖) · 𝑎1 + . . . + 𝑡𝑑D𝛾(𝑢𝑖) · 𝑎𝑑︸                                        ︷︷                                        ︸
=D𝛾(𝑄𝑖)=:𝑆𝑖

(𝑡1, . . . , 𝑡𝑑 ∈ [0, 1]).

Das Maß eines Quaders 𝑄 = (𝑎1, 𝑏1) × . . . × (𝑎𝑛, 𝑏𝑛) haben wir elementargeometrisch
als 𝑚(𝑄) = |𝑏1 − 𝑎1 | · · · |𝑏𝑛 − 𝑎𝑛 | eingeführt. Wendet man eine lineare Abbildung auf
einen Quader an, erhält man ein Parallelotop; auch davon lässt sich das Maß elementar
berechnen, wie die Lineare Algebra lehrt:

Definition 3.5.3. Das 𝑑-dimensionale Maß (Länge, Fläche, Volumen für 𝑑 = 1, 2, 3)
des von den Vektoren 𝑎1, . . . , 𝑎𝑑 ∈ R𝑛 (mit 𝑑 ≤ 𝑛) aufgespannten Parallelotops

𝑃(𝑎1, . . . , 𝑎𝑑) :=

{
𝑑∑︁
𝑖=1

𝑡𝑖𝑎𝑖 | 𝑡1, . . . , 𝑡𝑑 ∈ [0, 1]
}

ist 𝑚𝑑 (𝑃(𝑎1, . . . , 𝑎𝑑)) :=
√

det 𝐴𝑇 𝐴, wobei die Matrix 𝐴 =
(
𝑎1 . . . 𝑎𝑑

)
aus den

Spaltenvektoren 𝑎1, . . . , 𝑎𝑑 gebildet wird.

Im Spezialfall 𝑑 = 𝑛 ist 𝑚𝑛 (𝑃(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛)) = |det 𝐴|.

Lemma 3.5.4. Ist 𝛽 : R𝑑 → R𝑛 eine lineare Abbildung mit Matrixdarstellung 𝐵 ∈ R𝑛×𝑑 ,
dann gilt für jedes Parallelotop 𝑃0 ⊆ R𝑑

𝑚𝑑 (𝛽(𝑃0)) =
√︁

det 𝐵𝑇𝐵 · 𝑚𝑑 (𝑃0).
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Beweis. Wird 𝑃0 von 𝑎1, . . . , 𝑎𝑑 ∈ R𝑑 aufgespannt, dann wird 𝛽(𝑃0) von 𝐵𝑎1, . . . , 𝐵𝑎𝑑
aufgespannt; setzt man 𝐴 =

(
𝑎1 . . . 𝑎𝑑

)
∈ R𝑑×𝑑 , dann ergibt sich aus(

𝐵𝑎1 . . . 𝐵𝑎𝑑
)
= 𝐵 ·

(
𝑎1 . . . 𝑎𝑑

)
= 𝐵 · 𝐴

die Behauptung aus

𝑚𝑑 (𝛽(𝑃0)) =
√︃

det
(
(𝐵 · 𝐴)𝑇𝐵 · 𝐴

)
=

√︁
det 𝐴𝑇 · det 𝐵𝑇𝐵 · det 𝐴 =

√︁
det 𝐵𝑇𝐵 ·𝑚𝑑 (𝑃0).

□

Summieren wir nun über alle Quader bekommen wir als Näherung für unser Integral mit
𝑝𝑖 = 𝛾(𝑢𝑖) den Ausdruck∑︁
𝑖

𝑓 (𝑝𝑖)𝑚𝑑 (𝑆𝑖) =
∑︁
𝑖

𝑓 (𝛾(𝑢𝑖))·
√︁
𝑔𝛾 (𝑢𝑖) 𝑚𝑑 (𝑄𝑖) mit 𝑔𝛾 (𝑢) := det

(
D𝛾(𝑢)𝑇D𝛾(𝑢)

)
.

Definition 3.5.5. Die Matrix D𝛾(𝑢)𝑇 · D𝛾(𝑢) heißt Maßtensor von 𝛾 in 𝑢 ∈ Ω und
𝑔𝛾 (𝑢) Gramsche Determinante von 𝛾 in 𝑢.

Der Maßtensor ist eine symmetrische 𝑑 × 𝑑-Matrix, deren Einträge 𝑔𝛾
𝑖 𝑗
= ⟨𝜕𝑖𝛾, 𝜕𝑗𝛾⟩ durch

die Skalarprodukte der Spaltenvektoren von D𝛾(𝑢) (also die Bilder der Einheitsvektoren)
gegeben sind. Arbeitet man nur mit einer Parametrisierung, so lässt man das 𝛾 in der
Notation auch gerne weg und schreibt nur 𝑔 und 𝑔𝑖 𝑗 für den Maßtensor.

Somit haben wir folgende Definition des Integrales über eine parametrisierte Teilmenge
𝑈 ⊆ 𝑀 motiviert:

Definition 3.5.6. Eine Teilmenge 𝑈 ⊆ 𝑀 sei durch die lokale Parametrisierung
𝛾 : Ω → 𝑈 gegeben. Eine Funktion 𝑓 : 𝑈 → R heißt integrierbar über 𝑈, wenn
( 𝑓 ◦ 𝛾) · √𝑔𝛾 über Ω integrierbar ist; in diesem Fall nennen wir∫

𝑈

𝑓 d𝑆 :=
∫
Ω

𝑓 (𝛾(𝑢)) ·
√︁
𝑔𝛾 (𝑢) d𝑢

das Integral von 𝑓 über𝑈.
Ist die Funktion 1 über𝑈 integrierbar, so nennen wir

𝑚𝑑 (𝑈) :=
∫
𝑈

1 · d𝑆 =

∫
Ω

√︁
𝑔𝛾 (𝑢) d𝑢

das 𝑑-dimensionale Maß (Länge, Fläche bzw. Volumen für 𝑑 = 1, 2, 3) von 𝑈. Das
Symbol d𝑆 bzw. der Ausdruck

√︁
𝑔𝛾 (𝑢) d𝑢 wird Flächenelement (bezüglich 𝛾) genannt.

Bemerkung 3.5.7. Im Spezialfall 𝑑 = 𝑛 entspricht dies genau der Transformationsformel.

Bemerkung 3.5.8. Diese Definition ist unabhängig von der lokalen Parametrisierung, d.h. für zwei
Parametrisierungen 𝛾𝑖 : Ω𝑖 → 𝑈 mit 𝑖 = 1, 2 erhält man denselben Wert für das Integral: definiert
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man 𝑇 : Ω1 → Ω2 durch 𝑇 := 𝛾−1
2 ◦ 𝛾1 bzw. 𝛾1 = 𝛾2 ◦ 𝑇 , dann erhält man für 𝑢 ∈ Ω1 und

𝑣 = 𝑇 (𝑢) ∈ Ω2 aus der Kettenregel

D𝛾1(𝑢)𝑇 · D𝛾1(𝑢) = D𝑇 (𝑢)𝑇
(
D𝛾2(𝑣)𝑇D𝛾2(𝑣)

)
D𝑇 (𝑢)

sowie √︁
𝑔𝛾1 (𝑢) = |det D𝑇 (𝑢) | ·

√︁
𝑔𝛾2 (𝑣).

Der Transformationssatz ergibt dann∫
Ω1

𝑓 (𝛾1(𝑢))
√︁
𝑔𝛾1 (𝑢) d𝑢 =

∫
Ω2

𝑓 (𝛾2(𝑣))
√︁
𝑔𝛾2 (𝑣) d𝑣.

Bemerkung 3.5.9 (Spezialfälle des Flächenelements).

(i) Kurven (𝑑 = 1). Für eine Kurve 𝛾 : (𝑎, 𝑏) → R𝑛 ist 𝑔𝛾 = ∥ ¤𝛾∥2 und∫
𝛾

𝑓 d𝑆 =

∫ 𝑏

𝑎

𝑓 (𝛾(𝑡)) ∥ ¤𝛾(𝑡)∥ d𝑡,

also das bekannte Bogenlängenintegral.
(ii) Flächen im R3 (𝑑 = 2, 𝑛 = 3). Aus der Lagrangeschen Identität4 ∥𝑎∥2∥𝑏∥2 −

⟨𝑎, 𝑏⟩2 = ∥𝑎 × 𝑏∥2 (für 𝑎, 𝑏 ∈ R3) folgt√︁
𝑔𝛾 = ∥𝜕1𝛾 × 𝜕2𝛾∥.

Der Vektor 𝜕1𝛾 × 𝜕2𝛾 steht senkrecht auf der Fläche; seine Richtung bestimmt den
Normalenvektor, seine Länge das Flächenelement.

(iii) Graphen. Ist 𝑀 der Graph einer differenzierbaren Funktion ℎ : 𝑈 ⊆ R𝑑 → R, also
𝑀 = { (𝑥, ℎ(𝑥)) | 𝑥 ∈ 𝑈 } ⊆ R𝑑+1, so ist 𝛾(𝑥) = (𝑥, ℎ(𝑥)) eine Parametrisierung
mit

D𝛾𝑇D𝛾 =
©­­«
1 𝜕1ℎ

. . .
...

1 𝜕𝑑ℎ

ª®®¬·
©­­­­«

1
. . .

1
𝜕1ℎ . . . 𝜕𝑑ℎ

ª®®®®¬
=

(
𝐼𝑑 ∇ℎ

)
·
(
𝐼𝑑

(∇ℎ)𝑇
)
= 𝐼𝑑+(∇ℎ) ·(∇ℎ)𝑇 .

Es gibt 𝑑 − 1 Vektoren, die Normal auf ∇ℎ stehen; diese sind Eigenvektoren zum
Eigenwert 1, und ∇ℎ ist Eigenvektor zum Eigenwert 1 + ∥∇ℎ∥2, also ist (da die
Determinante das Produkt der Eigenwerte ist)√︁

𝑔𝛾 =

√︃
1 + ∥∇ℎ∥2.

Beispiel 3.5.10.

(i) Umfang von S1. Für 𝛾(𝑡) = (cos 𝑡, sin 𝑡), 𝑡 ∈ (0, 2𝜋), ist ¤𝛾(𝑡) = (− sin 𝑡, cos 𝑡) und√
𝑔𝛾 = 1, also

𝑚1(S1) =
∫ 2𝜋

0
1 d𝑡 = 2𝜋.

4Beweis durch stures Nachrechnen.
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(ii) Oberfläche von S2. Für die Parametrisierung in Kugelkoordinaten

𝛾(𝜃, 𝜑) = (sin 𝜃 cos 𝜑, sin 𝜃 sin 𝜑, cos 𝜃)

mit (𝜃, 𝜑) ∈ (0, 𝜋) × (0, 2𝜋) berechnet man

𝜕𝜃𝛾 = (cos 𝜃 cos 𝜑, cos 𝜃 sin 𝜑, − sin 𝜃), 𝜕𝜑𝛾 = (− sin 𝜃 sin 𝜑, sin 𝜃 cos 𝜑, 0).

Daraus ergibt sich

D𝛾𝑇D𝛾 =

(
1 0
0 sin2 𝜃

)
,

√︁
𝑔𝛾 = sin 𝜃,

und die Oberfläche der Einheitskugel ist

𝑚2(S2) =
∫ 𝜋

0

∫ 2𝜋

0
sin 𝜃 d𝜑 d𝜃 = 2𝜋 [− cos 𝜃]𝜋0 = 4𝜋.

Alternativ ist


𝜕𝜃𝛾 × 𝜕𝜑𝛾

 =



(sin2 𝜃 cos 𝜑, sin2 𝜃 sin 𝜑, sin 𝜃 cos 𝜃)


 = sin 𝜃 für

𝜃 ∈ (0, 𝜋).
(iii) Fläche eines Graphen. Die Fläche 𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2 über der Kreisscheibe 𝐵1(0) ⊆ R2

hat ∇ℎ = (2𝑥, 2𝑦) und
√
𝑔𝛾 =

√︁
1 + 4(𝑥2 + 𝑦2). Den Flächeninhalt berechnet man in

Polarkoordinaten zu

𝑚2 =

∫ 2𝜋

0

∫ 1

0

√︁
1 + 4𝑟2 𝑟 d𝑟 d𝜑 = 2𝜋

[
(1 + 4𝑟2)3/2

12

]1

0
=
𝜋

6
(5
√

5 − 1).

Wir wollen nun die Definition des Integrals so erweitern, dass wir Funktionen auf ganz 𝑀
integrieren können. Verschwindet eine Funktion 𝑓 𝑗 : 𝑀 → R außerhalb eines Kartenge-
biets𝑈 𝑗 , so können wir 𝑓 𝑗 über𝑈 𝑗 mittels Definition 3.5.6 integrieren. Die Idee ist daher,
𝑀 mit Karten (𝜓 𝑗 ,𝑈 𝑗 ) zu überdecken und 𝑓 in eine Summe 𝑓 =

∑
𝑗 𝑓 𝑗 zu zerlegen, wobei

jedes 𝑓 𝑗 außerhalb von𝑈 𝑗 verschwindet.5

Definition 3.5.11. Sei 𝑓 : 𝑀 → R eine Funktion und (𝜓 𝑗 ,𝑈 𝑗 ) ein Atlas von 𝑀 . Ist
𝑓 =

∑
𝑗 𝑓 𝑗 , wobei jedes 𝑓 𝑗 außerhalb von 𝑈 𝑗 verschwindet, dann heißt 𝑓 integrierbar

über 𝑀 , wenn gilt:
(i) Jede Funktion 𝑓 𝑗 ist integrierbar über𝑈 𝑗 ,

(ii)
∑︁
𝑗

∫
𝑈 𝑗

�� 𝑓 𝑗 �� d𝑆 < ∞.

Der Wert∫
𝑀

𝑓 d𝑆 :=
∑︁
𝑗

∫
𝑈 𝑗

𝑓 𝑗 d𝑆

heißt Integral von 𝑓 über 𝑀 .
Ist 𝐴 ⊆ 𝑀 , dann nennen wir 𝑓 über 𝐴 integrierbar wenn 𝑓1𝐴 über 𝑀 integrierbar

ist und setzen
∫
𝐴
𝑓 d𝑆 :=

∫
𝑀
𝑓1𝐴 d𝑆.

5Genauer fordert man, dass der Träger supp 𝑓 𝑗 := { 𝑥 ∈ 𝑀 | 𝑓 𝑗 (𝑥) ≠ 0 } in𝑈 𝑗 enthalten ist.
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Es lässt sich zeigen, dass diese Definition weder vom Atlas noch von der Wahl der
Zerlegung von 𝑓 abhängt.

Aber wie kann man im Allgemeinen 𝑓 in 𝑓 =
∑

𝑗 𝑓 𝑗 zerlegen?

Ist (𝜑 𝑗 ,𝑈 𝑗) 𝑗∈𝐼 ein Atlas für 𝑀 , dann gibt es eine Familie stetiger Funktionen 𝜌 𝑗 : 𝑀 → [0, 1],
𝑗 ∈ 𝐼 mit folgenden Eigenschaften:

(i) Die Familie ist lokal endlich, d.h. jeder Punkt 𝑥 ∈ 𝑀 hat eine Umgebung 𝑉𝑥 , sodass
𝜌 𝑗 |𝑉𝑥

= 0 ist für alle bis auf endlich viele 𝑖 ∈ 𝐼.
(ii) Es gilt

∑
𝑗∈𝐼 𝜌 𝑗 (𝑥) = 1 für alle 𝑥 ∈ 𝑀 .

(iii) Der Träger supp 𝜌 𝑗 von 𝜌 𝑗 ist in𝑈 𝑗 enthalten.

So eine Familie nennt man eine der Überdeckung (𝑈𝑖)𝑖 untergeordnete Zerlegung der Eins auf 𝑀 ,
und damit setzt man 𝑓 𝑗 := 𝑓 𝜌 𝑗 .

Satz 3.5.12. Jede stetige Funktion 𝑓 auf einer kompakten Teilmenge 𝐴 einer Unter-
mannigfaltigkeit 𝑀 ⊆ R𝑛 ist über 𝐴 integrierbar.

Beweis. Ist 𝐴 in einem Kartengebiet enthalten, folgt die Behauptung aus der Integrierbar-
keit stetiger Funktionen auf kompakten Mengen in R𝑑 . Im allgemeinen Fall kann man 𝐴
durch endlich viele Karten überdecken und 𝑓 so zerlegen, dass man nur über Kartengebiete
integriert. □

Das Integral erbt die Eigenschaften des Integrales auf R𝑑:

▶ Mit 𝑓 sind auch | 𝑓 |, 𝑓 + und 𝑓 − integrierbar.
▶ Ist 𝑓 integrierbar und 𝑔 beschränkt und integrierbar, dann ist auch 𝑓 𝑔 integrierbar (siehe

Satz 3.2.11).
▶ Satz von Beppo Levi: ist ( 𝑓𝑘)𝑘 eine monotone Folge integrierbarer Funktionen sodass

die Folge
∫
𝑈
𝑓𝑘 d𝑆 beschränkt ist, dann ist auch der punktweise Grenzwert 𝑓 von ( 𝑓𝑘)𝑘

integrierbar und es gilt
∫
𝑈
𝑓 d𝑆 = lim𝑘→∞

∫
𝑈
𝑓𝑘 d𝑆.

▶ Satz von Lebesgue: ist ( 𝑓𝑘)𝑘 eine Folge integrierbarer Funktionen mit punktweisem Grenz-
wert 𝑓 und gibt es eine integrierbare Funktion 𝐹 mit | 𝑓𝑘 | ≤ 𝐹 für alle 𝑘 , dann ist auch 𝑓

integrierbar und es gilt
∫
𝑈
𝑓 d𝑆 = lim𝑘→∞

∫
𝑈
𝑓𝑘 d𝑆.

Wie berechnet man nun konkret ein Integral? Üblicherweise teilt man 𝑀 in endlich viele
disjunkte Stücke, über die man mittels einer lokalen Parametrisierung integrieren kann
– wie oben erwähnt, reicht dafür oft eine Karte. An den Rändern dieser Stücke bleiben
Mengen übrig, die bei der Integration aber keine Rolle spielen, wie wir im nächsten
Unterabschnitt sehen werden.

Nullmengen zur Dimension 𝑑
Was sind die Ausnahmemengen, die wir bei der Integration über Untermannigfaltigkeiten
ignorieren können?



90 KAPITEL 3. DAS LEBESGUE-INTEGRAL

Definition 3.5.13. Eine Teilmenge 𝐴 ⊆ R𝑛 heißt (Hausdorff-)Nullmenge zur Di-
mension 𝑑 ∈ (0,∞), kurz 𝑑-Nullmenge, wenn es für jedes 𝜀 > 0 eine Folge von
Quadern 𝑄1, 𝑄2, . . . ⊆ R𝑛 gibt, sodass

𝐴 ⊆
∞⋃
𝑘=1

𝑄𝑘 und
∑︁
𝑘

diam(𝑄𝑘 )𝑑 < 𝜀.

Hierbei bezeichnet diam(𝐴) = sup{ ∥𝑥 − 𝑦∥ | 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 } den Durchmesser einer Menge
𝐴.

Bemerkung 3.5.14. Etwas allgemeiner lässt sich das 𝑑-dimensionale Hausdorff-Maß einer
Menge 𝐴 ⊆ R𝑛 definieren als

lim
𝛿→0

inf{
∑︁
𝑘

diam(𝑄𝑘 )𝑑 : 𝐴 ⊆
⋃
𝑘

𝑄𝑘 und diam𝑄𝑘 < 𝛿.}

Man überdeckt 𝐴 also durch Würfel mit einem festen maximalen Durchmesser 𝛿. Summiert
man diam(𝑄𝑘 )𝑑 auf, sieht man 𝐴 als 𝑑-dimensionale Menge an und erhält einen Wert für
ihre ”Größe“. Macht man das für 𝛿 → 0, erhält man das 𝑑-dimensionale Hausdorff-Maß
von 𝐴.

Lemma 3.5.15. Sei 𝑀 ⊆ R𝑛 eine 𝑑-dimensionale Teilmannigfaltigkeit. Eine Teilmenge
𝐴 ⊆ 𝑀 ist genau dann eine 𝑑-Nullmenge, wenn für jede lokale Parametrisierung 𝛾 : Ω →
𝑈 von 𝑀 die Menge 𝛾−1(𝐴 ∩𝑈) eine Nullmenge in R𝑑 ist.

Beweis. Dies folgt aus der Tatsache, dass eine lokale Parametrisierung (und ihre Inverse)
lokal lipschitzstetig ist, also den Durchmesser einer Menge bis auf einen Proportiona-
litätsfaktor erhält. □

Satz 3.5.16. Sind 𝑓 und 𝑓 Funktionen auf einer 𝑑-dimensionalen Untermannigfal-
tigkeit 𝑀 ⊆ R𝑛, die außerhalb einer 𝑑-Nullmenge übereinstimmen, und ist 𝑓 über 𝑀
integrierbar, dann ist auch 𝑓 über 𝑀 integrierbar und es gilt∫

𝑀

𝑓 d𝑆 =

∫
𝑀

𝑓 d𝑆.

Beweis. Dies ergibt sich direkt daraus, dass unter einer lokalen Parametrisierung die
𝑑-Nullmengen von 𝑀 genau den Lebesgue-Nullmengen in R𝑑 entsprechen. □

Satz 3.5.17. Ist 𝑀 eine 𝑑-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R𝑛 und 𝐴 ⊆ 𝑀

eine abgeschlossene 𝑑-Nullmenge, dann ist eine Funktion 𝑓 auf 𝑀 genau dann über 𝑀
integrierbar, wenn sie über 𝑀 \ 𝐴 integrierbar ist, und dann gilt∫

𝑀

𝑓 d𝑆 =

∫
𝑀\𝐴

𝑓 d𝑆.
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Und wie identifizieren wir Nullmengen in R𝑑?

Folgendes Resultat identifiziert die typischen Ausnahmemengen bei Parametrisierungen
direkt als 𝑑-Nullmengen:

Satz 3.5.18. Jede 𝑘-dimensionale Teilmannigfaltigkeit von R𝑛 ist eine 𝑑-Nullmenge
für jedes 𝑑 > 𝑘 (endliche Mengen sind 0-dimensionale Teilmannigfaltigkeiten).

22.5.2026

Beweis. Wir beschränken uns auf den Fall, dass die Teilmannigfaltigkeit in einem be-
schränkten Quader𝑊 ⊆ R𝑛 durch 𝑥𝑘+1 = · · · = 𝑥𝑛 = 0 gegeben ist. Um (R𝑘 × {0}) ∩𝑊 zu
überdecken, wählen wir achsenparallele Quader 𝑄𝑖 der Seitenlänge 𝛿 > 0 in den ersten 𝑘
Koordinaten; man braucht𝐶𝛿−𝑘 solche (für eine Konstante𝐶 > 0), jeder hat Durchmesser√
𝑘 𝛿, und es folgt∑︁

𝑖

diam(𝑄𝑖)𝑑 ≤ 𝐶𝛿−𝑘 · (
√
𝑘 𝛿)𝑑 = 𝐶𝑘𝑑/2 𝛿𝑑−𝑘

𝛿→0−−−→ 0,

da 𝑑 > 𝑘 . Für endliche Mengen wählt man um jeden Punkt einen Quader mit beliebig
kleinem Durchmesser. □

Beispiel 3.5.19. Die Strecke [0, 1] × {0} ⊆ R2 ist eine 2-Nullmenge. Anschaulich klar,
denn eine Linie hat keine Fläche. Konkret können wir diese Strecke durch Würfel der
Seitenlänge 𝛿 überdecken, indem wir

𝑄𝑖 =

(
𝑖

𝑁
− 𝛿

2
,
𝑖

𝑁
+ 𝛿

2

)
×

(
−𝛿

2
,
𝛿

2

)
, 𝑖 = 0 . . . 𝑁 ∈ N mit

1
𝛿
< 𝑁 ≤ 1

𝛿
+ 1

setzen. Die Gesamtfläche dieser Würfel ist∑︁
𝑖

𝑚2(𝑄𝑖) = (𝑁 + 1)𝛿2 ≤ 𝛿 + 2𝛿2 → 0 für 𝛿 → 0,

d.h. diese Strecke ist eine 2-Nullmenge, und allgemeiner eine 𝑑-Nullmenge für 𝑑 > 1.

Überdecken wir andererseits das Quadrat [0, 1] × [0, 1] mit solchen Würfeln, brauchen
wir (𝑁 + 1)2 dafür, die entsprechende Summe wäre also

(𝑁 + 1)2𝛿2 → 1 für 𝛿 → 0

was der Tatsache entspricht, dass die Fläche dieses Quadrates 1 beträgt.

Bemerkung 3.5.20 (Praktische Vorgehensweise). Beim Integrieren über eine gegebene 𝑑-
dimensionale Teilmannigfaltigkeit 𝑀 von R𝑛 ist die typische Situation, dass eine einzige
Parametrisierung 𝛾 : Ω → 𝑀 schon 𝑀 bis auf eine Ausnahmemenge 𝐴 = 𝑀 \ 𝛾(Ω)
überdeckt. Ist 𝐴 eine endliche Vereinigung von Teilmannigfaltigkeiten der Dimension
𝑘 < 𝑑, so ist 𝐴 nach Satz 3.5.18 eine 𝑑-Nullmenge, und es gilt∫

𝑀

𝑓 d𝑆 =

∫
𝛾(Ω)

𝑓 d𝑆 =

∫
Ω

𝑓 (𝛾(𝑢))
√︁
𝑔𝛾 (𝑢) d𝑢.
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Wenden wir dies auf unsere Beispiele an:

▶ Beim Kreis S1 überdeckt die Parametrisierung 𝛾1 : (0, 2𝜋) → S1, 𝑡 ↦→ (cos 𝑡, sin 𝑡),
alles bis auf den Punkt (1, 0). Ein einzelner Punkt ist eine endliche Menge, also
nach Satz 3.5.18 eine 1-Nullmenge.

▶ Bei der Sphäre S2 überdeckt die Parametrisierung in Kugelkoordinaten 𝛾 : (0, 𝜋) ×
(0, 2𝜋) → S2 alles bis auf einen halben Großkreis. Dieser ist eine 1-dimensionale
Teilmannigfaltigkeit von R3 und nach Satz 3.5.18 daher eine 2-Nullmenge.

Schlussendlich verallgemeinern wir den Integralbegriff so, dass wir auch 𝑑-Nullmengen
dazunehmen können; dies braucht man z.B., um über die Oberfläche eines Würfels zu
integrieren, da dessen Kanten sonst Probleme machen.

Satz 3.5.21. Sei 𝑋 ⊆ R𝑛 eine Menge mit den Eigenschaften
(i) Es gibt ein 𝑀 ⊆ 𝑋 , sodass 𝑀 𝑑-dimensionale Teilmannigfaltigkeit des R𝑛 ist.

(ii) 𝑋 \ 𝑀 ist eine abgeschlossene 𝑑-Nullmenge.
(iii) 𝑀 ist dicht in 𝑋 , d.h. jeder Punkt von 𝑋 liegt im Abschluss von 𝑋 .

So eine Menge heißt 𝑑-dimensionale Fläche, für 𝑑 = 𝑛 − 1 Hyperfläche.
Wir nennen 𝑓 : 𝑋 → R integrierbar über 𝑋 , wenn 𝑓 über 𝑀 integrierbar ist, und

setzen∫
𝑋

𝑓 d𝑆 :=
∫
𝑀

𝑓 d𝑆.

Auch hier lässt sich zeigen, dass die genaue Wahl von 𝑀 ⊆ 𝑋 keine Rolle spielt.

3.6 Integralsätze der Vektoranalysis

Der Divergenzsatz
Man stelle sich vor, dass sich Teilchen in R𝑛 entlang eines Vektorfeldes 𝐹 : R𝑛 → R𝑛

bewegen. Im Fall 𝑛 = 2 und 𝐹 (𝑥, 𝑦) = (𝑥, 𝑦) bewegen sich alle Teilchen vom Ursprung
weg, dort befindet sich also eine Quelle. Für 𝐹 (𝑥, 𝑦) = −(𝑥, 𝑦) bewegen sich alle zum
Ursprung hin, dort befindet sich also eine Senke. Ist 𝐹 (𝑥, 𝑦) = (−𝑦, 𝑥), dann rotiert alles
um den Ursprung, es liegt also weder eine Quelle noch eine Senke vor. Ein Maß für diese
Quellenstärke ist die Divergenz:

Definition 3.6.1. Für ein differenzierbares Vektorfeld 𝐹 = (𝐹1, . . . , 𝐹𝑛) : 𝑈 ⊆
R𝑛 → R𝑛 auf einer offenen Teilmenge𝑈 ⊆ R𝑛 heißt

div 𝐹 := 𝜕1𝐹1 + · · · + 𝜕𝑛𝐹𝑛

Divergenz von 𝐹.

Der Divergenzsatz sagt, anschaulich gesprochen: Was in einem Gebiet insgesamt ent-
springt oder versiegt, entspricht genau dem, was über den Rand hinaus- oder hineinfließt.
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Wir könnten als fragliche Gebiete Teilmengen des R𝑛 betrachten, deren Rand eine (𝑛−1)-
dimensionale Teilmannigfaltigkeit ist, denn wir wissen, wie wir darauf integrieren können.
Da wir aber auch Ecken bzw. Kanten zulassen wollen, brauchen wir einen etwas allge-
meineren Begriff:

Definition 3.6.2.
(i) Sei 𝐺 ⊆ R𝑛 eine Menge. Ein Punkt 𝑎 ∈ 𝜕𝐺 heißt regulärer Randpunkt von 𝐺,

wenn es eine offene Umgebung 𝑈 von 𝑎 und eine 𝐶1-Funktion 𝑞 : 𝑈 → R mit
∇𝑞(𝑥) ≠ 0 für 𝑥 ∈ 𝑈 gibt, sodass

𝐺 ∩𝑈 = {𝑥 ∈ 𝑈 | 𝑞(𝑥) ≤ 0}, (3.1)

und singulärer Randpunkt sonst. Die Menge der regulären bzw. singulären Rand-
punkte heißt regulärer Rand 𝜕𝑟𝐺 bzw. singulärer Rand 𝜕𝑠𝐺 von 𝐺.

(ii) Ein 𝐶1-Polyeder ist eine kompakte Menge𝐺, deren singulärer Rand eine (𝑛−1)-
Nullmenge ist.

Wir werden später voraussetzen, dass der reguläre Rand eine messbare Hyperfläche ist.
Wegen (3.1) hat der reguläre Rand lokal die Gestalt

𝜕𝐺 ∩𝑈 = {𝑥 ∈ 𝑈 : 𝑞(𝑥) = 0}, (3.2)

ist nach Satz 2.8.7 (iii) also eine (𝑛−1)-dimensionale 𝐶1-Teilmannigfaltigkeit von R𝑛 und
wir können im Prinzip Funktionen über 𝜕𝐺 integrieren. Kompakte Teilmengen von R𝑛

sind (Lebesgue-)messbar (ohne Beweis), also auch als Integrationsgebiet geeignet. Was
noch fehlt, ist ein Konzept, um ”hinein“ oder ”hinaus“ am Rand fassen zu können:

Lemma 3.6.3. Auf dem regulären Rand 𝑀 eines𝐶1-Polyeders𝐺 gibt es genau ein stetiges
Vektorfeld 𝜈 : 𝑀 → R𝑛, sodass gilt:

(i) ∥𝜈(𝑥)∥ = 1,
(ii) 𝜈(𝑥) steht senkrecht auf den Tangentialraum 𝑇𝑥𝑀 von 𝑀 in 𝑥,

(iii) für kleine 𝑡 > 0 gilt 𝑥 + 𝑡𝜈(𝑥) ∉ 𝐺 und 𝑥 − 𝑡𝜈(𝑥) ∈ 𝐺.

Dieses 𝜈 heißt äußeres Einheitsnormalenfeld an 𝐺.

Beweis. Wir betrachten den Rand wie in (3.2). Der Vektor 𝜈(𝑥) :=
∇𝑞(𝑥)
∥∇𝑞(𝑥)∥ ist dann ein

stetiges Einheitsnormalenfeld und wegen d
d𝑡
��
𝑡=0 𝑞(𝑥+𝑡𝜈(𝑥)) = ∇𝑞(𝑥)·𝜈(𝑥) = ∥∇𝑞(𝑥)∥ > 0

gilt für kleine 𝑡 > 0 dann 𝑞(𝑥 + 𝑡𝜈(𝑥)) > 0 sowie 𝑞(𝑥 − 𝑡𝜈(𝑥)) < 0, was die Behauptung
impliziert. □

Das Skalarprodukt 𝐹 · 𝜈 misst nun den Anteil von 𝐹, der in Richtung des Normalvektors
zeigt.
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Satz 3.6.4 (Gaußscher Integralsatz / Divergenzsatz). Sei 𝐺 ein 𝐶1-Polyeder in R𝑛,
dessen Rand eine messbare Hyperfläche ist, und 𝐹 ein stetiges Vektorfeld auf 𝐺, das
auf

◦
𝐺 stetig differenzierbar ist, und sodass div 𝐹 auf

◦
𝐺 integrierbar ist. Dann gilt∫

𝐺

div 𝐹 d𝑥 =
∫
𝜕𝐺

𝐹 · 𝜈 d𝑆,

wobei 𝜈 das äußere Einheitsnormalenfeld auf dem regulären Rand 𝜕𝑟𝐺 ist, beliebig auf
den singulären Rand 𝜕𝑠𝐺 fortgesetzt.

Die Voraussetzungen an 𝐹 sind z.B. erfüllt, wenn 𝐹 in einer Umgebung von 𝐺 stetig
differenzierbar ist.

Bemerkung 3.6.5. Wir können im Prinzip über die Hyperfläche 𝜕𝐺 integrieren. Die
zusätzliche Bedingung der Messbarkeit, im Sinne von

∫
𝜕𝐺

d𝑆 < ∞, stellt sicher, dass
der Rand nicht zu ”groß“ wird, und dass stetige Funktionen darüber integrierbar sind.
Betrachten wir z.B.

𝐺 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 | 0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑓 (𝑥)}

mit 𝑓 (𝑥) = 1 + 𝑥 sin(1/𝑥2) für 𝑥 > 0 und 𝑓 (0) = 1, dann besteht der singuläre Rand aus
den vier Ecken, ist also eine 1-Nullmenge. Die Kurve 𝑦 = 𝑓 (𝑥) ist eine 1-dimensionale
Teilmannigfaltigkeit, hat aber wegen der Oszillation von 𝑓 ′ bei 𝑥 = 0 unendliche Länge,∫ 1

0

√︁
1 + 𝑓 ′(𝑥)2 d𝑥 = ∞.

In der Praxis ist der Rand immer hinreichend schön und damit messbar, etwa wenn er
aus endlich vielen Stücken besteht, die durch kompakte Parameterbereiche parametrisiert
sind.

Beweis. Wir beweisen den Satz für

𝐺 = { (𝑥′, 𝑥𝑛) ∈ R𝑛 | 𝑥′ ∈ 𝐷, 𝑎 < 𝑥𝑛 < 𝑔(𝑥′) }

mit einer beschränkten offenen Menge 𝐷 ⊆ R𝑛−1 und einer 𝐶1-Funktion 𝑔 : 𝐷 → R mit
𝑔 > 𝑎, und zwar zunächst für 𝐹 = (0, . . . , 0, 𝐹𝑛). Dann ist div 𝐹 = 𝜕𝑛𝐹𝑛 und der Hauptsatz
ergibt∫

𝐺

𝜕𝑛𝐹𝑛 d𝑥 =
∫
𝐷

∫ 𝑔(𝑥′)

𝑎

𝜕𝑛𝐹𝑛 (𝑥′, 𝑥𝑛) d𝑥𝑛 d𝑥′ =
∫
𝐷

(
𝐹𝑛 (𝑥′, 𝑔(𝑥′)) − 𝐹𝑛 (𝑥′, 𝑎)

)
d𝑥′.

Für das Randintegral betrachten wir die drei Teile von 𝜕𝐺:

▶ Deckel (𝑥𝑛 = 𝑔(𝑥′)): Die Parametrisierung 𝛾(𝑥′) = (𝑥′, 𝑔(𝑥′)) hat das Flächen-

element
√︃

1 + ∥∇𝑔∥2 (siehe Bemerkung 3.5.9 (iii)) und nach Lemma 3.6.3 den
äußeren Normalenvektor 𝜈 = (−∇𝑔,1)√

1+∥∇𝑔∥2
. Im Produkt 𝐹 · 𝜈 · √𝑔𝛾 kürzt sich der Faktor√︃

1 + ∥∇𝑔∥2 weg, und es bleibt∫
Deckel

𝐹 · 𝜈 d𝑆 =

∫
𝐷

𝐹𝑛 (𝑥′, 𝑔(𝑥′)) d𝑥′.
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▶ Boden (𝑥𝑛 = 𝑎): Hier ist 𝜈 = (0, . . . , 0,−1) und
√
𝑔𝛾 = 1, also∫

Boden
𝐹 · 𝜈 d𝑆 = −

∫
𝐷

𝐹𝑛 (𝑥′, 𝑎) d𝑥′.

▶ Seiten (𝑥′ ∈ 𝜕𝐷): Der Normalenvektor ist horizontal (𝜈𝑛 = 0), also 𝐹 · 𝜈 = 0.

In Summe:
∫
𝜕𝐺
𝐹 · 𝜈 d𝑆 =

∫
𝐷

(
𝐹𝑛 (𝑥′, 𝑔(𝑥′)) − 𝐹𝑛 (𝑥′, 𝑎)

)
d𝑥′. Für ein allgemeines 𝐹 =

(𝐹1, . . . , 𝐹𝑛) wendet man das Argument auf jede Komponente einzeln an, wobei man
(skizzenhaft) die Koordinaten jeweils so wählt, dass 𝐺 in der betreffenden Richtung so
wie oben als Subgraph darstellbar ist. Für allgemeine 𝐶1-Gebiete überdeckt man 𝜕𝐺 mit
endlich vielen Karten und verwendet eine Zerlegung der Eins. □

Beispiel 3.6.6.

(i) Für 𝐹 (𝑥, 𝑦) = (𝑥, 𝑦) auf der Kreisscheibe 𝐺 = 𝐵1(0) ⊆ R2 ist div 𝐹 = 2 und∫
𝐺

div 𝐹 d𝑥 = 2𝜋.

Auf 𝜕𝐺 = S1 ist 𝜈(𝑥, 𝑦) = (𝑥, 𝑦) und 𝐹 · 𝜈 = 𝑥2 + 𝑦2 = 1, also
∫
S1 𝐹 · 𝜈 d𝑆 = 2𝜋.

(ii) Für 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥3, 𝑦3, 𝑧3) und 𝐺 = 𝐵1(0) ⊆ R3 ist div 𝐹 = 3(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2). In
Kugelkoordinaten:∫
S2
𝐹 ·𝜈 d𝑆 =

∫
𝐵1 (0)

3𝑟2 d𝑥 =
∫ 1

0
3𝑟2·𝑟2 d𝑟 ·

∫ 𝜋

0
sin 𝜃 d𝜃 ·

∫ 2𝜋

0
d𝜑 =

3
5
·2·2𝜋 =

12𝜋
5
.

Folgerung 3.6.7 (Greensche Formeln). Sei 𝐺 ⊆ R𝑛 ein 𝐶1-Polyeder und 𝑓 , 𝑔 ∈ 𝐶2 auf
einer offenen Umgebung von 𝐺. Dann gilt

(i)
∫
𝐺

∇ 𝑓 · ∇𝑔 d𝑥 =
∫
𝜕𝐺

𝑓 𝜕𝜈𝑔 d𝑆 −
∫
𝐺

𝑓Δ𝑔 d𝑥,

(ii)
∫
𝐺

( 𝑓Δ𝑔 − 𝑔Δ 𝑓 ) d𝑥 =
∫
𝜕𝐺

( 𝑓 𝜕𝜈𝑔 − 𝑔𝜕𝜈 𝑓 ) d𝑆.

Hierbei ist 𝜕𝜈𝑔 := 𝜈 · ∇𝑔 die Ableitung von 𝑔 in Richtung des äußeren Einheitsnormalen-
feldes 𝜈 an 𝐺.

Beweis. (i) folgt aus dem Divergenzsatz auf 𝐹 := 𝑓∇𝑔 angewendet, da div 𝐹 = ∇ 𝑓 · ∇𝑔 +
𝑓Δ𝑔 und ⟨𝐹, 𝜈⟩ = 𝑓 𝜕𝜈𝑔 gilt.

(ii) ergibt sich durch Subtraktion von (i) für 𝑓 , 𝑔 und 𝑔, 𝑓 . □

Die Sätze von Green und Stokes
Für ein stetiges Vektorfeld 𝐹 entlang einer stückweise 𝐶1-Kurve Γ, parametrisiert durch
𝛾 : [𝑎, 𝑏] → R𝑛, definieren wir das vektorielle Kurvenintegral (auch genannt: Kurvenin-
tegral 2. Art)∫

Γ

𝐹 (𝑥) · d𝑥 :=
∫ 𝑏

𝑎

𝐹 (𝛾(𝑡)) · ¤𝛾(𝑡) d𝑡.
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Im Spezialfall 𝑛 = 2, 𝛾(𝑡) = (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)), 𝐹 = (𝑃,𝑄) schreibt man dafür auch∫
𝛾

𝑃 d𝑥 +𝑄 d𝑦 :=
∫ 𝑏

𝑎

𝑃(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) ¤𝑥(𝑡) d𝑡 +
∫ 𝑏

𝑎

𝑄(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) ¤𝑦(𝑡) d𝑡.

Satz 3.6.8 (Satz von Green). Sei 𝐺 ⊆ R2 ein 𝐶1-Polyeder, dessen Rand eine
messbare Hyperfläche ist, und 𝐹 = (𝑃,𝑄) ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf
einer Umgebung von 𝐺. Dann gilt∫

𝐺

(𝜕𝑥𝑄 − 𝜕𝑦𝑃) d(𝑥, 𝑦) =
∫
𝛾

𝑃 d𝑥 +𝑄 d𝑦,

wobei 𝛾 den Rand 𝜕𝐺 gegen den Uhrzeigersinn durchläuft, d.h. 𝐺 liegt links davon.

Beweis. Man wendet den Divergenzsatz auf das Vektorfeld (𝑄,−𝑃) an: div(𝑄,−𝑃) =

𝜕𝑥𝑄−𝜕𝑦𝑃. Für eine Parametrisierung 𝛾(𝑡) = (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) von 𝜕𝐺 gegen den Uhrzeigersinn
ist der äußere Normalenvektor 𝜈 = ( ¤𝑦,−¤𝑥)/∥ ¤𝛾∥, und

(𝑄,−𝑃) · 𝜈 d𝑆 = (𝑄 ¤𝑦 + 𝑃 ¤𝑥) d𝑡,

woraus sich genau das Kurvenintegral auf der rechten Seite ergibt. □

Der Satz von Stokes ist eine analoge Aussage, jedoch für eine Fläche im R3. Für seine
Formulierung brauchen wir einerseits den Begriff der Rotation, andererseits ein Konzept
der Orientierung einer Kurve.

Definition 3.6.9. Für ein differenzierbares Vektorfeld 𝐹 = (𝐹1, 𝐹2, 𝐹3) : 𝑈 ⊆ R3 →
R3 heißt

rot 𝐹 := ∇ × 𝐹 := ©­«
𝜕2𝐹3 − 𝜕3𝐹2
𝜕3𝐹1 − 𝜕1𝐹3
𝜕1𝐹2 − 𝜕2𝐹1

ª®¬
Rotation von 𝐹.

Sind eine Funktion 𝑓 und ein Vektorfeld 𝐹 zweimal stetig differenzierbar, dann gelten
nach dem Satz von Schwarz die Identitäten div(rot 𝐹) = 0 und rot(grad 𝑓 ) = 0.

Sei nun 𝛾 : [𝑎, 𝑏] → R3 eine glatte Parametrisierung einer (regulären) Kurve 𝐶. Das
Einheitstangentialfeld entlang 𝛾 ist 𝜏 := ¤𝛾

∥ ¤𝛾∥ . Die Richtung von 𝜏 hängt von der Wahl der
Parametrisierung ab; es gibt genau zwei mögliche Orientierungen von 𝐶.

Ist nun 𝑀 ⊆ R3 eine 2-dimensionale Teilmannigfaltigkeit mit Einheitsnormalenfeld 𝜈
und 𝐺 ⊆ 𝑀 eine kompakte Teilmenge mit glattem Rand 𝜕𝐺, so wählt man die von 𝑀
auf 𝜕𝐺 induzierte Orientierung wie folgt: Das Einheitstangentialfeld 𝜏 auf 𝜕𝐺 wird so
orientiert, dass die Konormale 𝜈 × 𝜏 in jedem Punkt von 𝜕𝐺 ins Innere von 𝐺 zeigt.
Anschaulich: Geht man entlang 𝜕𝐺 in Richtung 𝜏, während 𝜈 nach oben zeigt, so liegt 𝐺
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zur Linken. Dies verallgemeinert die Konvention im Satz von Green, den Rand gegen den
Uhrzeigersinn zu durchlaufen.

Satz 3.6.10 (Satz von Stokes). Sei 𝑉 ⊆ R3 offen und 𝐹 ein 𝐶1-Vektorfeld auf 𝑉 .
Weiters sei 𝑀 ⊆ 𝑉 eine 2-dimensionale Teilmannigfaltigkeit mit Einheitsnormalenfeld
𝜈 und𝐺 eine kompakte Teilmenge von 𝑀 mit glattem Rand (d.h. ohne singulären Rand).
Die von 𝑀 auf 𝜕𝐺 induzierte Orientierung werde durch das Einheitstangentialfeld 𝜏
repräsentiert. Dann gilt∫

𝐺

⟨rot 𝐹, 𝜈⟩ d𝑆 =

∫
𝜕𝐺

⟨𝐹, 𝜏⟩ d𝑠.

Der Satz von Stokes gilt auch, wenn 𝐺 ein 𝐶1-Polyeder ist, dessen Rand eine messbare
Hyperfläche ist.

Für ein Vektorfeld 𝐹 entlang 𝜕𝐺 gilt∫
𝜕𝐺

⟨𝐹, 𝜏⟩ d𝑠 =
∫ 𝑏

𝑎

𝐹 (𝛾(𝑡)) · ¤𝛾(𝑡) d𝑡 =
∫
𝛾

𝐹 (𝑥) · d𝑥,

d.h. das Integral auf der rechten Seite des Satzes von Stokes ist genau das vektorielle
Kurvenintegral von 𝐹 entlang 𝜕𝐺 mit der induzierten Orientierung.

Bemerkung 3.6.11. Alle drei Sätze – Divergenzsatz, Satz von Green und Satz von Sto-
kes – sind Spezialfälle eines einzigen Resultats, des allgemeinen Satzes von Stokes auf
orientierten Mannigfaltigkeiten mit Rand, formuliert mit Differentialformen. In dieser
allgemeinsten Form lautet er

∫
𝑀

d𝜔 =
∫
𝜕𝑀
𝜔 und umfasst auch den Fundamentalsatz der

Differential- und Integralrechnung.
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Kapitel 4

Funktionenräume

Lernziele

Nach der Arbeit mit diesem Kapitel sollten Sie insbesondere die folgenden Aufgaben
selbstständig bearbeiten können.

Normierte Räume und Operatoren

▶ Normierte Räume und Banachräume unterscheiden und grundlegende Beispiele den
beiden Klassen zuordnen

▶ Lineare Operatoren auf Beschränktheit untersuchen und ihre Operatornorm berech-
nen oder abschätzen

▶ Den Zusammenhang zwischen Beschränktheit und Stetigkeit linearer Operatoren
anwenden

Banachscher Fixpunktsatz

▶ Überprüfen, ob eine Abbildung eine abgeschlossene Menge in sich abbildet und
dort eine Kontraktion ist

▶ Fixpunkte iterativ bestimmen und den Fehler mit der Fixpunktabschätzung kontrol-
lieren

▶ Ein Anfangswertproblem als Fixpunktproblem formulieren und die Voraussetzun-
gen des Satzes von Picard–Lindelöf überprüfen

Hilberträume, ℓ𝑝 und 𝐿𝑝

▶ Überprüfen, ob eine Abbildung ein inneres Produkt ist, und die davon induzierte
Norm berechnen

▶ Die Cauchy–Schwarzsche, die Höldersche und die Minkowski-Ungleichung für
konkrete Abschätzungen verwenden

▶ Für gegebene Folgen oder Funktionen die Zugehörigkeit zu ℓ𝑝 bzw. 𝐿𝑝 untersuchen
und ihre Norm berechnen

Orthogonalität und Orthonormalsysteme

▶ Orthogonale Komplemente bestimmen und den Satz des Pythagoras anwenden
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▶ Orthogonalprojektionen und Bestapproximationen berechnen
▶ Das Gram–Schmidtsche Verfahren durchführen
▶ Fourierkoeffizienten bezüglich eines Orthonormalsystems berechnen und die Bes-

selsche bzw. Parsevalsche Gleichung anwenden
▶ Die äquivalenten Charakterisierungen einer Orthonormalbasis verwenden

Fourieranalysis

▶ Reelle und komplexe Fourierkoeffizienten berechnen und die zugehörige Fourier-
reihe aufstellen

▶ Aus Symmetrien einer Funktion das Verschwinden bestimmter Fourierkoeffizienten
folgern

▶ Geeignete Konvergenzsätze für Fourierreihen auswählen, ihre Voraussetzungen
überprüfen und den Grenzwert bestimmen

▶ Mit der Parsevalschen Gleichung Reihenwerte berechnen

Sturm–Liouville-Probleme, Distributionen und schwache Lösungen

▶ Die Symmetrie eines Differentialoperators anhand der Randterme überprüfen und
daraus die Orthogonalität von Eigenfunktionen folgern

▶ Eigenwerte und Eigenfunktionen von −𝑦′′ + 𝑦 auf einem beliebigen Intervall bei
homogenen Dirichlet-, Neumann- oder periodischen Randbedingungen bestimmen

▶ Randwertprobleme lösen, deren rechte Seite eine endliche Linearkombination von
Eigenfunktionen ist, und die erhaltene Funktion als klassische Lösung überprüfen

▶ Die Transportgleichung mittels Fourierentwicklung lösen und die erhaltene Lösung
direkt überprüfen

▶ Lokal integrierbare Funktionen als Distributionen auffassen und distributionelle
Ableitungen berechnen

▶ Die Identität 𝐻′ = 𝛿 im Sinne der Distributionen nachweisen

4.1 Normierte Räume, Operatoren
Ein Vektorraum 𝑋 über K = R oder C wird durch eine Norm zum normierten Raum. Über
die Norm definiert man konvergente Folgen und Cauchyfolgen in 𝑋; jede konvergente
Folge ist eine Cauchyfolge. Ist umgekehrt auch jede Cauchyfolge konvergent, ist der Raum
vollständig und heißt Banachraum (siehe Definition 1.3.4).

Beispiel 4.1.1.

▶ Für 1 ≤ 𝑝 < ∞ ist ℓ𝑝 der Raum aller Folgen (𝑎𝑛)𝑛∈N in K mit

∥(𝑎𝑛)∥𝑝 :=

( ∞∑︁
𝑛=1

|𝑎𝑛 |𝑝
)1/𝑝

< ∞.

▶ ℓ∞ ist der Raum aller Folgen (𝑎𝑛)𝑛∈N in K mit ∥(𝑎𝑛)∥∞ := sup𝑛∈N |𝑎𝑛 | < ∞.
▶ Für 1 ≤ 𝑝 < ∞ ist 𝐿𝑝 (R𝑛) der Raum aller messbaren Funktionen 𝑓 : R𝑛 → K mit

∥ 𝑓 ∥𝑝 :=
(∫

| 𝑓 (𝑥) |𝑝
)1/𝑝

< ∞.
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▶ 𝐿∞(R𝑛) ist der Raum aller messbaren Funktion 𝑓 : R𝑛 → K, für die es eine Kon-
stante 𝐶 mit | 𝑓 (𝑥) | ≤ 𝐶 für fast alle 𝑥 ∈ R𝑛 gibt. Die Norm ∥ 𝑓 ∥∞ wird als das
Infimum aller solcher 𝐶 definiert.

▶ 𝐶 [𝑎, 𝑏] mit der Supremumsnorm.

Dies sind alles Banachräume (Vorsicht mit 𝐿𝑝, siehe Abschnitt 4.4). Wir beweisen:

Satz 4.1.2. Der Raum 𝐶 ( [𝑎, 𝑏], 𝑌 ) aller stetiger Funktionen auf einem kompakten
Intervall [𝑎, 𝑏] ⊆ R mit Werten in einem Banachraum 𝑌 , versehen mit der Supremums-
norm ∥ 𝑓 ∥ := sup𝑥∈[𝑎,𝑏] ∥ 𝑓 (𝑥)∥, ist vollständig.

Der Raum 𝐶 ( [𝑎, 𝑏], 𝑌 ) ist hier mit seiner natürlichen Vektorraumstruktur versehen, also

( 𝑓 + 𝑔) (𝑥) := 𝑓 (𝑥) + 𝑔(𝑥),
(𝜆 𝑓 ) (𝑥) := 𝜆 · 𝑓 (𝑥)

Beweis. Sei ( 𝑓𝑛)𝑛 eine Cauchyfolge in 𝐶 ( [𝑎, 𝑏], 𝑌 ), d.h.

∀𝜀 > 0 ∃𝑁 ∈ N ∀𝑚, 𝑛 ≥ 𝑁 ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] : ∥ 𝑓𝑛 (𝑥) − 𝑓𝑚 (𝑥)∥ < 𝜀. (4.1)

Damit ist insbesondere für jedes feste 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] die Folge ( 𝑓𝑛 (𝑥))𝑛 eine Cauchyfolge
in 𝑌 , konvergiert also gegen einen Grenzwert 𝑓 (𝑥) := lim𝑛→∞ 𝑓𝑛 (𝑥). Lässt man in (4.1)
𝑚 → ∞ gehen (was wegen der Stetigkeit der Norm möglich ist), haben wir ∥ 𝑓𝑛 − 𝑓 ∥ ≤ 𝜀
für 𝑛 ≥ 𝑁 , also 𝑓𝑛 → 𝑓 , und wir brauchen nur noch die Stetigkeit der Grenzfunktion 𝑓

in jedem Punkt 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]. Da 𝑓𝑁 stetig ist, gibt es 𝛿 > 0 mit ∥ 𝑓𝑁 (𝑦) − 𝑓𝑁 (𝑥)∥ < 𝜀 für
∥𝑦 − 𝑥∥ < 𝛿. Somit folgt für solche 𝑦

∥ 𝑓 (𝑦) − 𝑓 (𝑥)∥ ≤ ∥ 𝑓 (𝑦) − 𝑓𝑁 (𝑦)∥ + ∥ 𝑓𝑁 (𝑦) − 𝑓𝑁 (𝑥)∥ + ∥ 𝑓𝑁 (𝑥) − 𝑓 (𝑥)∥
≤ 𝜀 + 𝜀 + 𝜀 = 3𝜀

und 𝑓 ist stetig. □

Definition 4.1.3. Sind 𝑋 und 𝑌 Vektorräume über K, so ist ein linearer Operator
von 𝑋 nach 𝑌 eine lineare Abbildung 𝑇 : 𝑋 → 𝑌 . Der Raum aller linearen Operatoren
von 𝑋 nach 𝑌 wird mit 𝐿 (𝑋,𝑌 ) bezeichnet.

Beispiel 4.1.4. Folgendes sind lineare Operatoren:

(i) Die Identität auf einem Vektorraum 𝑋 , Id𝑋 (𝑥) = 𝑥.
(ii) Die Nullabbildung 0: 𝑋 → 𝑌 , die jedem 𝑥 ∈ 𝑋 den Nullvektor 0 ∈ 𝑌 zuordnet.

(iii) Die Ableitung 𝑓 ↦→ 𝑓 ′ auf dem Raum aller Polynome auf [0, 1].
(iv) Das unbestimmte Integral, welches jeder Funktion 𝑓 ∈ 𝐶 [𝑎, 𝑏] die Abbildung

𝑥 ↦→
∫ 𝑥

𝑎
𝑓 (𝑡) d𝑡 in 𝐶 [𝑎, 𝑏] zuordnet.

(v) Die Abbildung, welche einer Funktion 𝑓 ∈ 𝐶 [𝑎, 𝑏] die Funktion 𝑡 ↦→ 𝑡 · 𝑓 (𝑡) in
𝐶 [𝑎, 𝑏] zuordnet.
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Definition 4.1.5 (Beschränkter linearer Operator). Sind 𝑋,𝑌 normierte Räume und
𝑇 : 𝑋 → 𝑌 ein linearer Operator, dann heißt 𝑇 beschränkt, wenn es ein 𝐶 > 0 gibt mit

∥𝑇𝑥∥ ≤ 𝐶∥𝑥∥ ∀𝑥 ∈ 𝑋,

und sonst unbeschränkt. Für beschränkte Operatoren heißt die Zahl

∥𝑇 ∥ := sup
𝑥∈𝑋\{0}

∥𝑇𝑥∥
∥𝑥∥ = sup

𝑥∈𝑋, ∥𝑥∥=1
∥𝑇𝑥∥ (4.2)

Operatornorm von 𝑇 . Mit 𝐵(𝑋,𝑌 ) bezeichnen wir den Vektorraum aller beschränkten
linearen Operatoren 𝑋 → 𝑌 .

Die Gleichheit der Ausdrücke in (4.2) sieht man wie folgt: für 𝑦 ∈ 𝑋 \ {0} ist

∥𝑇𝑦∥
∥𝑦∥ =





𝑇 𝑦

∥𝑦∥





 ≤ sup
∥𝑥 ∥=1

∥𝑇𝑥∥ =⇒ ∥𝑇 ∥ = sup
𝑦∈𝑋\{0}

∥𝑇𝑦∥
∥𝑦∥ ≤ sup

∥𝑥 ∥=1
∥𝑇𝑥∥.

Umgekehrt folgt für ∥𝑥∥ = 1

∥𝑇𝑥∥ = ∥𝑇𝑥∥
∥𝑥∥ ≤ ∥𝑇 ∥ =⇒ sup

∥𝑥 ∥=1
∥𝑇𝑥∥ ≤ ∥𝑇 ∥.

Wir bemerken, dass für 𝑇 ∈ 𝐵(𝑋,𝑌 ) und 𝑥 ∈ 𝑋 nach (4.2) die Ungleichung ∥𝑇𝑥∥ ≤
∥𝑇 ∥ ∥𝑥∥ gilt.

Beispiel 4.1.6.

(i) ∥Id𝑋 ∥ = 1.
(ii) ∥0∥ = 0.

(iii) Die Ableitungsfunktion auf dem Raum aller Polynome auf [0, 1], versehen mit der
Supremumsnorm, ist linear aber unbeschränkt, denn für 𝑥𝑛 (𝑡) = 𝑡𝑛 ist ∥𝑥𝑛∥ = 1,
aber 𝑇𝑥𝑛 (𝑡) = 𝑛𝑡𝑛−1, also ∥𝑇𝑥𝑛∥ = 𝑛 für 𝑛 ∈ N.

(iv) Der Integraloperator 𝐾 : 𝐶 [0, 1] → 𝐶 [0, 1],

(𝐾 𝑓 ) (𝑥) :=
∫ 1

0
𝑓 (𝑦)𝑘 (𝑥, 𝑦) d𝑦, 𝑥 ∈ [0, 1]

mit stetigem Kern 𝑘 : [0, 1] × [0, 1] → R ist beschränkt bzgl. ∥·∥∞, denn

∥𝐾 𝑓 ∥∞ = sup
𝑥∈[0,1]

����∫ 1

0
𝑓 (𝑦)𝑘 (𝑥, 𝑦) d𝑦

���� ≤ ∥ 𝑓 ∥∞ · ∥𝑘 ∥∞.

Satz 4.1.7. Mit der Operatornorm ist 𝐵(𝑋,𝑌 ) ein normierter Raum.

Beweis. Wir müssen überprüfen, dass die Operatornorm wirklich eine Norm ist. Seien
dafür 𝑇, 𝑆 ∈ 𝐿 (𝑋,𝑌 ). Wegen ∥𝑇𝑥∥ ≥ 0 für alle 𝑥 ist ∥𝑇 ∥ ≥ 0, und für ∥𝑇 ∥ = 0 ist
∥𝑇𝑥∥ = 0 für alle 𝑥 ∈ 𝑋 , d.h. 𝑇𝑥 = 0 und 𝑇 = 0.
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Ist 𝛼 ∈ K, dann ist ∥(𝛼𝑇)𝑥∥ = |𝛼 | · ∥𝑇𝑥∥, für 𝑥 ≠ 0 auch

∥(𝛼𝑇)𝑥∥
∥𝑥∥ = |𝛼 | ∥𝑇𝑥∥∥𝑥∥ ,

und bildet man das Supremum über alle 𝑥 ≠ 0 folgt ∥𝛼𝑇 ∥ = |𝛼 | · ∥𝑇 ∥.

Schließlich folgt mit der Dreiecksungleichung für alle 𝑥 mit ∥𝑥∥ = 1

∥(𝑇 + 𝑆) (𝑥)∥ ≤ ∥𝑇 (𝑥)∥ + ∥𝑆(𝑥)∥ ≤ ∥𝑇 ∥ + ∥𝑆∥ =⇒ ∥𝑇 + 𝑆∥ ≤ ∥𝑇 ∥ + ∥𝑆∥. □
1.6.2026

Satz 4.1.8. Ist 𝑋 ein normierter Raum und𝑌 ein Banachraum, dann ist auch 𝐵(𝑋,𝑌 )
mit der Operatornorm ein Banachraum.

Beweis. Sei (𝑇𝑛)𝑛∈N eine Cauchyfolge in 𝐵(𝑋,𝑌 ). Dann gibt es für beliebiges 𝜀 > 0 ein
𝑁 ∈ N sodass für 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑁 gilt ∥𝑇𝑛 − 𝑇𝑚 ∥ < 𝜀. Für jedes feste 𝑥 ∈ 𝑋 ist dann

∥𝑇𝑛𝑥 − 𝑇𝑚𝑥∥ = ∥(𝑇𝑛 − 𝑇𝑚)𝑥∥ ≤ ∥𝑇𝑛 − 𝑇𝑚 ∥ · ∥𝑥∥ < 𝜀∥𝑥∥, (4.3)

also ist (𝑇𝑛𝑥)𝑛 eine Cauchyfolge in 𝑌 und hat einen Grenzwert in 𝑌 . Dies definiert eine
Abbildung 𝑇 : 𝑋 → 𝑌 , 𝑇𝑥 := lim𝑛→∞ 𝑇𝑛𝑥. Diese ist linear, denn

𝑇 (𝛼𝑥 + 𝛽𝑧) = lim
𝑛
𝑇𝑛 (𝛼𝑥 + 𝛽𝑧) = lim

𝑛
(𝛼𝑇𝑛 (𝑥) + 𝛽𝑧𝑛 (𝑧))

= 𝛼 lim
𝑛
𝑇𝑛𝑥 + 𝛽 lim

𝑛
𝑇𝑛𝑧 = 𝛼𝑇 (𝑥) + 𝛽𝑇 (𝑧).

Lässt man in (4.3) 𝑚 gegen ∞ gehen, erhält man wegen der Stetigkeit der Norm für alle
𝑥 ∈ 𝑋 und 𝑛 ≥ 𝑁

∥𝑇𝑛𝑥 − 𝑇𝑥∥ ≤ 𝜀∥𝑥∥, (4.4)

also ist 𝑇𝑛 − 𝑇 beschränkt. Da 𝑇𝑛 beschränkt ist, ist auch 𝑇 = 𝑇𝑛 − (𝑇𝑛 − 𝑇) beschränkt,
d.h. 𝑇 ∈ 𝐵(𝑋,𝑌 ). Nimmt man in (4.4) das Supremum über alle 𝑥 mit ∥𝑥∥ = 1, sieht man
∥𝑇𝑛 − 𝑇 ∥ ≤ 𝜀 für alle 𝑛 ≥ 𝑁 , also ∥𝑇𝑛 − 𝑇 ∥ → 0. □

Satz 4.1.9. Auf einem endlichdimensionalen Vektorraum 𝑋 sind alle Normen
äquivalent, d.h. für je zwei Normen ∥·∥ und | | | · | | | gibt es 𝐶1, 𝐶2 > 0 mit 𝐶1∥𝑥∥ ≤
|| |𝑥 | | | ≤ 𝐶2∥𝑥∥.

Beweis. Sei | | | · | | | eine beliebige Norm auf 𝑋 und 𝑒1, . . . , 𝑒𝑛 eine Basis von 𝑋 . Dann hat
jedes 𝑥 ∈ 𝑋 eine eindeutige Darstellung 𝑥 =

∑𝑛
𝑖=1 𝑥𝑖𝑒𝑖. Wir setzen ∥𝑥∥2 :=

√︃
𝑥2

1 + . . . + 𝑥
2
𝑛

und zeigen, dass | | | · | | | äquivalent zu ∥𝑥∥2 ist. Nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
gilt

| | |𝑥 | | | ≤
𝑛∑︁
𝑖=1

|𝑥𝑖 | · | | |𝑒𝑖 | | | ≤ ∥𝑥∥2 ·
(
𝑛∑︁
𝑖=1

| | |𝑒𝑖 | | |2
)1/2

,
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was die rechte Abschätzung ergibt. Außerdem ist | | | · | | | stetig bezüglich der ∥·∥2-Norm.
Sei nun

𝑆 := {𝑥 ∈ 𝑋 | ∥𝑥∥2 = 1}.

Diese Menge ist kompakt in (𝑋, ∥·∥2), denn die lineare Abbildung

Φ : 𝑋 → R𝑛, Φ(𝑥) = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)

ist wegen ∥Φ(𝑥)∥ = ∥𝑥∥2 stetig in beide Richtungen, und damit entspricht 𝑆 genau der
(kompakten) Einheitsspähere in R𝑛. Nach Satz 1.5.10 nimmt 𝑥 ↦→ || |𝑥 | | | ein Minimum
𝑚 > 0 auf 𝑆 an, also | | |𝑥 | | | ≥ 𝑚 für alle 𝑥 ∈ 𝑆 und | | |𝑥/∥𝑥∥2 | | | ≥ 𝑚 für alle 𝑥 ∈ 𝑋 \ {0},
d.h. | | |𝑥 | | | ≥ 𝑚∥𝑥∥2 für alle 𝑥 ∈ 𝑋 . □

Folgerung 4.1.10. Auf einem endlichdimensionalen normierten Raum ist jeder lineare
Operator beschränkt.

Beweis. Sei dim 𝑋 < ∞, 𝑌 normierter Raum und 𝑇 : 𝑋 → 𝑌 linear. Ist (𝑒1, . . . , 𝑒𝑛) eine
Basis von 𝑋 dann setzen wir, mit 𝑥 =

∑
𝑥𝑖𝑒𝑖, ∥𝑥∥1 :=

∑ |𝑥𝑖 |; somit gilt nach Satz 4.1.9
∥𝑥∥1 ≤ 𝐶∥𝑥∥ für ein 𝐶 > 0 und

∥𝑇𝑥∥𝑌 ≤
∑︁

|𝑥𝑖 |∥𝑇𝑒𝑖∥𝑌 ≤ max
𝑖

∥𝑇𝑣𝑖∥𝑌 · 𝐶 · ∥𝑥∥.

□

Folgendes Resultat ist bemerkenswert:

Satz 4.1.11.
(i) Ein linearer Operator ist genau dann beschränkt, wenn er stetig ist.

(ii) Ein linearer Operator ist stetig, wenn er stetig im Nullpunkt ist.

Beweis. (i) Angenommen 𝑇 : 𝑋 → 𝑌 sei beschränkt und 𝑥𝑛 → 𝑥 in 𝑥. Dann gilt

∥𝑇 (𝑥𝑛) − 𝑇 (𝑥)∥ = ∥𝑇 (𝑥𝑛 − 𝑥)∥ ≤ ∥𝑇 ∥ ∥𝑥𝑛 − 𝑥∥ → 0,

also ist 𝑇 stetig.

Ist 𝑇 unbeschränkt, gibt es eine Folge (𝑥𝑛)𝑛 in 𝑋 mit ∥𝑥𝑛∥ = 1 und ∥𝑇 (𝑥𝑛)∥ ≥ 𝑛 für alle
𝑛. Setzt man 𝑦𝑛 := 𝑥𝑛/𝑛, so gilt 𝑦𝑛 → 0 aber ∥𝑇 (𝑦𝑛)∥ ≥ 1, 𝑇 kann also nicht stetig sein.

(ii) Angenommen 𝑥𝑛 → 𝑥 in 𝑋 , dann gilt 𝑥𝑛 − 𝑥 → 0 und somit

𝑇 (𝑥𝑛 − 𝑥) = 𝑇 (𝑥𝑛) − 𝑇 (𝑥) → 0 =⇒ 𝑇 (𝑥𝑛) → 𝑇 (𝑥),

also ist 𝑇 stetig. □
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4.2 Banachscher Fixpunktsatz
Wir präsentieren schließlich noch den Banachschen Fixpunktsatz (den wir schon im Be-
weis von Satz 2.8.1 verwendet haben) samt einer wichtigen Anwendung.

Satz 4.2.1 (Banachscher Fixpunktsatz). Sei 𝐴 eine nichtleere abgeschlossene
Teilmenge eines Banachraumes und 𝑇 eine Kontraktion auf 𝐴, d.h. eine Abbildung
𝑇 : 𝐴→ 𝐴 mit

∥𝑇𝑥 − 𝑇𝑦∥ ≤ 𝑞∥𝑥 − 𝑦∥ ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 (4.5)

mit einer Kontraktionskonstanten 𝑞 < 1. Dann besitzt 𝑇 genau einen Fixpunkt 𝑥 in 𝐴.
Dieser kann iterativ gewonnen werden: wählt man 𝑥0 ∈ 𝐴 beliebig und setzt 𝑥𝑛+1 := 𝑇𝑥𝑛
(𝑛 ∈ N0), dann konvergiert 𝑥𝑛 → 𝑥 und es gilt die Fehlerabschätzung

∥𝑥𝑛 − 𝑥∥ ≤ 𝑞𝑛

1 − 𝑞 ∥𝑥1 − 𝑥0∥.

Beweis. Aus (4.5) folgen sukzessive die Abschätzungen

∥𝑥2 − 𝑥1∥ = ∥𝑇𝑥1 − 𝐴𝑥0∥ ≤ 𝑞∥𝑥1 − 𝑥0∥,
∥𝑥3 − 𝑥2∥ = ∥𝑇𝑥2 − 𝑇𝑥1∥ ≤ 𝑞∥𝑥2 − 𝑥1∥ ≤ 𝑞2∥𝑥1 − 𝑥0∥,

∥𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛∥ ≤ 𝑞𝑛∥𝑥1 − 𝑥0∥.

Somit erhält man für alle 𝑘 ∈ N

∥𝑥𝑛+𝑘 − 𝑥𝑛∥ =





 𝑘∑︁
𝜈=1

(𝑥𝑛+𝜈 − 𝑥𝑛+𝜈−1)





 ≤

𝑘∑︁
𝜈=1

∥𝑥𝑛+𝜈 − 𝑥𝑛+𝜈−1∥

≤
(
𝑘∑︁
𝜈=1

𝑞𝑛+𝜈−1

)
∥𝑥1 − 𝑥0∥

= 𝑞𝑛
1 − 𝑞𝑘
1 − 𝑞 ∥𝑥1 − 𝑥0∥ ≤ 𝑞𝑛

1 − 𝑞 ∥𝑥1 − 𝑥0∥. (4.6)

Wegen 0 ≤ 𝑞 < 1 ist (𝑥𝑛) eine Cauchyfolge in einem Banachraum, konvergiert also, und
ihr Grenzwert liegt in 𝐴 da diese Menge abgeschlossen ist. Der Grenzwert ist eindeutig,
denn ist auch 𝑇𝑧 = 𝑧 hätten wir ∥𝑥 − 𝑧∥ = ∥𝑇𝑥 − 𝑇𝑧∥ ≤ 𝑞∥𝑥 − 𝑧∥, wegen 𝑞 < 1 also 𝑥 = 𝑧.
Die Fehlerabschätzung erhalten wir aus (4.6) durch 𝑘 → ∞. □

Betrachten wir nun das Anfangswertproblem

¤𝑥(𝑡) = 𝑓 (𝑡, 𝑥), 𝑥(𝑡0) = 𝑥0 (4.7)

mit 𝑓 ∈ 𝐶 (𝑈,R𝑛), 𝑈 ⊆ R𝑛+1 offen und (𝑡0, 𝑥0) ∈ 𝑈, wobei ¤𝑥 die Ableitung d𝑥/d𝑡
bezeichnet.

Beispiel 4.2.2.
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(i) Sei 𝑥 die Größe einer biologischen Population (z.B. die Anzahl von Bakterien in
einer Petrischale). Ihre Reproduktionsrate sei proportional zu dieser Größe, d.h.

¤𝑥 = 𝑘𝑥, 𝑘 > 0.

Mit einer Anfangsbedingung 𝑥(𝑡0) = 𝑥0 ist die Lösung davon 𝑥 = 𝑥0𝑒
𝑘 (𝑡−𝑡0) (expo-

nentielles Wachstum).
(ii) Hängt die Wachstumsrate von der Anzahl von Paaren von Individuen ab, erhalten

wir die Gleichung für explosives Wachstum:

¤𝑥 = 𝑘𝑥2.

Eine Lösung davon ist (für 𝑘 = 1)

𝑥(𝑡) = − 1
𝑡 − 𝐶 , 𝑡 < 𝐶

wobei eine Anfangsbedingung die Konstante𝐶 bestimmt. Die Population wächst für
kleine 𝑥 sehr langsam, wird in endlicher Zeit aber unendlich groß – sie ”explodiert.“

(iii) Kann die Umwelt nur eine gewisse Maximalpopulation 𝐾 ernähren, erhält man die
logistische Gleichung

d𝑥
d𝑡

= 𝑘𝑥

(
1 − 𝑥

𝐾

)
.

Für kleine 𝑥 wächst die Popoulation exponentiell, für 𝑥 nahe 𝐾 sind die Ressourcen
erschöpft und das Wachstum hört auf.

(iv) In einem Teich befinden sich 𝑥 Karpfen und 𝑦 Hechte. Ohne Hechte würde die
Karpfenpopulation exponentiall wachsen, d.h. ¤𝑥 = 𝑘𝑥. Da die Hechte aber Karpfen
vertilgen nehmen wir an, dass die Rate davon proportional zu beiden Anzahlen ist,
und erhalten ¤𝑥 = 𝑘𝑥 − 𝑎𝑥𝑦. Gibt es keine Karpfen, sterben die Hechte aus: ¤𝑦 = −𝑙𝑦,
ansonsten vermehren sie sich proportional zu beiden Anzahlen: ¤𝑥 = −𝑙𝑦+𝑏𝑥𝑦. Dies
ist das einfachste Räuber-Beute-System, das sogenannte Lotka-Voltera-Modell

¤𝑥 = 𝑘𝑥 − 𝑎𝑥𝑦,
¤𝑦 = −𝑙𝑦 + 𝑏𝑥𝑦.

(v) In vielen Fällen wirkt auf ein System, das sich nicht im Gleichgewicht befindet, eine
Kraft welche propertional zur Entfernung zum Gleichgewicht ist: ¥𝑥 = −𝑘𝑥, wobei
wir durch geeignete Skalierung der Einheiten 𝑘 = 1 wählen können. Dies lässt sich
als Differentialgleichungssystem 1. Ordnung schreiben:

¤𝑥1 = 𝑥2, ¤𝑥2 = −𝑥1.

Um das Anfangswertproblem (4.7) zu lösen, schreiben wir es durch Integration beider
Seiten in eine Integralgleichung um:

𝑥(𝑡) = (𝐾𝑥) (𝑡) := 𝑥0 +
∫ 𝑡

𝑡0

𝑓 (𝑠, 𝑥(𝑠)) d𝑠.

Dieses Integral ist komponentenweise zu verstehen, d.h. für eine vektorwertige Funktion
𝐹 mit Komponenten 𝐹1, . . . , 𝐹𝑛 setzen wir

∫
𝐹 = (

∫
𝐹1, . . . ,

∫
𝐹𝑛), und dafür gilt die
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Ungleichung


∫ 𝐹

 ≤

∫
∥𝐹∥: setzen wir 𝑣 =

∫
𝐹 ist die Behauptung für 𝑣 = 0 trivial; für

𝑣 ≠ 0 setzen wir 𝑒 = 𝑣/∥𝑣∥, dann ist

∥𝑣∥ = 𝑒 · 𝑣 = 𝑒 ·
∫

𝐹 =

∫
𝑒 · 𝐹 (𝑥) d𝑥 ≤

∫
∥𝐹 (𝑥) d𝑥∥

wobei wir die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung für 𝑒 · 𝐹 (𝑥) ≤ ∥𝑒∥ · ∥𝐹 (𝑥)∥ verwendet
haben. Lösungen des Anfangswertproblemes entsprechen also Fixpunkten von 𝐾 . Der
Einfachheit halber setzen wir 𝑡0 = 0 und betrachten nur den Fall 𝑡 ≥ 0.

Wir wählen𝑇, 𝛿 > 0 so klein, dass𝑉 := [0, 𝑇]×𝐵̄R𝑛

𝛿
(𝑥0) ⊆ 𝑈 liegt, was geht da (0, 𝑥0) ∈ 𝑈

und𝑈 offen ist. Da 𝑓 stetig und 𝑉 kompakt ist, existiert

𝑀 := max
(𝑡,𝑥)∈𝑉

∥ 𝑓 (𝑡, 𝑥)∥ < ∞.

Sei 𝑋 := 𝐶 ( [0, 𝑇0],R𝑛) mit der Supremumsnorm ∥𝑥∥ = sup𝑡∈[0,𝑇0] ∥𝑥(𝑡)∥ und 𝐶 :=
𝐵̄𝑋
𝛿
(𝑥0), dann gilt für 𝑥 ∈ 𝐶 und 𝑡 ∈ [0, 𝑇0]

∥𝐾 (𝑥) (𝑡) − 𝑥0∥ ≤
∫ 𝑡

0
∥ 𝑓 (𝑠, 𝑥(𝑠))∥ d𝑠 ≤ 𝑡𝑀 ≤ 𝛿, 𝑡 ∈ [0, 𝑇0]

falls

𝑇0 = min(𝑇, 𝛿
𝑀

)

gewählt wird, wir haben also eine Selbstabbildung 𝐾 : 𝐶 → 𝐶, wobei 𝐶 abgeschlossen
im Banachraum 𝑋 ist. Wir müssen nur noch zeigen, dass 𝐾 eine Kontraktion ist. Dazu
nehmen wir an dass 𝑓 lokal Lipschitzstetig in der zweiten Variablen ist, d.h. für jede
kompakte Menge 𝑉0 ⊆ 𝑈 (und insbesondere für 𝑉) gibt es ein 𝐿 ≥ 0 mit

∥ 𝑓 (𝑡, 𝑥) − 𝑓 (𝑡, 𝑦)∥ ≤ 𝐿∥𝑥 − 𝑦∥ ∀(𝑡, 𝑥), (𝑡, 𝑦) ∈ 𝑉0.

Dann gilt für 𝑡 ∈ [0, 𝑇0] und 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶

∥𝐾 (𝑥) (𝑡) − 𝐾 (𝑦) (𝑡)∥ ≤
∫ 𝑡

0
∥ 𝑓 (𝑠, 𝑥(𝑠)) − 𝑓 (𝑠, 𝑦(𝑠))∥ d𝑠

≤ 𝐿

∫ 𝑡

0
∥𝑥(𝑠) − 𝑦(𝑠)∥ d𝑠 ≤ 𝐿𝑇0 sup

0≤𝑠≤𝑇0

∥𝑥(𝑠) − 𝑦(𝑠)∥

oder kurz

∥𝐾𝑥 − 𝐾𝑦∥ ≤ 𝐿𝑇0 < ∥𝑥 − 𝑦∥, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶

falls wir auch noch 𝑇0 < 𝐿−1 wählen (diese Bedingung ließe sich durch den etwas
allgemeineren Fixpunktsatz von Weissinger vermeiden). Der Banach’sche Fixpunktsatz
lässt sich also anwenden. Analog kann man auf dem Intervall [𝑡0 − 𝑇, 𝑡0] vorgehen. Wir
haben also gezeigt:

Satz 4.2.3 (Satz von Picard-Lindelöf). Sei 𝑓 ∈ 𝐶 (𝑈,R𝑛), wobei 𝑈 ⊆ R𝑛+1 offen
ist, und (𝑡0, 𝑥0) ∈ 𝑈. Ist 𝑓 Lipschitz-stetig in der zweiten Variablen, dann gibt es eine
eindeutige Lösung 𝑥(𝑡) ∈ 𝐶1(𝐼) des Anfangswertproblemes

¤𝑥 = 𝑓 (𝑡, 𝑥), 𝑥(𝑡0) = 𝑥0, (𝑡0, 𝑥0) ∈ 𝑈

wobei 𝐼 ein Intervall um 𝑡0 ist.
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Dies ist nur der Anfang der Theorie der gewöhnlichen Differentialgleichungen; in wei-
terer Folge würde man z.B. das maximale Existenzintervall der Lösung, ihre Regula-
ritätseigenschaften (wie überträgt sich Differenzierbarkeit von 𝑓 auf die Lösung?), steti-
ge/differenzierbare Abhängigkeit von der Anfangsbedingung etc. studieren.
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4.3 Hilberträume
Was in normierten Räumen noch fehlt, ist ein inneres Produkt um Winkel bzw. Ortho-
gonalität zu messen. Dies führt zu Räumen mit innerem Produkt, welche die natürlichste
Erweiterung der Euklidischen Räume auf beliebige (unendliche) Dimensionen sind.

Definition 4.3.1. Ein inneres Produkt oder Skalarprodukt auf einem Vektorraum 𝑋

ist eine Abbildung 𝑋 × 𝑋 → K sodass für alle 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 und 𝛼 ∈ K folgendes gilt:
(i) ⟨𝑥 + 𝑦, 𝑧⟩ = ⟨𝑥, 𝑧⟩ + ⟨𝑦, 𝑧⟩

(ii) ⟨𝛼𝑥, 𝑦⟩ = 𝛼⟨𝑥, 𝑦⟩
(iii) ⟨𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝑦, 𝑥⟩
(iv) ⟨𝑥, 𝑥⟩ ≥ 0
(v) ⟨𝑥, 𝑥⟩ = 0 ⇐⇒ 𝑥 = 0.

Das Paar (𝑋, ⟨·, ·⟩) heißt Innenproduktraum oder Prähilbertraum. Für K = R spricht
man von einem euklidischen Raum, für K = C von einem unitären Raum.

Satz 4.3.2 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung). In einem Prähilbertraum 𝑋 gilt

|⟨𝑥, 𝑦⟩|2 ≤ ⟨𝑥, 𝑥⟩ · ⟨𝑦, 𝑦⟩ ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋

mit Gleichheit genau dann, wenn 𝑥 und 𝑦 linear abhängig sind.

Beweis. Ist 𝜆 ∈ K beliebig, so gilt

0 ≤ ⟨𝑥 + 𝜆𝑦, 𝑥 + 𝜆𝑦⟩
= ⟨𝑥, 𝑥⟩ + ⟨𝜆𝑦, 𝑥⟩ + ⟨𝑥, 𝜆𝑦⟩ + ⟨𝜆𝑦, 𝜆𝑦⟩
= ⟨𝑥, 𝑥⟩ + 𝜆⟨𝑥, 𝑦⟩ + 𝜆̄⟨𝑥, 𝑦⟩ + |𝜆 |2⟨𝑦, 𝑦⟩.

Für 𝑦 ≠ 0 setzt man nun 𝜆 = −⟨𝑥, 𝑦⟩/⟨𝑦, 𝑦⟩ und erhält

0 ≤ ⟨𝑥 − ⟨𝑥, 𝑦⟩
⟨𝑦, 𝑦⟩ , 𝑥 −

⟨𝑥, 𝑦⟩
⟨𝑦, 𝑦⟩ 𝑦⟩ = ⟨𝑥, 𝑥⟩ − |⟨𝑥, 𝑦⟩|2

⟨𝑦, 𝑦⟩ − |⟨𝑥, 𝑦⟩|2

⟨𝑦, 𝑦⟩ + |⟨𝑥, 𝑦⟩|2

⟨𝑦, 𝑦⟩

und damit die Behauptung; für 𝑦 = 0 ist sie trivial. Gleichheit gilt genau dann wenn
Gleichheit oben gilt, also für 𝑥 + 𝜆𝑦 = 0. □

Lemma 4.3.3. Ein inneres Produkt auf 𝑋 induziert eine Norm ∥𝑥∥ :=
√︁
⟨𝑥, 𝑥⟩ auf 𝑋 .

Beweis. Die Eigenschaften ∥𝑥∥ = 0 ⇐⇒ 𝑥 = 0 und ∥𝜆𝑥∥ = |𝜆 | ∥𝑥∥ ergeben sich sofort
aus der Definition. Die Dreiecksungleichung sehen wir aus

∥𝑥 + 𝑦∥2 = ⟨𝑥 + 𝑦, 𝑥 + 𝑦⟩ = ⟨𝑥, 𝑥⟩ + ⟨𝑥, 𝑦⟩ + ⟨𝑦, 𝑥⟩ + ⟨𝑦, 𝑦⟩
= ∥𝑥∥2 + 2 Re⟨𝑥, 𝑦⟩ + ∥𝑦∥2

≤ ∥𝑥∥2 + 2∥𝑥∥ ∥𝑦∥ + ∥𝑦∥2 = (∥𝑥∥ + ∥𝑦∥)2. □
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Wir bemerken sogleich die Parallelogrammgleichung

∥𝑥 + 𝑦∥2 + ∥𝑥 − 𝑦∥2 = 2(∥𝑥∥2 + ∥𝑦∥2), (4.8)

die man einfach direkt überprüfen kann. Es gilt sogar die Umkehrung: erfüllt eine Norm
die Parallelogrammgleichung, dann kommt sie von einem inneren Produkt.

Lemma 4.3.4. Das innere Produkt ist stetig, d.h. für 𝑥𝑛 → 𝑥 und 𝑦𝑛 → 𝑦 gilt ⟨𝑥𝑛, 𝑦𝑛⟩ →
⟨𝑥, 𝑦⟩.

Beweis. Das folgt sofort aus

|⟨𝑥𝑛, 𝑦𝑛⟩ − ⟨𝑥, 𝑦⟩| ≤ |⟨𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑦𝑛⟩| + |⟨𝑥, 𝑦𝑛 − 𝑦⟩| ≤ ∥𝑥𝑛 − 𝑥∥ ∥𝑦𝑛∥ + ∥𝑥∥ ∥𝑦𝑛 − 𝑦∥

wenn man berücksichtigt, dass die Folge (𝑦𝑛) wegen ihrer Konvergenz beschränkt ist. □

Definition 4.3.5. Ein Raum mit innerem Produkt, der bzgl. der induzierten Norm
vollständig ist, heißt Hilbertraum.

5. 6. 2026

Der Euklidische Raum R𝑛 mit innerem Produkt

⟨𝑥, 𝑦⟩ = 𝑥1𝑦1 + . . . + 𝑥𝑛𝑦𝑛

sowie der Raum C𝑛 mit innerem Produkt

⟨𝑥, 𝑦⟩ = 𝑥1𝑦1 + . . . + 𝑥𝑛𝑦𝑛

sind nach Beispiel 1.3.5 vollständig, also Hilberträume.

Im folgenden Abschnitt studieren wir die Räume ℓ𝑝 und 𝐿𝑝, die zu den grundlegendsten
Funktionenräumen der Analysis gehören.
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4.4 Die Räume ℓ𝑝 und 𝐿𝑝

Wir haben in Beispiel 4.1.1 die Räume ℓ𝑝 und 𝐿𝑝 für 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞ definiert. Diese sind
für 𝑝 = 2 die prototypischen Hilberträume, in der Praxis von herausragender Bedeutung,
und an ihnen lassen sich alle wesentlichen Elemente der Hilbertraumtheorie entwickeln,
weshalb wir sie nun etwas genauer studieren. Die Fälle 𝑝 = 1 und 𝑝 = ∞ sind ge-
nauso wichtig. Andere Werte von 𝑝 brauchen wir nicht direkt, jedoch kostet es keinen
zusätzlichen Aufwand, die Anfänge der Theorie gleich allgemein zu entwickeln.

Zur Erinnerung:

ℓ𝑝 =
{
𝑥 = (𝑥𝑛)𝑛 in K : ∥𝑥∥𝑝 =

( ∞∑︁
𝑛=1

|𝑥𝑛 |𝑝
)1/𝑝

< ∞
}

für 1 ≤ 𝑝 < ∞,

ℓ∞ =
{
𝑥 = (𝑥𝑛)𝑛 in K : ∥𝑥∥∞ = sup

𝑛∈N
|𝑥𝑛 | < ∞

}
.

Ist 1 ≤ 𝑝 < ∞ und 𝑞 so, dass

1
𝑝
+ 1
𝑞
= 1

gilt, wobei wir 1/∞ = 0 setzen, dann heißen 𝑝 und 𝑞 zueinander konjugierte Exponenten.

Dass ℓ𝑝 ein Vektorraum ist, ist klar, bis auf die Eigenschaft, dass die Summe von zwei
Folgen in ℓ𝑝 wieder in ℓ𝑝 liegt. Dies kann man zwar direkt zeigen, für 1 ≤ 𝑝 < ∞ z.B. so:∑︁

𝑛

|𝑥𝑛 + 𝑦𝑛 |𝑝 ≤
∑︁
𝑛

( |𝑥𝑛 | + |𝑦𝑛 |)𝑝 ≤
∑︁
𝑛

(2 max( |𝑥𝑛 |, |𝑦𝑛 |))𝑝 ≤ 2𝑝
∑︁
𝑛

max( |𝑥𝑛 |𝑝, |𝑦𝑛 |𝑝)

≤ 2𝑝
∑︁
𝑛

( |𝑥𝑛 |𝑝 + |𝑦𝑛 |𝑝) ≤ 2𝑝 (
∑︁
𝑛

|𝑥𝑛 |𝑝 +
∑︁
𝑛

|𝑦𝑛 |𝑝),

es folgt aber auch aus der Minkowski-Ungleichung weiter unten, die selbst eine Folgerung
der Hölderschen Ungleichung ist:

Satz 4.4.1 (Höldersche Ungleichung für Folgen). Sei 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞ und 1/𝑝+1/𝑞 = 1.
Dann gilt

∥𝑥𝑦∥1 ≤ ∥𝑥∥𝑝 ∥𝑦∥𝑞 ∀𝑥 ∈ ℓ𝑝, 𝑦 ∈ ℓ𝑞 .

Beweis. Für 𝑝 = 1 und 𝑞 = ∞ ist die Behauptung trivial, denn man zieht das Supremum
aller |𝑦𝑛 | einfach aus der Summe; ebenso für 𝑝 = ∞ und 𝑞 = 1.

Für 1 < 𝑝 < ∞ verwenden wir folgende Ungleichung für 0 < 𝑟 < 1:

∀𝜎, 𝜏 ≥ 0 : 𝜎𝑟𝜏1−𝑟 ≤ 𝑟𝜎 + (1 − 𝑟)𝜏. (4.9)

Dies ist die gewichtete Ungleichung zwischen arithmetischem und geometrischem Mit-
tel (für 𝑟 = 1/2 die übliche). Für 𝜎 = 0 oder 𝜏 = 0 ist sie trivial, und sonst durch
Logarithmierung äquivalent zu

𝑟 log𝜎 + (1 − 𝑟) log 𝜏 ≤ log(𝑟𝜎 + (1 − 𝑟)𝜏),
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was genau die Konkavität des Logarithmus bedeutet, die man aus (log 𝑥)′′ = −𝑥−2 < 0
sieht.

Wir setzen nun 𝑟 = 1/𝑝, damit ist 1 − 𝑟 = 1/𝑞. Wir nehmen an, dass 𝐴 = ∥𝑥∥𝑝𝑝 und
𝐵 = ∥𝑦∥𝑞𝑞 beide positiv sind, da sonst wegen 𝑥 = 0 oder 𝑦 = 0 die Ungleichung trivial ist.
Mit

𝜎 =
|𝑥𝑛 |𝑝

𝐴
, 𝜏 =

|𝑦𝑛 |𝑞

𝐵

ist dann unter Verwendung von (4.9)

|𝑥𝑛 |
𝐴1/𝑝

|𝑦𝑛 |
𝐵1/𝑞 ≤ 1

𝑝

|𝑥𝑛 |𝑝

𝐴
+ 1
𝑞

|𝑦𝑛 |𝑞

𝐵

und summiert man diese Ungleichung über 𝑛 erhält man∑︁
𝑛

|𝑥𝑛 |
𝐴1/𝑝

|𝑦𝑛 |
𝐵1/𝑞 ≤

∑︁
𝑛

1
𝑝

|𝑥𝑛 |𝑝

𝐴
+

∑︁
𝑛

1
𝑞

|𝑦𝑛 |𝑞

𝐵
= 1,

also

∥𝑥𝑦∥1 ≤ 𝐴1/𝑝𝐵1/𝑞 = ∥𝑥∥𝑝 ∥𝑦∥𝑞 . □

Folgerung 4.4.2 (Minkowski-Ungleichung für Folgen). Für 𝑥, 𝑦 ∈ ℓ𝑝 gilt ∥𝑥 + 𝑦∥𝑝 ≤
∥𝑥∥𝑝 + ∥𝑦∥𝑝 (1 ≤ 𝑝 ≤ ∞).

Beweis. Für 𝑝 = 1 und 𝑝 = ∞ folgt die Behauptung aus der Dreiecksungleichung für
reelle Zahlen.

Für 1 < 𝑝 < ∞ zeigen wir die äquivalente Behauptung

∥𝑥 + 𝑦∥𝑝𝑝 ≤
(
∥𝑥∥𝑝 + ∥𝑦∥𝑝

)
∥𝑥 + 𝑦∥𝑝−1

𝑝 .

Es ist, wieder mit 1/𝑝 + 1/𝑞 = 1,

∥𝑥 + 𝑦∥𝑝𝑝 =
∞∑︁
𝑛=1

|𝑥𝑛 + 𝑦𝑛 |𝑝

≤
∞∑︁
𝑛=1

|𝑥𝑛 | |𝑥𝑛 + 𝑦𝑛 |𝑝−1 +
∞∑︁
𝑛=1

|𝑦𝑛 | |𝑥𝑛 + 𝑦𝑛 |𝑝−1

≤
(
∥𝑥∥𝑝 + ∥𝑦∥𝑝

) (∑︁
𝑛

|𝑥𝑛 + 𝑦𝑛 | (𝑝−1)𝑞
)1/𝑞

(mit Hölder)

=

(
∥𝑥∥𝑝 + ∥𝑦∥𝑝

)
∥𝑥 + 𝑦∥𝑝−1

𝑝 ,

da (𝑝 − 1)𝑞 = 𝑝 und 1/𝑞 = (𝑝 − 1)/𝑝 ist. □

Die Eigenschaften ∥𝜆𝑥∥𝑝 = |𝜆 | ∥𝑥∥𝑝 und ∥𝑥∥𝑝 = 0 ⇐⇒ 𝑥 = 0 sind klar, also ist ℓ𝑝 ein
normierter Raum für 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞.
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Satz 4.4.3. ℓ𝑝 (1 ≤ 𝑝 ≤ ∞) ist vollständig.

Beweis. Analog zu Satz 4.1.2 und Satz 4.1.8 → Übung! □

Folgerung 4.4.4. ℓ2 mit dem inneren Produkt

⟨𝑥, 𝑦⟩ =
∞∑︁
𝑗=1
𝑥 𝑗 𝑦̄ 𝑗

ist ein Hilbertraum.

Wir widmen uns nun Räumen integrierbarer Funktionen. Dazu setzen wir

L1(R) := (𝐿 (R), ∥·∥1), ∥ 𝑓 ∥1 :=
∫

| 𝑓 (𝑥) | d𝑥.

Das ist kein normierter Raum, denn ∥ 𝑓 ∥1 = 0 bedeutet 𝑓 = 0 fast überall, aber eben nicht
unbedingt überall – damit ist ∥ 𝑓 ∥1 nur eine sogenannte Halbnorm. Um daraus eine Norm
zu erhalten, identifizieren wir Funktionen, die fast überall gleich sind, und setzen

[ 𝑓 ] := {𝑔 ∈ L1(R) | 𝑔 = 𝑓 fast überall}.
Wir sehen also [ 𝑓 ] als ein einziges Element an. Somit setzen wir

𝐿1(R) := {[ 𝑓 ] | 𝑓 ∈ L1(R)}, ∥ [ 𝑓 ] ∥1 := ∥ 𝑓 ∥1

und erhalten einen normierten Raum. Man unterscheidet in der Praxis nicht wirklich
zwischen L1 und 𝐿1, muss aber ”=“ gegebenenfalls als ”= fast überall“ lesen und damit
leben, dass man Elemente von 𝐿1(R) zwar integrieren, aber im Allgemeinen nicht in
einem Punkt auswerten kann. Analog setzt man

L𝑝 (R) := { 𝑓 : R → K | 𝑓 messbar, | 𝑓 |𝑝 ∈ 𝐿 (R)}
und

𝐿𝑝 (R) := {[ 𝑓 ] | 𝑓 ∈ L𝑝 (R)}, ∥ [ 𝑓 ] ∥𝑝 :=
(∫

| 𝑓 |𝑝
)1/𝑝

sowie

L∞(R) := { 𝑓 : R → K | 𝑓 messbar, ∃𝐶 > 0 : | 𝑓 (𝑥) | ≤ 𝐶 f. ü.}
und

𝐿∞(R) := {[ 𝑓 ] | 𝑓 ∈ L∞(R)}, ∥ [ 𝑓 ] ∥∞ := inf{𝐶 > 0 : | 𝑓 (𝑥) | ≤ 𝐶 f. ü.}
𝐿𝑝 (R) ist ein normierter Raum und die Norm von 𝐿2(R) kommt vom inneren Produkt

⟨ 𝑓 , 𝑔⟩ :=
∫

𝑓 (𝑥)𝑔(𝑥) d𝑥.

Diese Räume kann man genauso auf R𝑛, 𝑛 > 1 definieren.

Etwas rigoroser ausgedrückt sind die 𝐿𝑝-Räume Quotientenräume, d.h. (siehe Übung)

𝐿𝑝 (R𝑛) = L𝑝 (R𝑛)/𝑁
mit 𝑁 = { 𝑓 : R𝑛 → C messbar | 𝑓 = 0 fast überall} ⊆ L𝑝 (R𝑛).

Auch hier gelten die folgenden Ungleichungen:
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Satz 4.4.5 (Höldersche Ungleichung). Sei 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞ mit 1/𝑝 + 1/𝑞 = 1. Für
𝑓 ∈ L𝑝 (R) und 𝑔 ∈ L𝑞 (R) gilt dann 𝑓 𝑔 ∈ L1(R) und ∥ 𝑓 𝑔∥1 ≤ ∥ 𝑓 ∥𝑝 ∥𝑔∥𝑞.

Der Beweis verläuft wie der von Satz 4.4.1, nur mit dem Integral statt der Summation.
Ebenso wie Folgerung 4.4.2 beweist man:

Satz 4.4.6 (Minkowski-Ungleichung). Für 𝑓 , 𝑔 ∈ L𝑝 (R) mit 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞ gilt
∥ 𝑓 + 𝑔∥𝑝 ≤ ∥ 𝑓 ∥𝑝 + ∥𝑔∥𝑝.

Wir kümmern uns nun noch um die Vollständigkeit dieser Räume. Dazu brauchen wir ein Hilfsre-
sultat.

Für Folgen (𝑎𝑛)𝑛 in K gilt bekannterweise∑︁
|𝑎𝑛 | < ∞ =⇒

∑︁
𝑎𝑛 konvergiert,

d.h. aus absoluter Konvergenz folgt die Konvergenz. Dies gilt analog in jedem Banachraum 𝑋 ,
denn setzt man für 𝑎𝑛 ∈ 𝑋 𝑠𝑛 = 𝑎1 + . . . + 𝑎𝑛 und 𝑆𝑛 = ∥𝑎1∥ + . . . + ∥𝑎𝑛∥ und weiß man 𝑆𝑛 → 𝑆,
so folgt für 𝑛 > 𝑚

∥𝑠𝑛 − 𝑠𝑚∥ = ∥𝑎𝑛 + . . . + 𝑎𝑚+1∥ ≤ ∥𝑎𝑛∥ + . . . + ∥𝑎𝑚+1∥ = |𝑆𝑛 − 𝑆𝑚 |,

also ist mit (𝑆𝑛) auch (𝑠𝑛) eine Cauchyfolge und konvergiert. Diese Eigenschaft charakterisiert
Banachräume:

Lemma 4.4.7. Ist für jede Folge in einem normierten Raum 𝑋 , für welche die Reihe
∑ ∥𝑥𝑛∥

konvergiert, auch die Reihe
∑
𝑥𝑛 konvergent, dann ist 𝑋 vollständig.

Beweis. → Übung! □

Damit zeigen wir:

Satz 4.4.8. 𝐿𝑝 (R) (1 ≤ 𝑝 ≤ ∞) ist vollständig.

Beweis. Wir beweisen nur den Fall 𝑝 = 1; für 1 < 𝑝 < ∞ verläuft der Beweis analog, für 𝑝 = ∞
etwas anders.

Um Lemma 4.4.7 anwenden zu können, nehmen wir an, eine gegebene Folge ( 𝑓𝑛)𝑛 in 𝐿1(R) erfülle∑ ∥ 𝑓𝑛∥1 < ∞, und zeigen, dass
∑
𝑓𝑛 in 𝐿1(R) konvergiert.

1. Schritt: Setzen wir 𝑔𝑛 :=
∑𝑛

𝑘=1 | 𝑓𝑘 |, dann ist
∫
𝑔𝑛 ≤ 𝐾 :=

∑∞
𝑘=1

∫
| 𝑓𝑘 | =

∑∞
𝑘=1 ∥ 𝑓𝑘 ∥1 < ∞,

also ist nach dem Satz von der monotonen Konvergenz
∑∞

𝑘=1 | 𝑓𝑘 | fast überall konvergent und
integrierbar mit

∫ ∑ | 𝑓𝑘 | =
∑∫

| 𝑓𝑘 |.

2. Schritt: Mit ℎ𝑛 :=
∑𝑛

𝑘=1 𝑓𝑘 ist

|ℎ𝑛 | ≤
𝑛∑︁

𝑘=1
| 𝑓𝑘 | ≤

∞∑︁
𝑘=1

| 𝑓𝑘 | < ∞ fast überall,
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da
∑∞

𝑘=1 | 𝑓𝑘 | nach dem 1. Schritt integrierbar ist. Da eine absolut konvergente Reihe konvergiert,
konvergiert auch

∑
𝑓𝑘 fast überall gegen eine Funktion 𝑓 , und nach dem Satz von der majorisierten

Konvergenz ist
∑∞

𝑘=1 𝑓𝑘 integrierbar (mit
∫ ∑

𝑓𝑘 =
∑∫

𝑓𝑘).

3. Schritt: Wir sehen wie im ersten Schritt∫ ����� 𝑓 − 𝑛∑︁
𝑘=1

𝑓𝑘

����� ≤ ∫ ∞∑︁
𝑘=𝑛+1

| 𝑓𝑘 | =
∞∑︁

𝑘=𝑛+1

∫
| 𝑓𝑘 | → 0, 𝑛→ ∞,

d.h.
∑
𝑓𝑛 konvergiert in 𝐿1(R) gegen 𝑓 . □

Bemerkung 4.4.9. 𝐿1 enthält integrierbare Funktionen und beschreibt Größen mit endli-
cher Gesamtmenge, z.B. eine Massendichte oder Ladungsdichte, oder auch Wahrschein-
lichkeitsdichten. 𝐿2 ist grundlegend für die Quantenmechanik; die physikalische Energie
eines Systems wird oft in 𝐿2 beschrieben. 𝐿∞ wiederum enthält beschränkte Größen,
etwas eine Temperaturverteilung oder ein Geschwindigkeitsfeld. Die ℓ𝑝-Räume sind die
diskrete Version davon.

4.5 Orthogonalität

Definition 4.5.1. Sei 𝑋 ein Prähilbertraum.
▶ Zwei Elemente 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 heißen orthogonal zueinander, wenn

⟨𝑥, 𝑦⟩ = 0

gilt; wir schreiben dafür 𝑥 ⊥ 𝑦.
▶ Zwei Teilmengen 𝐴, 𝐵 ⊆ 𝑋 heißen orthogonal, wenn 𝑥 ⊥ 𝑦 für alle 𝑥 ∈ 𝐴 und
𝑦 ∈ 𝐵 gilt.

▶ Die Menge 𝐴⊥ := {𝑦 ∈ 𝑋 | 𝑥 ⊥ 𝑦 ∀𝑥 ∈ 𝐴} heißt orthogonales Komplement von
𝐴.

Wir halten ein paar einfache, aber wichtige Eigenschaften des orthogonalen Komplementes
fest. Dabei bezeichnen wir für eine Teilmenge 𝐴 ⊆ 𝑋 ihre lineare Hülle mit span 𝐴.

Lemma 4.5.2. Für eine Teilmenge 𝐴 ⊆ 𝑋 eines Prähilbertraumes 𝑋 gilt:

(i) 𝑥 ⊥ 𝑦 =⇒ ∥𝑥∥2 + ∥𝑦∥2 = ∥𝑥 + 𝑦∥2 (Satz des Pythagoras) .
(ii) 𝐴⊥ ist abgeschlossener Unterraum von 𝑋 .

(iii) 𝐴 ⊆ (𝐴⊥)⊥.
(iv) 𝐴⊥ = 𝐴̄⊥ = (span𝐴)⊥.
(v) {0}⊥ = 𝑋 und 𝑋⊥ = {0}.

Beweis. (i) erhält man direkt aus der Definition durch Einsetzen.

(ii) Nach Lemma 1.2.6 (viii) und Satz 1.3.6 müssen wir für die Abgeschlossenheit zeigen,
dass für jede konvergente Folge (𝑥𝑛)𝑛 in 𝐴⊥ auch der Grenzwert 𝑥 = lim𝑛→∞ 𝑥𝑛 in
𝐴⊥ liegt. Für alle 𝑦 ∈ 𝐴 gilt wegen der Stetigkeit des Skalarproduktes aber ⟨𝑥, 𝑦⟩ =

⟨lim𝑛→∞ 𝑥𝑛, 𝑦⟩ = lim𝑛→∞⟨𝑥𝑛, 𝑦⟩ = 0, also ist 𝑥 ∈ 𝐴⊥. Sind 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴⊥ und 𝛼, 𝛽 ∈ K, dann
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gilt für alle 𝑧 ∈ 𝐴 auch ⟨𝛼𝑥 + 𝛽𝑦, 𝑧⟩ = 𝛼⟨𝑥, 𝑧⟩ + 𝛽⟨𝑦, 𝑧⟩ = 0, d.h. 𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 ∈ 𝐴⊥, und 𝐴⊥
ist linearer Unterraum.

(iii) ist klar aus der Definition.

(iv) Die Inklusionen (span𝐴)⊥ ⊆ 𝐴̄⊥ ⊆ 𝐴⊥ sind trivial, denn es gilt 𝐴 ⊆ 𝐴̄ ⊆ span𝐴.

Ist umgekehrt 𝑥 ∈ 𝐴⊥ und 𝑦 ∈ span𝐴, dann gibt es 𝑦𝑛 ∈ span 𝐴 mit 𝑦𝑛 → 𝑦 und

⟨𝑥, 𝑦⟩ = lim
𝑛→∞

⟨𝑥, 𝑦𝑛⟩ = 0

für alle solchen 𝑦, also ist 𝑥 ∈ (span𝐴)⊥.

(v) Es ist 𝑥 ⊥ 0 für alle 𝑥 ∈ 𝑋; gilt andererseits 𝑥 ⊥ 𝑋 dann auch 𝑥 ⊥ 𝑥 und somit
⟨𝑥, 𝑥⟩ = ∥𝑥∥2 = 0, d.h. 𝑥 = 0. □

Wir haben in Definition 2.9.5 den Abstand eines Elementes 𝑥 ∈ 𝑋 zu einer nichtleeren
Menge 𝐴 ⊆ 𝑋 als

dist(𝑥, 𝐴) = inf
𝑦∈𝐴

∥𝑥 − 𝑦∥

definiert. Ob es ein 𝑦 ∈ 𝐴 gibt, das diesen Abstand realisiert, d.h. für welches dist(𝑥, 𝐴) =
∥𝑥 − 𝑦∥ gilt, und wie man diese Bestapproximation 𝑦 gegebenenfalls findet, ist von fun-
damentaler Bedeutung und untersuchen wir im Folgenden genauer. Als Motivation halte
man sich vor Augen, dass man in vielen Situationen Elemente 𝑥 eines Funktionenraumes
𝑋 durch Elemente 𝑦 eines Unterraumes 𝐴, die in irgendeiner Form einfacher zu handhaben
sind, approximieren will, und zwar möglichst gut, d.h. mit möglichst kleinem Abstand
∥𝑥 − 𝑦∥.

Damit die Bestapproximation eindeutig ist, muss man sich auf konvexe Mengen be-
schränken:

Definition 4.5.3. Sei 𝑋 ein Vektorraum. Eine Teilmenge 𝑀 ⊆ 𝑋 heißt konvex, wenn
sie mit zwei Punkten 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀 auch die Verbindungsstrecke {𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑦 | 𝑡 ∈ [0, 1]}
enthält.1

8. 6. 2026

Für die Existenz der Bestapproximation genügt die Vollständigkeit der Teilmenge:

Satz 4.5.4. Ist 𝑋 ein Prähilbertraum und 𝑀 ≠ ∅ eine vollständige, konvexe Teil-
menge, dann gibt es für jedes 𝑥 ∈ 𝑋 ein eindeutiges 𝑦 ∈ 𝑀 mit ∥𝑥 − 𝑦∥ = dist(𝑥, 𝑀).

Beweis. Zur Existenz: nach Definition der Distanz dist(𝑥, 𝑀) als Infimum gibt es eine
Folge (𝑦𝑛)𝑛 in 𝑀 mit 𝛿𝑛 → 𝛿, wobei wir 𝛿𝑛 := ∥𝑥 − 𝑦𝑛∥ und 𝛿 := inf 𝑦̃∈𝑀 ∥𝑥 − 𝑦̃∥ setzen.
Um zu zeigen, dass (𝑦𝑛)𝑛 eine Cauchyfolge ist, setzen wir 𝑣𝑛 := 𝑦𝑛−𝑥. Dann ist ∥𝑣𝑛∥ = 𝛿𝑛
und, da 𝑀 konvex ist und damit (𝑦𝑛 + 𝑦𝑚)/2 in 𝑀 liegt,

∥𝑣𝑛 + 𝑣𝑚 ∥ = ∥𝑦𝑛 + 𝑦𝑚 − 2𝑥∥ = 2



 𝑦𝑛 + 𝑦𝑚2

− 𝑥



 ≥ 2𝛿.

1Der Begriff einer ”konkaven Menge“ ist nicht üblich.
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Außerdem ist nach der Parallelogrammgleichung (4.8)

∥𝑦𝑛 − 𝑦𝑚 ∥2 = ∥𝑣𝑛 − 𝑣𝑚 ∥2 = −∥𝑣𝑛 + 𝑣𝑚 ∥2 + 2(∥𝑣𝑛∥2 + ∥𝑣𝑚 ∥2) ≤ −(2𝛿)2 + 2(𝛿2
𝑛 + 𝛿2

𝑚).

Da 𝛿𝑛 → 𝛿 konvergiert, ist (𝑦𝑛)𝑛 eine Cauchyfolge, konvergiert also gegen ein Element
𝑦 ∈ 𝑀 . Nach Definition von 𝛿 ist einerseits ∥𝑥 − 𝑦∥ ≥ 𝛿, andererseits gilt

∥𝑥 − 𝑦∥ ≤ ∥𝑥 − 𝑦𝑛∥ + ∥𝑦𝑛 − 𝑦∥ = 𝛿𝑛 + ∥𝑦𝑛 − 𝑦∥ → 𝛿,

was ∥𝑥 − 𝑦∥ = 𝛿 bedeutet.

Zur Eindeutigkeit: angenommen für 𝑦, 𝑦0 ∈ 𝑀 gälte

∥𝑥 − 𝑦∥ = ∥𝑥 − 𝑦0∥ = 𝛿.

Nach der Parallelogrammgleichung ist

∥𝑦 − 𝑦0∥2 = ∥(𝑦 − 𝑥) − (𝑦0 − 𝑥)∥2

= 2∥𝑦 − 𝑥∥2 + 2∥𝑦0 − 𝑥∥2 − ∥(𝑦 − 𝑥) + (𝑦0 − 𝑥)∥2

= 2𝛿2 + 2𝛿2 − 4



 𝑦 + 𝑦0

2
− 𝑥




2

≤ 2𝛿2 + 2𝛿2 − 4𝛿2 = 0,

woraus 𝑦0 = 𝑦 folgt. □

Ist die konvexe Menge 𝑀 in Satz 4.5.4 ein vollständiger linearer Teilraum, kann man mehr
sagen:

Satz 4.5.5. Sei (𝑋, ⟨·, ·⟩) ein Prähilbertraum, 𝑌 ⊆ 𝑋 ein vollständiger linearer
Teilraum und 𝑥 ∈ 𝑋 . Für 𝑦 ∈ 𝑌 gilt dann:

∥𝑥 − 𝑦∥ = dist(𝑥,𝑌 ) ⇐⇒ 𝑥 − 𝑦 ⊥ 𝑌 .

Beweis. Sei zuerst 𝑦 ∈ 𝑌 mit ∥𝑥 − 𝑦∥ = dist(𝑥,𝑌 ). Für jedes 𝑧 ∈ 𝑌 gilt wegen 𝑦 + 𝑧 ∈ 𝑌

∥𝑥 − 𝑦∥2 ≤ ∥𝑥 − (𝑦 + 𝑧)∥2 = ∥(𝑥 − 𝑦) − 𝑧∥2 = ∥𝑥 − 𝑦∥2 − 2 Re⟨𝑥 − 𝑦, 𝑧⟩ + ∥𝑧∥2

=⇒ 2 Re⟨𝑥 − 𝑦, 𝑧⟩ ≤ ∥𝑧∥2 (ohne Re falls K = R).
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Schreiben wir ⟨𝑥 − 𝑦, 𝑧⟩ = 𝑟𝑒𝑖𝜃 mit 𝑟 ≥ 0 und 𝜃 ∈ [0, 2𝜋) und ersetzen 𝑧 durch 𝑡𝑒𝑖𝜃𝑧 mit
𝑡 > 0 (bzw. ±𝑟 falls K = R), so folgt

2 Re⟨𝑥 − 𝑦, 𝑡𝑒𝑖𝜃𝑧⟩ = 2𝑡𝑟 ≤ 𝑡2∥𝑧∥2 bzw. 2⟨𝑥 − 𝑦,±𝑡𝑧⟩.

Division durch 𝑡 und Grenzübergang 𝑡 → 0 ergibt 𝑟 = 0 und damit 𝑥 − 𝑦 ⊥ 𝑧. Da 𝑧 ∈ 𝑌
beliebig war, ist 𝑥 − 𝑦 ⊥ 𝑌 .

Sei umgekehrt 𝑦 ∈ 𝑌 mit 𝑥 − 𝑦 ⊥ 𝑌 . Für jedes 𝑧 ∈ 𝑌 ist 𝑥 − 𝑦 ⊥ 𝑦 − 𝑧,

∥𝑥 − 𝑧∥2 = ∥(𝑥 − 𝑦) + (𝑦 − 𝑧)∥2 = ∥𝑥 − 𝑦∥2 + ∥𝑦 − 𝑧∥2 ≥ ∥𝑥 − 𝑦∥2

und somit ∥𝑥 − 𝑦∥ = dist(𝑥,𝑌 ). □

Die Zuordnung 𝑥 ↦→ 𝑦 von Satz 4.5.4 definiert eine Funktion 𝑃 : 𝑋 → 𝑌 mit folgenden
Eigenschaften:

Satz 4.5.6. Sei 𝑌 vollständiger linearer Teilraum eines Prähilbertraumes 𝑋 , 𝑥 ∈ 𝑋
und 𝑃𝑥 der eindeutige Vektor in 𝑌 mit 𝑥 − 𝑃𝑥 ⊥ 𝑌 . Dann gilt:

(i) 𝑃 ist ein linearer Operator auf 𝑋 .
(ii) ∥𝑃𝑥∥ ≤ ∥𝑥∥ (d.h. 𝑃 ist beschränkt mit ∥𝑃∥ ≤ 1).

(iii) 𝑃 ◦ 𝑃 = 𝑃 (d.h. 𝑃 ist idempotent).
(iv) Kern 𝑃 = 𝑌⊥ und Bild 𝑃 = 𝑌 .

Für 𝑌 ≠ {0} ist ∥𝑃∥ = 1.

Beweis. (i) Sind 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑋 und 𝛼1, 𝛼2 ∈ K, so gilt für alle 𝑦 ∈ 𝑌

⟨(𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2) − (𝛼1𝑃𝑥1 + 𝛼2𝑃𝑥2), 𝑦⟩ = 𝛼1⟨𝑥1 − 𝑃𝑥1, 𝑦⟩ + 𝛼2⟨𝑥2 − 𝑃𝑥2, 𝑦⟩ = 0.

Nach Satz 4.5.5 ist 𝑃(𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2) = 𝛼1𝑃𝑥1 + 𝛼2𝑃𝑥2.

(ii) Für 𝑥 ∈ 𝑋 gilt 𝑥 = (𝑥 − 𝑃𝑥) + 𝑃𝑥 mit 𝑃𝑥 ∈ 𝑌 und 𝑥 − 𝑃𝑥 ∈ 𝑌⊥, also ∥𝑥∥2 =

∥𝑥 − 𝑃𝑥∥2 + ∥𝑃𝑥∥2 ≥ ∥𝑃𝑥∥2.

(iii) Für 𝑦 ∈ 𝑌 ist 𝑃𝑦 = 𝑦. Für 𝑥 ∈ 𝑋 ist 𝑃𝑥 ∈ 𝑌 , also 𝑃2𝑥 = 𝑃(𝑃𝑥) = 𝑃𝑥.

(iv) Ist 𝑃𝑥 = 0 dann ist 𝑥 = 𝑥 − 𝑃𝑥 ∈ 𝑌⊥. Ist umgekehrt 𝑥 ∈ 𝑌⊥, dann ist 0 der eindeutige
Vektor in 𝑌 mit 𝑥 − 0 = 𝑥 ⊥ 𝑌 , also ist 𝑃𝑥 = 0. Bild 𝑃 = 𝑌 ist klar. □

Definition 4.5.7. Ist 𝑌 ein vollständiger linearer Teilraum von 𝑋 und 𝑃 die lineare
Abbildung aus Satz 4.5.6, dann heißt 𝑃 Orthogonalprojektion von 𝑋 auf 𝑌 .

Gelegentlich (oder wenn man Orthogonalprojektionen auf verschiedene Unterräume be-
trachtet) schreibt man 𝑃𝑌 statt 𝑃. Für 𝑥 ∈ 𝑋 gilt

𝑥 − (Id−𝑃𝑌 )𝑥 = 𝑃𝑌𝑥 ∈ 𝑌 ⊆ (𝑌⊥)⊥,

oder anders gesagt:
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𝑥

𝑃(𝑥)

Die Orthogonalprojektion 𝑃(𝑥) von 𝑥 = (−1, 3) auf den Unterraum span(1, 2) von R2.

Folgerung 4.5.8. Ist 𝑌⊥ vollständig, dann ist Id−𝑃𝑌 die Orthogonalprojektion von 𝑋 auf
𝑌⊥.

Die Orthogonalprojektion zerlegt einen Hilbertraum in folgendem Sinne:

Definition 4.5.9. Ein Vektorraum 𝑋 heißt direkte Summe zweier Teilräume 𝑌, 𝑍 ,
wenn jeder Vektor 𝑥 ∈ 𝑋 eine eindeutige Darstellung

𝑥 = 𝑦 + 𝑧 mit 𝑦 ∈ 𝑌, 𝑧 ∈ 𝑍 (4.10)

hat. Wir schreiben dann 𝑋 = 𝑌 ⊕ 𝑍 . 𝑍 heißt algebraisches Komplement von 𝑌 und
umgekehrt; 𝑌 und 𝑍 heißen zueinander komplementär.

Folgerung 4.5.10. Ist 𝑌 vollständiger linearer Teilraum eines Prähilbertraumes 𝐻, dann
ist

𝐻 = 𝑌 ⊕ 𝑌⊥.

Insbesondere gilt dies, wenn 𝐻 ein Hilbertraum und 𝑌 ein abgeschlossener Teilraum
davon ist. Ein Spezialfall sind endlichdimensionale Teilräume, denn diese sind immer
abgeschlossen.

Lemma 4.5.11. Ist 𝐻 ein Hilbertraum und𝑈 ⊆ 𝐻 ein Teilraum, dann gilt

𝑈̄ = (𝑈⊥)⊥.

Beweis. Wir verwenden, dass𝑈⊥ = 𝑈̄⊥ gilt (Lemma 4.5.2 (iv)). Die Inklusion𝑈 ⊆ (𝑈⊥)⊥
ist klar. Ist umgekehrt 𝑥 ∈ (𝑈⊥)⊥, können wir 𝑥 als 𝑥 = 𝑥0 + 𝑦0 mit 𝑥0 ∈ 𝑈̄ und
𝑦0 ∈ (𝑈̄)⊥ = 𝑈⊥ schreiben, und aus

0 = ⟨𝑥, 𝑦0⟩ = ⟨𝑥0, 𝑦0⟩ + ⟨𝑦0, 𝑦0⟩ = ∥𝑦0∥2

folgt 𝑦0 = 0, also 𝑥 = 𝑥0 ∈ 𝑈̄. □
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4.6 Orthonormale Mengen und Folgen
Sei 𝐻 ab nun ein Hilbertraum; einige der folgenden Ergebnisse gelten auch in Prähilbert-
räumen, aber in dieser Allgemeinheit brauchen wir sie nicht.

Definition 4.6.1.
▶ Eine Teilmenge 𝑆 ⊆ 𝐻 heißt Orthonormalsystem, wenn ∥𝑥∥ = 1 für alle 𝑥 ∈ 𝑆

und ⟨𝑥, 𝑦⟩ = 0 für 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆, 𝑥 ≠ 𝑦 gilt.
▶ Ein Orthonormalsystem 𝑆 heißt Orthonormalbasis, falls

𝑆 ⊆ 𝑇, 𝑇 Orthonormalsystem =⇒ 𝑇 = 𝑆,

d.h. wenn 𝑆 in keinem echt größeren Orthonormalsystem enthalten ist.
▶ Ein Orthonormalsystem, das eine Orthonormalbasis bildet, heißt auch vollständig.

Falls 𝑌 endlichdimensional ist, lässt sich die Bestapproximation von Satz 4.5.5 einfach
berechnen.

Satz 4.6.2. Sei {𝑢1, . . . , 𝑢𝑛} ein Orthonormalsystem in 𝐻 und 𝑃 die Projektion auf
den Teilraum 𝑌 = span{𝑢1, . . . , 𝑢𝑛}. Dann ist

𝑃𝑥 =

𝑛∑︁
𝑖=1

⟨𝑥, 𝑢𝑖⟩𝑢𝑖 ∀𝑥 ∈ 𝐻. (4.11)

Beweis. Sei 𝑥0 :=
∑𝑛
𝑖=1⟨𝑥, 𝑢𝑖⟩𝑢𝑖. Dann ist

⟨𝑥 −
𝑛∑︁
𝑖=1

⟨𝑥, 𝑢𝑖⟩𝑢𝑖, 𝑢 𝑗 ⟩ = ⟨𝑥, 𝑢 𝑗 ⟩ −
𝑛∑︁
𝑖=1

⟨𝑥, 𝑢𝑖⟩⟨𝑢𝑖, 𝑢 𝑗 ⟩ = 0 ∀ 𝑗 = 1 . . . 𝑛,

also auch 𝑥 − 𝑥0 ⊥ 𝑌 da jedes Element in 𝑌 eine Linearkombination der 𝑢 𝑗 ist. □

Beginnt man mit einer Menge von Vektoren, die nur linear unabhängig sind, aber nicht
unbedingt ein Orthonormalsystem bilden, hilft einem folgendes Verfahren weiter:

Satz 4.6.3 (Gram-Schmidt’sches Orthonormierungsverfahren). Sei {𝑥1, 𝑥2, . . . } ei-
ne endliche oder abzählbare linear unabhängige Teilmenge eines Prähilbertraumes 𝐻.
Dann gibt es ein Orthonormalsystem {𝑢1, 𝑢2, . . . }, sodass

span{𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛} = span{𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑛} ∀𝑛,

d.h. die jeweils ersten 𝑛 Elemente spannen denselben Vektorraum auf.

Beweis. Wir setzen 𝑢1 = 𝑥1/∥𝑥1∥; ist {𝑢1, . . . , 𝑢𝑘−1} schon definiert, setzen wir

𝑧𝑘 := 𝑥𝑘 −
𝑘−1∑︁
𝑙=1

⟨𝑥𝑘 , 𝑢𝑙⟩𝑢𝑙 .
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Da die 𝑥𝑖 linear unabhängig sind, ist 𝑧𝑘 ≠ 0 und 𝑢𝑘 = 𝑧𝑘/∥𝑧𝑘 ∥ hat Norm 1 und
erfüllt⟨𝑧𝑘 , 𝑢𝑚⟩ = ⟨𝑥𝑘 , 𝑢𝑚⟩ −

∑𝑘−1
𝑙=1 ⟨𝑥𝑘 , 𝑢𝑙⟩⟨𝑢𝑙 , 𝑢𝑚⟩ = 0 für 𝑚 < 𝑘 . Aus der Definition

ergibt sich die Gleichheit der linearen Hüllen. □

Das Gram-Schmidt-Verfahren ist zwar praktisch, wenn man eine explizite Orthonormal-
basis braucht, aber die Berechung der Orthogonalprojektion geht direkter:

Satz 4.6.4. Sei {𝑣1, . . . , 𝑣𝑛} eine linear unabhängige Teilmenge eines
Prähilbertraumes 𝐻 und 𝑃 die Projektion auf 𝑌 = span{𝑣1, . . . , 𝑣𝑛}. Für 𝑥 ∈ 𝐻 gilt

𝑃𝑥 =

𝑛∑︁
𝑗=1
𝑎 𝑗𝑣 𝑗 ,

wobei die Koeffizienten 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 die eindeutige Lösung des linearen Gleichungssys-
tems

𝑛∑︁
𝑗=1
𝑎 𝑗 ⟨𝑣 𝑗 , 𝑣𝑖⟩ = ⟨𝑥, 𝑣𝑖⟩ 𝑖 = 1, . . . , 𝑛

sind.

Beweis. Da 𝑃𝑥 ∈ 𝑌 ist, gibt es eindeutig bestimmte Koeffizienten 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 mit 𝑃𝑥 =∑𝑛
𝑗=1 𝑎 𝑗𝑣 𝑗 . Wegen 𝑥 − 𝑃𝑥 ⊥ 𝑌 gilt insbesondere

0 =

〈
𝑥 −

𝑛∑︁
𝑗=1
𝑎 𝑗𝑣 𝑗 , 𝑣𝑖

〉
= ⟨𝑥, 𝑣𝑖⟩ −

𝑛∑︁
𝑗=1
𝑎 𝑗 ⟨𝑣 𝑗 , 𝑣𝑖⟩

für alle 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. □

Bemerkung 4.6.5. Die Matrix 𝐺 = (⟨𝑣𝑖, 𝑣 𝑗 ⟩)𝑖, 𝑗=1...𝑛 heißt Gram’sche Matrix; im Glei-
chungssystem steht die Matrix𝐺∗, also die transponiert-konjugierte Matrix; wegen ⟨𝑣𝑖, 𝑣 𝑗 ⟩ =
⟨𝑣 𝑗 , 𝑣𝑖⟩ spielt die Transposition keine Rolle, und ist man in einem reellen Hilbertraum
ändert auch die Komplexkonjugation nichts.

Die Frage ist nun, ob man eine zu (4.11) analoge Darstellung auch mit unendlichen
Orthonormalsystemen finden kann. Dazu sammeln wir ein paar Ergebnisse, zuerst für
abzählbare Orthonormalsysteme.

Satz 4.6.6 (Besselsche Ungleichung). Ist {𝑒𝑛 : 𝑛 ∈ N} ein Orthonormalsystem in
𝐻 und 𝑥 ∈ 𝐻, dann gilt

∞∑︁
𝑛=1

|⟨𝑥, 𝑒𝑛⟩|2 ≤ ∥𝑥∥2. (4.12)

In anderen Worten: die Koeffizientenfolge (⟨𝑥, 𝑒𝑛⟩)𝑛 liegt in ℓ2.
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Beweis. Für 𝑁 ∈ N setzen wir 𝑥𝑁 = 𝑥 −∑𝑁
𝑛=1⟨𝑥, 𝑒𝑛⟩𝑒𝑛. Dann gilt 𝑥𝑁 ⊥ 𝑒𝑛 für 𝑛 = 1 . . . 𝑁

und aus dem Satz von Pythagoras folgt

∥𝑥∥2 = ∥𝑥𝑁 ∥2 +





 𝑁∑︁
𝑛=1

⟨𝑥, 𝑒𝑛⟩𝑒𝑛






2

= ∥𝑥𝑁 ∥2 +
𝑁∑︁
𝑛=1

|⟨𝑥, 𝑒𝑛⟩|2 ≥
𝑁∑︁
𝑛=1

|⟨𝑥, 𝑒𝑛⟩|2

und damit für 𝑁 → ∞ die Behauptung. □

Aus der Hölderschen Ungleichung und der Besselschen Ungleichung sieht man sofort:

Lemma 4.6.7. Sei {𝑒𝑛 : 𝑛 ∈ N} ein Orthonormalsystem in 𝐻 und 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻. Dann gilt

∞∑︁
𝑛=1

|⟨𝑥, 𝑒𝑛⟩ ⟨𝑒𝑛, 𝑦⟩| < ∞.

Beweis. Da (⟨𝑥, 𝑒𝑛⟩)𝑛 und (⟨𝑒𝑛, 𝑦⟩)𝑛 in ℓ2 liegen, ist ihr Produkt in ℓ1. □

Wir müssen noch klären, wie (4.11) auf unendliche Orthonormalsysteme erweiterbar ist,
insbesondere weil das Orthonormalsystem überabzählbar sein könnte. Dabei hilft folgende
Tatsache:

Lemma 4.6.8. Sei 𝑆 ⊆ 𝐻 ein Orthonormalsystem und 𝑥 ∈ 𝐻. Dann ist die Menge

𝑆𝑥 = {𝑒 ∈ 𝑆 : ⟨𝑥, 𝑒⟩ ≠ 0}

abzählbar.

Beweis. Nach der Besselschen Ungleichung ist jede Menge

𝑆𝑥,𝑛 = {𝑒 ∈ 𝑆 : |⟨𝑥, 𝑒⟩| ≥ 1
𝑛
}, 𝑛 ∈ N

endlich (da die Reihe in (4.12) sonst nicht konvergieren würde) und daher 𝑆𝑥 =
⋃
𝑛 𝑆𝑥,𝑛

abzählbar (siehe Lemma 3.1.8). □

Dann müssen wir noch den richtigen Konvergenzbegriff finden:

Definition 4.6.9. Sei 𝑋 ein normierter Raum, 𝐼 eine unendliche Indexmenge und
𝑥𝑖 ∈ 𝑋 für 𝑖 ∈ 𝐼. Die Reihe

∑
𝑖∈𝐼 𝑥𝑖 heißt unbedingt konvergent gegen 𝑥 ∈ 𝑋 , falls

(i) 𝐼0 = {𝑖 ∈ 𝐼 : 𝑥𝑖 ≠ 0} abzählbar ist,
(ii) für jede Aufzählung 𝐼0 = {𝑖1, 𝑖2, . . . } die Gleichung

∑∞
𝑛=1 𝑥𝑖𝑛 = 𝑥 gilt.

In diesem Fall schreiben wir∑︁
𝑖∈𝐼
𝑥𝑖 = 𝑥.

12.6.2026
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Bemerkung 4.6.10. Auch wenn 𝐼 = N ist, müssen wir zwischen
∑
𝑖∈N 𝑥𝑖 und

∑∞
𝑖=1 𝑥𝑖 unter-

scheiden, da sich bei bedingt konvergenten Reihen durch eine Umordnung der Grenzwert
oder sogar das Konvergenzverhalten ändern kann (d.h. die Umordnung kann divergie-
ren). In einem Banachraum ist jede absolut konvergente Reihe unbedingt konvergent, die
Umkehrung gilt aber genau in endlichdimensionalen Banachräumen.

Folgerung 4.6.11. Ist 𝑆 ⊆ 𝐻 ein Orthonormalsystem und 𝑥 ∈ 𝐻, dann ist
∑
𝑒∈𝑆 |⟨𝑥, 𝑒⟩|2

unbedingt konvergent und es gilt∑︁
𝑒∈𝑆

|⟨𝑥, 𝑒⟩|2 ≤ ∥𝑥∥2.

Beweis. Nur abzählbar viele |⟨𝑥, 𝑒⟩|2 sind ungleich 0, nach der Besselschen Ungleichung
ist diese Reihe absolut konvergent, also spielt die Reihenfolge keine Rolle. □

Somit können wir (4.11) für beliebige Orthonormalsysteme studieren:

Satz 4.6.12. Sei 𝑆 ⊆ 𝐻 ein Orthonormalsystem. Dann gilt:
(i) Für alle 𝑥 ∈ 𝐻 ist

∑
𝑒∈𝑆⟨𝑥, 𝑒⟩𝑒 unbedingt konvergent.

(ii) 𝑃 : 𝑥 ↦→ ∑
𝑒∈𝑆⟨𝑥, 𝑒⟩𝑒 ist die Orthogonalprojektion auf span 𝑆.

Bemerkung 4.6.13. Die Reihe
∑
𝑒∈𝑆⟨𝑥, 𝑒⟩𝑒 nennt man manchmal (abstrakte) Fourierreihe

und die ⟨𝑥, 𝑒⟩ (abstrakte) Fourierkoeffizienten von 𝑥 in 𝐻.

Beweis. (i) Sei {𝑒 ∈ 𝑆 : ⟨𝑥, 𝑒⟩ ≠ 0} = {𝑒1, 𝑒2, . . . }. Nach dem Satz von Pythagoras und
der Besselschen Ungleichung gilt, mit 𝑀 ≥ 𝑁 ,




 𝑀∑︁

𝑛=𝑁

⟨𝑥, 𝑒𝑛⟩𝑒𝑛






2

=

𝑀∑︁
𝑛=𝑁

|⟨𝑥, 𝑒𝑛⟩|2 → 0

für 𝑀, 𝑁 → ∞, also konvergiert nach dem Cauchyschen Konvergenzkriterium 𝑦 :=∑∞
𝑛=1⟨𝑥, 𝑒𝑛⟩𝑒𝑛 in 𝐻. Für jede Permutation (d.h. bijektive Abbildung) 𝜋 : N → N gilt mit

demselben Argument

𝑦𝜋 :=
∞∑︁
𝑛=1

⟨𝑥, 𝑒𝜋(𝑛)⟩𝑒𝜋(𝑛) ∈ 𝐻.

Um 𝑦 = 𝑦𝜋 zu sehen, sei 𝑧 ∈ 𝐻 beliebig; dann ist

⟨𝑦, 𝑧⟩ =
∞∑︁
𝑛=1

⟨𝑥, 𝑒𝑛⟩⟨𝑒𝑛, 𝑧⟩ =
∞∑︁
𝑛=1

⟨𝑥, 𝑒𝜋(𝑛)⟩⟨𝑒𝜋(𝑛) , 𝑧⟩ = ⟨𝑦𝜋, 𝑧⟩

wegen der absoluten Konvergenz dieser Reihe (Lemma 4.6.7), also ist 𝑦− 𝑦𝜋 ∈ 𝐻⊥ = {0}.

(ii) Wir müssen 𝑥 − 𝑃𝑥 ∈ (span𝑆)⊥ = 𝑆⊥ zeigen, also

⟨𝑥 −
∞∑︁
𝑛=1

⟨𝑥, 𝑒𝑛⟩𝑒𝑛, 𝑒⟩ = 0 ∀𝑒 ∈ 𝑆,
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wobei wieder {𝑒1, 𝑒2, . . . } = {𝑒 ∈ 𝑆 | ⟨𝑥, 𝑒⟩ ≠ 0} ist. Ist 𝑒 ∈ 𝑆 so, dass ⟨𝑥, 𝑒⟩ = 0, dann ist
auch ⟨𝑒𝑛, 𝑒⟩ = 0 für alle 𝑛, da 𝑆 ein Orthonormalsystem ist. Ist 𝑒 ∈ 𝑆 so, dass ⟨𝑥, 𝑒⟩ ≠ 0,
d.h. 𝑒 = 𝑒𝑛0 für ein 𝑛0, dann gilt die Behauptung auch, wie man sofort durch Einsetzen
sieht. □

Wir erreichen schließlich eine Charakterisierung von Orthonormalbasen:

Satz 4.6.14. Sei 𝑆 ⊆ 𝐻 ein Orthonormalsystem. Dann sind die folgenden Aussagen
äquivalent:

(i) 𝑆 ist eine Orthonormalbasis.
(ii) Ist 𝑥 ∈ 𝐻 und 𝑥 ⊥ 𝑆, so ist 𝑥 = 0.

(iii) Es gilt 𝐻 = span𝑆.
(iv) 𝑥 =

∑
𝑒∈𝑆⟨𝑥, 𝑒⟩𝑒 für alle 𝑥 ∈ 𝐻.

(v) ⟨𝑥, 𝑦⟩ = ∑
𝑒∈𝑆⟨𝑥, 𝑒⟩ ⟨𝑦, 𝑒⟩ für alle 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻.

(vi) Es gilt die Parsevalsche Gleichung

∥𝑥∥2 =
∑︁
𝑒∈𝑆

|⟨𝑥, 𝑒⟩|2 ∀𝑥 ∈ 𝐻.

Beweis. (i) =⇒ (ii) Für 𝑥 ≠ 0 mit 𝑥 ⊥ 𝑆 wäre 𝑆 ∪ {𝑥/∥𝑥∥} ein größeres Orthonormal-
system.

(ii) =⇒ (iii) Es ist span𝑆 = ((span 𝑆)⊥)⊥ = (𝑆⊥)⊥ = {0}⊥ = 𝐻.

(iii) =⇒ (iv) gilt nach Satz 4.6.12.

(iv) =⇒ (v) gilt durch Einsetzen: ⟨𝑥, 𝑦⟩ = ⟨∑𝑒⟨𝑥, 𝑒⟩𝑒,
∑
𝑓 ⟨𝑦, 𝑓 ⟩ 𝑓 ⟩ =

∑
𝑒⟨𝑥, 𝑒⟩⟨𝑒, 𝑦⟩.

(v) =⇒ (vi) mit 𝑥 = 𝑦.

(vi) =⇒ (i) da es sonst 𝑥 mit ∥𝑥∥ = 1 gäbe sodass 𝑆 ∪ {𝑥} ein Orthonormalsystem ist,
was

∑
𝑒∈𝑆 |⟨𝑥, 𝑒⟩|2 = 0 hieße. □

Es bleibt noch die Frage, unter welcher Voraussetzung es überhaupt eine Orthonormalbasis
gibt. Eine angenehme Klasse von Räumen, in denen das der Fall ist, ist folgende:

Definition 4.6.15. Ein normierter Raum 𝑋 heißt separabel , wenn er eine abzählbare,
dichte Teilmenge 𝑀 besitzt, also eine abzählbare Menge 𝑀 mit 𝑀̄ = 𝑋 .

Viele Räume, die in der Praxis vorkommen, aber nicht alle, sind separabel. Der Raum
𝐿𝑝 (R) ist separabel für 1 ≤ 𝑝 < ∞, 𝐿∞(R) ist nicht separabel. Der Raum 𝐶 [𝑎, 𝑏]
ist separabel, der Raum 𝐶𝑏 (R) der beschränkten stetigen Funktionen auf R nicht. Die
praktische Relevanz der Separabilität ist, dass viele Sätze, die man auch für nichtseparable
Räume beweisen kann, nur in separablen Räumen einen konstruktiven Beweis haben und
sich damit z.B. in einen numerischen Algorithmus übersetzen lassen.
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Satz 4.6.16. Jeder separable Prähilbertraum 𝐸 ≠ {0} besitzt eine höchstens
abzählbare Orthonormalbasis.

Beweis. Ist 𝑀 = {𝑥1, 𝑥2, . . . } dicht in 𝐸 sei 𝑥𝑛1 das erste Element ≠ 0 aus 𝑀 , in-
duktiv 𝑥𝑛𝑘 das erste Element aus 𝑀 , das nicht in span{𝑥𝑛1 , 𝑥𝑛2 , . . . , 𝑥𝑛𝑘−1} liegt. Dann
ist {𝑥𝑛1 , 𝑥𝑛2 , . . . } linear unabhängig und die lineare Hülle davon ist dicht in 𝐸 . Wen-
det man darauf das Gram-Schmidtsche Verfahren an, erhält man ein Orthonormalsystem
{𝑢1, 𝑢2, . . . } dessen lineare Hülle auch dicht in 𝐸 ist. Für jedes 𝑥 ∈ 𝐸 gibt es eine Folge
𝑦𝑛 → 𝑥 mit

𝑦𝑛 =

𝑚𝑛∑︁
𝑗=1
𝑎𝑛 𝑗𝑢 𝑗

wobei 𝑚1 < 𝑚2 < . . . ist. Es ist

0 ≤ ∥𝑥∥2 −
𝑚𝑛∑︁
𝑗=1

��⟨𝑥, 𝑢 𝑗 ⟩��2 =







𝑥 − 𝑚𝑛∑︁
𝑗=1

⟨𝑥, 𝑢 𝑗 ⟩𝑢 𝑗








2

≤







𝑥 − 𝑚𝑛∑︁
𝑗=1
𝑎𝑛 𝑗𝑢 𝑗








2

= ∥𝑥 − 𝑦𝑛∥2,

wobei wir verwendet haben, dass
∑𝑚𝑛

𝑗=1⟨𝑥, 𝑢 𝑗 ⟩𝑢 𝑗 die Bestapproximation an 𝑥 in der linearen

Hülle span{𝑢1, . . . , 𝑢𝑚𝑛
} ist; für 𝑛 → ∞ gilt also

∑𝑚𝑛

𝑗=1

��⟨𝑥, 𝑢 𝑗 ⟩��2 → ∥𝑥∥2. Die Reihe∑∞
𝑗=1

��⟨𝑥, 𝑢 𝑗 ⟩��2 konvergiert, also gilt
∑∞
𝑗=1

��⟨𝑥, 𝑢 𝑗 ⟩��2 = ∥𝑥∥2 und damit ist {𝑢1, 𝑢2, . . . } eine
Orthonormalbasis. □

Satz 4.6.17. Sei 𝐻 ein unendlichdimensionaler Hilbertraum. Dann sind äquivalent:
(i) 𝐻 ist separabel.

(ii) Alle Orthonormalbasen von 𝐻 sind abzählbar.
(iii) 𝐻 besitzt eine abzählbare Orthonormalbasis.

Beweis. (i) =⇒ (ii): Sei 𝐻 separabel und 𝑆 eine Orthonormalbasis von 𝐻. Es gilt ∥𝑒 − 𝑓 ∥ =
√

2
für alle 𝑒 ≠ 𝑓 , 𝑒, 𝑓 ∈ 𝑆. Angenommen 𝐴 ist eine abzählbare dichte Teilmenge von 𝐻, dann gilt⋃

𝑥∈𝐴 𝐵1/2(𝑥) ⊇ 𝐴̄ = 𝐻, denn nach Definition des Abschlusses ist für jedes 𝑥0 ∈ 𝐴̄ die Menge
𝐵1/2(𝑥0) ∩ 𝐴 ≠ ∅, es gibt also ein 𝑥 ∈ 𝐴 mit ∥𝑥 − 𝑥0∥ < 1/2 oder 𝑥0 ∈ 𝐵1/2(𝑥). Somit ist⋃

𝑥∈𝐴 𝐵1/2(𝑥) = 𝐻. Nun kann jedes 𝐵1/2(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐴 höchstens ein Element von 𝑆 enthalten, da für
𝑎, 𝑏 ∈ 𝐵1/2(𝑥) wegen der Dreiecksungleichung ∥𝑎 − 𝑏∥ ≤ 1 gelten muss. Dies heißt 𝐻 kann nur
abzählbar viele Elemente von 𝑆 enthalten, 𝑆 kann also nicht überabzählbar sein.

(ii) =⇒ (iii) ist klar, wenn wir wissen dass es überhaupt eine Orthonormalbasis gibt. Dies folgt
aus dem Lemma von Zorn, im Wesentlichen ein Axiom der Mengenlehre, das wir hier nicht weiter
behandeln wollen. Mit seiner Hilfe kann man beweisen, dass jeder Vektorraum eine Basis hat, und
mit dem selben Argument zeigt man, dass jeder Hilbertraum eine Orthonormalbasis hat.

(iii) =⇒ (i) folgt aus Satz 4.6.14 (iii), wenn man die abzählbare dichte Teilmenge aus span𝑆
konstruiert, indem man Linearkombinationen mit rationalen Koeffizienten betrachtet. □

Wir zeigen zuletzt noch, dass alle unendlichdimensionalen separablen Hilberträume im
wesentlichen gleich sind:
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Satz 4.6.18. Jeder unendlichdimensionale separable Hilbertraum 𝐻 ist isometrisch
isomorph zu ℓ2, d.h. es gibt einen Vektorraumisomorphismus 𝑇 : 𝐻 → ℓ2 mit ∥𝑇𝑥∥2 =

∥𝑥∥ und damit auch ⟨𝑇𝑥, 𝑇𝑦⟩ = ⟨𝑥, 𝑦⟩.

Beweis. Für 𝑥 ∈ 𝐻 gilt 𝑥 =
∑∞
𝑛=1⟨𝑥, 𝑒𝑛⟩𝑒𝑛 und ∥𝑥∥2 =

∑∞
𝑛=1 |⟨𝑥, 𝑒𝑛⟩|

2. Setzen wir 𝑇𝑥 :=
(⟨𝑥, 𝑒𝑛⟩)𝑛∈N ∈ ℓ2, dann gilt also ∥𝑇𝑥∥2 = ∥𝑥∥. Es bleibt zu zeigen, dass 𝑇 surjektiv ist.
Für 𝑥 = (𝑥𝑛)𝑛 ∈ ℓ2 ist

∑∞
𝑛=1 |𝑥𝑛 |

2 < ∞, woraus die Konvergenz von
∑∞
𝑛=1 𝑥𝑛𝑒𝑛 in 𝐻 wie im

Beweis von Satz 4.6.12 (i) aus der Gleichung




 𝑀∑︁
𝑛=𝑁

𝑥𝑛𝑒𝑛






2

=

𝑀∑︁
𝑛=𝑁

|𝑥𝑛 |2

folgt. □

4.7 Fourieranalysis
Die Fourieranalysis ist eine Methode, um periodische Vorgänge als Überlagerung von
Sinus- und Cosinus-Schwingungen darzustellen. Sie ist heute ein unverzichtbarer Bestand-
teil vieler Anwendungen in Industrie und Technik. Wir führen anhand zweier Beispiele
auf ihre wesentlichen Eigenschaften hin.

Motivation: AM-Radio
Der Mittelwellenfunk, d.h. Rundfunk im Frequenzbereich 526,5–1606,5 kHz, verwendet
Amplitudenmodulation, um ein Signal mittels einer Trägerschwingung zu übertragen.
Während die Trägerschwingung eine feste Frequenz hat, verändert das zu übertragende
Signal die Amplitude dieser Trägerschwingung.

𝑓 (𝑡)︸︷︷︸
Empfänger

= 𝑓1(𝑡)︸︷︷︸
Sender 1

+ 𝑓2(𝑡)︸︷︷︸
Sender 2

+ . . . + 𝑓𝑁 (𝑡)︸︷︷︸
Sender N

▶ Sender 1: 576 kHz, Radio Horizont, Bulgarien
▶ Sender 2: 1485 kHz, Funklust, Erlangen
▶ Sender 3: 585 kHz, Ö1/Ö2, Wien. Wellenlänge = Lichtgeschwindigkeit / Frequenz

≈ 512 m; Masthöhe: 512/2 = 256 m, denn Resonanz tritt ein, wenn die Länge des
Dipols der halben Wellenlänge entspricht. Leistung 600 kW, dadurch auch im Osten
hinter dem eisernen Vorhang empfangbar. Bis 1995 in Betrieb, 1999 für 3 Monate
(Zerfall Ex-Jugoslawiens).

Wie berechnet man 𝑓𝑖 (𝑡) aus 𝑓 (𝑡)?

Grundlage: 𝑓𝑖 (𝑡) ∼ sin(𝜔𝑖𝑡), z.B. beim dritten Sender mit Frequenz 585 kHz.

Sender 𝑖 kann Signale der Form 𝑔𝑖 (𝑡) sin(𝜔𝑖𝑡) senden, wobei wir 𝑔𝑖 so wählen:

𝑔𝑖 (𝑡) ∈ span{sin(𝑛𝑡), cos(𝑛𝑡) : 𝑛 ∈ N, 𝑛 ≤ 𝑀}
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=⇒ 𝑓 (𝑡) =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑀∑︁
𝑗=1

(𝛼𝑖 𝑗 cos( 𝑗 𝑡) + 𝛽𝑖 𝑗 sin( 𝑗 𝑡)) sin(𝜔𝑖𝑡)

mit 𝑀 ≪ 𝜔𝑖 (→ Bandbreite).

Lemma 4.7.1. Es gilt für 𝑘, 𝑙 ∈ N0∫ 𝜋

−𝜋
sin(𝑘𝑥) cos(𝑙𝑥) d𝑥 = 0,∫ 𝜋

−𝜋
sin(𝑘𝑥) sin(𝑙𝑥) d𝑥 = 𝜋𝛿𝑘𝑙 ,∫ 𝜋

−𝜋
cos(𝑘𝑥) cos(𝑙𝑥) d𝑥 =

{
𝜋𝛿𝑘𝑙 𝑘, 𝑙 > 0
2𝜋 𝑘 = 𝑙 = 0.

Wir verwenden dafür die Additionstheoreme

sin 𝐴 cos 𝐵 =
1
2
(
sin(𝐴 − 𝐵) + sin(𝐴 + 𝐵)

)
,

cos 𝐴 cos 𝐵 =
1
2
(
cos(𝐴 − 𝐵) + cos(𝐴 + 𝐵)

)
,

sin 𝐴 sin 𝐵 =
1
2
(
cos(𝐴 − 𝐵) − cos(𝐴 + 𝐵)

)
.

Das 1. Integral berechnet sich als∫ 𝜋

−𝜋
sin(𝑘𝑥) cos(𝑙𝑥) d𝑥 =

1
2

∫ 𝜋

−𝜋

(
sin((𝑘 − 𝑙)𝑥) + sin((𝑘 + 𝑙)𝑥)

)
d𝑥 = 0,

da der Integrand eine ungerade Funktion ist; analog sieht man die anderen Identitäten. Mit
den Additionstheoremen erhalten wir auch

𝑓 (𝑡) =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑀∑︁
𝑗=1

[
𝛼𝑖 𝑗

2
(
sin((𝜔𝑖 + 𝑗)𝑡) + sin((𝜔𝑖 − 𝑗)𝑡)

)
+
𝛽𝑖 𝑗

2
(
cos((𝜔𝑖 − 𝑗)𝑡) − cos((𝜔𝑖 + 𝑗)𝑡)

) ]
Die Koeffizienten 𝛼𝑖 𝑗 , 𝛽𝑖 𝑗 lassen sich also zurückgewinnen durch

2
𝜋

∫ 𝜋

−𝜋
𝑓 (𝑡) sin((𝜔𝑖 + 𝑗)𝑡) d𝑡 = 𝛼𝑖 𝑗 ,

2
𝜋

∫ 𝜋

−𝜋
𝑓 (𝑡) cos((𝜔𝑖 − 𝑗)𝑡) d𝑡 = 𝛽𝑖 𝑗

Und wir sehen:

𝑔𝑖 (𝑡) =
2
𝜋

∫ 𝜋

−𝜋

©­«
𝑀∑︁
𝑗=1

(
sin((𝜔𝑖 + 𝑗)𝑢) cos( 𝑗 𝑡) + cos((𝜔𝑖 − 𝑗)𝑢) sin( 𝑗 𝑡)

)ª®¬ 𝑓 (𝑢) d𝑢.

Es lassen sich also Signale der Form
𝑀∑︁
𝑗=1

(𝛼𝑖 𝑗 cos( 𝑗 𝑡) + 𝛽𝑖 𝑗 sin( 𝑗 𝑡))

aus 𝑓 (𝑡) rekonstruieren.
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Motivation: Wärmeleitungsgleichung
Wir modellieren die Temperaturverteilung 𝑓 (𝑡, 𝑥) zur Zeit 𝑡 an der Stelle 𝑥 eines unendlich
langen, dünnen, isolierten Stabes folgendermaßen: die Änderung der in einem Abschnitt
[𝑎, 𝑏] gespeicherten Wärmeenergie ist das, was an den Enden 𝑥 = 𝑎 und 𝑥 = 𝑏 an Wärme
hinein- bzw. hinausfließt. Nach dem Fourierschen Gesetz der Wärmeübertragung ist dieser
Fluss proportional zum Temperaturgradienten 𝜕𝑥 𝑓 (𝑡, 𝑥), damit erhalten wir

d
d𝑡

∫ 𝑏

𝑎

𝑓 (𝑡, 𝑥) d𝑥 =
𝜕 𝑓

𝜕𝑥
(𝑡, 𝑏) − 𝜕 𝑓

𝜕𝑥
(𝑡, 𝑎) =

∫ 𝑏

𝑎

𝜕2 𝑓

𝜕𝑥2 (𝑡, 𝑥) d𝑥

wobei wir die Einheiten so gewählt haben, dass keine Konstanten auftreten (Temperatur-
leitfähigkeit des Materials = 1). Da dies auf allen Intervallen [𝑎, 𝑏] gilt, erhalten wir die
partielle Differentialgleichung

𝜕𝑡 𝑓 − 𝜕𝑥𝑥 𝑓 = 0.

Um diese Gleichung zu lösen, verwenden wir einen Separationsansatz:

𝑓 (𝑡, 𝑥) = 𝑇 (𝑡)𝑋 (𝑥) =⇒ 𝑇 ′(𝑡)𝑋 (𝑥) = 𝑇 (𝑡)𝑋′′(𝑥) =⇒ 𝑋′′(𝑥)
𝑋 (𝑥) =

𝑇 ′(𝑡)
𝑇 (𝑡) = const.

Dies gibt uns zwei gewöhnliche Differentialgleichungen

𝑋′′(𝑥) + 𝑐𝑋 (𝑥) = 0,
𝑇 ′(𝑡) + 𝑐𝑇 (𝑡) = 0.

Je nach Randbedingung bekommen wir Lösungen für die erste Gleichung, z.B.

𝑋𝑛 (𝑥) = sin
(𝑛𝜋
𝑙
𝑥

)
= sin(

√︁
𝜆𝑛𝑥)

mit 𝜆𝑛 = 𝑛2𝜋2/𝑙2, wenn wir die Gleichung auf dem Intervall [0, 𝑙] betrachten und die
Temperatur am Rand 𝑋 (0) = 𝑋 (𝑙) = 0 sein soll. Damit lösen wir die andere Gleichung zu

𝑇𝑛 (𝑡) = 𝑒−𝜆𝑛𝑡 .

Somit ist die Funktion

𝑢𝑛 (𝑡, 𝑥) = 𝑋𝑛 (𝑥)𝑇𝑛 (𝑡)

eine Lösung der Differentialgleichung, und auch alle Linearkombinationen von Funktionen
dieser Bauart. Kann man die Anfangsbedingung 𝑢(0, 𝑥) als so eine Summe darstellen,
wissen wir, wie sich jeder Summand unter der Wärmeleitungsgleichung verhält, und wir
können eine Lösungsformel für 𝑓 (𝑡, 𝑥) hinschreiben. Die Randbedingungen sagen uns,
wie wir die ”Eigenwerte“ 𝜆𝑛 wählen müssen.

Die Frage ist nun, welche Anfangsbedingungen sich als trigonometrische Reihe darstellen
lassen.15.6.2026
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Der Raum 𝐿2[−𝜋, 𝜋]
Für beliebige reelle Intervalle 𝐼 definieren wir

L2(𝐼) :=
{
𝑓 : 𝐼 → K messbar

��� ∫
𝐼

| 𝑓 (𝑥) |2 d𝑥 < ∞
}

mit Halbnorm bzw. innerem Produkt

∥ 𝑓 ∥2 :=
(∫

𝐼

| 𝑓 (𝑥) |2 d𝑥
)1/2

, ⟨ 𝑓 , 𝑔⟩ :=
∫
𝐼

𝑓 (𝑥)𝑔(𝑥) d𝑥.

Diese Halbnorm wird zur Norm auf dem Quotientenraum

𝐿2(𝐼) := L2/𝑁 = { 𝑓 + 𝑁 | 𝑓 ∈ L2(𝐼)}, 𝑁 = { 𝑓 ∈ L2(𝐼) | 𝑓 = 0 f.ü.}

Wir haben den Raum K nicht spezifiziert, da einerseits die meisten Ergebnisse für K = C
und K = R gleichermaßen gelten, sowohl in Formulierung als auch Beweis, andererseits
da die komplexwertigen Funktionen natürlich die reellwertigen umfassen. Wo es doch
einen Unterschied macht, schreiben wir gegebenenfalls 𝐿2

C(𝐼) für K = C und 𝐿2
R(𝐼) für

K = R. So ist etwa jede Orthonormalbasis von 𝐿2
R(𝐼) auch eine Orthonormalbasis von

𝐿2
C(𝐼) (da man im zweiten Raum auch komplexe Linearkombinationen bilden kann und

damit Real- und Imaginärteil einer Funktion darstellen), aber nicht umgekehrt.

Will man Funktionen durch trigonometrische Polynome darstellen, ist klar, dass dies nur
für periodische Funktionen funktionieren kann. Wir legen uns dafür auf das Intervall 𝐼 =
[−𝜋, 𝜋) fest und identifizieren gegebenenfalls Funktionen auf 𝐼 mit ihrer 2𝜋-periodischen
Fortsetzung. Die Resultate, die folgen, lassen sich durch eine geeignete Skalierung auch
auf andere Intervalle 𝐼 bzw. Periodenlängen umlegen.

Lemma 4.7.1 deutet auf ein Orthonormalsystem in 𝐿2 [−𝜋, 𝜋] hin. Wir formulieren das
gleich auch für den komplexen Fall:

Satz 4.7.2.
▶ Die Menge{

1
√

2𝜋

}
∪

{
1
√
𝜋

cos 𝑛𝑥 : 𝑛 ∈ N
}
∪

{
1
√
𝜋

sin 𝑛𝑥 : 𝑛 ∈ N
}

(4.13)

ist ein Orthonormalsystem in 𝐿2
R [−𝜋, 𝜋], und damit auch in 𝐿2

C [−𝜋, 𝜋].
▶ Die Menge{

1
√

2𝜋
𝑒𝑖𝑛𝑥 : 𝑛 ∈ Z

}
(4.14)

ist ein Orthonormalsystem in 𝐿2
C [−𝜋, 𝜋].

Beweis. Der erste Teil wurde oben schon bewiesen. Den zweiten sieht man, wegen 𝑒𝑖𝑘𝜋 =
(−1)𝑘 , für 𝑛 ≠ 𝑚 aus∫ 𝜋

−𝜋
𝑒𝑖𝑛𝑥𝑒𝑖𝑚𝑥 d𝑥 =

∫ 𝜋

−𝜋
𝑒𝑖(𝑛−𝑚)𝑥 d𝑥 =

𝑒𝑖(𝑛−𝑚)𝑥

𝑖(𝑛 − 𝑚)

����𝜋
−𝜋

=
(−1)𝑛−𝑚 − (−1)𝑚−𝑛

𝑖(𝑛 − 𝑚) = 0
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und für 𝑛 = 𝑚 direkt aus
∫ 𝜋

−𝜋 d𝑥 = 2𝜋. □

Definition 4.7.3. Sei 𝑓 : [−𝜋, 𝜋) → K integrierbar. Die formale2 Reihe

𝑎0
2

+
∞∑︁
𝑛=1

(𝑎𝑛 cos 𝑛𝑥 + 𝑏𝑛 sin 𝑛𝑥) bzw.
∞∑︁

𝑘=−∞
𝑐𝑘𝑒

𝑖𝑘𝑥

mit den Fourierkoeffizienten

𝑎𝑛 :=
1
𝜋

∫ 𝜋

−𝜋
𝑓 (𝑡) cos 𝑛𝑡 d𝑡, 𝑏𝑛 :=

1
𝜋

∫ 𝜋

−𝜋
𝑓 (𝑡) sin 𝑛𝑡 d𝑡

bzw.

𝑐𝑘 =
1

2𝜋

∫ 𝜋

−𝜋
𝑓 (𝑥)𝑒𝑖𝑘𝑥 d𝑥

heißt Fourierreihe von 𝑓 .

Bemerkung 4.7.4. Die Aufteilung der Konstanten in Definition 4.7.3 ist historisch be-
dingt und entspricht nicht ganz der Darstellung 𝑥 =

∑
𝑒∈𝑆⟨𝑥, 𝑒⟩𝑒 von Satz 4.6.14, da der

Normierungsfakter der Basiselemente in die Koeffizienten gesteckt wird.

Es drängt sich unmittelbar die Frage auf, ob diese Orthonormalsysteme in 𝐿2 [−𝜋, 𝜋]
vollständig, d.h. Orthonormalbasen sind. Wir werden zuerst diese Frage positiv beantwor-
ten, und dann noch die Frage diskutieren, unter welchen Voraussetzungen wir stärkere
Konvergenzeigenschaften (punktweise oder gleichmäßige) haben.

Nach Satz 4.6.14 ist ein Orthonormalsystem genau dann eine Orthonormalbasis, wenn
seine lineare Hülle dicht liegt. Die lineare Hülle von (4.14) besteht gerade aus den trigo-
nometrischen Polynomen, sodass nur

trigonometrische Polynome liegen dicht in 𝐿2 [−𝜋, 𝜋] (4.15)

zu zeigen bleibt; da (4.13) und (4.14) dieselbe lineare Hülle besitzen, folgt die Behauptung
dann für beide Systeme gleichzeitig.

Wir nützen aus, dass die stetigen, 2𝜋-periodisch fortsetzbaren Funktionen

𝐶2𝜋 := { 𝑓 ∈ 𝐶 [−𝜋, 𝜋] | 𝑓 (−𝜋) = 𝑓 (𝜋)}
dicht in 𝐿2 [−𝜋, 𝜋] liegen: eine 𝐿2-Funktion lässt sich der Reihe nach durch eine be-
schränkte Funktion (Abschneiden, majorisierte Konvergenz), durch eine Treppenfunktion
und schließlich durch eine stetige Funktion mit angeglichenen Randwerten beliebig genau
in ∥·∥2 approximieren.

Für die Approximation in 𝐶2𝜋 verwenden wir die Cesàro-Mittel

𝜎𝑁 𝑓 (𝑥) :=
1

𝑁 + 1

𝑁∑︁
𝑛=0

𝑛∑︁
𝑘=−𝑛

𝑐𝑘𝑒
𝑖𝑘𝑥 =

𝑁∑︁
𝑘=−𝑁

(
1− |𝑘 |
𝑁 + 1

)
𝑐𝑘𝑒

𝑖𝑘𝑥 , 𝑐𝑘 =
1

2𝜋

∫ 𝜋

−𝜋
𝑓 (𝑡)𝑒−𝑖𝑘𝑡 d𝑡,

2
”Formal“ heißt hier dass man die Reihe ohne zwar hinschreibt, sich aber dabei keine Gedanken darüber

macht, ob und in welchem Sinn sie überhaupt konvergiert.
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der Fourier-Partialsummen. Jedes 𝜎𝑁 𝑓 ist ein trigonometrisches Polynom, und Einsetzen
von 𝑐𝑘 ergibt die Faltungsdarstellung

𝜎𝑁 𝑓 (𝑥) =
1

2𝜋

∫ 𝜋

−𝜋
𝑓 (𝑥 − 𝑡)𝐹𝑁 (𝑡) d𝑡, 𝐹𝑁 (𝑡) :=

𝑁∑︁
𝑘=−𝑁

(
1 − |𝑘 |

𝑁 + 1

)
𝑒𝑖𝑘𝑡 ,

mit dem Fejér-Kern 𝐹𝑁 . Dieser erfüllt

(i) 𝐹𝑁 (𝑡) =
1

𝑁 + 1

(
sin (𝑁+1)𝑡

2
sin 𝑡

2

)2

≥ 0,

(ii)
1

2𝜋

∫ 𝜋

−𝜋
𝐹𝑁 (𝑡) d𝑡 = 1,

(iii) sup
𝛿≤|𝑡 |≤𝜋

𝐹𝑁 (𝑡) ≤
1

(𝑁 + 1) sin2(𝛿/2)
→ 0 für 𝑁 → ∞ und jedes feste 𝛿 ∈ (0, 𝜋).

Dabei folgt die geschlossene Form in (i) aus 𝐹𝑁 = 1
𝑁+1

∑𝑁
𝑛=0 𝐷𝑛 mit dem Dirichlet-Kern

𝐷𝑛 (𝑡) =
∑

|𝑘 |≤𝑛 𝑒
𝑖𝑘𝑡 =

sin((𝑛+ 1
2 )𝑡)

sin(𝑡/2) durch Summation einer geometrischen Reihe; (ii) liest
man am Summanden 𝑘 = 0 ab, und (iii) ist eine unmittelbare Folge von (i).

Satz von Fejér. Für 𝑓 ∈ 𝐶2𝜋 gilt 𝜎𝑁 𝑓 → 𝑓 gleichmäßig. Mit (ii) ist nämlich

𝜎𝑁 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑥) = 1
2𝜋

∫ 𝜋

−𝜋

(
𝑓 (𝑥 − 𝑡) − 𝑓 (𝑥)

)
𝐹𝑁 (𝑡) d𝑡.

Zu 𝜀 > 0 liefert die gleichmäßige Stetigkeit von 𝑓 ein 𝛿 ∈ (0, 𝜋) mit | 𝑓 (𝑥 − 𝑡) − 𝑓 (𝑥) | < 𝜀
für alle 𝑥 und alle |𝑡 | < 𝛿. Wir spalten das Integral in die Bereiche |𝑡 | < 𝛿 und 𝛿 ≤ |𝑡 | ≤
𝜋: Der erste Beitrag ist nach (i) und (ii) dem Betrag nach ≤ 𝜀, der zweite nach (iii)
höchstens 2∥ 𝑓 ∥∞ sup𝛿≤|𝑡 |≤𝜋 𝐹𝑁 (𝑡) → 0. Also ∥𝜎𝑁 𝑓 − 𝑓 ∥∞ ≤ 𝜀 + 𝑜(1), womit 𝜎𝑁 𝑓 → 𝑓

gleichmäßig folgt.

Damit ist (4.15) bewiesen: zu 𝑓 ∈ 𝐿2 [−𝜋, 𝜋] und 𝜀 > 0 wähle zunächst ℎ ∈ 𝐶2𝜋 mit
∥ 𝑓 − ℎ∥2 < 𝜀/2 und dann nach dem Satz von Fejér ein trigonometrisches Polynom
𝑇 = 𝜎𝑁ℎ mit ∥ℎ − 𝑇 ∥∞ < 𝜀/(2

√
2𝜋). Wegen ∥𝑔∥2 ≤

√
2𝜋 ∥𝑔∥∞ für 𝑔 auf [−𝜋, 𝜋] folgt

∥ 𝑓 − 𝑇 ∥2 ≤ ∥ 𝑓 − ℎ∥2 +
√

2𝜋 ∥ℎ − 𝑇 ∥∞ <
𝜀

2
+ 𝜀

2
= 𝜀,

und die trigonometrischen Polynome liegen dicht in 𝐿2 [−𝜋, 𝜋].

Wir fassen zusammen:

Jedes 𝑓 ∈ 𝐿2 [−𝜋, 𝜋] lässt sich durch eine trigonometrische Fourierreihe der Gestalt

𝑓 (𝑥) = 𝑎0
2

+
∞∑︁
𝑘=1

(
𝑎𝑘 cos(𝑘𝑥) + 𝑏𝑘 sin(𝑘𝑥)

)
in 𝐿2 [−𝜋, 𝜋], (4.16)

𝑎𝑘 =
1
𝜋

∫ 𝜋

−𝜋
𝑓 (𝑥) cos(𝑘𝑥) d𝑥, 𝑘 = 0, 1, 2, . . .

𝑏𝑘 =
1
𝜋

∫ 𝜋

−𝜋
𝑓 (𝑥) sin(𝑘𝑥) d𝑥, 𝑘 = 1, 2, 3, . . .
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darstellen, wobei 𝑎𝑘 und 𝑏𝑘 die trigonometrischen Fourierkoeffizienten genannt werden.
Konvergenz der Reihe (4.16) in 𝐿2 [−𝜋, 𝜋] bedeutet, dass

lim
𝑛→∞

∫ 𝜋

−𝜋

�����𝑎0
2

+
𝑛∑︁
𝑘=1

(
𝑎𝑘 cos(𝑘𝑥) + 𝑏𝑘 sin(𝑘𝑥)

)
− 𝑓 (𝑥)

�����2 d𝑥 = 0 (4.17)

gilt, was strikt von punktweiser Konvergenz zu unterscheiden ist. Die Parsevalsche Glei-
chung hat die Form

1
𝜋
∥ 𝑓 ∥2

2 =
1
𝜋

∫ 𝜋

−𝜋
| 𝑓 (𝑥) |2 d𝑥 =

|𝑎0 |2

2
+

∞∑︁
𝑘=1

(
|𝑎𝑘 |2 + |𝑏𝑘 |2

)
.

Ist 𝑓 reellwertig, kann man die Betragsstriche unter den Quadraten natürlich weglassen.
Nach Satz 4.6.2 haben die Fourierkoeffizienten die Eigenschaft, dass damit für festes 𝑛
das Integral (4.17) minimal wird.

Im komplexen Fall hat man analog

𝑓 (𝑥) =
∞∑︁

𝑘=−∞
𝑐𝑘𝑒

𝑖𝑘𝑥 in 𝐿2 [−𝜋, 𝜋], (4.18)

𝑐𝑘 =
1

2𝜋

∫ 𝜋

−𝜋
𝑓 (𝑥)𝑒−𝑖𝑘𝑥 d𝑥, 𝑘 ∈ Z,

∞∑︁
𝑘=−∞

|𝑐𝑘 |2 =
1

2𝜋

∫ 𝜋

−𝜋
| 𝑓 (𝑥) |2 d𝑥 =

1
2𝜋

∥ 𝑓 ∥2
2.

Im Folgenden nennen wir eine Funktion 𝑓 : [−𝜋, 𝜋) → R stückweise stetig, wenn es
Punkte −𝜋 = 𝑦0 < 𝑦1 < . . . < 𝑦𝑁 = 𝜋 gibt, sodass die einseitigen Grenzwerte 𝑓 (𝑦𝑖+) für
𝑖 = 0, . . . , 𝑁 − 1 und 𝑓 (𝑦𝑖−) für 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 existieren und die Funktion

𝑓𝑖 (𝑥) :=


𝑓 (𝑦𝑖+) 𝑥 = 𝑦𝑖

𝑓 (𝑥) 𝑦𝑖 < 𝑥 < 𝑦𝑖+1

𝑓 (𝑦𝑖+1−) 𝑥 = 𝑦𝑖+1

für 𝑖 = 0, . . . , 𝑁 − 1 stetig ist, und stückweise stetig differenzierbar wenn darüber hinaus
𝑓𝑖 sogar stetig differenzierbar ist, wobei an den Randpunken die einseitige Ableitung
genommen wird.

Satz 4.7.5. Sei 𝑓 : R → R 2𝜋-periodisch und stückweise stetig differenzierbar. Dann
gilt für alle 𝑥 ∈ R

lim
𝑛→∞

𝑎0
2

+
𝑛∑︁
𝑘=1

(𝑎𝑘 cos 𝑘𝑥 + 𝑏𝑘 sin 𝑘𝑥) = 𝑓 (𝑥+) + 𝑓 (𝑥−)
2

,

d.h. die Fourierreihe von 𝑓 konvergiert in jedem Punkt gegen das arithmetische Mittel
aus links- und rechtsseitigem Grenzwert in diesem Punkt, in Stetigkeitspunkten also
gegen den Funktionswert selbst.
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Der Beweis ist zu aufwändig. In Reichweite für uns ist jedoch folgendes Resultat:

Satz 4.7.6. Sei 𝑓 : R → R eine 2𝜋-periodische, differenzierbare Funktion und
die Ableitung stückweise stetig (d.h. in den Unstetigkeitsstellen existieren links- und
rechtsseitiger Grenzwert). Dann konvergiert die trigonometrische Fourierreihe (4.16)
von 𝑓 gleichmäßig gegen 𝑓 .

Beweis. Bezeichnen wir mit 𝑎𝑛 (𝑔) und 𝑏𝑛 (𝑔) die Fourierkoeffizienten einer Funktion 𝑔,
dann gilt mit partieller Integration, da 𝑓 und 𝑓 ′ in 𝐿2 [−𝜋, 𝜋] liegen,

𝑎𝑛 ( 𝑓 ′) = 𝑛𝑏𝑛 ( 𝑓 ), 𝑏𝑛 ( 𝑓 ′) = −𝑛𝑎𝑛 ( 𝑓 ) ∀𝑛 ≠ 0, 𝑎0( 𝑓 ′) = 0;

im ersten Fall etwa lautet die Rechnung

𝑎𝑛 ( 𝑓 ′) =
1
𝜋

∫ 𝜋

−𝜋
𝑓 ′(𝑥) cos(𝑛𝑥) d𝑥

=
1
𝜋
𝑓 (𝑥) cos(𝑛𝑥)

����𝜋
−𝜋

+ 1
𝜋

∫ 𝜋

−𝜋
𝑓 (𝑥) 𝑛 sin 𝑛𝑥 d𝑥

= 𝑛𝑏𝑛 ( 𝑓 ).

Nach der Besselschen Ungleichung (4.12) bilden die Fourierkoeffizienten von 𝑓 ′ eine
Folge in ℓ2, was soviel heißt wie

∞∑︁
𝑛=1

(
𝑛2𝑎𝑛 ( 𝑓 )2 + 𝑛2𝑏𝑛 ( 𝑓 )2

)
< ∞.

Nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung (also Satz 4.4.1 für 𝑝 = 𝑞 = 2) gilt

∞∑︁
𝑛=1

1
𝑛

√︁
𝑛2𝑎𝑛 ( 𝑓 )2 + 𝑛2𝑏𝑛 ( 𝑓 )2 ≤

√√ ∞∑︁
𝑛=1

(
𝑛2𝑎𝑛 ( 𝑓 )2 + 𝑛2𝑏𝑛 ( 𝑓 )2) · √√ ∞∑︁

𝑛=1

1
𝑛2 ,

also konvergiert die linke Seite, und mit der Ungleichung |𝛼 | + |𝛽 | ≤ 2
√︁
𝛼2 + 𝛽2 folgt

|𝑎0( 𝑓 ) |
2

+
∞∑︁
𝑛=1

( |𝑎𝑛 ( 𝑓 ) | + |𝑏𝑛 ( 𝑓 ) |) < ∞.

Nach dem Majorantenkriterium für Funktionenreihen folgt dann, dass

𝑎0( 𝑓 )
2

+
∞∑︁
𝑛=1

(
𝑎𝑛 ( 𝑓 ) cos 𝑛𝑥 + 𝑏𝑛 ( 𝑓 ) sin 𝑛𝑥

)
gleichmäßig konvergiert. Nach Satz 4.7.5 konvergiert die Fourierreihe punktweise gegen
𝑓 , d.h. der gleichmäßige Limes der Fourierreihe muss auch 𝑓 sein. □

Wir haben hier Differenzierbarkeit mit dem Abklingverhalten der Fourierkoeffizienten in
Verbindung gebracht. Allgemeiner gilt:
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Lemma 4.7.7. Sei 𝑚 ∈ N0 und seien 𝑎0 ∈ R sowie Folgen (𝑎𝑛)𝑛∈N, (𝑏𝑛)𝑛∈N mit

∞∑︁
𝑛=1

𝑛𝑚 ( |𝑎𝑛 | + |𝑏𝑛 |) < ∞.

Dann definiert die trigonometrische Reihe

𝑢(𝑥) = 𝑎0
2

+
∞∑︁
𝑛=1

(
𝑎𝑛 cos(𝑛𝑥) + 𝑏𝑛 sin(𝑛𝑥)

)
eine 2𝜋-periodische 𝑚-mal stetig differenzierbare Funktion auf R, also insbesondere auf
[−𝜋, 𝜋]. Für 𝑘 = 0, . . . , 𝑚 darf man die Reihe 𝑘-mal gliedweise differenzieren und die
entstehende Reihe konvergiert gleichmäßig auf R.

Beweis. Für 𝑘 ∈ {0, . . . , 𝑚} und 𝑛 ≥ 1 gilt���� d𝑘

d𝑥𝑘
cos(𝑛𝑥)

���� ≤ 𝑛𝑘 , ���� d𝑘

d𝑥𝑘
sin(𝑛𝑥)

���� ≤ 𝑛𝑘 (𝑥 ∈ R).

Da 𝑛𝑘 ≤ 𝑛𝑚 folgt aus der Voraussetzung

∞∑︁
𝑛=1

sup
𝑥∈R

���� d𝑘

d𝑥𝑘
(
𝑎𝑛 cos(𝑛𝑥) + 𝑏𝑛 sin(𝑛𝑥)

) ���� ≤ ∞∑︁
𝑛=1

𝑛𝑚 ( |𝑎𝑛 | + |𝑏𝑛 |) < ∞.

Nach dem Weierstraßschen Majorantenkriterium konvergieren also die gliedweise 𝑘-mal
abgeleiteten Reihen für alle 𝑘 = 0, . . . , 𝑚 gleichmäßig auf R. Ihre Summen sind da-
her stetig und 2𝜋-periodisch.Nach dem Satz über gliedweises Differenzieren von Funk-
tionenreihen aus Analysis I darf daher gliedweise differenziert werden. Induktion über
𝑘 = 0, . . . , 𝑚 − 1 liefert die Behauptung. □

Auf einem beliebigen Intervall [𝑎, 𝑏] ist{
1

√
𝑏 − 𝑎

}
∪

{√︂
2

𝑏 − 𝑎 sin
(

2𝜋
𝑏 − 𝑎 𝑘𝑥

)
,

√︂
2

𝑏 − 𝑎 cos
(

2𝜋
𝑏 − 𝑎 𝑘𝑥

)
: 𝑘 ∈ N

}
eine Orthonormalbasis von 𝐿2 [𝑎, 𝑏] und die entsprechenden Formeln lauten

𝑓 (𝑥) = 𝑎0
2

+
∞∑︁
𝑘=1

(
𝑎𝑘 cos

(
2𝜋
𝑏 − 𝑎 𝑘𝑥

)
+ 𝑏𝑘 sin

(
2𝜋
𝑏 − 𝑎 𝑘𝑥

))
in 𝐿2 [𝑎, 𝑏],

𝑎𝑘 =
2

𝑏 − 𝑎

∫ 𝑏

𝑎

𝑓 (𝑥) cos
(

2𝜋
𝑏 − 𝑎 𝑘𝑥

)
d𝑥 𝑘 ∈ N0,

𝑏𝑘 =
2

𝑏 − 𝑎

∫ 𝑏

𝑎

𝑓 (𝑥) sin
(

2𝜋
𝑏 − 𝑎 𝑘𝑥

)
d𝑥 𝑘 ∈ N,

2
𝑏 − 𝑎 ∥ 𝑓 ∥

2
2 =

2
𝑏 − 𝑎

∫ 𝑏

𝑎

| 𝑓 (𝑥) |2 d𝑥 =
|𝑎0 |2

2
+

∞∑︁
𝑘=1

( |𝑎𝑘 |2 + |𝑏𝑘 |2).
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beziehungsweise, mit der Orthonormalbasis{
1

√
𝑏 − 𝑎

𝑒𝑖2𝜋𝑘𝑥/(𝑏−𝑎) | 𝑘 ∈ Z
}

im komplexen Fall

𝑓 (𝑥) =
∞∑︁

𝑘=−∞
𝑐𝑘𝑒

𝑖2𝜋𝑘𝑥/(𝑏−𝑎) in 𝐿2 [𝑎, 𝑏],

𝑐𝑘 =
1

𝑏 − 𝑎

∫ 𝑏

𝑎

𝑓 (𝑥)𝑒−𝑖2𝜋𝑘𝑥/(𝑏−𝑎) d𝑥, 𝑘 ∈ Z,

∞∑︁
𝑘=−∞

|𝑐𝑘 |2 =
1

𝑏 − 𝑎

∫ 𝑏

𝑎

| 𝑓 (𝑥) |2 d𝑥.

Beispiel 4.7.8. Für 𝑓 (𝑥) = 𝑥 verschwinden, da 𝑓 ungerade ist, alle 𝑎𝑘 und die 𝑏𝑘 sind

𝑏𝑘 =
1
𝜋

∫ 𝜋

−𝜋
𝑥 sin(𝑘𝑥) d𝑥 =

1
𝜋

[
−𝑥 cos(𝑘𝑥)

𝑘

]𝜋
−𝜋

+ 1
𝜋𝑘

∫ 𝜋

−𝜋
cos(𝑘𝑥) d𝑥

=
−2𝜋
𝑘𝜋

cos(𝑘𝜋) = 2(−1)𝑘+1

𝑘
.

Aus der Parsevalschen Gleichung erhält man

4
∞∑︁
𝑘=1

1
𝑘2 =

1
𝜋

∫ 𝜋

−𝜋
𝑥2 d𝑥 =

1
𝜋

2𝜋3

3

und daraus die bekannte Formel
∞∑︁
𝑘=1

1
𝑘2 =

𝜋2

6

(Basler Problem; Euler, 1735). Aus Satz 4.7.5 erhalten wir den punktweisen Grenzwert
dieser Fourierreihe:

2
∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘+1

𝑘
sin 𝑘𝑥 =

{
𝑥 −𝜋 < 𝑥 < 𝜋
0 𝑥 = ±𝜋

und für 𝑥 = 𝜋/2 die Formel
∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛−1

𝑛
= 1 − 1

3
+ 1

5
− 1

7
+ . . . = 𝜋

4
.

4.8 Sturm-Liouville-Probleme
Als Anwendung der Fourierreihenentwicklung und damit der Hilbertraumtheorie betrach-
ten wir nun eine gewisse Klasse von Differentialgleichungen, nämlich Sturm-Liouville-
Differentialgleichungen. Diese sind von der allgemeinen Form

−(𝑝(𝑥)𝑦′(𝑥))′ + 𝑞(𝑥)𝑦(𝑥) = 𝑓 (𝑥), 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏
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wobei [𝑎, 𝑏] ein reelles Intervall ist und 𝑝, 𝑞, 𝑓 stetige reellwertige Funktionen mit 𝑝(𝑥) ≠
0 auf [𝑎, 𝑏] sind. Wir studieren hier nur den Spezialfall

𝐿𝑦 := −𝑦′′ + 𝑦 = 𝑓 , 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, (4.19)

wobei die Randbedingungen verschiedene Formen annehmen können:

(i) 𝑦(𝑎) = 𝑦(𝑏) = 0 (homogene Dirichlet-Randbedingungen),
(ii) 𝑦′(𝑎) = 𝑦′(𝑏) = 0 (homogene Neumann-Randbedingungen) oder

(iii) 𝑦(𝑎) = 𝑦(𝑏) und 𝑦′(𝑎) = 𝑦′(𝑏) (periodische Randbedingungen).

Wir betrachten zuerst den endlichdimensionalen Fall, d.h. eine Gleichung

𝐴𝑥 = 𝑏

worin 𝐴 eine invertierbare 𝑛×𝑛-Matrix in R ist und 𝑏 ∈ R𝑛. Ist die Matrix 𝐴 symmetrisch,
dann gibt es eine Orthonormalbasis von R𝑛 aus Eigenvektoren von 𝐴, also Vektoren 𝑥𝑖 mit
𝐴𝑥𝑖 = 𝜆𝑖𝑥𝑖 für gewisse Eigenwerte 𝜆𝑖 ≠ 0. Setzt man 𝑏𝑖 = ⟨𝑏, 𝑥𝑖⟩, dann ist 𝑥 =

∑
𝑖 𝜆

−1
𝑖
𝑏𝑖𝑥𝑖

eine Lösung der Gleichung 𝐴𝑥 = 𝑏, denn

𝐴𝑥 = 𝐴
∑︁
𝑖

𝜆−1
𝑖 𝑏𝑖𝑥𝑖 =

∑︁
𝑖

𝜆−1
𝑖 𝑏𝑖𝐴𝑥𝑖 =

∑︁
𝑖

𝜆−1
𝑖 𝑏𝑖𝜆𝑖𝑥𝑖 =

∑︁
𝑖

𝑏𝑖𝑥𝑖 = 𝑏.

Wesentlich hierbei ist, dass 𝐴 symmetrisch ist und dass 0 kein Eigenwert von 𝐴 ist (denn
sonst wäre die Lösung nicht eindeutig).

Wir haben es hier mit einem Differentialoperator 𝐿 zu tun, wollen aber das Skalarprodukt
von 𝐿2 [𝑎, 𝑏] verwenden. 𝐿 können wir nur auf einem Teilraum von 𝐿2 [𝑎, 𝑏] definieren,
und dafür nehmen wir diejenigen Funktionen aus 𝐶2 [𝑎, 𝑏], die unsere Randbedingungen
erfüllen:

(i) dom 𝐿 = { 𝑓 ∈ 𝐶2 [𝑎, 𝑏] : 𝑓 (𝑎) = 𝑓 (𝑏) = 0},
(ii) dom 𝐿 = { 𝑓 ∈ 𝐶2 [𝑎, 𝑏] : 𝑓 ′(𝑎) = 𝑓 ′(𝑏) = 0},

(iii) dom 𝐿 = { 𝑓 ∈ 𝐶2 [𝑎, 𝑏] : 𝑓 (𝑎) = 𝑓 (𝑏) und 𝑓 ′(𝑎) = 𝑓 ′(𝑏)}.

Für unseren Operator 𝐿 = − d2

d𝑥2 + 1 ist∫ 𝑏

𝑎

(− 𝑓 ′′(𝑥))𝑔(𝑥) d𝑥 = − 𝑓 ′(𝑥)𝑔(𝑥) |𝑏𝑎 +
∫ 𝑏

𝑎

𝑓 ′(𝑥)𝑔′(𝑥) d𝑥

= − 𝑓 ′(𝑥)𝑔(𝑥) |𝑏𝑎 + 𝑓 (𝑥)𝑔′(𝑥) |𝑏𝑎 −
∫ 𝑏

𝑎

𝑓 (𝑥)𝑔′′(𝑥) d𝑥

und addiert man den zusätzlichen Term
∫ 𝑏

𝑎
𝑓 (𝑥)𝑔(𝑥) d𝑥 auf beiden Seiten, erhält man∫ 𝑏

𝑎

(𝐿 𝑓 ) (𝑥)𝑔(𝑥) d𝑥 −
∫ 𝑏

𝑎

𝑓 (𝑥) (𝐿𝑔) (𝑥) d𝑥 = [− 𝑓 ′𝑔 + 𝑓 𝑔′]𝑏𝑎 .

Für jede Art von homogenen Randbedingungen, die wir oben eingeführt haben, verschwin-
den diese Randterme oder heben sich auf, es gilt also

⟨𝐿 𝑓 , 𝑔⟩ = ⟨ 𝑓 , 𝐿𝑔⟩ ∀ 𝑓 , 𝑔 ∈ dom 𝐿.

So ein Operator heißt symmetrisch oder formal selbstadjungiert, und damit folgt:
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Satz 4.8.1. Alle Eigenfunktionen von 𝐿 zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogo-
nal zueinander.

Beweis. Ist 𝐿𝑥 = 𝜆𝑥 und 𝐿𝑦 = 𝜇𝑦 mit 𝜆 ≠ 𝜇, beide reell, und 𝑥, 𝑦 ∈ dom 𝐿, dann ist

(𝜆 − 𝜇)⟨𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝜆𝑥, 𝑦⟩ − ⟨𝑥, 𝜇𝑦⟩ = ⟨𝐿𝑥, 𝑦⟩ − ⟨𝑥, 𝐿𝑦⟩ = 0 =⇒ ⟨𝑥, 𝑦⟩ = 0. □

Die Eigenwerte von 𝐿 werden aus

𝐿𝑦 = 𝜆𝑦 ⇐⇒ −𝑦′′ + 𝑦 = 𝜆𝑦 ⇐⇒ 𝑦′′ = (1 − 𝜆)𝑦 ⇐⇒ 𝑦′′ = 𝜇𝑦

bestimmt, d.h. wir setzen 𝜇 = 1 − 𝜆. Aus der Theorie der gewöhnlichen Differentialglei-
chungen weiß man:

Lemma 4.8.2. Sei 𝐼 = [𝑎, 𝑏] ⊆ R mit 𝑎 < 𝑏 ein abgeschlossenes Intervall, 𝑥0 ∈ 𝐼 und
𝜇 ∈ R. Der Lösungsraum der Differentialgleichung

𝑦′′ = 𝜇𝑦

ist zweidimensional. Genauer gilt:

𝜇 > 0, 𝑘 =
√
𝜇 𝑦(𝑥) = 𝐴 cosh

(
𝑘 (𝑥 − 𝑥0)

)
+ 𝐵 sinh

(
𝑘 (𝑥 − 𝑥0)

)
𝜇 = 0 𝑦(𝑥) = 𝐴 + 𝐵(𝑥 − 𝑥0)

𝜇 < 0, 𝑘 =
√−𝜇 𝑦(𝑥) = 𝐴 cos

(
𝑘 (𝑥 − 𝑥0)

)
+ 𝐵 sin

(
𝑘 (𝑥 − 𝑥0)

)
.

Dabei sind 𝐴, 𝐵 ∈ R beliebig.

Beweis. Die angegebenen Funktionen erfüllen die Differentialgleichung, wie man durch
zweimaliges Ableiten unmittelbar überprüft. In jedem der drei Fälle sind die beiden
angeführten Basislösungen linear unabhängig: Ihre Werte und Ableitungen in 𝑥0 bilden
die Matrix(

1 0
0 𝑘

)
für 𝜇 ≠ 0,

(
1 0
0 1

)
für 𝜇 = 0,

deren Determinante ungleich null ist.

Es bleibt zu zeigen, dass es keine weiteren Lösungen gibt. Sei 𝑦 eine beliebige Lösung.
Im Fall 𝜇 > 0 wählen wir

𝐴 = 𝑦(𝑥0), 𝐵 =
𝑦′(𝑥0)
𝑘

;

für 𝜇 = 0 wählen wir 𝐴 = 𝑦(𝑥0) und 𝐵 = 𝑦′(𝑥0), und für 𝜇 < 0 wieder 𝐴 = 𝑦(𝑥0) und
𝐵 = 𝑦′(𝑥0)/𝑘 . Die dadurch wie oben gegebene Funktion 𝑦̃ besitzt dieselben Anfangswerte
(d.h. Wert und Ableitung) wie 𝑦 in 𝑥0. Setzt man 𝑧 = 𝑦 − 𝑦̃, so ist 𝑧(𝑥0) = 𝑧′(𝑥0) = 0.

Schreibt man die Differentialgleichung als System erster Ordnung(
𝑧

𝑣

)′
=

(
𝑣

𝜇𝑧

)
,
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so liefert der Satz von Picard–Lindelöf zunächst die lokale Eindeutigkeit der Lösung 𝑧,
sie stimmt also in einem Intervall um 𝑥0 mit der trivialen Nulllösung überein. Wir zeigen,
dass sich die Übereinstimmung bis zum rechten Rand fortsetzt. Dazu sei

𝑆 := {𝑡 ∈ [𝑥0, 𝑏] : 𝑧 = 0 auf [𝑥0, 𝑡]}.

Die Menge 𝑆 ist nichtleer, und wir setzen 𝑠 := sup 𝑆. Wegen der Stetigkeit von 𝑧, 𝑧′

ist auch 𝑧(𝑠) = 𝑧′(𝑠) = 0. Wäre 𝑠 < 𝑏, so lieferte die lokale Eindeutigkeit, angewandt
mit Anfangspunkt 𝑠, die Übereinstimmung mit der Nulllösung noch auf einem Intervall
[𝑠, 𝑠 + 𝛿]. Zusammen mit 𝑧 = 0 auf [𝑥0, 𝑠] widerspräche dies der Definition von 𝑠. Somit
ist 𝑠 = 𝑏 und 𝑧 = 0 auf [𝑥0, 𝑏], also 𝑦 = 𝑦̃. Analog zeigt man 𝑧 = 0 auf [𝑎, 𝑥0]. Insgesamt
gilt also 𝑦 = 𝑦̃ auf 𝐼, und die beiden angegebenen Lösungen spannen den gesamten
Lösungsraum auf. □

Für die folgenden Rechnungen beschränken wir uns auf den Fall [𝑎, 𝑏] = [0, 𝜋]; für ein
beliebiges Intervall verfahren die Rechnungen analog.

Dirichlet-Randbedingungen Betrachten wir die homogenen Dirichlet-Randbedingungen

𝑦(0) = 0, 𝑦(𝜋) = 0.

Für 𝜇 > 0 lautet die allgemeine Lösung

𝑦(𝑥) = 𝐴 cosh(√𝜇𝑥) + 𝐵 sinh(√𝜇𝑥).

Aus 𝑦(0) = 0 folgt 𝐴 = 0, 𝑦(𝜋) = 0 bedingt 𝐵 = 0.

Für 𝜇 = 0 sind die Lösungen von 𝑦′′ = 0 affin, also 𝑦(𝑥) = 𝐴 + 𝐵𝑥; die Randbedingungen
erzwingen dann wieder 𝐴 = 𝐵 = 0.

Für 𝜇 < 0 schreiben wir die allgemeine Lösung in der Form

𝑦(𝑥) = 𝐴 cos(√−𝜇𝑥) + 𝐵 sin(√−𝜇𝑥).

Aus 𝑦(0) = 0 folgt 𝐴 = 0. Die zweite Randbedingung liefert

0 = 𝑦(𝜋) = 𝐵 sin(√−𝜇 𝜋).

Nichttriviale Eigenfunktionen erhält man daher genau dann, wenn
√−𝜇 𝜋 = 𝑛𝜋, 𝑛 ∈ N.

Somit sind

𝜇𝑛 = −𝑛2, 𝜆𝑛 = 1 + 𝑛2,

und die zugehörigen Eigenfunktionen sind Vielfache von

sin(𝑛𝑥).

Wir berechnen∫ 𝜋

0
sin(𝑛𝑥) sin(𝑚𝑥) d𝑥 =

𝜋

2

∫ 𝜋

−𝜋

1
√
𝜋

sin(𝑛𝑥) 1
√
𝜋

sin(𝑚𝑥) d𝑥 =
𝜋

2
𝛿𝑚𝑛,
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also bilden die Funktionen

𝑒𝑛 (𝑥) :=
√︂

2
𝜋

sin(𝑛𝑥), 𝑛 ∈ N.

ein Orthonormalsystem in 𝐿2 [0, 𝜋]. Zur Vollständigkeit sei ℎ ∈ 𝐿2 [0, 𝜋] orthogonal auf
alle 𝑒𝑛. Wir betrachten die ungerade Fortsetzung

𝐻 (𝑡) =
{
ℎ(𝑡) 0 < 𝑡 < 𝜋,
−ℎ(−𝑡) −𝜋 < 𝑡 < 0.

Dann ist 𝐻 ∈ 𝐿2 [−𝜋, 𝜋]. Wegen der Ungeradheit verschwinden alle Kosinuskoeffizienten
und der konstante Koeffizient von 𝐻, und die Sinuskoeffizienten wegen der Orthogona-
litätsannahme. Damit folgt 𝐻 = 0 (fast überall), also auch ℎ = 0 (fast überall) auf [0, 𝜋].
Nach Satz 4.6.14 ist (𝑒𝑛)𝑛∈N daher eine Orthonormalbasis von 𝐿2 [0, 𝜋].

Für 𝑓 ∈ 𝐿2 [0, 𝜋] ergibt sich damit formal3 die Lösung des homogenen Dirichlet-Problems

−𝑦′′ + 𝑦 = 𝑓 , 𝑦(0) = 𝑦(𝜋) = 0,

als

𝑦 =

∞∑︁
𝑛=1

⟨ 𝑓 , 𝑒𝑛⟩
𝜆𝑛

𝑒𝑛 in 𝐿2 [0, 𝜋] .

Fallen die Fourierkoeffizienten 𝑓𝑛 = ⟨ 𝑓 , 𝑒𝑛⟩ hinreichend schnell ab, z.B. wenn
∑
𝑛2 | 𝑓𝑛 | <

∞, dann konvergieren die Reihen für 𝑦, 𝑦′ und 𝑦′′ nach Lemma 4.7.7 gleichmäßig. In
diesem Fall ist 𝑦 zweimal stetig differenzierbar, man darf gliedweise ableiten und erhält

−𝑦′′ + 𝑦 =
∞∑︁
𝑛=1

𝑓𝑛

1 + 𝑛2 (−𝑒
′′
𝑛 + 𝑒𝑛) =

∞∑︁
𝑛=1

𝑓𝑛𝑒𝑛 = 𝑓 ,

𝑦 ist also eine klassische Lösung.

Neumann-Randbedingungen Betrachten wir nun die homogenen Neumann-Randbedingungen

𝑦′(0) = 0, 𝑦′(𝜋) = 0.

Für 𝜇 > 0 lautet die allgemeine Lösung

𝑦(𝑥) = 𝐴 cosh(√𝜇𝑥) + 𝐵 sinh(√𝜇𝑥).

Dann ist

𝑦′(𝑥) = √
𝜇𝐴 sinh(√𝜇𝑥) + √

𝜇𝐵 cosh(√𝜇𝑥).

Aus 𝑦′(0) = 0 folgt 𝐵 = 0, und aus 𝑦′(𝜋) = 0 folgt 𝐴 sinh(√𝜇𝜋) = 0, also auch 𝐴 = 0. Es
gibt in diesem Fall also keine nichttrivialen Eigenfunktionen.

3
”Formal“ heißt auch hier wieder: wir schreiben die Lösung hin, verstehen aber (noch) nicht in welchem

Sinn es wirklich eine Lösung ist.
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Für 𝜇 = 0 sind die Lösungen wieder affin, 𝑦(𝑥) = 𝐴+𝐵𝑥. Die Randbedingungen erzwingen
nur 𝐵 = 0, also erhalten wir die konstanten Funktionen als Eigenfunktionen. Damit ist

𝜇0 = 0, 𝜆0 = 1, 𝑒0(𝑥) :=
1
√
𝜋
.

Für 𝜇 < 0 schreiben wir

𝑦(𝑥) = 𝐴 cos(√−𝜇𝑥) + 𝐵 sin(√−𝜇𝑥),

also

𝑦′(𝑥) = −𝐴√−𝜇 sin(√−𝜇𝑥) + 𝐵√−𝜇 cos(√−𝜇𝑥).

Aus 𝑦′(0) = 0 folgt 𝐵 = 0. Die zweite Randbedingung liefert

0 = 𝑦′(𝜋) = −𝐴√−𝜇 sin(√−𝜇 𝜋).

Nichttriviale Eigenfunktionen erhält man daher genau dann, wenn
√−𝜇 𝜋 = 𝑛𝜋, 𝑛 ∈ N.

Somit sind

𝜇𝑛 = −𝑛2, 𝜆𝑛 = 1 + 𝑛2,

und die zugehörigen Eigenfunktionen sind Vielfache von cos(𝑛𝑥). Wir berechnen, wie im
Dirichlet-Fall mit der trigonometrischen Orthonormalbasis auf [−𝜋, 𝜋],∫ 𝜋

0
cos(𝑛𝑥) cos(𝑚𝑥) d𝑥 =

𝜋

2

∫ 𝜋

−𝜋

1
√
𝜋

cos(𝑛𝑥) 1
√
𝜋

cos(𝑚𝑥) d𝑥 =
𝜋

2
𝛿𝑚𝑛

für 𝑚, 𝑛 ∈ N. Außerdem ist 𝑒0 auf alle cos(𝑛𝑥) orthogonal. Also bilden 𝑒0 und die
Funktionen

𝑒𝑛 (𝑥) :=
√︂

2
𝜋

cos(𝑛𝑥), 𝑛 ∈ N

ein Orthonormalsystem in 𝐿2 [0, 𝜋].

Zur Vollständigkeit sei ℎ ∈ 𝐿2 [0, 𝜋] orthogonal auf alle 𝑒𝑛, 𝑛 ∈ N0. Wir betrachten die
gerade Fortsetzung

𝐻 (𝑡) =
{
ℎ(𝑡) 0 < 𝑡 < 𝜋,
ℎ(−𝑡) −𝜋 < 𝑡 < 0.

Dann ist 𝐻 ∈ 𝐿2 [−𝜋, 𝜋] gerade. Daher verschwinden alle Sinuskoeffizienten von 𝐻, und
die Kosinuskoeffizienten sowie der konstante Koeffizient verschwinden wegen der Or-
thogonalitätsannahme. Nach der Vollständigkeit der trigonometrischen Orthonormalbasis
folgt 𝐻 = 0 fast überall, also auch ℎ = 0 fast überall auf [0, 𝜋]. Damit ist{

1
√
𝜋

}
∪

{√︂
2
𝜋

cos(𝑛𝑥) : 𝑛 ∈ N

}
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eine Orthonormalbasis von 𝐿2 [0, 𝜋].

Für 𝑓 ∈ 𝐿2 [0, 𝜋] ergibt sich formal die Lösung des homogenen Neumann-Problems

−𝑦′′ + 𝑦 = 𝑓 , 𝑦′(0) = 𝑦′(𝜋) = 0,

als

𝑦 = ⟨ 𝑓 , 𝑒0⟩𝑒0 +
∞∑︁
𝑛=1

⟨ 𝑓 , 𝑒𝑛⟩
1 + 𝑛2 𝑒𝑛 in 𝐿2 [0, 𝜋] .

So wie vorher ist 𝑦 klassische Lösung, falls die Fourierkoeffizienten von 𝑓 schnell genug
abklingen.

Periodische Randbedingungen Für periodische Randbedingungen ist es natürlicher,
auf dem Intervall [−𝜋, 𝜋] zu arbeiten. Wir betrachten also

𝑦(−𝜋) = 𝑦(𝜋), 𝑦′(−𝜋) = 𝑦′(𝜋).

Für 𝜇 > 0 lautet die allgemeine Lösung

𝑦(𝑥) = 𝐴 cosh(√𝜇𝑥) + 𝐵 sinh(√𝜇𝑥).

Aus 𝑦(−𝜋) = 𝑦(𝜋) folgt 𝐵 = 0, und aus 𝑦′(−𝜋) = 𝑦′(𝜋) folgt dann 𝐴 = 0. Es gibt in
diesem Fall also keine nichttrivialen Eigenfunktionen.

Für 𝜇 = 0 sind die Lösungen 𝑦(𝑥) = 𝐴 + 𝐵𝑥; aus 𝑦(−𝜋) = 𝑦(𝜋) folgt 𝐵 = 0, also erhalten
wir wieder die konstanten Eigenfunktionen mit

𝜇0 = 0, 𝜆0 = 1, 𝑒0(𝑥) :=
1

√
2𝜋
.

Für 𝜇 < 0 setzen wir wieder

𝑦(𝑥) = 𝐴 cos(√−𝜇𝑥) + 𝐵 sin(√−𝜇𝑥).

Setzen wir 𝑘 := √−𝜇, dann ergeben die periodischen Randbedingungen

0 = 𝑦(𝜋) − 𝑦(−𝜋) = 𝐴(cos(𝑘𝜋) − cos(−𝑘𝜋)) + 𝐵(sin(𝑘𝜋) − sin(−𝑘𝜋))
= 2𝐵 sin(𝑘𝜋),

und wegen 𝑦′(𝑥) = −𝐴𝑘 sin(𝑘𝑥) + 𝐵𝑘 cos(𝑘𝑥) auch

0 = 𝑦′(𝜋) − 𝑦′(−𝜋) = −𝐴𝑘 sin(𝑘𝜋) + 𝐵𝑘 cos(𝑘𝜋) − 𝐴𝑘 sin(𝑘𝜋) − 𝐵𝑘 cos(𝑘𝜋)
= −2𝐴𝑘 sin(𝑘𝜋).

Falls sin(𝑘𝜋) ≠ 0 ist, folgt daraus 𝐴 = 𝐵 = 0. Nichttriviale Lösungen gibt es daher genau
dann, wenn

sin(𝑘𝜋) = 0, also 𝑘 = 𝑛, 𝑛 ∈ N.
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Damit sind

𝜇𝑛 = −𝑛2, 𝜆𝑛 = 1 + 𝑛2,

und zu jedem 𝑛 ∈ N gehört der zweidimensionale Eigenraum

span{cos(𝑛𝑥), sin(𝑛𝑥)}.

Normiert erhalten wir die Funktionen

𝑐𝑛 (𝑥) :=
1
√
𝜋

cos(𝑛𝑥), 𝑠𝑛 (𝑥) :=
1
√
𝜋

sin(𝑛𝑥), 𝑛 ∈ N.

Dass

{𝑒0} ∪ {𝑐𝑛 : 𝑛 ∈ N} ∪ {𝑠𝑛 : 𝑛 ∈ N}

eine Orthonormalbasis von 𝐿2 [−𝜋, 𝜋] ist, ist genau die oben angegebene trigonometrische
Orthonormalbasis.

Für 𝑓 ∈ 𝐿2 [−𝜋, 𝜋] ergibt sich formal die Lösung des periodischen Problems

−𝑦′′ + 𝑦 = 𝑓 , 𝑦(−𝜋) = 𝑦(𝜋), 𝑦′(−𝜋) = 𝑦′(𝜋),

als

𝑦 = ⟨ 𝑓 , 𝑒0⟩𝑒0 +
∞∑︁
𝑛=1

⟨ 𝑓 , 𝑐𝑛⟩
1 + 𝑛2 𝑐𝑛 +

∞∑︁
𝑛=1

⟨ 𝑓 , 𝑠𝑛⟩
1 + 𝑛2 𝑠𝑛 in 𝐿2 [−𝜋, 𝜋] .

Wieder ist 𝑦 klassische Lösung, falls die Fourierkoeffizienten von 𝑓 schnell genug abklin-
gen.22. 6. 2026
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In den folgenden Beispielen bestimmen wir die Eigenfunktionen direkt auf Intervallen, die
von den oben behandelten Standardintervallen verschieden sind. Die rechten Seiten sind
jeweils endliche Linearkombinationen von Eigenfunktionen, was sofort zu klassischen
Lösungen führt.

Beispiel 4.8.3.

(i) Dirichlet-Randbedingungen. Wir bestimmen zunächst die Eigenwerte von

−𝑦′′ + 𝑦 = 𝜆𝑦, 𝑦(1) = 𝑦(3) = 0.

Wie oben liefern die Fälle 𝜇 = 1 − 𝜆 ≥ 0 nur die triviale Lösung. Für 𝜇 < 0 setzen
wir 𝑘 =

√−𝜇 und schreiben

𝑦(𝑥) = 𝐴 cos(𝑘 (𝑥 − 1)) + 𝐵 sin(𝑘 (𝑥 − 1)).

Aus 𝑦(1) = 0 folgt 𝐴 = 0, und 𝑦(3) = 0 ergibt

𝐵 sin(2𝑘) = 0.

Nichttriviale Lösungen gibt es daher genau für

𝑘𝑛 =
𝑛𝜋

2
, 𝜆𝑛 = 1 + 𝑛

2𝜋2

4
, 𝜑𝑛 (𝑥) = sin

(
𝑛𝜋(𝑥 − 1)

2

)
, 𝑛 ∈ N.

Wir lösen nun das konkrete Randwertproblem

−𝑢′′ + 𝑢 = 2 sin
(
𝜋(𝑥 − 1)

2

)
− 3 sin

(
𝜋(𝑥 − 1)

)
, 𝑢(1) = 𝑢(3) = 0.

Durch Division der Koeffizienten durch 𝜆1 bzw. 𝜆2 erhalten wir

𝑢(𝑥) = 8
4 + 𝜋2 sin

(
𝜋(𝑥 − 1)

2

)
− 3

1 + 𝜋2 sin
(
𝜋(𝑥 − 1)

)
.

(ii) Neumann-Randbedingungen. Wir betrachten das Eigenwertproblem

−𝑦′′ + 𝑦 = 𝜆𝑦, 𝑦′(−1) = 𝑦′(2) = 0.

Für 𝜇 = 0 erhalten wir die konstanten Eigenfunktionen zum Eigenwert 𝜆0 = 1.
Die Fälle 𝜇 > 0 liefern keine nichttrivialen Eigenfunktionen. Für 𝜇 < 0 setzen wir
wieder 𝑘 =

√−𝜇 und schreiben

𝑦(𝑥) = 𝐴 cos(𝑘 (𝑥 + 1)) + 𝐵 sin(𝑘 (𝑥 + 1)).

Aus 𝑦′(−1) = 0 folgt 𝐵 = 0, und 𝑦′(2) = 0 ergibt 𝐴 sin(3𝑘) = 0. Damit sind

𝜆𝑛 = 1 + 𝑛
2𝜋2

9
, 𝜑𝑛 (𝑥) = cos

(
𝑛𝜋(𝑥 + 1)

3

)
, 𝑛 ∈ N0.

Für das Randwertproblem

−𝑢′′ + 𝑢 = 1 + 2 cos
(
𝜋(𝑥 + 1)

3

)
− cos

(
𝜋(𝑥 + 1)

)
, 𝑢′(−1) = 𝑢′(2) = 0,

folgt

𝑢(𝑥) = 1 + 18
9 + 𝜋2 cos

(
𝜋(𝑥 + 1)

3

)
− 1

1 + 𝜋2 cos
(
𝜋(𝑥 + 1)

)
.
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(iii) Periodische Randbedingungen. Schließlich bestimmen wir die Eigenfunktionen
von

−𝑦′′ + 𝑦 = 𝜆𝑦, 𝑦(0) = 𝑦(3), 𝑦′(0) = 𝑦′(3).

Für 𝜇 = 0 ergeben sich wieder die konstanten Eigenfunktionen zum Eigenwert
𝜆0 = 1, während 𝜇 > 0 nur die triviale Lösung liefert. Ist 𝜇 < 0 und 𝑘 =

√−𝜇, so ist

𝑦(𝑥) = 𝐴 cos(𝑘𝑥) + 𝐵 sin(𝑘𝑥).

Die beiden periodischen Randbedingungen besitzen genau dann eine nichttriviale
Lösung (𝐴, 𝐵), wenn 3𝑘 ein ganzzahliges Vielfaches von 2𝜋 ist. Somit sind

𝑘𝑛 =
2𝜋𝑛

3
, 𝜆𝑛 = 1 + 4𝜋2𝑛2

9
, 𝑛 ∈ N,

und zum Eigenwert 𝜆𝑛 gehört der Eigenraum

span
{
cos

(
2𝜋𝑛𝑥

3

)
, sin

(
2𝜋𝑛𝑥

3

)}
.

Das konkrete periodische Randwertproblem

−𝑢′′ + 𝑢 = 1 + 2 cos
(
2𝜋𝑥

3

)
+ 3 sin

(
4𝜋𝑥

3

)
, 𝑢(0) = 𝑢(3), 𝑢′(0) = 𝑢′(3),

hat daher die Lösung

𝑢(𝑥) = 1 + 18
9 + 4𝜋2 cos

(
2𝜋𝑥

3

)
+ 27

9 + 16𝜋2 sin
(
4𝜋𝑥

3

)
.

In allen drei Beispielen haben die Eigenfunktionsentwicklungen nur endlich viele
nichtverschwindende Koeffizienten. Die Voraussetzung von Lemma 4.7.7 ist daher
für jedes𝑚 ∈ N0 erfüllt, und die angegebenen Funktionen sind klassische Lösungen.
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Distributionen und schwache Lösungen
Wir betrachten eine kontinuierliche Größe 𝑓 (𝑡, 𝑥), wobei 𝑡 ∈ R die Zeit ist und 𝑥 ∈ R
die Position auf der reellen Achse. So eine Funktion könnte etwa eine Masseverteilung
beschreiben. Wir wollen modellieren, wie sich 𝑓 (𝑡, 𝑥) verändert, wenn sich diese Größe
mit der Geschwindigkeit 𝑣 > 0 nach rechts (d.h. in Richtung positiver 𝑥-Werte) bewegt.
Die Änderung 𝜕𝑡 𝑓 (𝑡, 𝑥) in einem Punkt (𝑡, 𝑥) ist proportional zu −𝜕𝑥 𝑓 (𝑡, 𝑥), denn je steiler
die Funktion abfällt desto schneller wird sie größer, wenn sich der Funktionsgraph nach
rechts verschiebt. Nehmen wir 𝑣 als Proportionalitätskonstante so bekommen wir eine
partielle Differentialgleichung, nämlich die Transportgleichung

𝜕𝑡 𝑓 (𝑡, 𝑥) = −𝑣𝜕𝑥 𝑓 (𝑡, 𝑥), 𝑓 (0, 𝑥) = 𝑓0(𝑥) (4.20)

wobei 𝑓0 eine geeignete Anfangsbedingung ist. Eine Möglichkeit, diese Gleichung zu-
mindest formal zu lösen, ist die Fouriertransformation. Dazu nehmen wir an, dass 𝑓

2𝜋-periodisch in 𝑥 ist. Schreiben wir

𝑓 (𝑡, 𝑥) =
∑︁
𝑘∈Z

𝑐𝑘 (𝑡)𝑒𝑖𝑘𝑥 , 𝑐𝑘 (𝑡) =
1

2𝜋

∫ 𝜋

−𝜋
𝑓 (𝑡, 𝑥)𝑒−𝑖𝑘𝑦 d𝑦, 𝑘 ∈ Z

so erhalten wir, indem wir unbekümmert die Ableitung in die Summe bzw. ins Integral
ziehen, einerseits

𝜕𝑡 𝑓 (𝑡, 𝑥) =
∑︁
𝑘∈Z

𝑐′𝑘 (𝑡)𝑒
𝑖𝑘𝑥

für die Zeitableitung, und andererseits

𝜕𝑥 𝑓 (𝑡, 𝑥) =
∑︁
𝑘∈Z

𝑖𝑘𝑐𝑘 (𝑡)𝑒𝑖𝑘𝑥 .

Zusammen ergibt das∑︁
𝑘∈Z

(𝜕𝑡𝑐𝑘 (𝑡) + 𝑖𝑘𝑣𝑐𝑘 (𝑡)) 𝑒𝑖𝑘𝑥 = 0 =⇒ 𝑐𝑘 (𝑡) + 𝑖𝑘𝑣𝑐𝑘 (𝑡) = 0, 𝑘 ∈ Z.

Die Lösung der rechten Gleichung ist

𝑐𝑘 (𝑡) = 𝑐𝑘 (0)𝑒−𝑖𝑘𝑣𝑡 , 𝑐𝑘 (0) =
1

2𝜋

∫ 𝜋

−𝜋
𝑓 (0, 𝑦)𝑒−𝑖𝑘𝑦 d𝑦

wobei die 𝑐𝑘 (0) genau die Fourierkoeffizienten der Anfangsbedingung sind. Somit erhalten
wir

𝑓 (𝑡, 𝑥) =
∑︁
𝑘∈Z

𝑐𝑘 (0)𝑒𝑖𝑘 (𝑥−𝑣𝑡) = 𝑓0(𝑥 − 𝑣𝑡).

Ist 𝑓0 differenzierbar, dann erfüllt diese Funktion offenbar (4.20), was die heuristische
Herleitung nachträglich rechtfertigt. Die Formel 𝑓 (𝑡, 𝑥) = 𝑓0(𝑥 − 𝑣𝑡) macht jedoch auch
Sinn, wenn 𝑓0 nicht differenzierbar ist, und beschreibt augenscheinlich immer noch den
Transport einer Größe mit Geschwindigkeit 𝑣 entlang der 𝑥-Achse. Das legt nahe, dass man
den Begriff einer ”Lösung einer Differentialgleichung“ gerne etwas weiter fassen möchte,
um z.B. auch Funktionen mit Unstetigkeiten oder Sprüngen behandeln zu können.
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Eine andere Motivation liegt im Dirac-Delta. Dieses Objekt wurde von Paul Dirac 1930
folgendermaßen eingeführt:∫ ∞

−∞
𝛿(𝑥) d𝑥 = 1, 𝛿(𝑥) = 0 für 𝑥 ≠ 0,

mit dem schlichten Zusatz, dass 𝛿 keine Funktion im üblichen Sinn ist und nicht nach allen
üblichen Regeln manipuliert werden darf. Eng verwandt damit ist die Heaviside-Funktion

𝐻 (𝑥) =
{

0 𝑥 < 0
1 𝑥 ≥ 0,

denn offenbar gilt – falls diese Rechnung überhaupt zulässig ist –∫ 𝑥

−∞
𝛿(𝑡) d𝑡 = 𝐻 (𝑥)

und somit auch 𝐻′(𝑥) = 𝛿(𝑥), aber auch wieder mit dem Manko, dass man gar nicht weiß
was 𝛿 hier eigentlich genau sein soll.

Sowohl eine nicht-differenzierbare Lösung einer Differentialgleichung als auch die Delta-
Funktion lassen sich sauber verstehen, wenn man den Begriff einer Funktion verallge-
meinert und an Stelle punktweiser Auswertungen die Wirkung auf andere Funktionen
betrachtet. Als physikalische Motivation stellen wir uns eine Funktion 𝑇 (𝑥) vor, welche
die Temperaturverteilung entlang der reellen Achse (oder eines Stückes davon) beschreibt.
Will man die Temperatur messen, indem man ein Thermometer an die entsprechende Stel-
le hält, so entspricht dies nicht einer punktweisen Auswertung von 𝑇 , sondern eher einem
Mittelwert, dessen genaue Gestalt von der Form und den Eigenschaften des Thermome-
ters abhängt. Beschreiben wir letztere durch eine Funktion 𝜑, so ist das Ergebnis unserer
Messung ein Integral der Form∫

𝑇 (𝑥)𝜑(𝑥) d𝑥.

Für verschiedene Messspitzen 𝜑 erhält man verschiedene Temperaturmittelwerte
∫
𝑇𝜑,

und kennt man alle diese Mittelwerte so kennt man 𝑇 . Wir sehen eine verallgemeinerte
Funktion also als eine lineare Abbildung auf dem Raum aller Testfunktionen 𝜑 an:

D(R) := {𝜑 : R → R | 𝜑 ist 𝐶∞ und ∃𝑅 > 0 mit 𝜑(𝑥) = 0 für |𝑥 | > 𝑅},
D′(R) := {𝑇 : D(R) → R | 𝑇 ist linear und stetig }.

Elemente von D(R) heißen Testfunktionen, Elemente von D′(R) verallgemeinerte Funk-
tionen oder Distributionen. Was ”Stetigkeit“ hier genau bedeutet, definieren wir nicht. Wir
schreiben ⟨𝑇, 𝜑⟩ := 𝑇 (𝜑) für die Auswertung von 𝑇 bei 𝜑. Die wesentlichsten Eigenschaf-
ten für uns sind:

▶ Eine Funktion 𝑓 : R → R heißt lokal integrierbar, wenn ihre Einschränkung 𝑓 |𝐾
auf jede kompakte Menge 𝐾 ⊆ R integrierbar ist.

▶ Jede lokal integrierbare Funktion 𝑓 definiert eine Distribution 𝑇 𝑓 mittels

⟨𝑇 𝑓 , 𝜑⟩ :=
∫

𝑓 (𝑥)𝜑(𝑥) d𝑥.
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▶ Ist 𝑓 differenzierbar und 𝑓 ′ lokal integrierbar, dann gilt mit partieller Integration∫
𝑓 ′(𝑥)𝜑(𝑥) d𝑥 = −

∫
𝑓 (𝑥)𝜑′(𝑥) d𝑥.

Analog definieren wir die Ableitung einer beliebigen Distribution 𝑇 als

⟨𝑇 ′, 𝜑⟩ := −⟨𝑇, 𝜑′⟩.

▶ Die Delta-Distribution ist gegeben durch

⟨𝛿, 𝜑⟩ = 𝜑(0).

▶ Die Ableitung der Heaviside-Funktion ist

⟨𝐻′, 𝜑⟩ = −⟨𝐻, 𝜑′⟩ = −
∫ ∞

0
𝜑′(𝑥) d𝑥 = 𝜑(0),

also gilt 𝐻′ = 𝛿.

Damit lassen sich auch nicht-differenzierbare Funktionen als Lösungen von Differential-
gleichungen betrachten, da die Ableitungen nach Definition dann nur auf die Testfunktio-
nen wirken.
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Wärmeleitungsgleichung, 126


	Grundlagen
	Normierte Vektorräume
	Topologische Grundbegriffe
	Folgen und Konvergenz
	Kompakte Mengen
	Grenzwerte und Stetigkeit

	Differentialrechnung im Mehrdimensionalen
	Totale Differenzierbarkeit
	Partielle Ableitungen
	Rechenregeln
	Mittelwertsätze
	Höhere Ableitungen
	Der Satz von Taylor
	Lokale Extrema
	Lokale Invertierbarkeit und Implizite Funktionen
	Extrema mit Nebenbedingungen

	Das Lebesgue-Integral
	Rückblick und Einleitung
	Monotone und majorisierte Konvergenz
	Lebesgue-Integration in der Praxis
	Integration in Rn
	Integration über Teilmannigfaltigkeiten
	Integralsätze der Vektoranalysis

	Funktionenräume
	Normierte Räume, Operatoren
	Banachscher Fixpunktsatz
	Hilberträume
	Die Räume p und Lp
	Orthogonalität
	Orthonormale Mengen und Folgen
	Fourieranalysis
	Sturm-Liouville-Probleme

	Stichwortverzeichnis

