Analysis II fur TPH
Eduard Nigsch

TU Wien, Sommersemester 2026






Vorwort

Dieses Skriptum entstand begleitend zur Vorlesung Analysis II fiir TPH im Sommerse-
mester 2025 und wird laufend erweitert.

Obwohl es den behandelten Stoff moglichst sinnvoll abzubilden versucht, ersetzt es weder
den Besuch der Vorlesung noch die intensive Beschiftigung mit einem oder mehreren
geeigneten Lehrbiichern. Auf vieles, das in der Vorlesung nur verbal erklért wird, wird hier
schriftlich nicht weiter eingegangen. Aulerdem lebt die Mathematik vom individuellen
Nachvollziehen von Argumenten und Sachverhalten.

Wien, Mirz 2026
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Kapitel 1

Grundlagen

Lernziele

Prinzipiell sollte man in der Lage sein, alle Definitionen, Sétze (und evtl. Folgerungen)
korrekt wiederzugeben. Zusitzlich hier (und in jedem spateren Kapitel) ein paar Schlag-
worte mit den wichtigsten Fahigkeiten, die man erlangen sollte, bzw. Anwendungen, mit
denen man rechnen muss.

Normierte Vektorraume

» Normen berechnen
» Abschitzungen durchfiihren

Topologische Grundbegriffe
» Mit topologischen Begriffen hantieren, d.h. Lagebeziehungen von Punkten zu Men-

gen untersuchen konnen
» Die topologischen Begriffe in R? anschaulich darstellen



2 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

In der Analysis Il werden wir die Konzepte der Differential- und Integralrechnung auf die
Ebene von multivariaten Funktionen anheben, d.h. Funktionen

fi:DCRX..XR—>RXx...xR

n m

betrachten, deren Definitionsbereich eine Teilmenge D von R" ist und welche nach R™ ab-
bilden, wobei m und n natiirliche Zahlen sind. Die grofte, qualitative Schwierigkeit steckt
hierbei schon im Schritt von Dimension 1 auf Dimension 2; alles weitere ist hauptséachlich
Formalismus und Notation.

Eine Funktion f: D C R" — R heifit auch Skalarfeld, eine Funktion f: D C R" — R"™
auch Vektorfeld. Das Wort ,Feld bedeutet also, dass eine gewisse GroBe (z.B. ein Skalar
oder ein Vektor) in jedem Punkt des Raumes R” gegeben ist.

Als ersten Schritt werden wir die grundlegenden Begriffe von Konvergenz und Stetigkeit,
welche das Fundament der Analysis in einer Variablen bilden, auf den mehrdimensionalen
Fall verallgemeinern. Fiir weiterfiihrende Literatur verweisen wir auf die Bibliographie
am Ende jedes Kapitels.

1.1 Normierte Vektorraume

Der intuitiven Vorstellung von ,,beliebig nahe* oder ,,beliebig klein* und damit dem Kon-
vergenzbegriff, den wir in Analysis I fiir Folgen reeller oder komplexer Zahlen und spiter
auch Funktionenfolgen kennengelernt haben, liegt eine Groen- bzw. Abstandsmessung
(,,Wie grof} ist der Abstand zum Grenzwert?*) zugrunde. In R erledigt dies der Absolutbe-
trag, in beliebigen Vektorrdumen verallgemeinern wir dessen Eigenschaften zur Definition
einer solchen Grolenmessung. Diese und viele der folgenden Sitze formulieren wir fiir
Vektorraume iiber einem Skalarkorper K, der entweder R oder C sein kann: Einerseits
gilt vieles im Komplexen genauso wie im Reellen, andererseits ist es manchmal praktisch,
sich auf den reellen Fall beschranken zu konnen.

Definition 1.1.1. Sei V ein Vektorraum iiber K, wobei K = R oder C ist. Eine Norm
auf V ist eine Abbildung

V-oR, x|

mit den folgenden Eigenschaften:
(1) |lx|]| = O fiir alle x € V, wobei ||x|| = 0 genau fiir x = 0 gilt (Definitheit),
(1) ||Ax|| = |4| ||x|| fir alle x € V und A € K (positive Homogenitit),
@iii) ||x + y|| < llx|| + ||y]| fiir alle x, y € V (Dreiecksungleichung).
Das Paar (V, ||-||) hei3t normierter Raum.

Aus der Definition folgt sofort:

n
2,
i=1

| x|l = Iyl | < |lx =yl Vx,y € V. (Umgekehrte Dreiecksungleichung).

n
S Vi, eK, x;eV(i=1...n),
i=1
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Die umgekehrte Dreiecksungleichung wird genau wie fiir den Absolutbetrag oder die
Supremumsnorm bewiesen (siehe Analysis I). Fiir x, y € V nennen wir ||x — y|| auch den
Abstand von x und y.

Mitunter schreibt man ||x||;, statt ||x||, um klarzumachen, auf welchem Raum eine Norm
lebt, bzw. werden verschiedene Normen auf demselben Raum, wenn notig, verschieden
gekennzeichnet. Wihrend es im Vektorraum R niimlich nur eine sinnvolle Norm gibt,'
schaut es im R" fiir n > 2 schon anders aus:

Beispiele.

» R’ wird tiblicherweise mit der euklidischen Norm (auch 2-Norm genannt) versehen,

x|l = X%+~--+x%, x=(x1,...,x,) €R",

» Analog ist die euklidische Norm auf C" gegeben durch

x|l := \/|x1|2 +.4+ A x=(x1,...,x,) €C
» Andere Normen auf R” und C”" sind die 1-Norm bzw. die co-Norm
x|y = x4+ . o+xnl,  xlle = max{|xi], ..., [x,l}, x=(x1,...,x,) € K"

» Ist C[a, b] der Vektorraum der stetigen, reell- oder komplexwertigen Funktionen
auf [a, b], dann ist die Supremumsnorm

I fllo :=max{|f(x)||a <x<b},  feClab]

eine Norm auf C|a, b].
» Die Frobenius-Norm

m n 2
Z Z |aij|” fir A= (aij)z_:zll...né e K™

i=1 j=1

ist eine Norm auf dem Raum aller (reellen oder komplexen) m X n-Matrizen.

Bemerkung 1.1.2. Auch C[a, b] kann entweder den Raum der reellwertigen oder der
komplexwertigen stetigen Funktionen auf [a, b] bezeichnen. Sollte die Unterscheidung
irgendwo wichtig sein, werden wir darauf hinweisen.

Ist von nun an von einer Norm auf R"” oder C" die Rede, so ist — falls nichts anderes gesagt
wird — damit immer die euklidische Norm gemeint, die kurzerhand nur mit ||-|| bezeichnet
wird. Fiir n = 1 sind die Normen ||-||{, ||-]|, und |||, auf R gleich dem Absolutbetrag.

'Fordert man von einer Norm ||-|| auf R, dass ||1|| = 1 gilt, muss diese Norm schon gleich dem
Absolutbetrag sein.
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1.2 Topologische Grundbegriffe

Topologische Begriffe beschreiben die Gestalt von Punktmengen, also beliebigen Teilmen-
gen eines normierten Raumes. Diese Begriffe werden benotigt, um Stetigkeit, Konvergenz,
Grenzwerte, Kompaktheit und Vollstandigkeit zu erklaren.

In R wird die Nihe zu einem Punkt x durch die e-Umgebungen
{yeR : |y—-x|<e}

erfasst: je kleiner &, desto néher.

Definition 1.2.1.  Sei (V, ||-]|) ein normierter Raum. Fiir x € V und r > 0 heiflen

B/(x)={yeV:lx-yl<r}undB,(x) ={yeV:|x-yl<r}

offener bzw. abgeschlossener Ball (oder Kugel) mit Radius r um x.

Wir hatten offene und abgeschlossene Intervalle, nun offene und abgeschlossene Bille.
Diese Begriffe machen fiir beliebige Mengen Sinn:

Definition 1.2.2. Sei (V, ||-||) ein normierter Raum.
(1) Eine Menge U C V heilit Umgebung von x € V, wenn es ein r > (0 gibt mit

B.(x) c U.

(i) Eine Menge O C V heil}t offen , wenn sie Umgebung von jedem Element x € O
1st.

(iii) Eine Menge A C V heillt abgeschlossen , wenn ihr Komplement A€ := V \ A
offen ist.

(iv) Eine Menge M C V heilit beschrdnkt , wenn es ein R > 0 gibt mit ||x|| < R fiir
allex e M.

Es lohnt sich, zu tiberpriifen, dass ein offener Ball eine offene Menge ist und ein abge-
schlossener Ball eine abgeschlossene Menge:

» Fiir y € B,(x) mit r > 0 wihlen wir " = r — ||x — y||. Fiir jedes z € B,»(y) ist dann
lz=xll < llz=yll+lly=x|l <7 +|ly—-x| <r,also B (y) € Br(x) und B,(x)
offen.

» Fiir y ¢ B,(x) mit » > 0 wihlen wir ¥’ = ||y — x|| — r. Fiir jedes z € B, (y) ist
lz=x|l = llz=y= (= = [Ix=yll = lz=yll > r, also B (y) € (B,(x));
letztere Menge ist damit offen, ihr Komplement (B, (x))¢ also abgeschlossen.

Es gibt auch Mengen, die weder offen noch abgeschlossen sind — oder beides.

Satz 1.2.3 (Eigenschaften offener Mengen).  Sei (V, ||-||) normierter Raum.
(i) O undV sind offene Mengen.
(ii) Die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen ist offen.
(iii) Der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen ist offen.
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Beweis. (i) ist klar aus der Definition.

(i1) Ein Punkt aus der Vereinigung liegt sicher in zumindest einer der Mengen. In dieser
gibt es einen offenen Ball um diesen Punkt und dieser Ball ist dann auch in der Vereinigung
der Mengen enthalten.

(iii) Sind Uy,...,U,, offene Mengen in V und u € Uy N ... N U,, dann gibt es zu
jedem Uy einen Radius ry > 0 mit B, (u) € Uy. Setzt man r := min{ry,...,r,} ist
B,(u) CU N...NU,,. O

Unter Komplementbildung gehen (endliche und unendliche) Durchschnitte und Vereini-
gungen jeweils ineinander iiber (Regeln von DE MoRGAN),

(ANB)=A°UB°, (AUB)° =A°N B bzw.
i i i i
also folgt sofort:

Folgerung 1.2.4. Sei (V, ||-||) normierter Raum.

(i) O undV sind abgeschlossene Mengen.
(ii) Der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.
(iii) Die Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.

Zuletzt charakterisieren wir noch die wichtigsten Lagebeziehungen von Punkten zu einer
Menge:

Definition 1.2.5. Sei (V, ||-||) normierter Raum und M C V eine Teilmenge.
(1) Ein Punkt u € V heilit innerer Punkt von M, wenn es ein r > 0 gibt mit

B,(u) € M. Die Menge ]\il aller inneren Punkte von M heil3t Inneres oder offener
Kern von M.

(i) Ein Punkt u € V heiBt duferer Punkt von M, wenn es ein r > 0 gibt mit
B,(u) N M = 0, d.h. wenn u innerer Punkt von V' \ M ist.

(iii) Ein Punkt u € V heifit Randpunkt von M, wenn jeder offene Ball B, (u) sowohl
M als auch das Komplement V \ M schneidet. Die Menge der Randpunkte von
M heillt Rand von M und wird mit 0 M bezeichnet.

(iv) Ein Punkt u € V heillt Beriihrpunkt von M, wenn fiir jedes r > 0 gilt, dass
B, (u)NM # 0,d.h. wenn es in jeder Umgebung von u mindestens einen Punkt von
M gibt. Die Menge M aller Beriihrpunkte heiBt Abschluss oder abgeschlossene
Hiille von M.

(v) Ein Punkt u € V heilt Hdufungspunkt von M, wenn fiir jedes r > 0 gilt, dass
(By(u) " M)\ {u} # 0, d.h. wenn es in jeder Umgebung von # mindestens einen
von u verschiedenen Punkt von M gibt.

(vi) Ein Punkt u € V heiit isolierter Punkt von M, wenn es ein r > 0 gibt, sodass
B,(u) "M = {u}, d.h. wenn es in einer kleinen Umgebung der einzige Punkt von
M ist.
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Lemma 1.2.6. Seien M, N Teilmengen eines normierten Raumes.

(1) M ist offen.
(i) M ist abgeschlossen.
i) MCN — M CNund M C N
Giv) M = M UOM.
(v) OM = M\ M.
vi) (V\ M)° :V\MundVo\—M:V\M.

(vil)) M istoffen &< M =M.
(viii) M ist abgeschlossen &= M = M.

Beweis. (i) ist klar nach Definition 1.2.2 und Definition 1.2.5. (ii) gilt, da es fiir x ¢ M einr > 0
mit B, (x) N M = 0, also mit B, (x) € V\M gibt. Damit ist V\ M offen, also M abgeschlossen. (iii)
gilt, da fiirx € M und r > 0 wegen M C N auch 0 # B,(x) " M C B,(x) N N gilt. AuBerdem
gilt fiir x € M und r > 0 mit B,(x) € M auch, dass B,(x) € M C N. Fiir (iv) sei x € M. Gibt
es ein r > 0 mit B,(x) C M, soist x € M. Ansonsten schneidet B, (x) wegen x € M sowohl M

als auch V\ M, womit x € M. Ist umgekehrt x ¢ M gibt es ein r > 0 mit B, (x) € V\M. Wegen
x¢ M ist x dann kein innerer Punkt von M und wegen B, (x) N M = ( auch kein Randpunkt, also

x ¢ M U aM. (v) gilt wegen (iv) und M N dM = (. Fiir (vi) verwenden wir, dass x € (V\M)°
genau dann gilt, wenn es ein r > 0 mit B, (x) C V\M, also mit B, (x) N M = () gibt. Das ist genau
dann der Fall, wenn x ¢ M. Die zweite Aussage sieht man dhnlich. Fiir (vii) beachte man, dass

immer M C M gilt. Ist M zusitzlich offen und x € M, so gibt es ein r > 0 mit B, (x) € M, also
gilt x € M. Die andere Richtung der Aquivalenz ist klar nach (i). SchlieBlich gilt (viii) wegen (ii)

und da fiir abgeschlossenes M mit (vi) folgt, dass V\M = (V\M)° = V\M. O
1.3 Folgen und Konvergenz

Unter einer Folge in einem Vektorraum V verstehen wir eine Abbildung x: N — V. Wir
bezeichnen sie mit

(XK )rew, (xk)x  oder  (xi).

Fiir V = R bzw. C erhalten wir den Spezialfall einer reellen bzw. komplexen Folge. Liegen
alle Folgenglieder in einer Teilmenge M C V, nennen wir (x) eine Folge in M.

Definition 1.3.1.  Sei (V, ||-]|) ein normierter Raum.
(i) Eine Folge (xx) in V konvergiert gegen a € V, wenn

lim ||x; —al| =0
k—o0

Wir schreiben dafiir a = limg_,. x; und nennen a Grenzwert oder Limes der
Folge.
(i1) Eine Folge (xi) in V heifit Cauchyfolge, wenn

Ve >0 3kg € NVk,l > ko : ||xx —xi]| < &.
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Wie im Eindimensionalen ist der Grenzwert eindeutig definiert, denn fiir x; — a und
xx — bist |la—-b|| = |la —xx +xr —b|| < |la—xkl|| + ||xx — b|| — O und daraus folgt
a = b. Ebenso sieht man:

Lemma 1.3.2. Seien (x;) und (y;) Folgen in einem normierten Raum (V, ||-]|).

(1) Aus xx — xund y; — y folgt ax; + Byr — ax + By firae, S € K.
(i) Ausx; — x folgt ||xg|| — [|x||; insbesondere ist jede konvergente Folge beschrinkt.
(iii) Ist (xx) konvergent, so konvergiert auch jede Teilfolge von (x;) und hat denselben
Grenzwert.

Im Spezialfall V = R” (oder C") konnen wir die Komponentenfolgen betrachten: jedes
X, € R" hat die Darstellung x; = (X 1,...,Xk.), Wobei (xi ;)i fiir jedesi = 1...n eine
Folge in R (oder C) ist.

Satz1.3.3.  Eine Folge (x)ren in R" konvergiert genau dann gegen x € R”, wenn jede
Komponentenfolge (xy ;)ren gegen die entsprechende Komponente x; von x konvergiert,
wobeii=1...n.

Beweis. Die eine Richtung folgt aus
|Xk,i —Xi| < ek — x|l
die andere aus

|xk,,~ —x,~| - 0Vi = |xk,1 —x1|2 +...+ |xk,n —xn|2 = ||xxk —x||2 — 0
= |jxx —x|| — 0. O

Definition 1.3.4.  Ein normierter Vektorraum (V, ||-||) heift vollstindig, wenn jede
Cauchyfolge in V konvergiert. Ein vollstindiger normierter Raum heift Banachraum.?

Ist M C V eine Teilmenge, so nennen wir M vollstindig, wenn jede Cauchyfolge in
M konvergiert und der Grenzwert wieder in M liegt.

Beispiel 1.3.5. R" ist ein reeller Banachraum, C”" ist ein komplexer Banachraum.

Beweis. Mit (xi) ist auch jede Komponentenfolge (xx ;)x eine Cauchyfolge, denn
i = xji] < [ee = x|

DaR bzw. C vollstandig ist, konvergiert jede Komponentenfolge und nach Satz 1.3.3 damit
auch (xz). O

Satz 1.3.6.  Ist M eine Teilmenge eines normierten Raumes, dann gilt:

x €M <= es gibt eine Folge (x,) in M mit x, — x.

2STEFAN BANACH, 1892-1945. Begriinder der modernen Funktionalanalysis.
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Beweis. Istx € M, dann gilt fiir alle n € N, dass Bijn(x) "M # Qist, d.h. es gibtx, € M
mit ||x, — x|| < 1/n, was x, — x bedeutet.

Umgekehrt sei » > 0; dann liegen wegen x,, — x ab einem Index alle Folgenglieder in
B, (x), also auch mindestens ein Element von M. O

Bemerkung 1.3.7. Jede abgeschlossene Teilmenge eines vollstindigen normierten Raum-
es ist vollstandig: eine Cauchyfolge in der Teilmenge konvergiert sicher im umgebenden
Raum, und wegen der Abgeschlossenheit muss der Grenzwert wieder in der Teilmenge
liegen.

Definition 1.3.8. Ist V ein normierter Raum und A C V eine Teilmenge, dann
bezeichnen wir mit span A die lineare Hiille von A und mit span A := span A ihren
Abschluss.

Lemma 1.3.9. Ist U Untervektorraum eines normierten Raumes V, dann ist der Abschluss
U auch ein Untervektorraum von V.

Beweis. Seien x = limx,,y = limy, € U, wobei (x,), und (y,), Folgen in U sind. Dann
istx, +y, € U und lim,(x,+y,) = x+y, also liegt x + y wieder in U. Ebenso ist fiir 1 € K
Ax,, in U und lim, (Ax,) = Ax, also Ax € U. O

Bemerkung 1.3.10. In endlichdimensionalen Raumen ist jeder Unterraum abgeschlossen. In un-
endlichdimensionalen Rdumen muss das nicht gelten. Zum Beispiel konnen wir in

2= {xz (t)n in R | im2 < oo}
n=1

den Unterraum
X = span{e, : n € N}

bilden, wobei e,, der n-te Basisvektor ist, d.h. die Folge mit 1 an der n-ten Stelle und 0 sonst. X
besteht aus allen endlichen (!) Linearkombinationen dieser Basisvektoren, enthélt jedoch nicht die
Folge (27"),. Diese liegt aber im Abschluss von X, denn die Folge der Partialsummen konvergiert
in £? dagegen, wie man iiberpriifen kann sobald man weif} dass £ ein normierter Raum ist — siche
Abschnitt 4.4.

Als weiteres Beispiel konnen wir in

X :={(an)nen | (an)nen ist konvergente reelle (komplexe) Folge}
versehen mit der Norm || (@p)nenllo := SUP,cp |an| den Unterraum

Y ={(a)newn € X |ANeN:Vn >N :a, =0}

betrachten. Denn fiir die Folgen ¢ := (%)neN € X\Y und ¢,, € Y mit

11 1
n=(1l5 5,00, =, 0,0,. ..

s
n

gilt
. . 1 . 1
lim [|¢, — ¢ll, = lim sup |[—|= lim =0,
n—oo n—0 L N msn | M n—ooon+ 1

also lim;, .« ¢, = ¢, womit ¥ nicht abgeschlossen ist.



1.4. KOMPAKTE MENGEN 9

1.4 Kompakte Mengen

Definition 1.4.1. Eine Teilmenge M eines normierten Raumes heillt kompakt, wenn
jede Folge in M eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in M enthlt.

Satz 1.4.2.  Jede kompakte Menge ist beschrinkt und abgeschlossen.

Beweis. Sei M kompakte Teilmenge eines normierten Raumes (V, ||-||).

Abgeschlossenheit: Ist x, — x eine konvergente Folge in M, dann konvergiert nach
Definition der Kompaktheit eine Teilfolge davon gegen einen Grenzwert y in M. Da jede
Teilfolge denselben Grenzwert wie (x,) haben muss, istx =y € M.

Beschrianktheit: Wire M nicht beschrinkt, gibe es zu jedem n € N ein x, € M mit
|lx,|| > n. Damit wire aber auch jede Teilfolge von (x,) unbeschrinkt, konnte also nicht
konvergieren. O

Satz 1.4.3. InR" und C" ist jede beschrinkte und abgeschlossene Menge kompakt.

Beweis. Ist M C K" beschrinkt, so besitzt nach dem Satz von Bolzano-Weierstrall jede
Folge in M eine konvergente Teilfolge: man wihlt eine Teilfolge, fiir welche die erste
Komponente konvergiert, davon wiederum eine Teilfolge, sodass die zweite Komponente
konvergiert, etc. Da M abgeschlossen ist, gehort der Grenzwert zu M. |

1.5 Grenzwerte und Stetigkeit

Wir betrachten nun Grenzwerte von Funktionen zwischen normierten Raumen. Seien dazu
(V, |I)]]) und (W, ||-]]) normierte Riume und D C V eine beliebige (nichtleere) Teilmenge.
Achtung: wir bezeichnen die Normen auf V und W mit demselben Symbol, obwohl sie
eigentlich in keiner Beziehung zueinander stehen.

Definition 1.5.1.  Sei f: D — W eine Funktion und a ein Hiufungspunkt von D.
Ein Vektor w € W heilit Grenzwert von f an der Stelle a, wenn

Ve>036>0VxeD\{a}:(lx-a|l<d = ||f(x)—w| <e&). (1.1)

Dafiir schreiben wir

lim f(x) =w

und sagen auch: f konvergiert gegen w, wenn x gegen a strebt.

6.3.
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Beispiel. Sei V=W =R2, D =R?\ {(0,0)} und

f:D->RL f(xny) =(xy).

Dann gilt fiir a = (0, 0)

lim  f(x,y) = (0,0).
o o (69 =(0.0)

Ist ndmlich £ > 0 gegeben, so wihlen wir ¢ = &. Fiir (x, y) € D mit ||(x,y) — (0,0)]| <6
ist dann

1/ (x,y) = (0,0)[ = |(x, )l <6 =&,

also ist die Bedingung (1.1) erfiillt.

Die folgenden Tatsachen werden Wort fiir Wort wie im eindimensionalen Fall bewiesen.

Lemma 1.5.2. Wenn der Grenzwert lim,_,, f(x) existiert, dann ist er eindeutig bestimmt.

Satz 1.5.3. Fiir f: D — W gilt

)P_r)rcll f(x)=w (1.2)

genau dann, wenn fiir jede Folge (x,) in D \ {a} mit x,, — a gilt

lim f(x,) = w. (1.3)

Satz1.54.  Existierenlim,_,, f(x) undlim,_,, g(x) fiir zwei Funktionen f,g: D —
W, dann ist

lim(af(x) +fg(x)) = e lim f(x) +flimg(x)  (a,p €K).
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Definition 1.5.5.
» Eine Funktion f: D — W heil3t stetig im Punkt a € D, wenn

Ve>036>0VxeD:|lx—-a|l|l<d = | f(x)-fla)| <e. (1.4)
» Dies ist genau dann der Fall, wenn
V(x,) in D mitx, — a: nh_{go f(xn) = f(a) (1.5)
oder, falls a Haufungspunkt von D ist, wenn
lim f(x) = f(a).

» Eine Funktion heilit (punktweise) stetig, wenn sie in jedem Punkt ihres Definiti-
onsbereichs stetig ist.
» Weiters heilit f Lipschitz-stetig auf D, wenn es eine Konstante L > 0 gibt mit

1F ) = fODI < Lllx =yl Vx,y € D.

L heil3t Lipschitz-Konstante von f.

Klarerweise ist jede lipschitzstetige Funktion stetig.
Beispiel 1.5.6.
(i) Jede lineare Abbildung zwischen endlichdimensionalen Raumen

A:R" > R"™, x Ax, A =(a;j)i=1..m, in Matrixschreibweise,
j=l..n

ist stetig (sogar Lipschitz-stetig), denn mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
gilt

m n 2 m n n
lAx|P = ) ( aikxk) <y ( a,.zk) ( xi) = IAIZ |22,
] k

i=1 \k=

—

also
[Ax = Ayl = [|[A(x = Y| < [|Allpllx =yl
(i1)) Normen sind stetig, denn

Xp = x =[xl = lx]l.

Satz 1.5.7 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung). Fiir x,y € R" gilt

(Zn:x,-y,-)z < (Zn:x,?) : (Z y,.z) : (1.6)

l:l l=1 l=1
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Beweis. Aus

n n n n

n n
0< ZZ(x[yj—xjyi)2:2 xl-zyi—Z XiyjX;Vi
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

folgt durch Umordnen

(Zn:x,?)- ]Z:‘yf > (anxiyi)2~ O

i=1 i=1

Satz 1.5.8. Seien V1,V,, V3 normierte Riume, M C Vi, N C Vound f: M — V,
und g: N — V3 Funktionen mit f(M) C N. Ist f stetig in xo € M und g stetig in
yo = f(xo0), soistgo f: M — Vj stetig in x.

Beweis. Klar mit der Charakterisierung der Stetigkeit tiber Folgen. O

Satz 1.5.9. Ist f: D — W stetig und K C D kompakt, so ist f(K) kompakt.

Beweis. Sei (xy) eine Folge in f(K), d.h. x; = f(uy) fiir uy € K. Da K kompakt ist, gibt
es eine Teilfolge (uy,); mit Grenzwert u € K, und aus der Stetigkeit von f folgt

x = fug) = f(u) € f(K). =

Satz 1.5.10. Jede auf einer nichtleeren kompakten Menge stetige, reellwertige Funk-
tion besitzt dort ein Maximum und ein Minimum.

Beweis. Wir beweisen die Aussage fiir das Maximum; fiir das Minimum folgt sie durch
Betrachtung von —f. Ist f: V — R stetig auf einer kompakten Menge K # ), dann ist
f(K) nichtleer und kompakt, also beschriankt und abgeschlossen in R. Fiir s = sup f(K)
gibt es eine Folge (ss;,) in f(K) mit s, — s,und da f(K) abgeschlossen ist folgt s € f(K),
also s = f(u) fiir ein geeignetes u € K. O

Satz 1.5.11.  Eine auf einer kompakten Menge K C 'V stetige Funktion f: K — W
ist dort gleichmaBig stetig , d.h.

Ve>036>0Vu,veK:|lu-v||<d = |f(u) - f(v| <e&.

Beweis. Direkte Ubertragung des Beweises von Ana 1. O

Bemerkung 1.5.12. Normierte Riume sind ein Spezialfall von sogenannten metrischen
Rdumen. Diese sind im Allgemeinen keine Vektorrdaume, und an Stelle der Norm sind
sie mit einer Metrik versehen, d.h. einer Funktion (x,y) +— d(x,y) die den ,,Abstand*
zwischen zwei Punkten darstellt. Diese Kapitel lieBe sich gleichermallen fiir metrische
Réume formulieren; die Aussagen und Beweise sind dieselben, es ist nur iiberall ||x — y]|
durch d(x, y) zu ersetzen.
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2.1 Totale Differenzierbarkeit

Zur Erinnerung: eine Funktion f: D € R — R ist in einem Haufungspunkt a von D
differenzierbar, wenn es eine Zahl f’(a) € R gibt (genannt Ableitung von f in a) sowie
eine Funktion r: D — R mit lim,_,, r(x) = 0, sodass

f) = fla)+ f(a)(x—a)+r(x)(x —a). 2.1

affine Approximation Fehler

Diese Definition lasst sich direkt auf den mehrdimensionalen Fall umlegen; dafiir ersetzen
wir f’(a) durch eine lineare Abbildung und r(x)(x —a) durch einen Fehler, der fiir x — a
schneller als ||x — a|| gegen O geht. Solange wir nur in offenen Mengen U arbeiten ist jeder
Punkt @ € U Haufungspunkt, weshalb wir diese Bedingung weglassen konnen.

Definition 2.1.1. Sei U € R" offen und a € U. Eine Abbildung f: U — R™ heif3t
differenzierbar in a, wenn es eine lineare Abbildung A: R" — R™ gibt, sodass

i &) — fla) — A —a)ll _
11m =

x—a lx —all

0. (2.2)

Die Abbildung A heillit Ableitung oder Differential von f an der Stelle a und wird
mit Df(a) bezeichnet. f heillt differenzierbar in U, wenn f an jeder Stelle a € U
differenzierbar ist.

Als lineare Abbildung R" — R™ ist A beziiglich der Standardbasen von R"” und R™ eine
Matrix — wir werden spiter ihre Eintrage a,; bestimmen. Mitunter verwendet man auch
die Bezeichnungen total differenzierbar und totale Ableitung/totales Differential, um den
Unterschied zu den partiellen Ableitungen (siehe Abschnitt 2.2) zu betonen.

An Stelle von (2.2) konnte man genauso verlangen, dass
f(x)=f(a)+A(x—a)+R,(x) ||x—al|| VxeU (2.3)
gilt fiir einen Rest R, : U — R™ mit
;1_1:1(11 R,(x) =0.

Andere Schreibweisen fiir das (totale) Differential sind auch df (a) oder f’(a). Fir m =
n = 1 istdas genau die Definition der Differenzierbarkeit einer Funktion in einer Variablen;
wir erhalten die selben elementaren Eigenschaften:

Satz 2.1.2.
(i) Ist f: U — R™ differenzierbar in a € U, dann ist f stetig in a.

(ii) Die lineare Abbildung A in Definition 2.1.1 ist eindeutig bestimmt.

Beweis. (i) folgt direkt aus (2.3) durch Grenzwertbildung.
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(i1) Wir nehmen an es gidbe zwei Differentiale A und B, welche die Bedingung (2.2)
erfiillen. Dies hiele, dass fiir alle x € U gilt

f(x) = f(a)+A(x —a) + Ra(x) [lx — all
= f(a) + B(x —a) + Sa(x) llx — al

mit lim,_,, R,(x) = lim,_,, S,(x) = 0. Zieht man die zweite Zeile von der ersten ab und
stellt R, — S, auf die andere Seite des Gleichheitszeichens, dann ist

(A—m(lLEJ:SAm—RAﬂ Vx € U\ {a).
llx — all

In dieser Gleichung sieht man, dass die linke Seite nicht vom Abstand von x zu a abhangt,
sondern nur von der Richtung von a nach x. Die rechte Seite wird jedoch kleiner, wenn
x gegen a geht. Setzt man also fiir beliebiges v € R" mit ||v|| = 1 fiir x die Punkte
Xr = a+v/k mit k € N ein, erhalten wir fiir solche v

m—mm:mfwﬂ@+9—w fiir k — oo,

also ist (A — B)(v) = 0 falls [|v]| = 1 ist. Somit gilt aber mit der Linearitit von A und B
auch

Vv e R\ {0} : (A= B)(v) = ]| (A = B) (ﬂ) _o,

also A = B. O
Beispiel 2.1.3.

(i) Eine affine Abbildung f: R" — R™, x +— Ax +c¢ mit A € R™" ist iiberall
differenzierbar und es gilt f’(a) = A fiir alle a € R", denn

f(x)=f(a)+A(x —a) mitRest R =0.

(ii) Eine quadratische Form Q(x) = (x, Ax) auf R” mit A” = A ist iiberall differenzier-
bar, und es gilt (— Ubung)

O'(a)h = 2(Aa, h).

(i) Ist f: R — R differenzierbar, dann ist wegen (2.1) die Ableitung im Sinne von
Definition 2.1.1 die lineare Abbildung

h f'(a)h.

Bemerkung 2.1.4. Warum ist die Ableitung eine lineare Funktion? Um das besser zu verstehen
gehen wir zuriick zum Fall einer Funktion f: R — R. Deren Ableitung in einem Punkt x ist erklart
durch den Grenzwert fiir # — 0 von

S0 iy

Wir interpretieren nun y(¢) = x + ¢t als Kurve, die bei t = 0 durch x lauft; derselbe Differenzenquo-
tient hat dann die Form

f(’)/(t)) - f('}/(o)) N f/(x) — f/(x) . ’)/’(0) )

t ——
=1




18 KAPITEL 2. DIFFERENTIALRECHNUNG IM MEHRDIMENSIONALEN

Dies ist aber nichts anderes als die Ableitung von f(y(¢)) an der Stelle 0. Dies macht Sinn fiir
jede differenzierbare Kurve y mit y(0) = x, und zwar nicht nur formal sondern auch anschaulich:
durchlaufe ich den Punkt x auf irgendeine (differenzierbare) Art und Weise, was ist dann die
momentane Verdnderung dort, d.h. fiir # = 0? Nach der Kettenregel gilt

4 Foy@) = £ (y(0)y'(0) = f'(x)¥'(0).

drl—o

Im Spezialfall oben war y”(0) = 1; im Allgemeinen sieht man: die ,,momentane Anderung* von f
in x ist das Produkt der Ableitung f”(x) und der Geschwindigkeit y’(0), mit der man x durchlauft,
gibt also eine lineare Abbildung

Durchlaufgeschwindigkeit v+ f"(x)v v eR.

Im reellen Fall geniigt es, v = 1 zu setzen um die momentane Anderung unzweideutig zu kennen.

Im Mehrdimensionalen kann man fiir eine Funktion f: R" — R™ genauso vorgehen: wir durch-
laufen den Punkt x mit einer Kurve, im einfachsten Fall y(z) = x + tv fiir ein v € R". Dann
bezeichnen wir die momentante Anderung von f in x vorerst mit A(v), falls folgender Grenzwert
existiert:

fy@) - fx) _ fx+v) - fx)
t

" - A(v).

Hier wissen wir noch nicht mehr iiber A: R” — R™ — es ist eine Funktion, welche von f und x
abhéngt (also konnten wir auch D f(x)(v) schreiben). Die Behauptung ist nun, dass A linear von
der Richtung v abhingt, mit welcher der Punkt x durchlaufen wird, also A(cv) = cA(v) fiirc € R
und A(v + w) = A(v) + A(w) fiir v, w € R". Die erste Behauptung ist einfach zu sehen:

fOrt (@) =) _ o flererv) = f()

t ct—0 ct

cA(v).

A(cv) = }1_1)1(1)

Etwas komplizierter ist es zu sehen, dass A additiv ist, also A(v +w) = A(v) + A(w). Dazu setzen
wir voraus: A(v) = D f(x)(v) existiert fiir alle x und ist stetig in x (wir werden spéter sehen warum
das notig ist):

fx+(+w)t)— f(x) _ f((x+wt)+vt) — f(x+wr) +f(x+wt)—f(x)
t

t 1
=Df(x+wt)(v) + Rest +D f(x)(w) = Df(x)(v) + D f(x)(w).
~——
—0

Damit ist D f(x) linear und wir schreiben D f(x)(v) = Df(x) - v.
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2.2 Partielle Ableitungen

Definition 2.2.1.  Sei U C R" offen.
» Eine reelle Funktion f: U — R heilit in x € U partiell differenzierbar beziiglich
x; (oder in der j-ten Koordinatenrichtung), wenn der Limes

0,50 1= 2 (0) 2 D (1) = g LEEID IO
J

existiert, wobei e; = (0,...,0,1,0,...,0) der j-te Standardbasisvektor in R" ist.

» Die Zahl 0; f (x) heiBt partielle Ableitung bzgl. x; von f in x.

» Die Funktion f hei3t partiell differenzierbar, wenn 0, f (x) fiir jedes x € U und
jedes j = 1...n existiert.

» Sie heiBit stetig partiell differenzierbar, wenn die partiellen Ableitungen dazu
noch stetig sind.

Beispiel 2.2.2. Fiir f(x,y,z) = x%¢” + sin z ist

0 .0 0
—f(x,y,z) = 2xe’, —f(x,y, 2) = x%e?, —f(x,y,z) = COS Z.
0x ay 0z

Eine Funktion f: U — R™ mit U C R" lasst sich iiber ihre Komponentenfunktionen
beschreiben,

f:(fl"“afm)

wobei die fj: U — Rreelle Funktionen sind. Der Zusammenhang zwischen der Ableitung
von f und den partiellen Ableitungen der f; ist folgender:

Satz 2.23. Sei U C R" offen und f: U — R™ eine Abbildung. Ist f in x € U
differenzierbar mit Differential A = (a;;), dann sind die Komponentenfunktionen f; in
x partiell differenzierbar bzgl. jeder Koordinate x; und es gilt

afi
0)6_1'

= ajj fiiri=1...mundj=1...n.

Beweis. Es ist

filx+tej) — fi(x) — ajjt 5 |f(x +1te;) — f(x) - Alte))|| o

! Ire; |

fiir + — 0, was die Behauptung ergibt. O
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Definition 2.2.4. Die Matrix

df1 d fi
a_xl(x) ox, (x)
Jf(x) = € R™MXn
0 fm 0 fm
(9_x1(x) O, (x)

heiBt Jacobi-Matrix oder Funktionalmatrix von f an der Stelle x.

Satz 2.2.3 besagt also, dass das Differential einer Funktion als Matrix beziiglich der
Standardbasen durch die Jacobimatrix dargestellt wird.

Beispiel 2.2.5. Die umgekehrte Implikation von Satz 2.2.3 gilt im Allgemeinen nicht! Die
Funktion

fx) = # (x.y) # (0,0).
0 (x,y) = (0,0)

ist partiell differenzierbar mit d,f(0,0) = d, f(0,0) = 0, ist aber nicht einmal stetig im
Nullpunkt, kann also dort nicht differenzierbar sein.

Die Umkehrung gilt jedoch unter etwas starkeren Voraussetzungen:

Satz 2.2.6. Sei U C R" offen und f: U — R™ eine in U partiell differenzierbare
Funktion. Sind fiir jede Komponentenfunktion f; alle partiellen Ableitungen 0; f; stetig
in einem Punkt x € U, dann ist f in x differenzierbar.

Beweis. Da U offen ist, gibt es ein § > 0 mit Bs(x) C U. Wir tiberpriifen

fath) = f () +Ah+@(h) mit A = (ai;); = (8;£:(x);j und Jim qlbl(Tﬁl) =0 (2.4)

fiir ||| < 6 (damit ist ndmlich x + & € U). Setzen wir

J
z(f):x+Zhvevfﬁrj:O...n

v=1

ist z© = x und z” = x + h. Die Punkte z/) und z/~ unterscheiden sich nur in der
Jj-ten Komponente, also gibt es nach dem Mittelwertsatz (der eindimensionalen Differen-
tialrechnung) Zahlen 051) e [0,1]firi=1...mund j=1...nmit

FED) = G0 = GG 4 hyeg) = fi(297) = 0,119 + 0 e )y,
und fiir alle Komponenten gemeinsam aufgeschrieben
fiZD) = fi(zV7D) 91 iz +6 hje;)h;

FED) = F(2UD) = : - : '
Sn @) = fu @) ]\, fn(2UD + 05 hje )b
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Mit ajj = ajf,(x) und A = (aij)ij folgt

n n [aijhj
fasm) =@ =Y (FED = fI) = 1 |+ et =A-h+gh)

fiir einen Rest ¢ (/). Dieser ist komponentenweise gegeben durch

Bi(h) = Y8/ + 0 hje) - aij) by

J=1

und fiir 1 — 0 konvergiert z\/=1) +8fj 'h jej gegenx und ¢;(h) /[ k|| aufgrund der Stetigkeit
von d; f; gegen 0, also gilt (2.4). O

Um die entwickelten Begriffe zusammenzufassen halten wir noch fest, dass wir fiir eine
differenzierbare Funktion f: U — R” (mit U C R”" offen) auch von der Stetigkeit der
Abbildung Df: U — R™ " sprechen konnen, denn die m X n-Matrizen bilden ja einen
normierten Raum (z.B. beziiglich der Frobeniusnorm). Diese Abbildung ist genau dann
stetig wenn alle Komponentenfunktionen von D f stetig sind, was aber genau die partiellen
Ableitungen der Komponenten von f sind. Damit erhalten wir das Bild:

stetig differenzierbar <—=> stetig partiell differenzierbar

| J

differenzierbar == partiell differenzierbar

Es reicht, Differenzierbarkeit komponentenweise zu betrachten:

Lemma2.2.7. SeiU C R" offenund f: U — R" eine Funktion. Dannist f differenzierbar
genau dann wenn jede Komponentenfunktion f; differenzierbar ist, und es gilt

Dfi(x)
Df(x)=[ :
D f,(x)

Der Beweis ist ziemlich klar mit (2.3), da der Fehler komponentenweise schneller als || ||
gegen 0 geht und damit insgesamt: aus

filx+h) = fi(x) + Dfi(x)h + $i(h) Vi
folgt

Dfi(x) ¢1(h)
fx+h)y=f)+| =+ |[-h+]| :
D f,(x) ¢n(h)

mit der gewiinschten Konvergenz des Restes.
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Bemerkung 2.2.8. An dieser Stelle besprechen wir noch eine praktische Notation, die
sogenannten Landau-Symbole o und O. Seien V, W normierte Raume, D C V, f,g: D —
W zwei Abbildungen und a € V Haufungspunkt von D. Wir schreiben

f(x)=0(g(x)) firx —> a
(sprich: ,,f ist ein klein-o von g*) falls
Ve>036>0VxeDmit0O < |lx—al <6 :||f(x)] < ellgx)]l.

Falls fiir irgendein 6 > O und alle x € D mit 0 < ||x — a|| < § immer g(x) # O ist, ist das
dquivalent zu der einfacher zu merkenden Form

I
M econ =0

Analog definiert man:
f(x) =0(g(x)) firx — a
(sprich: ,,f ist ein groB3-O von g*) wenn
AC > 036 > 0Vx € Bs(a) : ||[f ()] < Cllgx)||

bzw. || f(x)]|/|lg(x)|| £ C wenn g(x) # O wie oben ist.

2.3 Rechenregeln
Klarerweise ist die Ableitung selbst eine lineare Funktionen, d.h.
D(af +bg)(x) =aDf(x) + bDg(x) Va,b € R

wenn f und g in x differenzierbar sind; dies sieht man sofort indem man (2.3) auf beide
Funktionen anwendet.

Satz 2.3.1 (Kettenregel). Seien U C R" undV C R™ offene Mengenund f: U — V
sowie g: V. — R Abbildungen. Ist f in x € U differenzierbar und g in y = f(x)
differenzierbar, dann ist g o f in x differenzierbar und es gilt

D(g o f)(x) =Dg(f(x)) - Df (x).

Beweis. Sei A = Df(x) und B = Dg(y). Damit gilt fiir 4, 4’ klein genug bzgl. der
jeweiligen Norm (d.h. so, dass x + & € U und f(x) + i’ € V ist)

fx+h)=fx)+Ah+¢(h) and g(f(x)+h) =g(f(x))+Bh +y(h)

wobei die Reste ¢ (/) und ¢ (h’) schneller als die Norm von 4 bzw. i’ gegen 0 gehen, das
heil3t

Y (h)
1771l

@:qg(h)HOﬁithO,

i =y (h) = Ofiir ¥ — 0.
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Damit ist

(8o f)x+h)=g(f(x+h))=g(f(x)+Ah+¢(h))
=g(f(x)) + BAh+ Bg(h) + Y (Ah + ¢(h)) .

Rest

Wir schitzen den Rest ab: es ist

IBo(h) +y (Ah+ ¢l < 1Bl ||6(W)[|-NRll+|@ (AR + F(WIRID]- [|AR+S(R)IIAN|

<IAllg-lRl+]| (R [|-lIAl

< (181 - 8001+ (WAl + (|G (16 A + G IAD]) - .
, N e’
-0 beschrinkt fiir || /]| klein -0

—0
Der Rest geht schneller als || 2| gegen 0, also ist D(g o f)(x) = BA wie behauptet. O

Bemerkung 2.3.2. Die Kettenregel gilt auch, wenn f auf einem abgeschlossenen Intervall
I definiert ist; fiir Funktionen / — R haben wir die Differenzierbarkeit in Analysis I ja
auch am Rand erklart. Fiir ein x im Inneren von / konnen wir Satz 2.3.1 direkt anwenden.
Ist x ein Randpunkt von 7 betrachten wir J := [ U (x — €,x + €) und setzen f durch
f(s) = f(x)+ (s —x)f’(x) J fort. Dabei wihlen wir £ > 0 so klein, dass f(J) C V ist.
Fiir die Fortsetzung von f auf J (die wir wieder mit f bezeichnen) gilt dann f € C'(J),
also kann Satz 2.3.1 auf g o f: J — R¥ angewendet werden und liefert D(g o f)(y) =
Dg(f(y))Df(y) fiir alle y € J, insbesondere also D(g o f)(x) = Dg(f(x))Df(x) im
Randpunkt x.

Bemerkung 2.3.3.

» Wir betrachten den Spezialfall von reellwertigen Funktionen

f(uy,...,u,) und wui(t),...,u,(t)

die auf einer offenen Menge U C R bzw. auf einem offenen Intervall / C R definiert
und differenzierbar sind, so dass auch

o(1) = fur(t),...,un(1)), tel

definiert ist (dazu muss (u1, ..., u,) das Intervall I nach U abbilden). Dann ist nach
der Kettenregel auch ¢ auf I differenzierbar, und dort gilt

dgo_afdu1+6fdu2+ +5f6un
dt  Oup dt  Qur dr 7 Qu, dr

oder genauer

de - 3_f dﬂ
=40 _; G 10 un (D) 75 (0).
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» Seien nun

flur, .. up) und  wi(xy,...,xp), .. un(X1,. .., X))

auf offenen Mengen U C R” bzw. G C R? so definiert, dass auch

ext, .. xp) = flur(xr, . oxp)s ooy un (X1, .00, X))

auf G definiert ist. Ist f differenzierbar und jedes u; partiell differenzierbar, dann
ist auch ¢ auf G partiell differenzierbar und dort gilt nach dem ersten Punkt (indem
man alle Variablen x; .. .,x, auler einer festhalt)

d¢ _ Of ow - Of duy
dx;  Ouy 0x; Ou, Ox;’

890_(9f6u1+ +6_f6un
ox, © Ouy dx,  Ou,ox,

oder genauer

(") < ouy
%(Xl, cesXp) = 2. a—uk(ul(xl, cesXp)s e Up (X1, . ,xp))gj(xl, cesXp).
Ist jede der Funktionen u (x1, .. .,x,) sogar differenzierbar, dann gilt dies auch fiir
@(x1,...,xp,) und es gilt
0 0
0xy ox,
auf G.

Satz 2.3.4. Fiir reellwertige Funktionen f,g: U — R (U C R" offen), dieinx € U
differenzierbar sind, gilt

und, falls g(x) # 0 ist,

D(fg)(x) = f(x)Dg(x) + g(x)Df (x).

- ([) () = g()Df(x) - f(0)Dg(x)
g g(x)?

Beweis. Wir stellen fg: R" — R als Verkettung von

und

P:R?> SR, P(u,v) =uv

F:R" >R F(x)=(f(x),g(x))

dar. Dann ist (fg)(x) = P(F(x)) und

D(fg)(x) = DP(f(x)) - DF(x).
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Die Ableitung von P ist
oP oP
DPULV):(g—UhW ——«uw):<v u) € R
u %

und die von F ist

DF(x) = (31f(x) 3nf(x)) c R2Xn

di1g(x) ... 9ug(x) ’
also ist
D(fe)() = (3(x) ﬂmWQQX ::2&3)

= (g f(x) + f(x)D1g(x) ... g(x)Buf(x)+ f(x)Dng(x))
= g(x)Df(x) + f(x)Dg(x) € R

In der Praxis wird man jedoch so rechnen: D( fg) (x) hatals j-te Komponente 8, ( f(x)g(x)),
was nach der eindimensionalen Kettenregel wie erwartet g(x)d; f (x) + f (x)0,g(x) ergibt.
Schreibt man diese Komponenten in einen (Zeilen-) Vektor, erhélt man sofort das Ergebnis.

Die zweite Behauptung sieht man genauso. O

Definition 2.3.5. Sei U C R” offen und f: U — R partiell differenzierbar. Dann
heif3t der Vektor

0 0
grad f(x) :=Vf(x) := (a—){l,..., 81{) eR"

der Gradient von f.

Bemerkung 2.3.6. Das Symbol ,,V* heilt Nabla-Operator.

Beispiel 2.3.7. Wir berechnen den Gradienten von f(x, y) = sinx+e* an der Stelle (0, 1):

Vf(x,y) = (0cf,0yf) = (cosx + ye™, xe*”)
— Vf£(0,1) =(2,0).

Bemerkung 2.3.8. Was ist der Zusammenhang zwischen Df(x) und Vf(x)? Auf den
ersten Blick scheint grad f(x) durch Transposition aus der 1 X n-Matrix D f(x) hervorzu-
gehen. Genauer steckt folgendes dahinter:

D f(x) ist eine lineare Abbildung R" — R, ein sogenannter Kovektor.

V f(x) ist ein Vektor in R”".

D f (x) wirkt durch Auswerten auf einen Vektor v € R", also v — D f(x)v.

V f(x) wirkt auf einen Vektor v € R” mittels des Skalarproduktes, v +— (V f(x),v).
Klarerweise gilt nach Definition D f (x)v = }}; 0; f(x)v; = (Vf(x), v).

Dies ist die Eigenschaft, die den Gradienten im Kontext der Differentialgeom-
trie auch auf beliebigen gekriimmten Raumen, mit allgemeineren Skalarprodukten,
definiert: V f(x) ist der (eindeutig definierte) Vektor, der mittels eines fixierten
Skalarproduktes dem Kovektor D f (x) entspricht.

vVvyyvyyy

16.3.
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Richtungsableitungen

Sei m = 1, wir betrachten also reelle Funktionen.

Definition 2.3.9. Sei U C R" offen und f: U — R eine Funktion. Fiir v € R" heil3t

of (v .— _d _ o S+ 1v) - f(x)
5,0 =Dvf(¥) = & ;:of(XHV) = lim ;

die Richtungsableitung von f in Richtung v.

Die Richtungsableitung D, f (x) ldsst sich interpretieren als Anderungsrate der Funktion
an der Stelle x in Richtung v. Die partiellen Ableitungen sind also die Anderungsraten in
Richtung der Koordinatenachsen.

Satz 2.3.10. Sei U C R" offen und f: U — R eine Funktion. Ist f in x € U
differenzierbar, dann existieren alle Richtungsableitungen und es gilt fiir jedes v € R"

D, f(x) =Df(x)v =(Vf(x),v).

Beweis. Mit A = Df(x) gilt (Vf(x),v) = Av fiir v € R" nach Definition. Auierdem ist
f(x+h)=f(x)+Ah+o(h) und es folgt

tv) — tA t t

farm) = J@) _tAvrow) _ oW 4 ey o, o
t t t

Teilweise wird in der Literatur die Richtungsableitung nur fiir Vektoren mit ||v|| = 1

betrachtet. Da D f(x)(v) linear in v ist, verliert man dadurch keine Information.

Beispiel 2.3.11. Wir berechnen die Richtungsableitung der Funktion f(x,y) = x2y3 — 4y
an der Stelle (2, —1) in Richtung v = (2, 5) und in Richtung u = v/||v||. Es ist

Vi(x,y) = (2xy*, 3x%y* - 4)
= Vf(2,-1)=(-4,8)
— D, f(2,-1)=Vf(2,-1)-(2,5) =-8+40=32

32 32
- Duf(2, —1) = m = \/7_9

Bemerkung 2.3.12. Ist /: U — R differenzierbar (U C R” offen) und y: (-&,&) —» U
eine differenzierbare Kurve mit y(0) = x und y(0) = v, dann gilt

%f(v(f))lt=o = (o) (0) =Df(y(0)) - ¥'(0) =Df(x) - v =Dy f(x).

Beispiel 2.2.5 ist eine Funktion fiir welche die partiellen Ableitungen existieren, nicht
jedoch alle Richtungsableitungen. Auch wenn alle Richtungsableitungen existieren, muss
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die Funktion nicht differenzierbar sein, wie das Beispiel
2
X7y
—— > ,y) # (0,0
fxy) =qx*+y? (o) # (0.0
0 (x,y) = (0,0)
zeigt (f ist im Nullpunkt unstetig, besitzt aber Richtungsableitungen in alle Richtungen).

Bemerkung 2.3.13. Nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ist fiir ||v|| = 1
IDyf )] < (vl IVFI =V

Ist Vf(x) = 0, verschwinden also alle Richtungsableitungen. Ist V f(x) # 0, dann wird
die fiir normierte v groBtmogliche Anstiegsrate ||V f(x)|| genau fiir

N 24C)
IV £l
erreicht. Der Gradient gibt also die Richtung von x aus an, in der die Funktion am starksten

wichst. Da D_,, f(x) = =D, f(x) ist, gibt der Vektor —V f(x) die Richtung an, in der die
Funktion am stirksten fallt.

Eine reelle Funktion f(x, y) in zwei Variablen kann man als Graph visualisieren, d.h. als
die Menge aller (x, y, z) mit z = f(x, y) und (x, y) im Definitionsbereich von f. In diesem
Zusammenhang ist folgender Begriff hilfreich:

Definition 2.3.14.  Fiir eine Funktion f: D — R (mit D C R”") und eine Zahl c € R
heiB3t das Urbild

fHe)y={xeD|f(x)=c}

Niveaumenge von f zum Niveau c. Fiir n = 2 spricht man auch von einer Niveaulinie,
fiir n = 3 von einer Niveaufliiche.

Beispiel 2.3.15. Der Einheitskreis in RZ ist die Niveaulinie von x2 + y2 zum Niveau 1, die
Einheitskugel in R? die Niveaufliche von x? + y* + z> zum Niveau 1.

Wir werden spiter zeigen, dass der Gradient in jedem Punkt senkrecht auf die Niveaumenge
durch diesen Punkt steht.

Kurven

Definition 2.3.16. Ist / C R ein Intervall, so nennt man eine stetige Abbildung
v: I — R" eine parametrisierte Kurve in R". Die Bildmenge

I':'={y(t)|tel} CR"

wird Spur von vy oder unparametrisierte Kurve genannt. Die Gleichung x = y(¢),t € 1
heillt Parameterdarstellung von I" und ¢ ist ihr Parameter.
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Bemerkung 2.3.17.

(1) Wir werden sowohl parametrisierte Kurven als auch ihre Spur einfach als Kurven
bezeichnen.

(i) Eine Kurve hat eine natiirliche Durchlaufrichtung, nidmlich im Sinne wachsender
Parameter.

(iii) Fiir I = [a, b] heilt y(a) Anfangspunkt und y(») Endpunkt der Kurve.
(iv) Wir betrachten auch k-mal differenzierbare Kurven; in den Randpunkten von 7 ist
der entsprechende Grenzwert einseitig zu verstehen.

(v) Ist y: I — R” stetig differenzierbar, dann heilit y(7) = ‘é—f(r) Tangentialvektor an
die Kurve im Punkt y (7). Interpretieren wir () als einen Ort (eines Teilchens etc.)
in R”, konnen wir y(¢) als Geschwindigkeit und y(7) als Beschleunigung sehen.

(vi) Die Tangente durch y(#() hat Parameterdarstellung

x =y (to) + (¢ — 10)y(t0)

und es gilt y (1) = y(tg) + (t — to)y(to) + o(t — ty); die Tangente ist in diesem Sinn
eine lineare (oder genauer gesagt: affine) Approximation der Kurve im Punkt #.
(vii) Fiir y(t9) = 0 heilt 7o singulirer Parameterwert und y(#y) singuldrer Punkt der
Kurve, fiir y(z9) # 0 reguldrer Parameterwert bzw. reguldrer Punkt.
(viii) Isty(¢) # O fiir alle ¢t € I heillt y reguldir.

Definition 2.3.18.  Isty: [a, b] — R” eine stetig differenzierbare Kurve, dann wird

b
L(y) = / Iyl di

ihre Linge genannt.

Ist z = f(x) eine partiell differenzierbare Funktion, dann ist 9; f (x) der Tangentialvektor
an die Kurve t — f(x +te;).

Definition 2.3.19.  Zwei C*-Kurven y: I — R" und ¥: I — R" heiBen dquivalent,
wenn es eine monoton wachsende Bijektion ¢: I — I mit ¢, ¢! € C* gibt, sodass
y =y o g ist. ¥ heiBt Umparametrisierung von y und ¢ Parameterwechsel.

Beispiel 2.3.20. Die Kurven y: [0,27] — R2, y(¢) = (cost,sin¢) und 7(¢): [0,360] —
R2, 9(t) = (cos(2nt/360), sin(27¢/360)) sind Aquivalent unter dem Parameterwechsel
(1) =2nt/360.

Satz 2.3.21.  Die Liinge einer C'-Kurve y: [a,b] — R" ist unabhingig von der
Parametrisierung.
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Beweis. Es gilt

¢(b)
L@o¢>=/' o) - & (0| dr
[

(a) ——
>0
@(b) b
:/ |wwmm¢mm:/'wumw:uw. .
‘/’(a) a

Definition 2.3.22. Isty: [a,b] — Reine C I_Kurve, dann heiBt

sm=/Hﬂ%w,tﬂmM

Bogenlingenfunktion von 7.

Definition 2.3.23.  Eine C'-Kurve y heiBt nach Bogenlinge parametrisiert, wenn
7|l = 1 fiir alle ¢ gilt.

Satz 2.3.24.  Eine reguliire C'-Kurve y: I — R" kann nach Bogenliinge parametri-
siert werden.

Beweis. Sei t ein beliebiger Punkt in /. Die Funktion
t
20 = [ 300 du
to

ist stetig differenzierbar, monoton wachsend und bildet I bijektiv auf 7 := @(I) ab.
Thre Umkehrfunktion ¢ := @' ist stetig nach Analysis I, und nach dem Satz iiber die
Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion ist ¢ auch differenzierbar. Damit ist ¥ := y o ¢
nach Bogenldnge parametrisiert, denn

7@ = 7 (e@)ll¢’ (1) = |I7(90(t))||¢,(90(t)) =1
fiir alle . -

Beispiel 2.3.25. Die Kurve r(¢) = (3¢t — 1, 47 +2) hat Bogenldngenfunktion s(7) = 5¢, also
ist(s) =s/5und r(s) = (3s/5—1,4s/5 — 2) nach Bogenlidnge parametrisiert.
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2.4 Mittelwertsatze

Satz 2.4.1 (Mittelwertsatz fiir reellwertige Funktionen mehrerer Variablen). SeiU C
R" offen und f: U — R eine stetig differenzierbare Funktion.

(i) Ist ¢: [a,B] — U eine stetig differenzierbare Kurve mit den Endpunkten a =
¢(a@) und b = ¢(pB), dann gilt

B
£(b) — f(a) = / V(o) - (1) db.

a

(ii) Liegt fiir zwei Punkte a, b € U auch die Verbindungsstrecke
S=a+[0,1]-(b—a)={a+t(b-a):0<t <1}

in U, dann gibt es ein & € S mit

f(b) = f(a) =V[f(&)-(b-a).

Beweis. Den ersten Punkt sieht man mit dem Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung: f o ¢ ist stetig differenzierbar auf einer Umgebung von [«, 8], wenn man ¢ fiir

t < adurch ¢(1) = ¢(a) + ¢’(a@)(t — @) und fiir t > B durch (1) = ¢(B) + @' (B)(t — B)
fortsetzt, also erhilt man

B d B
F(b) — f(@) = f(0(B)) - f(p(@)) = / < o) dr = / V(e(1) - ¢(r) dr.

a a

Fiir den zweiten Punkt wendet man den Mittelwertsatz der Differential- und Integral-
rechnung auf die Funktion g(¢) = f(a +t(b —a)), 0 < ¢t < 1, an und erhélt fiir ein
7€(0,1)

fb) = fla)=g(1)-g(0)=1-g'(7) =Vfla+7(b-a)) (b-a). O
| S—
4

Bemerkung 2.4.2. Die Voraussetzung S C U in ((ii)) ist notwendig, wie man an folgendem
Beispiel sieht: Betrachte U := BZ(O)\B%(O) CRYund f: U — R mit f(x) = ”}C—”

Dann gilt Vf(x) = —”#x # 0 fiir alle x € U. Fir a € U und b := —a gilt aber

3
x|l

F(b) = f(a)=0# Vf(£)2b =VF(&)(b—a)fiiralle & € S.
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2.5 Hohere Ableitungen

Definition 2.5.1.  Sei U € R" offen und f: U — R eine Abbildung.
» Ist die Ableitung ij f nach x; partiell differenzierbar (i, j = 1...n) dann heilen

hoal) R

dx;ox;  dx; \dx; axr Ax; \ 0x;

partielle Ableitungen zweiter Ordnung von f.
» Analog sind die partiellen Ableitungen hoherer Ordnung definiert, also

okf 0 d (af
Oxiy ... Oy Oxiy \\ T\, \Oxi )T

1

fiir Ordnung k.

» Existieren fiir f alle partiellen Ableitungen der Ordnung < k in U und sind
stetig (inklusive der O-ten Ableitung, also f selbst), nennt man f k-mal stetig
differenzierbar in U und schreibt f € C*(U).

Satz 2.5.2 (Satz von Schwarz). Ist U C R" offen und f: U — R zweimal stetig
partiell differenzierbar, dann gilt fiir alle 1 <i,j < nunda € U:

0;0;f(a) = 0;0,f(a).

Beweis. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit setzen wir a = 0 und n = 2. Eine zweifa-
che Anwendung des Mittelwertsatzes ergibt

f(x’y) —f(x,O) _ f(oay) —f(0,0)
Yy y _ alf(a/’ y) - 61f(a,0)
X - y
fiir gewisse a, S mit || < x und |B| < y. Dieser Ausdruck ist aber gleich
f(x’y) _f(o’y) _ f(x,O) _f(O’O)
X X _ 02f(x» é‘) - 62f(0’ 6)
y - X

fiir gewisse y, 6 mit |y| < x und |6] < y, es gilt also

6261f(a’ﬂ) = 8162f(77 6)

Gehen x, y gegen Null dann auch «, 3, y, 6 und wegen der Stetigkeit von 00, f und 0,0 f
folgt 9,0 £(0,0) = 8,0>1(0,0). O

= 0,01 f(a,pB).

= 0102 (y,9),

Beispiel 2.5.3. Die Voraussetzung der zweifachen stetigen Differenzierbarkeit kann nicht
weggelassen werden: fiir die Funktion f(x, y) = 0 wenn (x, y) = (0,0) und

By —x)3
x2+y2 7

gilt 8,8, £(0,0) # 8,0, f(0,0)

flx,y) = (x,y) # (0,0)
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Bemerkung 2.5.4. Man kann auch totale Ableitungen hoherer Ordnung betrachten: fiir U € R"
offen und eine Funktion f: U — R™ ist die Ableitung eine Funktion

Df: U — L(R",R™)

wobei wir mit L(R"”,R™) den Raum aller linearer Abbildungen R" — R™ bezeichnen. Deren
Ableitung wiederum ist eine Funktion

Df: U — L(R", L(R",R™))

und so weiter. Identifiziert man Elemente von L(R”, L(R",R™)) mit bilinearen Abbildungen
R" x R"™ — R™, und analog fiir hohere Ordnungen, erhélt man fiir das k-te totale Differential eine
Funktion

D¥f: U - L(R"x...xR",R™)

mit Werten im Raum der k-multilinearen Abbildungen von R” nach R™, aufgrund des Satzes von
Schwarz sogar symmetrische multilineare Abbildungen.

2.6 Der Satz von Taylor

Wir fiihren zuerst eine praktische Notation fiir hohere partielle Ableitungen ein. Wir
nennen « = (@y,...,q,) € N{ einen Multiindex, schreiben

la| =a1+...+a,, a!l:=a! -a,!
und fiir & = (hy, ..., h,) € R" sei

O .__ aj (07

R = h{' - by

|| heiit Linge von a. Ist f eine |@|-mal stetig differenzierbare Funktion, so schreiben
wir

||
D f 5= DY D07 f 1= 51 G = o

(03] ay
Xy 0xy"
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Beispiel 2.6.1. Fir n = 3 und @ = (1,2,0) ist |a| = 1 +2 = 3, a! = 11210! = 2,
(x,y,2)* =xy*und 8° f = 8,05 f.

Lemma 2.6.2. Sei U C R” offen und f: U — R eine k-mal stetig differenzierbare
Funktion mit k € Ny. Sei x € U und h € R" so, dass die Strecke x + [0, 1]/ ganz in U
liegt. Dann ist die Funktion

g:10,1] =R, g(t) = f(x+th)
k-mal stetig differenzierbar und es gilt
k!
¢® (1) = Z — 0" f(x+th)h". 2.5)
la|= k

Hierbei lduft die Summe iiber alle @ € Njj mit |a| =

Beweis. Wie fiihren Induktion nach k durch. Fiir & = 0 ist nichts zu zeigen. Sei nun
angenommen die Aussage gelte fiir ein k € Ny. Ist f (k + 1)-mal stetig differenzierbar,
dann ist g(¥) stetig differenzierbar, also g ebenfalls (k + 1)-mal stetig differenzierbar. Nach
Induktionshypothese folgt

d

(k+1)( )
dr

S B s e, 2.6)
.

=k

Fiir F = D f folgt nach der Kettenregel

d n n
G FGr+1h) =DF(x+ thyh = JZ:; O;F(x +1h)h;j = ; 0,0° f(x +th)h;

Esist 0;0% = D#_ wobei || = k + 1 gilt. Durchliuft « alle Multiindizes der Linge |o| =
und lauft j von 1 bis n, dann durchliduft 8 alle Multiindizes vom Betrag k+1, aber mehrfach.
Genauer gesagt betrachten wir die ,,Multiindexverschiebung® oder Umnummerierung

t:1—-J, (a,j)—>p=a+e;
wobei e der j-te kanonische Basisvektor ist und

1:{(a,j)||a|:k,j:1...n}
J={p|I18l =k +1}.

Dann ist ¢ surjektiv, aber wie oft wird ein 8 € J getroffen? Es ist genau

B ={(B—ej.j) | B; >0}

Ist also C(a, j) irgendein Ausdruck, der von @ und j abhéngt, dann gilt
D Clap=> > CB-ej).
(a,j)el BeJ j: B;i>0
Damit ist wegen 2. g;>0B8j = k + 1 die Summe (2.6) wie behauptet gleich

g = > > 'Bjaﬁf(x+th)hﬁ > *+ D os e x4 tmynf. o
|Bl=k+1j: B;>0 |Bl=k+1 B!
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a J B
(2,0) 1 — (3,0)
(2,0) 2 — (2,1)
(1,1) 1///2
(1,1) 2 —— (1,2)
(0,2) 1 —

(0,2) 2 — (0,3)

Satz 2.6.3 (Taylorsche Formel). Sei U C R" offen, a € U und h € R" ein Vektor,
so dass die Strecke a + [0, 1]h ganz in U liegt. Sei f: U — R eine (k + 1)-mal stetig
differenzierbare Funktion. Dann existiert ein 6 = 0(a, h) € (0, 1), sodass

f(a+h): Z %’(a)ha_k Z wha (2.7)

! !
|| <k |er|=k+1

oder ebenso

@ 1
fla+h) = Z 9 f!(a)h“+ Z %/O (1= 0)**19% f(a + th)h® dt.

ok @ k41
(2.8)
Das Polynom
aa
nfaw=y S ge
la|<k )

heifst Taylorpolynom k-ter Ordnung von f an der Stelle (oder im Entwicklungspunkt) a,
das Restglied in (2.7) Lagrange-Restglied und das Restglied in (2.8) Integralrestglied.

Beweis. Sei g(t) = f(a + th). Nach der Taylorformel in einer Variablen gibt es ein
6 € (0, 1) mit

k() (k+1)
g (0) g (0)
g(l):; T k+ )

Durch Einsetzen von (2.5) folgt die Behauptung. Verwendet man in der Taylorformel fiir
g das Integralrestglied, folgt sofort die andere Darstellung. O

Bemerkung 2.6.4. Es ist wichtig, das Taylorpolynom von f(x) an der Stelle ¢ immer als
Polynom in der Verschiebung h = x — a anzugeben, nicht als Polynom in x.

Folgerung 2.6.5. Sei U C R” offen, f: U — R k-mal stetig differenzierbar, a € U und

0 > 050, dass Bs(a) C U ist. Dann gilt fiir h € R" mit ||h|| < 6

9 f(x)
a

|

fla+h) = > K+ o(|IA1").

la|<k
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Beweis. Nach Satz 2.6.3 gibt es ein 6 € (0, 1) mit

flarmy= 3 LI e, 51 FTEHOD

la|<k-1 @ la|=k a!
5%
= 5 B ey S e
la|<k a: |a|=k

mit ro(h) = (0Yf(x + 0h) — 0% f(x))/(a!). Da 0% f stetig ist, gilt limy_,gr,(h) = 0. Da
1€71/11€11* < 1 fiir |a| = k ist, folgt die Behauptung. |

Definition 2.6.6.  Sei x € R" und f in einer Umgebung von x zweimal stetig diffe-
renzierbar. Die Hesse-Matrix von f in x ist die n X n-Matrix

Hy(x) = (9,0, f (X)) oy -

Nach dem Satz von Schwarz ist die Hesse-Matrix symmetrisch.

Satz 2.6.7. Ist U C R" offen, a € U und f: U — R zweimal stetig differenzierbar,
dann gilt

Fla+h) = f(a) +(VF(a), by + 35 Hi+ olAIP)

wobei H = Hy(a) die Hesse-Matrix von f in a ist.

Beweis. Umittelbar durch Ablesen aus der Taylorformel fiir k = 2: fiir |@| = Ound |a| = 1
stehen die jeweiligen Terme da, fiir || = 2 haben wir

S Dy L 2N R pami+ Y ddramn,
l|=2 @ i=1 1<i<j<n

n

1 1
=3 2 00 f(@)hih; = 5hTHh,
1

i,j=
mit H = (hij)i,j:1...n und hij = 6,(9]f(a) O
Beispiel 2.6.8.

(i) Wir berechnen die Taylor-Entwicklung der Funktion

X—=Y
f(x’y):—’ X,y>0
x+y



36 KAPITEL 2. DIFFERENTIALRECHNUNG IM MEHRDIMENSIONALEN

im Punkt (1, 1) bis zu den Gliedern 2. Ordnung:

f(1,1) =0,
__ % _1
axf(x’y)_ (X+y)2’ 8xf(191)_2
2x 1
Oyf(x,y) = NETTE o f(1,1) = -3
2 _ 4y 2 _ _1
axf(x’y)_ (x+y)3’ axf(l,l)_ 2
2x —
00,53 = T, 8.0,1(1,1) =0,
4x 1
031 (x.)) = Rf(L1) =5
und somit

1
— —_ _O _
Tz(f,(l,l))(x,y)z(% ‘%)(i-i)*%@c—l |2 (x 1)‘

IS P S (T M e SN e
= SG=D =30 =D =261+ (-1

(i) Wir berechnen das Taylorpolynom 3. Ordnung von f(x,y) = e* cosy an der Stelle
(0, 0). Dazu multiplizieren wir die Reihendarstellungen

2 3 4
x— —_— —_— —_—
e—1+x+2!+3!+4!+

2 4
A
cosy =1 2!+4!+...

und werfen alle Terme mit Ordnung > 3 weg, also

2 .3 2
e’ -cosy = 1+x+%+%+...)-(1—y§+...)

und damit ist (%) das gesuchte Taylorpolynom, wie wir aus dem nichsten Satz
lernen.
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Satz 2.6.9.  Sei U C R" offen, f € CX(U) und a € U. Angenommen es gibt c, € R
fiir |a| < k mit

fla+h)y= > cah® +o(lhl*)  (t—0), (2.9)
la|<k
dann ist
it ACO R
a!

Insbesondere ist das Taylorpolynom k-ter Ordnung das eindeutige Polynom p vom Grad
k mit

fla+h)=Ph)+o(IAl").

Beweis. Subtrahiert man das Taylorpolynom von (2.9), so gilt

> [en = L) 1 = ot

la|<k

=:q(h)

Hier ist g () ein Polynom vom grad < k. Ist ¢ # O schreiben wir es als g = g, + gm+1 +
...+ gk, wobei g; homogen vom Grad j ist (d.h. alle Monome, aus denen g; besteht,
haben den selben Grad), und m < k minimal ist mit g,, # 0. Wihlen wir v € R” mit
gm(v) # 0 so gilt

m+1

q(tv) = 1"qu(V) + " g () + .+ 15 g (V) = Mg (V) + O (1= 0).

Im Fall m < k gilt

CI(IV) — tm—k qm(v) +0(lm+1_k)

k k
[[2v]] vl
was nicht gegen 0 konvergiert.

Im Fall m = k gilt

q(®v)  qr(v)
K 3
l£v]] (vl

b

was auch nicht gegen 0 konvergiert. Dies ist ein Widerspruch, also muss ¢ = 0 sein. O

2.7 Lokale Extrema

Wir stellen uns nun wie in Analysis I die Frage, ob und wie wir lokale Extremstellen mit
Hilfe der Differentialrechnung untersuchen konnen.
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Definition 2.7.1.  Sei U C R" offen und f: U — R eine Funktion. Ein Punkt x € U
heiBt lokales Maximum, wenn es eine Umgebung V C U von x gibt, sodass

fx) = f(y) VYyeV

und lokales Minimum, wenn es eine Umgebung V C U von x gibt, sodass

fx) < f(y) VYyeV.

Sind diese Ungleichungen fiir y € V \ {x} strikt (d.h. mit ,,>* bzw. ,,<*), so nennt man
x ein striktes lokales Maximum bzw. Minimum. Ein lokales Extremum ist ein lokales
Minimum oder Maximum. Gelten die Ungleichungen auf ganz U, so heil3t x globales
(ggf. striktes) Maximum bzw. Minimum.

Satz 2.7.2.  Ist f: U — R partiell differenzierbar und hat f in x € U ein lokales
Extremum, so ist V f (x) = 0.

Beweis. Dat = 0 ein lokales Extremum der Funktiont — f(x+te;) ist, folgt D; f(x) =0
firallej=1...n. O

Definition 2.7.3.  Ein Punkt x mit V f(x) = 0 hei3t stationdrer Punkt oder kritischer
Punkt von f: U — R.

Ein kritischer Punkt, in dem kein lokales Extremum vorliegt, heilt Sattelpunkt.

Das Verschwinden des Gradienten ist also notwendig fiir ein lokales Extremum (in einer
offenen Menge). Wir kiimmern uns als nachstes um hinreichende Bedingungen.

Definition 2.7.4. Eine symmetrische reelle n X n-Matrix H heil3t
» positiv definit, wenn (Hx,x) >0 Vx € R"\ {0},
» positiv semidefinit, wenn (Hx,x) > 0 Vx € R"\ {0},
» negativ definit, wenn (Hx,x) <0 Vx € R*\ {0},
» negativ semidefinit, wenn (Hx,x) <0 Vx € R"\ {0} und
» indefinit, falls es Vektoren x, x” in R” gibt mit (Hx, x) < 0 < (Hx’,x’).

H ist also negativ (semi)definit, wenn —H positiv (semi)definit ist.

Aus der linearen Algebra ist bekannt:



2.7. LOKALE EXTREMA 39

Satz 2.7.5.  Jede symmetrische reelle Matrix A ist diagonalisierbar. Sie ist genau
dann positiv bzw. negativ (semi-)definit, wenn alle ihre Eigenwerte > 0 (> 0) bzw. < 0
(< 0) sind. Sie ist genau dann indefinit, wenn sie sowohl positive als auch negative
Eigenwerte besitzt.

Ist A = (a;j)i j=1..n eine symmetrische reelle n x n-Matrix, dann ist A genau dann
positiv definit bzw. negativ definit, wenn fiir die (fiihrenden) Hauptminoren (= Unterde-
terminanten) gilt

alyr ... ailkg ayr ... Aailg
det| : : >0 bzw. (-DFdet| : >0  Vk=1...n
aglr - Ak aglr - Ak

Fiir Semidefinitheit miissten alle, nicht nur die fiihrenden, Hauptminoren positiv
bzw. negativ semidefinit sein.

Satz 2.7.6.  Sei U C R" offen, f: U — R zweimal stetig differenzierbar und x € U
ein Punkt mit V f (x) = 0.
(i) Ist Hy(x) positiv definit, so hat f in x ein striktes Minimum.
(ii) Ist Hy(x) negativ definit, so hat f in x ein striktes Maximum.
(iii) Ist H7(x) indefinit, so ist x ein Sattelpunkt von f.

Ist H nur positiv oder negativ semidefinit, lidsst sich nicht auf ein Minimum oder Maxi-
mum schliefen — man kann damit nur ein striktes Maximum bzw. ein striktes Minimum
ausschlieBen.

Beweis. In einer Umgebung von x gilt, mit H = Hy(x) der Hesse-Matrix von f in x, nach
Satz 2.6.7

fx+h)=f(x)+ %(Hh, hy + ¢(h) (2.10)

mit ¢(h) = o(]|h]|?), d.h. fir & > 0 gibt es § > 0 mit
(W] < ellhll>  fiir |4l < 6.

(1): Ist H positiv definit, dann nimmt die stetige Funktion & — (Hh, h) > 0 ein Minimum
a > 0 auf der kompakten Menge S = {h € R" | ||h|| = 1} an. Es gilt (Hh, h) > «||h||? fiir
alle & € R™: fiir h = 0 ist das Klar, fiir 2 # O ist 2/||h|| € S und

h h

=) - 127 = el
1Al 1A

(Hh, h) = (H
Wihlen wir nun 6 so klein, dass |¢(h)| < %llhll2 fiir || k|| < & gilt, dann folgt aus (2.10)

Flcth) = £+ SIRIP = AP = £+ Z1AIP

und somit f(x + &) > f(x) fiir O < ||A|| < &, und x ist ein striktes Minimum.
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(i1) ergibt sich aus (i), wenn man f durch —f ersetzt.

(iii): Ist H indefinit, dann gibt es ein & € R" \ {0} mit @ := (Hh, h) > 0, und fiir kleine ¢
ist

Flx+th) = f(x) + %(th, thy + ¢(th) = f(x) + %;2 + 6(th).

Fiir ¢ # 0 klein genug ist ¢(th) < %tz, also f(x +th) > f(x). Ganz analog zeigt man die
Existenz eines k € R" \ {0} mit f(x +tk) < f(x) fiir t klein genug. Da dies dann fiir alle
t gilt, die klein genug sind, kann kein lokales Extremum vorliegen. O

Bemerkung 2.7.7. Ist die Hesse-Matrix nur positiv oder negativ semidefinit, muss keine
Extremstelle vorliegen, wie das Beispiel f(x, y) = x%y zeigt: Vf = (2xy, x%) verschwindet
fiir x = y = 0, weiters ist

Hf(x,y):(iyc 25) — Hf(o,()):(g 8).

In (0, 0) liegt jedoch ein Sattelpunkt vor, wie man an f(t,1) = ¢ sieht.

Beispiel 2.7.8. Wir bestimmen die lokalen Extrema und Sattelpunkte von f(x,y) = x* +
y* — 4xy + 1. Der Gradient von f ist

Vix,y) = (4x° — 4y, 4y° — 4x).

Fiir die kritischen Punkte gelten die Gleichungen
x*—y=0, y —x=0.

Setzt man y = x3 in die zweite Gleichung ein, erhilt man
0=x—x=x(B-D=xG*+DE* - D =xG*+ D2+ D> - 1)

woraus wir die drei reellen Wurzeln x = 0, 1, —1 ablesen. Die kritischen Punkte sind also
(0,0), (1,1) und (-1, —1). Die Hessematrix ist

1262 -4
Hf(x’y): ( -4 12y2)

Fiir den Eintrag 812 f(x,y) und die Determinante D(x, y) gilt

a7 £(0,0) =0, D(0,0)=-16 <0,
tf(1,1)=12>0, D(1,1) =128 > 0,
aTf(-1,-1)=12> 0, D(-1,-1) =128 > 0.

Daraus schlieBen wir, dass (0, 0) ein Sattelpunkt ist (denn mit D < 0 gibt es einen positiven
und einen negativen Eigenwert) und (1, 1) sowie (-1, —1) lokale Minima.

Bemerkung 2.7.9. Ist der Definitionsbereich nicht offen, konnen lokale und globale Ex-
trema auch am Rand davon auftreten. Dazu betrachten wir als Beispiel die Funktion
flx,y) = x> =2xy+2yauf D = {(x,y) | 0 < x <3, 0 <y < 2}. Als kritischen
Punkt finden wir (1, 1), wo die Funktion den Wert f(1,1) = 1 annimmt. Diskutiert man
die Randbereiche separat, sieht man, dass dass f(3,0) = 9 das globale Maximum und
f(0,0) = f(2,2) = 0 globale Minima von f sind.
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-1 0 1 -1

Abbildung 2.1: f(x,y) =x*+y* —4xy + 1

Bemerkung 2.7.10. Sowohl die Hesse-Matrix als auch die Hessesche Normalform ei-
ner Gerade gehen auf Otto Hesse! zuriick, bezeichnen aber unterschiedliche Dinge; die
Hessesche Normalform einer Hyperebene im R” hat die Form x - n = ¢, wobei n ein
Normalvektor auf die Hyperebene ist und ¢ der Abstand vom Ursprung.

2.8 Lokale Invertierbarkeit und Implizite Funktionen

Ist f: R — R differenzierbar und f’(x¢) # 0, dann ist f in einer Umgebung von x streng
monoton wachsend oder fallend, es existiert dort also eine Umkehrfunktion. Diese ist auch
differenzierbar und es gilt

1

-1y _
(Y0 = o

Wir leiten nun ein analoges Resultat im hoherdimensionalen Fall her. Der Beweis ist
aufwindig, das Ergebnis ist jedoch die Grundlage zahlloser Anwendungen. Im Wesentli-
chen sagt der Satz iiber lokale Invertierbarkeit, dass (in gewissen Situationen) Losungen
existieren — nur dann macht es namlich Sinn, diese durch numerische Verfahren finden
zu wollen. Weiters ist dieser Satz (bzw. der Satz iiber implizite Funktionen) die Grundlage
der Analysis in gekriimmten Riumen, z.B. auf Flichen im R>, da man dadurch alles auf
die Analysis in euklidischen Raumen zuriickfiihren kann.

'O1r10 HESSE, 1811-1874. Arbeitete auf dem Gebiet der analytischen Geometrie, der Algebra und der
Analysis.
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Satz 2.8.1 (Satz iiber die Umkehrfunktion / Umkehrsatz). Sei U € R" offen und
f: U — R" stetig differenzierbar, a € U und die Matrix D f (a) invertierbar. Dann gilt:
(i) Es existiert eine offene Menge V. C U mit a € V und eine offene Menge W C R"
mit b = f(a) € W, sodass f eine Bijektion von 'V nach W ist.
(ii) Die Umkehrfunktion f~' ist differenzierbar in b und es gilt

(D) (f(a) = (Df(a)~".

(iii) Ist k € N und f k-mal stetig differenzierbar auf U, dann auch f~' auf W und es
gilt Df Y (f(x)) =Df(x)~! fiirallex € V.

Beweis. 1. Schritt: Zuerst filhren wir, im Wesentlichen durch eine Koordinatentransfor-
mation in Definitionsbereich und Bildbereich von f, alles auf den Spezialfalla = 5 =0
und Df(0) = I zuriick. Angenommen (i) und (ii) sind fiir diesen Fall schon bewiesen,
dann setzen wir f(x) := Df(a)"'(f(a+x) —=b)und U = U — a. Dann ist f: U — R"
stetig differenzierbar in 0 mit £(0) = 0 und Df(0) = I, denn

F(x) =Df(a)™'(f(a) +Df (@)x +o(llxll) = b) = F(0) +x +o(llx])).

Hierbei haben wir verwendet, dass fiir ¢(x) = o(||x||) und jede Matrix L (hier ist L =
Df(a)~") auch

Lo < [ILI - ll¢ ()l = o(llx]))

gilt. Nach Annahme gibt es dann offene Umgebungen V € U von 0 und W € R” von 0,
sodass f: V — W bijektiv ist, die Umkehrfunktion § = f~': W — V differenzierbar in
£(0) und Dg(f(0)) = DF(0)™! = I. Dann ist f(x) = Df(a)f(x — a) + b bijektiv von
V :=V+anach W :=Df(a)W +b mit Inverser g(y) = f~1(y) = g(Df(a) ' (y - b)) +a.
Hierbei merken wir an, dass W offen ist. Wegen

g(f(a)+k) =gDf(a)' (f(a) - b) +Df(a) k) +a
=g(f(0) +Df(a)'k) +a

=2(f(0)) +a+Df(a)" 'k +o(|[Df(a)"Al])
=g(f(a)) +Df(a)'k +o(llkll)

ist g in f(a) differenzierbar mit Dg(f(a)) = Df(a)~' wie behauptet.

2. Schritt: Es bleibt also nur der Spezialfall zu zeigen. Wir setzen h(x) := f(x) — x; dann
ist £(0) = 0und DA(0) = 0. Da  stetig differenzierbar ist, gibt es ein r > 0 mit B,(0) C U
und

1 = .
|(9jh,-(x)| < o) Vx e B.(0)Vi,j=1...n,

wobei h; die i-te Komponentenfunktion von £ ist. Wir wiahlen r gleich so klein, dass
detDf(x) # O fiir x € B,(0) ist (das geht, da die Determinenatenfunktion stetig ist, siche
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4. Schritt). Fiir x, y € B,(0) gilt dann
1 (x) = A < > Vi (x) = hi(y))]
i=1
n 1
<
2.,
n 1 n 1
<2 [ Dlamtreite =l =yl dr < 3=l
i=1 j=1 —_———

_ 1 < -yl

2n?

iy + 1= )| dr

(2.11)

Daraus folgern wir zuerst, dass f(x) = h(x) +x injektiv auf B,(0) ist: sind x,y € B,(0)

mit f(x) = f(y), gilt
0=lf(x)=fOWll =llx=y+hx) = h(I = llx =yl = ll(x) = A 2 %le =yl

also x = y. Zweitens folgern wir, dass B,2(0) € f(B,(0)): ist z € B,»(0) setzen
wir ¢/ (x) = z — h(x); fiir [|x]] < rist |y (x) —zll = ||2(x)|| < r/2 und daher ||y (x)[| <
I (x) = z||+||z|| < r/2+7r/2 = r, also bildet ¥ den Ball B,.(0) in sich selbst ab. AuBerdem
gilt ||y (x) =y ()| < %llx —y|l, d.h. ¢ ist eine Kontraktion. Aus dem Banachschen
Fixpunktsatz (siehe Satz 4.2.1; wir kennen ihn schon fiir abgeschlossene Intervalle in R)
folgt, dass y einen Fixpunkt hat, d.h. es gibtein & € B, (0) mity(£) = &, also & = z—h(&),
was soviel wie f (&) = z bedeutet.

Damit gibt es auf B, ;(0) eine Umkehrfunktion g von f; wir setzen W = B, >(0) und
V =g(W) = f1(B,2(0)) N B,(0). f~1(W) ist offen, denn fiir x € f~1(W) ist f(x) € W,
es gibt also € > 0 mit B.(f(x)) € W. Aufgrund der Stetigkeit von f gibt es 6 > 0 mit
f(Bs(x)) € B:(f(x)), also Bs(x) C f~1(W). Als Durchschnitt offener Mengen ist auch
V offen.

3. Schritt: Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion. Wegen 4(0) = 0 ist mit (2.11) auch
|h(x)] < %lell fiirx € B,(0) und%||x|| < |l f)| < %llxll,beziehungsweise%”f_l(y)” <
Iyl < 2[|£~(y)| fiir y € £(B,(0)) 2 B,/2(0) (f ist auf B, (0) injektiv, also auf seinem
Bild invertierbar). Fiir die Differenzierbarkeit von g = f~': W — Vinx = 0 mit Dg(0) =
I addieren wir 0 = —f(f~'(y)) +y zu f~'(y) und entwickeln f um 0 (Taylorentwicklung
erster Ordnung f(u) = £(0) + Df(0) u + o(J|lu||) mitu = f~1(y)):

o)y ==fFtoN+ o) +y
=-f0) =DfO) f ) +ollf WP+ ) +y
= £710) + y + o(llylD),

denn f(0) = f7'(0) = 0,Df(0) = T und || f~" (»)[| < 2llyll.

4. Schritt: Fiir die Aussage iiber die k-fache Differenzierbarkeit bemerken wir zuerst,
dass die Determinante einer Matrix A stetig von ihren Eintragen abhédngt. Stellt man ihre
Inverse tuiber die Kofaktor-Formel dar,

A-l cof(A)T
~ detA
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sieht man auch die stetige Abhiangigkeit der Inversen von den Eintrigen von A. Hierbei ist
cof (A) = (a;;) die Kofaktormatrix, also d;; = (—1)"*/M;;, wobei M;; die Determinante
derjenigen Matrix ist, die aus A durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte entsteht.

Wegen detD f(a) # 0 ist det D f(x) # O fiir x in einer Umgebung von a; wir haben r im
2. Schritt so klein gewiihlt, dass det D f(x) # 0 auf ganz V C B, (0) ist. Damit gilt (wenn
wir das bisher gezeigte in jedem Punkt x € V anwenden) die Formel

Df '(y)=DOf(f ()™ (2.12)

fiir alle y € W. Dass f~! stetig auf W ist, folgt schon aus Schritt 3 (dort wurde
|| f _l(y)” < 2||y|| gezeigt); zusammen mit der Formel (2.12) und der stetigen Abhingigkeit
der Matrixinversion ergibt sich, dass f~! stetig differenzierbar ist.

Ist f zweimal stetig differenzierbar konnen wir nach dem eben gesagten Gleichung (2.12)
nach jeder Komponente y; partiell differenzieren und erhalten mit der Kettenregel einen
Ausdruck, in dem die zweiten partiellen Ableitungen von f und die ersten partiellen
Ableitungen von f‘1 vorkommen, welche alle stetig sind; daraus schlieBen wir, dass
f~! zweimal stetig differenzierbar ist. Ebenso erhilt man Differenzierbarkeit hoherer
Ordnung. O

Bemerkung 2.8.2. Schreibt man f als Gleichungssystem

yl = fl(x17" -,.X:n),
y2 = fo(xr,....xn),

(2.13)
Yn = fa(x1,...,x,)

mit » = f(a) und Df(a) invertierbar, so bedeutet lokale Invertierbarkeit, dass man die
Gleichungen in gewissen Umgebungen von a und b eindeutig nach x auflésen kann (auch
wenn man die Auflosungsfunktionen nicht explizit kennt), d.h. es gibt Funktionen

x1=g1(y1, -, ),

Xn :gn(y1’---’yn)

welche (2.13) fiir y in einer Umgebung von b 16sen.

Bemerkung 2.8.3. Worin liegt die Bedeutung des Satzes liber die Umkehrfunktion?

Dieser Satz sagt uns, wann man eine Beziehung zwischen Variablen “riickwirts” verwen-
den kann. Das erste konkrete Beispiel sind Polarkoordinaten

X =rcosg,y =rsing.

Kann man (r, ¢) aus (x,y) berechnen? Nicht ganz, denn der Winkel ist {iberhaupt nur
bis auf Vielfache von 2r festgelegt, und im Ursprung ist der Winkel gar nicht defininiert,
also gibt es keine globale Inverse der Abbildung (r, ¢) +— (x, y). Lokal jedoch sehr wohl,
denn die Jakobimatrix ist

Cos@ —rsing
sing rcos
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mit Determinante r. Fiir 7 # 0 ist die Determinante ungleich Null und in der Néhe so eines
Punktes (7, ¢) ist die Koordinatentransformation umkehrbar.

Etwas allgemeiner kann man an ein physikalisches System denken, dessen Zustand durch
zwei “interne” Variablen festgelegt ist, messen kann man aber nur zwei “externe” Varia-
blen, aus denen man den Zustand des Systems berechnen will. Konkret stellen wir uns
vor, dass ein akustischer Sender an einer unbekannten Position (x,y) € R? sitzt. Zwei
Mikrofone an den Stellen A = (—a,0) und B = (a,0), mit a > 0, berechnen aus den
Laufzeiten 7, #, und der Signalgeschwindigkeit ¢ die jeweilige Distanz zwischen Sender
und Mikrofon: d| = cty, d» = ct,. Die Abbildung, welche der Position (x, y) die Distanzen
di, d> zuordnet, ist also

Fry) = (Vorva? + 2 - aP +3?).

Die Jacobimatrix davon ist

xta Y
DF(x, y) = (_ 7 )
4 s

mit Determinante

2ay
detDF(x,y) = dds
Fiir jedes yo # 0 gibt es also eine Umgebung U von (xo, yo) und V von der dazugehorigen
Messung (dy,d>), sodass F': U — V umkehrbar ist. Es gibt jedoch keine globale Inver-
se, da die Punkte (x,y) und (x,—y) die selben Messwerte ergeben, was auch mit dem

Verschwinden der Determinante bei yg = 0 zusammenhéngt.

Beispiel 2.8.4. Ist eine Funktion {iiberall lokal invertierbar, bedeutet das nicht, dass sie
global invertierbar ist! Dazu betrachten wir die Funktion

_ [e*cosy
f(x’y)_(exsiny) anyER'
Die Ableitung
_[e*cosy —e'siny
Df(x’y)_(exsiny excosy)

hat Determinante ¢** > 0 und ist daher iiberall invertierbar, f ist also iiberall lokal
invertierbar. Da cos und sin aber 27-periodisch sind, wird jeder Punkt des R? auBer dem
Nullpunkt unendlich oft von f getroffen.

Implizite Funktionen

Ist f = f(x1,..., Xk Y1,...,Ym) eine Funktion RF x R”™ — R™ und will man nur die
Matrix der partiellen Ableitungen nach einem Block von Variablen behandeln, wihrend
der andere festgehalten wird, setzt man

O fi ... Oghfi

(;_f = —(9( of ) = : : sowie
X X1yeoor Xk

O, fm -+ Oxifm

0 ... 0
B_f B 0f ~ y1.f1 y,f,fl
I R S

/ Oy, fn - Oy fn
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Satz 2.8.5 (Satz iiber implizite Funktionen). Sei U C R¥ x R™ eine offene Menge
und F: U — R stetig differenzierbar, wobei wir F = F(x,y) mitx € R* und y € R"
schreiben. Sei (a, b) € U ein Punkt mit

oF
F(a,b) =0 und a—(a, b) invertierbar.
y
Dann gibt es offene Umgebungen V| von a und V, von b mit Vi X Vo C U und eine stetig
differenzierbare Abbildung g: Vi — V>, sodass:
(i) F(x,g(x)) =0 fiir alle x € V.
(ii) Ist (x,y) € Vi XV, ein Punkt mit F(x,y) =0, dann ist y = g(x).

(iii) Dg(x) = — (aa—l;(x,g(x)))_ Z—f(x,g(x))ﬁir alle x € V.

(iv) Ist p € Nund F p-mal stetig differenzierbar, dann auch g.
Im Sinne der Gleichung ,y = g(x)“ sagt man, die Gleichung F(x,y) = 0 ldsst sich
nach y auflosen.

An stelle von (i) und (ii) konnte man auch schreiben:

(i+ii) Fir (x,y) e Vi xV,gilt: F(x,y) =0 < y =g(x).

Beweis. Wir definieren
f: U — R¥xR™, f(x,y) = (x, F(x,y)).

Dann gilt dort, wo F /dy invertierbar ist,

I 0 1 0
Df=|dF dF|, (NH'=| (oF\ "' oF [(oF\'|, (2.14)
ox Oy dy 0x ay

alsoist D f(a, b) invertierbar. Nach Satz 2.8.1 gibt es eine offene Umgebung von (a, b), in
welcher f invertierbar ist, und diese enthilt eine offene Umgebung der Form V| X V;. Sei
W= f(VixVy)und h: W — V| xV, die Umkehrabbildung von f.Sind h;: W — V| C RFK
und hy: W — V, C R™ die Komponenten von £, dann gilt fiir (x, y) € W, dass

(x,y) = f(hi(x, ), ha(x,y)) = (hi1(x,y), F(hi(x,y), ha(x, ), (2.15)

also x = hj(x,y) und y = F(x, hy(x,y)). Die Funktion g(x) = hy(x,0) erfiillt die
Behauptungen, wie man einfach tiberpriift:

» Setzt man y = 0 in (2.15) folgt (x,0) = (x, F(x, g(x))), also F(x, g(x)) =0.
» Ist (x,y) € Vi XV, mit F(x,y) = 0, dann folgt (x,y) = h(f(x,y)) = h(x,0) =
(x,g(x)), also y = g(x).
» Aus Satz 2.8.1 wissen wir, dass
oy oy

(Df(x,y)™" = Dh(f(x,y)) = 59;;2 ﬁahyz

Gx  dy
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fiir (x,y) € V| x V; gilt, woraus wir mittels 2.14

) d o
Da(x) = 520.0) = = (G- ()] G xe0)

ablesen. Analog konnte man auch F(x, g(x)) = 0 ableiten und erhélt mit der Ket-
tenregel die Formel

oF [ 0Fdg _
ox Jdy 0x

welche sich zum selben Ergebnis umformen lasst.
» Ist F' p-mal stetig differenzierbar, dann auch f, 4 und somit auch g. O

Teilmannigfaltigkeiten des R"

Die einfachsten Zusammenhinge sind l/inear. Bilden mehrere solche ein lineares Glei-
chungssystem, so ist die Losungsmenge davon wieder ein linearer Raum. Fiir ein quellen-
freien Netzwerk mit drei Knoten und vier Zweigen gilt z.B. nach dem 1. Kirchhoffschen
Gesetz:

11+12:(), —11+13+]4:O, —12—13—14:0.
Da eine Gleichung redundant ist, ist die Losungsmenge zweidimensional:

L =-1, Iy =1 - Is, (11,12,13,14):(s,—s,t,s—t), s,t € R.
I

1
B
R //
C

Es gibt jedoch auch komplizierte Losungsmengen; ist etwa eine Punktmasse auf die
Schnittkurve einer Kugel und eines Zylinders gezwungen, etwa durch die Bedingungen

x2+y2+z2—4) _ (0)

A

F(X,y,Z):( x2+y2—1 = o

so bewegt sich diese Masse auf der (nichtlinearen) Kurve F~'(0) in R?.

Unser Verstindnis von Kurven und Fldchen ist bisher recht rudimentér: Kurven sind
Bilder von Intervallen, Flachen kennen wir bisher nur als Graphen von Funktionen. Als
eine Anwendung der Sitze iiber die Umkehrfunktion und implizite Funktionen werden
wir nun solche geometrischen Objekte, welche wir Teilmannigfaltigkeiten des R" nennen
werden, genauer beschreiben. Folgender Satz fiihrt vier dquivalente charakterisierungen
davon ein.

20.4.
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Definition 2.8.6.  Sei U C R” offen. Eine differenzierbare Funktion f: U — R
hei3t Immersion bzw. Submersion, wenn D f (x) fiir alle x € U injektiv bzw. surjektiv
ist.

Injektivitét einer linearen Abbildung erkennt man an vollem Spaltenrang, Surjektivitit an
vollem Zeilenrang. Anschaulich stellt man sich eine Immersion/Submersion am besten
durch Tangentialvektoren vor: eine Abbildung f transportiert nicht nur Punkte, sondern
tiber ihre Ableitung auch Tangentialvektoren. Ist f eine Immersion, dann gehen keine
Richtungen verloren sondern k linear unabhédngigen Tangentialvektoren werden auf k
ebensolche abgebildet, die Bildmenge hat also im Umgebenden Raum dieselbe Dimension
wie der Definitionsbereich. Ist eine Abbildung g eine Submersion heifit das dass man
auf einen Raum Abbildet, dessen Dimension kleiner oder gleich ist, daber aber keine
Tangentialrichtungen verliert — man lasst dabei also iiberfliissige Dimensionen weg und
macht die Menge flach.

Satz 2.8.7. Sei M C R" eine nichtleere Teilmenge und k € N. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:
(i) Fiir jeden Punkt p € M gibt es

» cine offene Umgebung S C R" von p,

> eine offene Teilmenge W C R* sowie

» cine injektive C'-Immersiony : W — S, sodass y: W — (W) eine stetige
Umkehrabbildung besitzt

sodass M NS =y (W) ist. Die Abbildung s heifst lokale Parametrisierung.

(ii) Fiir jeden Punkt p € M gibt es (nach Umnummerierung der Koordinaten) eine
offene Umgebung U x V C R¥ x R"* von p und eine C'-Abbildung g: U — V
sodass

Y(u,v) eUXV:(u,v) e M & v=g(u),

d.h. lokal ist M als Graph gegeben.

(iii) Fiir jeden Punkt p € M gibt es eine offene Umgebung S C R" und eine C'-
Submersion F: S — R"* sodass M NS = F~1(0) gilt, d.h. M ist lokal als
Niveaumenge gegeben.

(iv) Fiir jeden Punkt p € M gibt es

» cine offene Umgebung S C R",
» cine offene Teilmenge W x O C RF x R = R" und
» eine bijektive C'-Abbildung ¢: S — W x O mit C'-Inverser

sodass (M N S) = W x {0} ist. Die Abbildung ¢ heif3t Karte.

Beweis. (i) = (ii): Sei p € M, y: W — S wie in (i) und x := "' (p). Da ¢ eine Immersion
ist, hat Dy/(x) Rang k. Nach Umnummerierung der Koordinaten in R” = R¥ x R"~¥ diirfen wir
annehmen, dass die ersten k& Bildkoordinaten eine invertierbare k X k-Untermatrix liefern. Mit

Tk(V1s - ¥n) = (V-5 Vi), T ¥n) = Wkt -5 V)

ist also ¢ == i oy : W — RX in x lokal invertierbar.
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Nach dem Umkehrsatz gibt es eine offene Menge W’ € W mit x € W’ und eine offene Menge
U’ € RF mit 5 (p) € U’ derart, dass /| : W — U’ eine C'-Inverse ¢: U’ — W’ hat.

Day~!: M NS — W stetig ist gibt es eine offene Umgebung S; C S von p mityy~' (M NS) C W’
bzw. M NS C ¢ (W’) und S| enthilt es eine offene Umgebung der Form Uy x Vy C RK xRk von
p. Die Menge U := U’ N U ist offen und enthilt 7x (p). Auf U definieren wir die C'-Abbildung

g(u) =7"(y(ew))), ueU

mit g(mx(p)) = 7%(p) € Vy, denn ¢ o m; = ~'. Nach erneutem Verkleinern von U diirfen wir
daher annehmen, dass sogar g(U) C Vj gilt.

Mit V =V, gilt fiir jedes u € U
U (o) = (me(W (e())), 7 (W (o)) = (1. g(u)),
also insbesondere (u, g(u)) € M N (U x V). Damit ist {(u,g(u)) :u e U} C M N (U XV).

Umgekehrt sei (u#,v) € MN(UxXV). Wegen UXV C UyxVy C S folgt (u,v) € MNS| C (W),
also gibt es ein w € W’ mit (u,v) = ¢ (w). Dannist u = mx (¢ (w)) = ¢ (w). Da ¢ = (J|w-) "L ist,
folgt w = ¢(u) und (u,v) = ¥ (p(n)) = (u, g(u)), also v = g(u). Insgesamt erhalten wir

MNUXV)={(u,v) eUXV:v=g(u}
Damit ist (ii) gezeigt.

(il)) = (iii): Sei p € M. Nach (ii) gibt es eine offene Umgebung U X V von p und eine
C'-Abbildung g: U — V mit

(u,v) e MN(UXV) = v=g(u).

Definiere F: U x V. — Rk, F(u,v) = v — g(u). Dann ist F C! und es gilt fiir alle
(u,v) eUxXV

Fu,v) =0 & v=gu) < (u,v) e M,

also M N (U xV) = F~1(0).

AuBerdem ist 0, F (u,v) = I,,_; (die n — k-dimensionale Einheitsmatrix) surjektiv fiir alle (u,v) €
U x V. Daher ist F eine Submersion und (iii) gezeigt.

(ili) = (iv): Sei p € M. Nach Umnummerierung der Koordinaten (falls notwendig) konnen
wir § = U X V und det(d, F(p)) # 0 annehmen. Die Abbildung Id; XF: U XV — R", (u,v)
(u, F(u,v)) erfiillt

— Ik 0
det(D(Idx XF)(p)) = det (5uF(P) aVF(p)) #0.

Nach dem Umkehrsatz gibt es eine offene Umgebung S € U XV von p und eine offene Umgebung
C’ :=W’ x O’ von q := (Id; XF)(p) sodass die Einschrankung ¢ := Idg XF: S —» W’ x O’ eine
C'-Umkehrabbildung hat. Sie erfiillt das gewiinschte, denn fiir beliebige (u,v) € S’ gilt

(u,v) e M = F(u,v)=0 < ¢(u,v) = (u, F(u,v)) = (u,0) € W x {0}.

(iv) = ():Seipe Mund ¢: S —> W x O wie in (iv). Setze

Y(w) = cp‘l(w,O) (weWw).
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Dann ist (W) = ¢ ' (W x {0}) = M N S, und

gy (q) =m(p(q)  (geMnS)

ist stetig.

Ferner ist
Dy(w) = Do~ (w,0) o1, t(v) = (v,0).

Da De~!(w, 0) invertierbar und ¢ injektiv ist, ist Dy (w) injektiv, also ist i eine Immersion. O

Definition 2.8.8. Eine nichtleere Teilmenge M C R”" heilit (differenzierbare) Teil-
mannigfaltigkeit des R", wenn sie eine der Bedingungen von Satz 2.8.7 erfiillt. Wir
nennen dim M := k die Dimension und codim M := n — k die Kodimension von M.

Die Darstellung als Niveaumenge ist oft besonders naheliegend:

Beispiel 2.8.9.

(i) Fir F(xi,x2) = x7 +x3 — 1 ist F71(0) der Kreis mit Radius 1. Die Ableitung
DF(x1,x2) = (2x1 2x2) ist auf F~!(0) iiberall ungleich 0, hat also Rang 1 und
man kann in jedem Punkt entweder nach x| oder x, auflosen.

(ii) Fiir G(x1,x2,x3) = x7 + x5 +x3 — 1 ist G7'(0) die Kugelschale mit Radius 1.
Der Gradient VG = (2x1,2x2,2x3) # 0 auf G~!(0), daher lisst sich lokal nach
mindestens einer der Variablen auflésen.

(iii) Fiir H(x1,x2,x3) = (x7 +x3 +x3 = 16, (x2 — 3)* +x3 — 9) ist H~!(0) eine Kurve,
namlich die Schnittkurve einer Kugel mit einem Zylinder.

Sei F: U C R" — R™ stetig differenzierbar und F~!(0) eine k-dimensionale Teilmannig-
faltigkeit. In einem Punkt py = (xo, o) € F~'(0), um den es eine lokale Parametrisierung
y = f(x) gibt, entsteht der Tangentialraum aus den Tangenten an die Kurven

tl—)(X0+t€j,f(X0+l€j)), j:1,...,k,
also aus den Richtungen (e;, Df(xo)e;). Damit hat der Tangentialraum die Beschreibung
(x,y) = (xo+h, yo+Df(xo)-h),  heR"

Setzt man die Ableitungsformel aus dem impliziten Funktionensatz ein, erhilt man die

fiir den Tangentialraum die Gleichung
oF oF
—= (X0, y0) - (x = x0) + ——(x0, 0) - (y = y0) =0,
0x oy

oder zusammengefasst

DF(po)(p — po) = 0.

Damit ist der affine Tangentialraum der affine Raum po + ker DF' (pg); der zugehorige
Vektorraum ist also ker DF(pg). Hat F nur eine Komponente dann ist ker DF (pg) die
Menge aller Vektoren, die auf den Gradienten von F in pq orthogonal sind, VF(p) ist
also ein Normalvektor an den Tangentialraum.
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2.9 Extrema mit Nebenbedingungen

Eine typische Probemstellung ist folgende: sei f(x) eine Temperaturverteilung im R?. Was
sind die groBten und kleinsten Temperaturen auf einer Fliche F = {x € R : g(x) = 0}?
Die selbe Frage kann man auf einer Kurve K stellen, die als Schnittfliche von zwei Flachen
gegeben ist, K = {x e R? : g1(x) = g2(x) = 0}.

Definition 2.9.1.  Sei U C R? offen, f: U —» Rund g: U — R? mit g < p. Wir sa-
gen f besitztin xog € U ein lokales Minimum bzw. Maximum unter der Nebenbedingung
g(x) =0,wennxg € N :={x € U : g(x) =0} und es eine Umgebung V von x gibt mit

f(x0) < f(x) VxeVNN
bzw. f(xg) = f(x) Vx e VNN.

Die Nebenbedingung g(x) = 0 besteht aus ¢ skalaren Nebenbedingungen

g1(X1, .., Xg, Xgs15 . -5 Xp) =0
8q(X1, .. Xg Xg41s ..., xp) = 0.
Falls man diese explizit nach g Variablen, hier z.B. x1, . . ., x, auflosen kann, also
x1 = h1(Xg+1,5 ..., Xp),
xXg = hg(Xge1,...,%p)

reicht es, die (gewohnlichen) lokalen Extrema von

O(Xgats s Xp) = f(M1(Xgats oo Xp)se oo hg(Xgats oo Xp) s Xgats oo -5 Xp)

wie gewohnt zu bestimmen (siehe Abschnitt 2.7). Falls das nicht geht, aber man trotzdem
implizit auflosen kann, gibt es ein Verfahren das meistens zum Ziel fiihrt. Die Grundidee
ist folgende: ist f(x,y) eine ebene Temperaturverteilung und K = {x : g(x,y) = 0}
eine Kurve, auf der wir f minimieren oder maximieren wollen, dann betrachten wir die
Isothermen (=Kurven gleicher Temperatur) f(x,y) = cx € Rmitc; < ¢ < ... .. Bei
iberqueren einer Isotherme nimmt die Temperatur zu oder ab, d.h. sie ist lokal extremal,
wenn K eine Isotherme beriihrt. Dies heilit, dass es einen gemeinsamen Punkt (x,y) in
den Tangentengleichungen

D (xo0, yo) ((x,y) = (x0,¥0)) =0
Dg (xo, yo) ((x,y) = (x0,y0)) =0

gibt, also eine Losung des Gleichungssystems

SRR
oxg 0yg]\y—yo '



52 KAPITEL 2. DIFFERENTIALRECHNUNG IM MEHRDIMENSIONALEN

Da dann die Zeilen linear abhiingig sein miissen, gibt es 4 € R mit

D f(x0, y0) + ADg(xo, yo) = 0.

Dies ist also eine notwendige Bedingung fiir das Vorliegen eines Extremums, welche wir
im folgenden Satz allgemeiner formulieren.

Satz 2.9.2 (Lagrange’sche’Multiplikatorenregel). Sei U C R? offen,
f:U—>R, g:U—->R? (¢g<p)

beide stetig differenzierbar, und f besitze in xo € U ein lokales Extremum unter
der Nebenbedingung g(x) = 0. Auferdem habe Dg(xo) den Rang q. Dann existie-

ren Ay, ...,4, € R (sogenannte Lagrange-Multiplikatoren), sodass
q
Df (xo) + Z/lngj(xo) -0, (2.16)
j=1

Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei

o om
ox; T Oxy
: 1 #0.
84 98
ox; T Oxy
Wirschreibenx = (y,z) = (x1,...,Xg, Xg41, - .., Xp) undxo = (Yo, 20). Dannist g(yo, zo) =

0 und g—i(yo, Z0) invertierbar, also ldsst sich g(y, z) = 0 lokal nach y auflésen, d.h. es gibt
eine Funktion 4 mit i(z9) = yo und g(y,z) =0 <= y = h(z) in einer Umgebung von
zo. Damit ist

¢(z) = f(h(2),2)

in einer Umgebung von z( differenzierbar und, da ¢ in zo nach Voraussetzung ein lokales
Extremum besitzt, gilt

Dep(z0) = Z—’;(xo)Dh(zo) gy =0

AuBlerdem gilt, nach dem Satz iiber implizite Funktionen,

1
Dh(z0) = - (Z—i(xw) % ()

und somit
d 9 1o 9
—a—JyC(xw (%(Xo)) a—i(xo) + a—f(xo) = 0. (2.17)

2JosepH-Louts DE LAGRANGE, 1736-1813.
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Wir setzen dann

af dg - 1
L:i=—-— — =(A ... A5) eRY,
9y x0) (ay (XO)) (41 a)

Damit gilt aus der Definition von L

of 0g
=L L=2(xo) =
9y Xo) + 3y (x0) =0

und aus (2.17)

af
0z

zusammen also die Behauptung (2.16). O

(x0) + La—g(xo) =0,
0z

In der Praxis geht man meiner Extremwertbestimmung unter Nebenbedingungen so vor:
fiir eine Zielfunktion f und Nebenbedingungen g, . .., g, setzt man

F(x,A1,...,4¢) = f(x) + 218(x) + ... + A,8,(x).

Setzt man den Gradient von F Null, erhédlt man das Lagrange’sche Gleichungssystem

of 0g1 g4
— 4+ A —+...+4,— =0 k=1...p,
0xy ! oxy, TOxk p
gi(x)=0 j=1...q
von welchem man die Losungen (xi,...,xp, A1, 4,) bestimmt. Bezeichnet man mit ¢ =
(x1,...,xp) die Anfangskoordinaten so einer Losung, ist £ ein Kandidat fiir ein Extremum,

falls Dg(¢) Rang g hat. Als weitere Kandidaten erhilt man die Punkte & € R” mit g(¢) = 0
und Rang Dg(¢) < g. Dass man auf letztere nicht immer verzichten darf, sieht man an
folgedem Beispiel:
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Beispiel 2.9.3. Wir suchen Extremstellen der Funktion f(x,y) = x + y unter der Neben-
bedingung g(x,y) = y?> — x> = 0. Da wir g~!(0) durch ¢ parametrisieren konnen, also
(x,y) = (2, %), konnen wir direkt die Extremwerte von f(¢2, %) = t>(1 + t) bestimmen.
Fiir |¢| < 1 ist diese Funktion nichtnegativ, nimmt nur bei ¢ = 0 den Wert 0 an, dort ist also
ein (striktes) lokales Minimum. Dies sieht man auch an der Ableitung f’(¢) = (2 + 31),
welche bei = 0 und bei t = —2/3 verschwindet und damit auch gleich das lokale Maxi-
mum (x,y) = (4/9,-8/27) liefert. Wenden wir die Lagrange’sche Multiplikatorenregel
an, erhalten wir aus

F(x,y,4) :x+y+/1(y2—x3)=0

das Gleichungssystem

1-31x%=0
1+21y =0
xz—y3:O.

Dies ldsst sich eindeutig mit (x, y, 1) = (4/9,-8/27,—4/27) 16sen und wir erhalten daraus
das lokale Maximum, das wir schon kennen. Dass (0, 0) ein lokales Minumum ist, ergibt
sich aus dieser Methode noch nicht — erst, wenn man

Vg(x,y) = (-3x%,2y)
betrachtet und sieht, dass diese Matrix iiberall au3er in (0, 0) Rang 1 hat, weill man dass
man diesen Punkt separat betrachten muss. In komplizierteren Fillen wird man nicht
gleich eine Parametrisierung von g~'(0) wie hier finden, die Rangbedingung darf also
nicht vernachlissigt werden.

Wie weill man jetzt, ob in einem dieser Kandiaten wirklich ein Extremum vorliegt? Falls
N = g7'(0) kompakt ist, hat f darauf ein Maximum und ein Minimum, welches man
durch die Multiplikatorenregel sicher findet. Dazu setzt man die Kandiaten, die man
daraus erhilt, in f ein und sieht sogleich wo der grofite bzw. kleinste Wert angenommen
wird. Eine andere beliebte Klasse von Beispielen sind Abstandsbestimmungen:

Beispiel 2.9.4. Wir suchen die Punkte (a, b) und (c, d) auf der Geraden x + y = 0 und
dem Kreis (x — 3)? + y? = 1, welche den geringsten Abstand voneinander haben. Da die
Quadratwurzel monoton ist, konnen wir sie bei der Zielfunktion weglassen:

fla,b,e,d) = (a—c)*+(b-d)*
Die Nebenbedingungen sind
gi(a,b,c,d)=a+0b,
g(a,b,c,d) = (c-3)*+d* - 1.
Ableiten von F(a,b,c,d, A, u) = (a—c) >+ (b -d)? +A(a+b) +u((c —3)>+d*>-1)
ergibt
2(a—c)+1A1 =0
2(b-d)+A1 =0
—2(a-c)+2u(c-3)=0
-2(b-d)+2ud =0
a+b=0
(c=3)2+d*-1=0.
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Eine etwas langere Rechnung ergibt die zwei Losungen
(a1,b1) = (3/2,-3/2), (c1.d) = (3+1/V2,1/V2)
(a2, b2) = (3/2,-3/2), (3-1/V2,-1/V2).

Die erste davon ergibt den maximalen Abstand, die zweite den minimalen. Dass es wirklich
Punkte mit maximalem bzw. minimalem Abstand gibt, werden wir in Folgerung 2.9.7
sehen.

Definition 2.9.5. Sei V ein normierter Vektorraum. Ist ) # M C V und u € V, so heil3t

dist(u, M) := inf{ | — w| | w e M}

der Abstand eines Punktes u von der Menge M.

Lemma 2.9.6. Die Abstandsfunktion u +— dist(u, M) ist stetig.

Beweis. Fiir beliebiges v € V und & > 0 gibt es nach Definition des Infimums ein w € M mit
lv —w| < dist(v, M) +¢
und fiir beliebiges u € V folgt
dist(u, M) < [lu —w|| < llu=v| +|lv-w| < |lu—v| +dist(v, M) + &.
Da ¢ beliebig war, folgt
dist(u, M) — dist(v, M) < ||lu —v||.
Durch Vertauschen der Rollen von # und v folgt
|dist(u, M) — dist(v, M)| < |lu —v||. O

Folgerung 2.9.7. Sind A und K disjunkte nichtleere Teilmengen eines normierten Raumes
V, wobei A abgeschlossen und K kompakt ist, dann gibt es jeweils Punkte aus A und K,
die den Abstand dieser Mengen minimieren bzw. maximieren; weiters haben diese Mengen
einen positiven Abstand.

Beweis. Die Funktion u +— dist(u, A) ist stetig auf K, nimmt dort also ein Minimum und
ein Maximum an. Wire dieses Null, so gibe es v € K mit dist(v, A) = 0. Daraus folgt
wegen der Abgeschlossenheit von A, dass v € A ist (da es dann eine Folge aus A gibt die
gegen v konvergiert) im Widerspruch zu A N K = 0. O

Am Ende noch ein Beispiel, wo alles gut geht:

Beispiel 2.9.8. Wir suchen das Minimum und Maximum von f(x,y,z) = 5x + y — 3z auf
der Schnittmenge der Ebene x + y + z = 0 und der Kugelschale x> + y*> + z> = 1. Die
Schnittmenge ist kompakt, also gibt es auch wirklich ein Maximum und ein Minimum.
Unsere Nebenbedingung ist

_ xX+y+z (0
g(x,y,z) - (X2+y2+Z2—1) - (O)
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und hat Ableitung

1 1 1
S

welche Rang 2 auf g~!(0) hat, wovon man sich einfach iiberzeugt. Daraus ergibt sich das
Gleichungssystem

S+A4+2ux =0

1+A+2uy=0

—3+A+2uz=0
x+y+z=0

x> +y*+72=0.

Als Losungen erhélt man sofort die Punkte (x,y,z) = (1/v2,0 - 1/V2) und (x, y,z) =
(-1/v2,0, 1/V2). Durch Einsetzen sieht man dass in ersterem das Maximum vorliegt und
in letzterem das Minimum.
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Kapitel 3

Das Lebesgue-Integral

» Sie haben ein intuitives Verstandnis von Treppenfunktionen und dem elementaren
Integralbegriff, den man dafiir geometrisch erkldren kann.

» Sie verstehen die Rolle von Nullmengen in der Integrationstheorie.

» Sie konnen den Aufbau des Lebesgue-Integrales anhand von 7'(R) (Treppenfunktio-
nen), L*(R) Grenzwerte f.ii. von wachsenden Folgen von Treppenfunktionen) und
L(R) (dasselbe fiir den ,,oberen” und ,,unteren” Teil einer Funktion) nachvollziehen
und erkléren.

» Sie kennen die elementaren Eigenschaften des Integrales und konnen damit arbeiten.

» Sie kennen die Sétze von Beppo Levi und Lebesgue und konnen die Anwendungen
auf Parameterintegrale sicher und begriindet durchfiihren.

» Sie konnen die Integrierbarkeit von Funktionen anhand des Vergleichs mit bekann-
ten, einfacheren Funktionen untersuchen.

» Sie sind imstande, die Konstruktion des Lebesgue-Integrales ebenso auf R" zu
denken.

» Sie kennen die Voraussetzungen der Sétze von Tonelli und Fubini und konnen diese
sicher anwenden, um die Integrationsreihenfolge zu vertauschen.

» Sie konnen Variablentransformationen in R"” anwenden, um konkrete Integrale in
verschiedenen klassischen Koordinatensystemen zu berechnen.

» Sie konnen Funktionen auf Teilmannigfaltigkeiten mittels lokaler Parametrisierun-
gen integrieren.

» Sie erkennen d-dimensionale Nullmengen von Teilmannigfaltigkeiten und konnen
somit auch auf d-dimensionalen Flachen integrieren.

» Sie kennen die definierenden Eigenschaften von C!-Polyedern und kénnen ihren
Rand entsprechend darstellen.

» Sie konnen duflere Einheitsnormalenfelder berechnen.

» Sie konnen den GauB3schen Integralsatz formulieren, seine Voraussetzungen iiberpriifen
und ihn richtig anwenden.

» Sie kennen den Begriff und die Notation fiir vektorielle Kurvenintegrale.

» Sie konnen den Satz von Green formulieren, seine Voraussetzungen tiberpriifen und
ihn richtig anwenden.

» Sie verstehen, wie ein Einheitsnormalenfeld auf einer 2-dimensionalen Teilmannig-
faltigkeit des R? eine Orientierung auf dem Rand einer in dieser Fliche gelegenen
Teilmenge induziert.

» Sie konnen den Satz von Stokes formulieren, seine Voraussetzungen iiberpriifen und
ihn richtig anwenden.
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3.1 Riickblick und Einleitung

In Analysis I haben wir das Regel- oder Cauchy-Riemann-Integral definiert und die Inte-
grierbarkeit stetiger und monotoner Funktionen auf kompakten Intervallen gezeigt. Zentral
war dabei die Approximation dieser Funktionen in der Supremumsnorm durch Treppen-
funktionen. Eine Treppenfunktion ist eine Funktion ¢: R — R der Form

n

¥ = Z crly,

r=1

mitn € N, cy,...,c, € Rund[y,..., I, beschrankte Intervalle. Hierbei bezeichnet 1, die
Indikatorfunktion von 7, welche den Wert 1 auf dieser Menge und 0 auf3erhalb annimmt.
Im Unterschied zu Analysis I betrachten wir nun Treppenfunktionen, die auf dem ganzen
Raum definiert sind, und nicht nur auf einem festen Intervall. Wir bezeichnen den Raum
aller Treppenfunktionen auf R mit 7.

Die Klasse der regelintegrierbaren (oder auch riemannintegrierbaren) Funktionen ist fiir
viele Zwecke nicht ausreichend:

» Konvergiert ¢, nur punktweise statt gleichmifig, ist der Grenzwert dann noch inte-
grierbar und gilt lim / On = / lim ¢, ? Fiir das Regelintegral ist das im Allgemeinen
falsch (auch fiir das Riemannintegral).

» Betrachtet man C|[a, b] mit dem natiirlichen Skalarprodukt (f, g) = / fg, dann

induziert dieses die Norm || f||, = 4 /f | £|%. Der normierte Raum C([a, b], II]]5) ist

aber nicht vollstindig; fiir weitere Anwendungen (z.B. Fixpunktsitze) braucht man
jedoch die Vollstandigkeit.

Um diese Probleme zu beheben, werden wir das Lebesgue-Integral auf R und im gleichen
Atemzug auch auf R" entwickeln. Letzteres wird hauptsiachlich dadurch geschehen, dass
wir Intervalle [a, b] C R spiter durch Quader [a, b] X ... X [a,, b,] € R” ersetzen.

Nullmengen

In der bisherigen Konstruktion des Regelintegrals betrachteten wir immer Funktionen
f: la,b] — R, fiir die es eine Folge (¢,) mit folgenden Eigenschaften gibt:

(1) Jedes g, ist eine Treppenfunktion.
(1) ¢, < @p41 fiir alle n.
(iii) Es gibtein K € R mit [ ¢, < K fiir alle n,

und ¢, (x) — f(x) fiir alle x € [a, b] (sogar gleichmiBig).

Die Bedingungen (i)—(iii) garantieren, dass der Grenzwert lim / ¢n existiert und endlich
ist.

Wir drehen nun den Spiefl um und sagen: ist eine Folge gegeben, die (i)—(iii) erfiillt, so
konnen wir das Integral des punktweisen Grenzwerts f(x) = lim ¢, (x) als f f =1lim f ©n
definieren. Dafiir miissen wir allerdings f(x) = oo in den Punkten x zulassen, wo (¢, (x)),
unbeschrinkt ist. Die Funktion f muss dann weder stetig sein noch kompakten Trager
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haben. Um Funktionen dieser Bauart besser zu verstehen, setzen wir

E:={xeR|p,x) / oo}

(hier bedeutet der Pfeil ,”, dass die Folge monoton wachsend konvergiert bzw. bestimmt
gegen oo divergiert). Ist E endlich, konnen wir beruhigt sein: da fiir das Integral einer
Treppenfunktion endlich viele Punkte irrelevant sind, konnen wir allen ¢,, auf £ den Wert
0 geben, ohne ihr Integral und damit ihren Grenzwert zu verandern, und der punktweise
Grenzwert f ist liberall eine wohldefinierte Funktion. Was ist aber, wenn E nicht endlich
ist?

Die erste Beobachtung ist: ist fiir eine Treppenfunktion ¢ das Integral / ¢ < K, dann gibt
es nur einen kleinen Bereich, wo ¢ grof} ist. Genauer:

Lemma 3.1.1. Sei ¢ = }}"_, ¢, 1;, > 0 eine Treppenfunktion mit disjunkten beschrinkten
Intervallen 14, . . ., I, und sei f ¢ < K fiir ein K > 0. Dann gilt fiir jedes m > 0, dass

SKm = {x : o(x) > Km}

die disjunkte Vereinigung von endlich vielen Intervallen der Gesamtlinge £(SX™) < 1/m
ist.

Wir setzen hier {([a,b]) = b — a und, fiir I = |J._, I, mit disjunkten Intervallen /,,
o) =37 0(1,).

Beweis. Es ist ¢(x) > Km genau dann, wenn x € [, fiir ein r mit ¢, > Km ist. Damit

ist SKm die Vereinigung einer (moglicherweise leeren) Auswahl der Intervalle 1y, ..., I,,
und es gilt
n
K > / @ = Z e, 0(I,) > Kme(SK™). O

r=1

Damit kommen wir zu unserem ersten technischen Ergebnis:

Lemma 3.1.2. Sei (¢,), eine wachsende Folge von Treppenfunktionen, sodass es ein K
gibt mit f ¢n < K fiir alle n und sei

E :={x|¢gn(x) / oo}

Dann gibtes fiir jedes m € N eine (endliche oder unendliche) Folge Ji, J, . . . beschrankter
offener Intervalle mit

Ecl| s wd > e <1/m.
i i

Beweis. Wir konnen annehmen dass ¢,, > 0 gilt, da wir sonst ¢, durch ¢, — ¢ ersetzen
koennen. Sei m fixiert. Wir setzen fiir alle n € N

E, :={x| ¢u(x) > 2Km}.
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Dannistnach Lemma3.1.1 jedes E, eine Vereinigung einer endlichen Familie 7, disjunkter
Intervalle der Gesamtlidnge kleiner gleich 1/(2m). Wegen ¢, < @41 ist E, C Epyp. Wir
konnen annehmen, dass 7, C 7,4 gilt, indem wir gegebenenfalls die Intervalle in 7,4
verfeinern, d.h. durch mehrere geeignete disjunkte Teilintervalle ersetzen. Wir ordnen
sodann alle diese Intervalle in einer Folge Ji,J3,... an, indem wir zuerst die aus J;
nehmen, dann die aus 7, etc.

Sei nun x € E. Fiir n gro} genug ist ¢,(x) > 2Km, also x € E,, damit gilt E C |J; J;.
AulBlerdem ist fiir jedes N € N die Familie aller J; miti < N enthalten in irgendeinem
I, also ist die Summe der Langen dieser Intervalle < 1/(2m). Im Limes N — oo gilt

2 t(J) < 1/(2m).

Damit ist das Resultat bewiesen, bis auf die Tatsache, dass die J; nicht unbedingt offen
sind. Um dies zu erreichen, konnen wir aber jedes Intervall J; so zu einem offenen Intervall
vergroBern, dass die Linge hochstens um 27~! /m wiichst. Die neuen, offenen Intervalle
haben dann Gesamtliange kleiner oder gleich

o0

1 +Z Lo, 1 -
(2m) 2l 2m 2m m’

Im Beweis kommt der Begriff einer Familie vor; das ist eine Verallgemeinerung von Folgen
zu beliebigen Indexmengen:

Definition 3.1.3.  Eine Familie (a;);c; von Elementen einer Menge A, welche durch
I indiziert ist, ist eine Funktion a: I — A mit a(i) = a;.

Definition 3.1.4. Wir nennen E C R eine Nullmenge, wenn es fiir jedes £ > 0 eine
endliche oder abzihlbare Folge Jy, J», . .. offener Intervalle gibt mit

EC UJ,- und Z{’(J,-) <e.
i i

Gilt eine Eigenschaft P(x) iiber reelle Zahlen fiir alle x ¢ E, wobei E eine Nullmenge

ist, so sagen wir, dass P(x) fast iiberall oder fiir fast alle x gilt.

Damit haben wir den grundlegenden Begriff der Nullmenge eingefiihrt.

Beispiel 3.1.5.

(i) Ist eine MessgroBBe X gemil} einer Wahrscheinlichkeitsdichte p verteilt, ist die
Wahrscheinlichkeit, dass eine vorgenommene Messung im Intervall [a, b] liegt,
durch P(X € [a,b]) = /ab p(x) dx gegeben. Dass die Messung genau einen Wert
xo ergibt, hat Wahrscheinlichkeit O — ein einzelner Punkt ist eine Nullmenge und
liefert deshalb beim Integrieren keinen Beitrag.

(i) Definiert man eine Nullmenge analog in R” werden wir spiter sehen, dass die Ober-
flache einer Kugel in R3 kein Volumen hat, also eine dreidimensionale Nullmenge
ist.
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Wir fiihren im weiteren Verlauf noch ein paar wenige technische Resultate an, die unser
Verstindnis vertiefen werden und fiir die Definition des Lebesgue-Integrales unerldsslich
sind. Wir haben oben gesehen, dass eine wachsende Folge von Treppenfunktionen mit
gleichméaBig beschrankter Integralfolge fast iiberall konvergiert. In einem gewissen Sinn
gilt sogar die Umkehrung:

Lemma 3.1.6. Sei E eine Nullmenge. Dann gibt es eine wachsende Folge ¢,, von Trep-
penfunktionen, sodass ( / ¢n) beschrinkt ist und ¢, (x) — oo fiir alle x € E gilt.

Beweis. Fiir jedes m finden wir eine Folge Ji ,, J2.m, . . . beschrinkter offener Intervalle,
die E iiberdecken und sodass ; €(J;m) < 27™. Ordnen wir alle diese Intervalle J; ,, in
einer Folge K1, K>, ... an, haben diese die Gesamtlange

27 4224 42 =1,

Wir setzen

Das ist eine wachsende Folge von Treppenfunktionen und

‘/Qon :anf([(r) <l
r=1

fiir alle n. Damit ist ( f ¢n) wachsend und nach oben beschrinkt, also konvergent. Fiir fixes
x € E zeigen wir noch ¢, (x) /" co. Fiir jedes m gibt es ein i, mit x € J; ,,, und dieses
Intervall kommt irgendwo in der Folge K, K>, ... vor, etwa als ein Ky, . Fiir irgendein
fixes n sei N > max(ky, ..., k,); dann gilt

N n
en(x) = > Tk (x) = > 1k, (¥) =n
r=1 m=1
was die Behauptung beweist. O

Nullmengen sind also genau die Mengen, auf denen wachsende Folgen von Treppenfunk-
tionen mit gleichméfBig beschrankter Integralfolge divergieren konnen.

Definition 3.1.7. Wir nennen eine Menge §

» abzihlbar, wenn man ihre Elemente als (eventuell endliche) Folge sy, 52, ... mit
den natiirlichen Zahlen als Indizes durchnummerieren kann, d.h. wenn es eine
injektive Abbildung S — N gibt;'

» abzihlbar unendlich, wenn sie abzahlbar ist aber nicht endlich.

N, Z und Q sind abzdhlbar, aber R und jedes Intervall (a, b) mit a < b nicht.

'Mit dieser Definition ist jede endliche Menge abzihlbar.
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Lemma 3.1.8. Ist (S,),en eine Folge abzdhlbarer Mengen, dann ist auch die Vereinigung
Upen Sy abzihlbar.

Beweis. Wir bezeichnen die Elemente von S,, mit
S1nsS2ms e« o s S - - -

und definieren n: |J,, S;, — N durch
n(smp) =2"3" (m,n eN).

Da jede natiirliche Zahl > 1 eine eindeutige Primfaktorzerlegung hat, gilt n7(s,,.,) = 17(sp )
nur fiir m = p und n = g, also ist 7 injektiv. O

Lemma 3.1.9.

(1) Jede Teilmenge einer Nullmenge ist eine Nullmenge.
(i1) Jede endliche Menge ist eine Nullmenge.
(iii) Jede abzidhlbare Menge ist eine Nullmenge.

Beweis. (i) ist Klar. Fiir (ii) sei E = {aq, ..., a,}. Setzen wir
Ji=(aj—¢&,a;+¢)
dannist E € U, J; mit £(J;) = 2¢, d.h. 3 £(J;) = 2me. Fiir (iii) setzen wir
Ji=(a; — 27 e ;i + 2_i_18).
Dann ist £(J;) =2 g und Y, £(J;) < e. |

Lemma 3.1.10.

(1) Sind Ey, ..., E, Nullmengen, dann auch E; U ... U E,,.
(i1) Ist (E,), eine abzédhlbare Familie von Nullmengen, dann ist auch | J,, E,, eine Null-
menge.

Beweis. (1) sollte klar sein. Fiir (i1) iiberdecken wir E,, mit Intervallen der Gesamtlange
27"¢; nimmt man diese alle zusammen, hat man eine Uberdeckung von J E,, mit Ge-
samtlidnge < €. O

Hierbei sagt man, dass (J,,), eine Uberdeckung einer Menge A ist, wenn A C J,, J, ist.
Sind alle J, offen, spricht man von einer offenen Uberdeckung.

Wir brauchen noch ein letztes technisches Resultat:

Lemma 3.1.11. Sei (6,,),en eine fallende Folge nichtnegativer Treppenfunktionen mit

0, — 0 fast iiberall. Dann gilt f 6, — 0 fiirn — oo.

Beweis. Sei € > 0 beliebig. Wir halten zuerst ein paar einfache Tatsachen fest:
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(i) Sei Eq eine Nullmenge mit 6,,(x) — O fiir alle x ¢ Ey. Fiir jedes x ¢ E( gibt es dann
N, mit0 < Oy (x) < &.

(i1) Fiir jedes n > 1 hat die Treppenfunktion 6, eine endliche Menge E, an Unstetig-
keitsstellen. E = |,;5( E, ist eine Nullmenge; wir wihlen eine offene Uberdeckung
J1,J2, ... davon mit Gesamtlinge < €.

(iii) Es gibt eine Konstante M und ein kompaktes Intervall [a, b] mit ) < M1, ;).

(iv) Firm>n>1ist0<6, <6, < M1,y).

Sei nun x € [a,b] \ E. Dann ist 6y, stetig in x, also gibt es ein offenes Intervall /(x) =
(x = Oy, x + ;) mit 6, > 0 wo Oy, konstant ist, d.h.

Dann gilt
0<60,(y) <On,(y) <& Vyel(x), nx Ny.

Daraus erhalten wir eine Uberdeckung von [a, b] durch offene Mengen:

[a,b] < Jsu| 1.

x¢E

Nach dem Satz von Heine-Borel (Satz 3.1.12) konnen wir [a, b] schon durch eine endliche
Teilfamilie dieser offenen Intervalle {iberdecken, also durch gewisse

Jil,...,Jl-p,l(xl),...,l(xq).

SeiJ=J;,; U...UJ;,und I = I(x1) U---UI(x,). Wir setzen N = max(Ny,, ..., Ny, ).
Fiirjedesy e Iundn > N ist 0 < 6,(y) < &, also gilt

/gn:/gn]l[a,b] S‘/(en]ll‘kgn]l.l)

—/ 6, 1; +/ 0, 1; <eM+e(b-a)

~—— —— ——
<M Linge <¢ <egauf/
——
=0 auBerhalb [a,b]
=e(M+b-a).
Da ¢ beliebig war folgt f 6, — 0. |

Satz 3.1.12 (Uberdeckungssatz von Heine-Borel). Ist K C R" kompakt, dann hat
jede Uberdeckung von K durch offene Mengen eine endliche Teiliiberdeckung.

Beweis. Wir beweisen den Satz nur fiir den hier benotigten Spezialfall K = [a, b] C R.
Sei C = {O, : @ € A} eine Uberdeckung von [a, b] durch offene Mengen, d.h. [a, b] C
Ugena Oq. Wir setzen

X :={c € [a, b] : |a, c] hat eine endliche Teiliiberdeckung aus C}.
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Da a € O, fiir ein « gilt, ist a € X. Wegen X C [a, b] ist X beschrinkt, es gibt also
A:=supX € [a, b]. Wir zeigen, dass A = b sein muss.

Zuerstist A € X: Wegen A € [a, b] gibtes Bmit A € Og,alsoeine > Omit (1-¢g,A+¢) C
Op, und damit x € X mit x > A — & und x € Opg. Wir wissen, dass es eine endliche
Teiliiberdeckung von [a,x] aus C gibt; fiigt man Opg hinzu, erhilt man eine endliche
Teiliiberdeckung von [a, 1], also ist A € X.

Es muss 4 = b gelten, denn wire 4 < b gibe es ein y > b in Oﬁ; damit folgte 1 > y,
Widerspruch. O

Integrierbare Funktionen

Nach dem, was wir bisher gesehen haben, geben wir eine naheliegende Definition fiir
das Integral einer Funktion, die fast {iberall der Grenzwert einer wachsenden Folge von
Treppenfunktionen mit gleichmifig beschrankter Integralfolge ist:

Definition 3.1.13. L* = L*(R) sei die Menge aller Funktionen f: R — R, fiir die
es eine wachsende Folge (¢,), in T gibt, sodass fast iiberall ¢, — f gilt und / ©n
konvergent (oder wegen der Monotonie gleichbedeutend: beschriankt) ist. Wir sagen
dann, f ist durch (¢,), definiert, und nennen

/f:=,gggo on

das Integral von f.

Achtung: das Symbol + bedeutet hier nicht, dass f > 0 gilt.

Bemerkung 3.1.14.

(i) Gilt f = g fastiiberall und ist f € L*, dannist auch g in L*, denn gilt ¢, (x) — f(x)
fiirx ¢ E und f(x) = g(x) fiir x ¢ F, dann auch ¢,(x) — g(x) Vx ¢ E U F, und
E U F ist eine Nullmenge.

(ii) Treppenfunktionen und Funktionen aus C|a, b] sind in L* (wir setzen letztere mit 0
auf R fort) — siche Beweis in Ana I, dass stetige Funktionen durch Treppenfunktionen
approximierbar sind.

(iii) Ist I ein beschrianktes Intervall und f: I — R beschrinkt und fast iiberall stetig,
dann ist f € L* — der Beweis verlduft dhnlich.

Wir miissen noch zeigen, dass verschiedene definierende Folgen denselben Wert fiir das
Integral ergeben.

Lemma 3.1.15. Sind f,g € L* durch Folgen (¢,) beziechungsweise (i) definiert und
gilt f > g fast iiberall, dann folgt

lim | ¢, > lim/wn.

n—oo
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Beweis. Esgelte f > g auBBerhalb einer Nullmenge F, ¢, /" f aulerhalb einer Nullmenge
Ey und ¢, / g auBerhalb einer Nullmenge E,. Fiir fixes k ist ¢, — ¢, fallend und
konvergiert auBBerhalb von E;| gegen ¢, — f. Aullerhalb E, giltyy — f < g — f,was <0
aulerhalb F ist. AuBlerhalb von E| U E, U F konvergiert ¥ — ¢, fiir n — oo also gegen
eine Funktion < 0, und (Y — ¢,)* = max (¥ — ¢n, 0) konvergiert fast iiberall gegen 0.
Nach Lemma 3.1.11 gilt f(:,l/k — ¢n)" — 0 fiir n — oo und jedes k. Daraus erhalten wir

[uc-[on=[wi-ens [wi-gp >0 (o).

Fiirn — ooimpliziertdas / Ui < limy 00 / @p fiiralle k,und k — oo gibt die Behauptung
limk—wo/lﬂk < hmn—»oo/‘ﬁn g

Folgerung 3.1.16. Sind f,g € L™ mit f > g bzw. f = g fast iiberall, dann gilt/f > /g
bzw. /f = /g.

Wir halten ein paar elementare Eigenschaften fest; die Beweise funktionieren auf die
offensichtliche Weise (siehe Ana I) durch Ubergang zu Treppenfunktionen.

Lemma 3.1.17.

(i) Sind f,g € L*, dann auch f + gundesgilt [(f+g)= [ f+ [s.
(i) Ist f € L*und A € R, 1 > 0, dann ist Af € L* und [(Af) =24 [ f.
(iii) Mit f,g € L* sind auch das punktweise Maximum f V g = max(f,g) bzw.
Minimum f A g = min(f, g) in L. Insbesondere also auch f* = f v 0.
(iv) Ist f € L* und ¢ eine Treppenfunktion, dann ist f + ¢ in L*.

0.5+

Abbildung 3.1: Die Funktion sign(x)e™.

Die Funktion f(x) := e ™19 0 liegtin L™, wie man einfach tiberpriift, jedochist — f ¢ L*,
denn es gibt keine Treppenfunktion ¢ mit ¢ < —f: jede Treppenfunktion verschwindet
auBlerhalb eines beschrankten Bereiches, aber —e™ < 0 gilt fiir alle x. Um deshalb auch
Funktionen mit Negativteil zu integrieren, zerlegt man diese wie folgt:
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Definition 3.1.18.  Eine Funktion f: R — R heillt Lebesgue-integrierbar, wenn sie
von der Form f = g — h mit g,h € L* ist. Der Raum der Lebesgue-integrierbaren
Funktionen auf R wird mit

LR)={f:R>R:f=g—hmitg,he L*}

bezeichnet.

Das Integral von f € L(R) ist/f ::/g—/h.

Im Folgenden werden wir Lebesgue-integrierbare Funktionen kurz integrierbar nennen.

Damit die Definition des Integrales Sinn macht, darf sein Wert nicht von der konkreten
Darstellung von f abhingen.

Lemma 3.1.19.Ist f =g —h =g* — h* mit g, h, g*, h* € L*, dann gilt

o foefofr
Beweis. Wegeng+h* =g*+hist [ g+ [h*= [(g+h*) = [(g"+h) = [g"+ [h. O

Es bleibt nur noch, die iiblichen Eigenschaften des Integrals nachzupriifen:

Satz 3.1.20.
(i) Fiir f € L(R)und d € Rist fg(x) := f(x+d) in L(R) und [ fg = [ f. AuBerdem
ist fiir d # 0 die Funktion f?(x) := f(dx) in L(R) mit|d| [ 9= [ f .
(ii) Fiir fi, f» € L(R) und A € Rist fi + Af, € L(R), und es gilt

[Gisam=[s+a [ 5

(iii) Fiir fi, fo € L(R) mit fi > f> fast iiberall giltfﬁ > ffz. Insbesondere gilt: ist
f1 = f> fast iiberall, dann ist f fi= / fa.

(iv) Fiir f € L(R) ist |f| € LR) und |[ f| < [ |f].

(v) f € L(R) genau dann, wenn f* = max(f,0), f~ := —max(—f,0) € L(R).

(vi) Fiir fi, f» € L(R) sind fi A f und fi V f> in L(R).

Die Beweise sind kurz und einfach und werden deshalb ausgelassen.

Bemerkung 3.1.21. Nicht jede Funktion ist Lebesgue-integrierbar. Gegenbeispiele sind
im Wesentlichen zu grofs oder zu wild.

» 1 ist nicht integrierbar.

» Teilen wir [0, 1] in zwei geeignete (nicht-messbare) disjunkte Mengen E und F' auf,
soist f = 1 — 1 nicht integrierbar, obwohl | f| = 1o 1) trivialerweise integrierbar
ist.
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Integration auf Intervallen und der Fundamentalsatz

Ist I € R ein Intervall (egal ob beschrinkt, unbeschrinkt, offen, halboffen oder abge-
schlossen) mit den Grenzen a < b und f € L(R) eine integrierbare Funktion, setzen

WIr
/abf:/lfi:/f]lz-

Wir zeigen dazu, dass f1; integrierbar ist; es reicht natiirlich, diese Behauptung fiir
Elemente aus L* zu tiberpriifen. Ist (¢,) eine definierende Folge fiir f € L*, setzen
wir ¥, := ¢,1;. Das ist eine wachsende Folge von Treppenfunktionen, die fast iiberall
gegen f1; konvergiert. Ist / ¢, < K fiir alle n, dann konnen wir / U, < / ¢n und
damit f1; € L*, aber nur unter der Voraussetzung ¢, > 0 schlieBen — wir konnen den
allgemeinen Fall aber darauf zuriickfiihren, indem wir ¢, — ¢ > 0 betrachten: das ist eine
definierende Folge fiir f — ¢, es ist (f — ¢1)1; € L* nach dem gerade gesagten, und
fly=(f—-¢)l;+ ¢l € L* da ¢1; eine Treppenfunktion ist.

Wir konnen auch Integrale von Funktionen betrachten, die nur auf I definiert sind:

Definition 3.1.22.  Ist f: D — R eine Funktion auf einer beliebigen Menge D C R
und / C D ein Intervall mit den Endpunkten a und b, so nennen wir f auf I integrierbar,
wenn f1; € L(R) gilt. Die Menge aller integrierbaren Funktionen / — R wird mit
L(I) bezeichnet.

Bemerkung 3.1.23. Wir hitten integrierbare Funktionen von Anfang an auf beliebigen
Intervallen entwickeln konnen, mit demselben Ergebnis.

Es gelten damit die iiblichen Rechenregeln, d.h.

/abf=/acf+/cbf

und auch der Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung:

Satz 3.1.24.  Sei g € L(R) und G(x) := /_xoo g. In jedem Stetigkeitspunkt c von g ist
G differenzierbar mit G’ (c¢) = g(c¢).

Der Beweis verwendet dieselbe Abschitzung wie fiir das Regelintegral in Analysis I, und
damit gilt fiir f € C'([a, b]) auch

b
/ = f(b) - f(a).

Die Regeln fiir partielle Integration und Substitution bleiben unverindert. Diese lielen
sich zwar auf ganz R formulieren, es ist in der Praxis jedoch zweckmaiBiger, den Integra-
tionsbereich mit den Hilfsmitteln des nachsten Abschnittes durch beschrinkte Intervalle
auszuschopfen und diese Regeln dort anzuwenden.
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Beispiel 3.1.25. Die Dirichlet-Funktion

)1 xeQnlo,1],
f(x)_{o x¢Qn[0,1]

auf [0, 1] ist nicht (Cauchy-)Riemann-integrierbar. Da Q N [0, 1] eine Nullmenge ist, ist
sie jedoch Lebesgue-integrierbar mit Integral 0.

Bisher hat sich also nicht viel verdandert — wir konnen zwar eine groflere Klasse von
Funktionen integrieren, in der Praxis sind das aber meistens stetige Funktionen, und die
Techniken dafiir bleiben im Wesentlichen gleich. Die Stirke des Lebesgue-Integrales liegt
jedoch in den Konvergenzsitzen, die wir im niachsten Abschnitt behandeln.

3.2 Monotone und majorisierte Konvergenz

Die Sitze iiber monotone bzw. majorisierte Konvergenz bilden das Riickgrat der Le-
besgueschen Integrationstheorie. Beide sagen unter verschiedenen Voraussetzungen aus,
dass man Grenzwertbildung und Integration vertauschen kann — genau das macht beim
(Cauchy-)Riemannschen Integral tiblicherweise mehr Probleme:

lim | f,= / lim f, unter geeigneten Voraussetzungen.
n—oo

n—oo

In der Praxis geht es dabei z.B. um folgende Grenziibergéange:

[r=tim [t [r=tm [¢an

lim/f(x,t)dx:/f(x,to)dx, %/f(x,t)dx:/%f(x,t)dx.

=1

Solche Vertauschungen sind nicht ohne weitere Voraussetzungen giiltig:

Beispiel 3.2.1.

> llmn—)oo / nz]l((),l/n) =00 #0= f hmn—)oo ”2]1(0,1/,1).
| 2 /(’)1 ZZOZI(e—kx _ 26—2kx) dx # ZZOZI /(‘)1 (e—kx _ 26—2kx) dx.
> % flxn)dy # f %f(X, t) dx im Allgemeinen.

> o fy =Gy dedy # [ G- y) (k)P dy

Satz 3.2.2 (Satz von der monotonen Konvergenz / Satz von Beppo Levi). Sei
fu: R — R (n € N) eine Folge mit

(M1) f, ist integrierbar fiir jedes n,

(M2) f, < fus1 fiir alle n,

(M3) Fiir ein K gilt [ f, < K fiir alle n.

Dann gibt es f € L(R) mit f, — f fast iiberall und

J 1= timsi=jim [
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Der Beweis ist eher technisch und wird libersprungen. Manchmal kennt man den punkt-
weisen Grenzwert von f,, schon; dann ist folgende Formulierung praktisch:

Folgerung 3.2.3. Sei f: R — R eine Funktion und es gebe eine Folge ( f;,), mit (M1)—(M3)
sowie

(M4) f, — f fast iiberall.

Dann ist f integrierbar und es gilt

/f:/ lim f, = lim/fn.
n—0oo n—0oo
Beispiel 3.2.4. Fiir p > —1 ist x? integrierbar auf (0, 1] und es gilt
1
1
/ xPdx = ——.
0 p+ 1

Es ist namlich f,(x) = xP1L[1/,,(x) stetig auf [1/n,n] und somit integrierbar; es ist
Ju < fas1 dax? > 0, wir haben die Abschitzung

! (1)p+l

1 — —_

/fn:/ xP = . < ! Vn,
1/n p+1 p+1

und f;,(x) — xP fiir alle x € (0, 1]. Aus dem Satz von der monotonen Konvergenz folgt
also

! 1

Pdx = 1 -

_/0 . dx_nh—>nolo f”_p+1'
Bemerkung 3.2.5. Wenn wir vereinbaren dass der Wert einer Funktion auf einer Null-
menge unerheblich ist, ist x” nach beliebiger Festlegung des Wertes bei 0 auch auf [0, 1]
integrierbar. Im Unterschied zum Regelintegral ist /01 xP dx kein uneigentliches Integral —
mit der Lebesgue’schen Integrationstheorie ist diese Funktion per se auf [0, 1] integrierbar.
Nur um den konkreten Wert des Integrales mit Hilfe des Fundamentalsatzes zu berechnen,

schneidet man den Integranden in immer kleineren Bereichen um die Singularitat, hier
x =0, ab.

Die folgende Aussage kennen wir in dhnlicher Form schon fiir stetige Funktionen.

Satz 3.2.6.  Sei f integrierbar mit / | f| = 0. Dann ist f = 0 fast iiberall.

Beweis. Sei f,, := n|f|. Dann ist f, integrierbar, f, < f,+1 und f fun=n / | f| = O fiir alle
n. Nach Satz 3.2.2 gibt es g € L(R) mit lim f;, = g fast {iberall, auBerdem ist

oo wenn f(x) # 0,

nh—>n3° Julx) = {0 wenn f(x) = 0.

Da g reellwertig ist, muss {x € R: f(x) # 0} eine Nullmenge sein. O
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Da monotone Folgen eher die Ausnahme als die Regel sind, hitten wir gerne ein dhnliches
Resultat fiir allgemeinere Folgen. Ein solches Resultat existiert, und es ldsst sich so
formulieren:

Satz 3.2.7 (Satz von der majorisierten Konvergenz / Satz von Lebesgue).
Sei (f,)n eine Folge reellwertiger Funktionen mit
(D1) f, ist integrierbar fiir jedes n,
(D2) es gibtein f: R — R mit f, — f fast iiberall,
(D3) es gibt eine integrierbare Funktion G mit | f,| < G fast iiberall fiir alle n.
Dann ist f integrierbar und es gilt

J 1= Jimn=tim [

Um zu zeigen, dass eine Funktion integrierbar ist, ist folgendes Ergebnis oft praktisch.

Satz 3.2.8 (Vergleichssatz).  Sei I ein Intervall, f stetig auf I und es existiere eine
integrierbare Funktion g mit | f| < g. Dann ist f integrierbar auf 1.

Beweis. Wir setzen f, = f1;,, wobei (I,), eine Folge kompakter Intervalle mit / = |J I,
ist, und wenden den Satz von der majorisierten Konvergenz auf f, an: (D1) f, ist stetig
auf I, also integrierbar. (D2) Es gilt trivialerweise f, — f auf I. (D3) |f,| < g auf I nach
Konstruktion. Also ist f = lim f,, integrierbar. O

Beispiel 3.2.9. Die Funktion f(x) = (sinx)/x? auf I = [1, c0) ist stetig, |f| < 1/x* = g
und g ist integrierbar auf /, also ist f integrierbar.

Beispiel 3.2.10. Wir betrachten die Funktion
f(x) = e “sinx, x € [0,00), a > 0.

Esist | f(x)] < e™* und e ist integrierbar, denn

n —ax
_ e
e ax =
0 —da

fiir alle n, somit ist

[ee] 1 —an
_ . —e 1
e =1lim —— = —.
0 n—oo a a

n 1 — 9"
= <

1
0 a a
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Es folgt durch zweimaliges partielles Integrieren

[ole] n
/ e “sinxdx = lim e “sinxdx
0

—00
n 0

n
lim (e_“x(— cosx) g — / ae “* cosx dx)
0

n—oo
n
=1- lim ae ™ cosxdx

—00
n 0
n

=1-ae “sinx|y — lim a’e % sinx dx
n—00 0

[ee]
=1 —/ a’e”™ sin x dx
0

1
1+a?

(o]
=>/ e “sinxdx =
0

Ganz analog zeigt man

e a
/ e"”‘cosxdx:—z.
0 1+a

Satz 3.2.11. Ist f integrierbar und g beschrdinkt und integrierbar, dann ist fg integrierbar.

Beweis. Wir schreiben g = g; — g» mit g, g» € L* und wihlen wachsende Folgen von Treppen-
funktionen @, — g; und 8,, — g» fast iiberall. Dann sind 7,, := a, — 8, Treppenfunktionen mit
T, — g fast iberall. Da |g| < M fiir ein M > 0 ist, sind die abgeschnittenen Funktionen

Un=(t,V(-M)) AM

wieder Treppenfunktionen mit |i,| < M und ¢,, — g fast {iberall (denn sobald 7, (x) nahe genug
an g(x) € [-M, M] ist, hat das Abschneiden keinen Effekt).

Wir wenden den Satz von der majorisierten Konvergenz (Satz 3.2.7) auf die Folge &, := fy, an:
(D1) fy, ist integrierbar, da ¥, eine Treppenfunktion ist und somit fi,, eine endliche Linear-
kombination von Funktionen der Form f1; mit Intervallen [ ist, welche integrierbar sind. (D2)
fu, — fgfastiiberall. (D3) |fy,| < M| f|und M| f]| ist integrierbar. Also ist fg integrierbar. O

Parameterintegrale

Satz 3.2.12. Sei (fn)n eine Familie von reellwertigen Funktionen auf R mit 0 <
|h| < H wobei H irgendeine Konstante ist. Angenommen
(i) fn ist integrierbar fiir jedes h,
(ii) es gibt eine Funktion f mit f;, — f fast iiberall fiir h — 0,
(iii) es gibt eine integrierbare Funktion G mit | f| < G fiir alle h, wobei G nicht von
h abhdngt.
Dann ist f integrierbar und es gilt

tim [ = [ tim = [ s
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Beweis. Sei (h,) eine Folge mit &, # O fiir alle n und A, — 0. Wir setzen g, := f,,. Dann
erfiillt (g,,) die Voraussetzungen von Satz 3.2.7 und wird von G majorisiert, also ist f in
L(R) und es gilt

/f:]im g,,:lim/fhn.
n—oo n—oo

Damit gilt also limy—o [ fu = [ f. O

Beispiel 3.2.13. Wir betrachten die Besselfunktion

2 /2
Jo(t) = —/ cos(rcos6)db
T Jo

und fragen uns, ob sie stetig auf R ist. Dazu fixieren wir ein ¢ und setzen fiir alle 2 > 0
fn(0) = %cos((t + h)cos 8). fj ist integrierbar auf (0,7/2) da es stetig ist. Es gilt
fn(0) - %cos(t cos @) fiir h — 0 da der Kosinus stetig ist. AuBerdem ist |f;| < % und

die Majorante % ist integrierbar auf (0, 7/2). Somit gilt

lim Jo(# + 1) = Jo(),

d.h. Jy ist stetig in 7.

Ahnlich beweist man folgenden Satz:

Satz 3.2.14.  Sei f eine reellwertige Funktion auf R X J, wobei J C R ein offenes
Intervall ist, und fiir jedes feste t € J gelte
(i) x — f(x,t) sei integrierbar,
(ii) O, f (x,t) existiert fiir fast alle x,
(iii) es gibt eine integrierbare Funktion G, unabhdngig von t, sodass

0
’Ef(X, 1)| < G(x) fiir fast alle x und alle t € J.

Dann ist

3 [ rena= [ Srwna ce.

Beweis. Seit € J fix und fj,(x) == (f(x,t+h) — f(x,t))/hfiir h #0sodasst+ h € J.
Aus (i) folgt, dass f, integrierbar ist und aus (ii), dass limy,—,¢ f5(x) fiir fast alle x existiert
und gleich 9, f (x, t) ist. Nach dem Mittelwertsatz und (iii) gibt es 6 € (0, 1) mit

| fr(X)| = 10: f(x,t +6h)| < G(x)
und somit konnen wir Satz 3.2.12 anwenden mit dominierender Funktion G. m]

Beispiel 3.2.15. Sei

F(t) = / e™ cos(2xt) dx, t €R.
0
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Wir setzen f(x,t) = e cos(2xt). Esistx — f(x,t) integrierbar fiir festes ¢, denn f(-, )
ist stetig, | f(x,1)] < e™ und e ist integrierbar. Weiters existiert die Ableitung

8 f(x,1) = —2xe™ sin(2xt)
fiir alle x und ¢, und wir haben die Abschitzung
16,f (x,1)] < 2xe™
fiir alle x, r und dxe™ hingt nicht von ¢ ab und ist integrierbar auf [0, co). Damit ist
F'(r) = / (—2x)e_"2 sin(2xt) dx
0

[s¢]

=™ sin(2xt)

/ 2e™ cos(2xt) dx
0

x=0

= =2tF(1) vVt € R.
Eine Losung dieser Differentialgleichung ist

F(t) = F(0)e™ = ge—ﬂ

und es ist sogar die einzige Losung, welche die Anfangsbedingung F(0) = \/7; erfiillt,

denn fiir jede weitere Losung G ist
(G/FY =(G'F - F'G)/(F*) =0,

somit G/F = G(0)/F(0) = 1.

3.3 Lebesgue-Integration in der Praxis
Beim Vergleich zwischen dem Regelintegral und dem Lebesgue-Integral sehen wir:

» Ist eine Funktion auf einem kompakten Intervall regelintegrierbar, dann ist sie dort
auch Lebesgue-integrierbar.

» Eine uneigentlich regelintegrierbare Funktion ist nicht notwendigerweise Lebesgue-
integrierbar.

Der erste Punkt gilt nach Konstruktion, denn das Lebesgue-Integral ist ja gerade dadurch
entstanden, dass wir nicht mehr die gleichmifBige Konvergenz der Treppenfunktionen
fordern, sondern nur noch die punktweise, die dann ja immer noch erfiillt ist. Der zweite
Punkt wird durch folgendes Beispiel gezeigt:

Beispiel 3.3.1. Die Funktion f(x) = sin(x)/x auf (0, co) istuneigentlich (regel)integrierbar,
aber nicht Lebesgue-integrierbar.

Dazu setzen wir

(k+1)m sin n sin (k+1)m sin
h=/ —1m:/oﬂk yw,h:/ nx
krr X 0 y+kn krr

.
dx:/ siny dy.
X o Y+knr
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wobei wir die Integrale gleich mit der Substitution y = x — k7 umgeschrieben haben.
Sodann haben wir die Abschitzung

k_(k+1) / sinydy = (k Z‘]k_

Wire f integrierbar, dann auch |f| und es gilte fiir jedes n die Abschitzung 37} _, Ji <
f | £], was ein Widerspruch ist, da die linke Seite divergiert, also kann f nicht integrierbar
sein.

Andererseits konvergiert ), I; nach dem Leibniz-Kriterium fiir alternierende Reihen, da
[Ii1] < k] < %,und somit gilt

—00
n 0

lim F(x)dx = Z I < oo.
k=0

Sofern man Integrale explizit berechnen will sind die Integranden iiblicherweise stetig,
und oft hat man eine Stammfunktion die einem iiber den Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung behilflich ist:

b
/ F0di=f(b)— f(a)  ¥f e C'([a.b]).

Daraus folgen auch die Regeln iiber partielle Integration und Substitution.

Bemerkung 3.3.2. Das Lebesgue-Integral erlaubt einem, die Klasse von Funktionen
zu charakterisieren, fiir welche der Hauptsatz gilt. Tatsiachlich gilt fiir eine Funktion

f:la,b] > R

f ist absolutstetig <= f ist fast liberall differenzierbar,
f’ ist Lebesgue-integrierbar und

f(x) :f(a)+/ f(t)dt Vx € [a,b].

Hierbei heilit f absolutstetig, wenn Ve > 0 36 > 0 VN € N V disjunkten Intervalle
(X1, 315+ (on, yn) mit 300 e — x| < 6 gilt 30, 1F () = f (x| < €.

Vor allem in Anwendungen entscheidet sich die Integrierbarkeit oft iiber das Wachstum
der Funktion im Unendlichen oder in der Nahe von Singularitaten. Hierbei vergleicht man
oft mit folgenden Funktionen:

Satz 3.3.3.  Fiir p € R gilt:

(i) xP ist integrierbar auf (0,1] & p > -1.
(ii) xP ist integrierbar auf [1,0) & p < -1.
(iii) e™* ist integrierbar auf [0, 00).

(iv) e ist integrierbar auf R.
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Beweis. (i) haben wir fiir p > —1 schon gesehen; fiir p < —1 ist

p+1
1 1—(%)
/lnxdeZT—mw (I/L—)OO)

da p+1 < Oist. Wire f(x) = x” integrierbar auf (0, 1] dann gélte mit g, := f - L{j/n1
wegen g, < f die Ungleichung f gn < f f, was ein Widerspruch ist.

(i1) und (iii) funktionieren analog, (iv) sieht man indem man die Stetigkeit in der Nihe
von 0 verwendet; fiir |x| > 1 gilt e < e I und =M ist nach (iii) integrierbar. O

Beispiel 3.3.4.

(i) sin(x)/x? ist auf [1, o) integrierbar, da wir es durch x~2 abschitzen konnen.

(i) x%/(1+x*)ist stetig auf [0, 1] und daher dort integrierbar; auf [1, co) konnen wir es
durch x~2 abschitzen, also ist es auch dort integrierbar. Insgesamt ist es auf [0, co)
integrierbar.

(iii) log x ist stetig auf 5, 1] fiir jedes § > 0, also dort integrierbar. Da y/x log x — 0 fiir
x — 0+ gilt, ist dieser Ausruck insbesondere kleiner 1 fiir x klein genug (was uns
das 6 gibt), d.h. es gilt dort logx < x~!/2, was integrierbar ist.

3.4 Integration in R"
Wir haben den Raum L(R) in 4 Schritten konstruiert:

1. Fiir f =1; mit I = (a,b) ist [ f = (b - a).

2. Fiir eine Treppenfunktion f € T(R), also eine Linearkombination von Funktionen
aus 1., definieren wir f f linear.

3. Fiir den Grenzwert f (punktweise, fast liberall) einer wachsenden Folge (¢;) von
Funktionen aus 2., fiir welche lim [ ¢, < oo existiert, setzen wir [ f =lim [ ¢,.

4. Fiir f = g — h € L(R) definieren wir / f linear.

Um ein n-dimensionales Integral zu erhalten, miissen wir nur — wie oben schon erwéhnt
— Intervalle durch ihr n-dimensionales Analogon ersetzen:

Fiir n > 2 ist ein Intervall in R" (auch: Hyperquader oder Quader) eine Menge der Form
I=1 x---xI,={(x1,...,x,) |Xj eljﬁirallej},

wobei jedes /; ein Intervall in R ist. I heilt offen, abgeschlossen bzw. beschrinkt, wenn
jedes I; diese Eigenschaft hat. Fiir ein beschrinktes Intervall / C R", wobei I; die
Randpunkte a; und b; hat, sei

m(I) :== (b1 —ay)--- (b, —ay)

das Maf3 von I. Wir bemerken, dass es bei dieser Definition keine Rolle spielt, ob jedes I;
offen, halboffen oder abgeschlossen ist. Eine Teilmenge E C R" heilit Nullmenge, wenn
es zu jedem & > 0 eine Folge von Intervallen Iy, I, ... in R” gibt, sodass

E C Uli und Zm([i) <e.
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Charakteristische Funktionen von Intervallen in R” integriert man dann mittels

/ 1; :=m(I).

Somit definieren wir die Raume 7'(R"), L*(R") und L(R") ganz analog, die Beweise
tibertragen sich Wort fiir Wort:

» Lemma 3.1.2, Lemma 3.1.6, Lemma 3.1.11 gelten in R".

» Das Integral in R” ist linear, | / f | < / |f|, und f; > f> fast iiberall impliziert
[fiz]4f

» Stetige Funktionen auf abgeschlossenen beschrinkten Intervallen in R” sind inte-
grierbar.

» Die Sitze von der monotonen und von der majorisierten Konvergenz gelten fiir
Funktionen auf R”.

Ein Begriff fehlt uns noch: jedes Element aus L(R") lisst sich fast iiberall als Grenzwert
einer Folge von Treppenfunktionen darstellen: mit f = g — h und ¢y — g sowie Yy — h
gilt ¢ — ¥ — f; umgekehrt muss jedoch der Grenzwert einer Folge von Treppenfunk-
tionen nicht integrierbar sein. Diese Funktionen treten jedoch (theoretisch) so haufig auf,
dass sie einen Namen verdienen.

Definition 3.4.1.  Eine Funktion f: R" — R heilit messbar, wenn es eine Folge von
Treppenfunktionen gibt, die fast iiberall gegen f konvergiert. Mit M (R") bezeichnen
wir die Menge der messbaren Funktionen auf R”.

Tatsachlich sind alle in der Praxis auftretenden Funktionen messbar, und nichtmessba-
re Funktionen lassen sich nicht explizit angeben, sondern nur theoretisch konstruieren.
Trotzdem gelten gewisse wichtige Sitze nur fiir messbare Funktionen.

Wir halten einige einfache Eigenschaften fest, die man durch geeignete Konstruktionen
mit den jeweiligen Treppenfunktionen leicht zeigen kann:

Jede integrierbare Funktion ist messbar.

Jede fast tiberall stetige Funktion ist messbar.

Ist f messbarund | f| < g fastiiberall mit g integrierbar, dann ist auch f integrierbar.
Summen, Produkte und skalare Vielfache von messbaren Funktionen sind messbar,
ebenso mit f, g auch die Funktionen f V g, f A g, f*, f~ und | f].

Ist f messbar und fast iiberall ungleich 0, dann ist g(x) = 1/f(x) falls f(x) # 0
und g(x) beliebig sonst eine messbare Funktion.

» Sind Funktionen f;, messbar und gilt f,, — f fast {iberall, dann ist auch f messbar.
» Ist f messbar und g stetig auf R, dann ist g o f messbar.

vvyyvyy

v

Eng damit verwandt ist der Begriff einer messbaren Menge.

Definition 3.4.2. Eine Menge S C R" heil3t messbar, wenn 1§ messbar ist.
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Dies sind genau die Mengen, fiir die ein Inhaltsbegriff Sinn macht — insbesondere geht
das nicht fiir alle Mengen, siehe Banach-Tarski-Paradoxon.

Die Satze von Fubini und Tonelli

Wir stellen nun den Zusammenhang zwischen dem Integral auf R und dem auf R" her.
Die folgenden Ergebnisse werden fiir n = 2 formuliert, gelten aber genauso in hoheren
Dimensionen mit analogen Formulierungen.

Satz 3.4.3 (Satz von Fubini?).  Sei f € L(R?). Dann gilt:

(i) x — f(x,y)istin L(R) fiir y ¢ N, wobei N C R eine Nullmenge ist, und es gibt
F € L(R) mit F(y) = f f(x,y)dx fiir y ¢ N (hierbei ist der Wert von F auf N
beliebig).

(ii) [ flx,y)d(x,y)= [F(y)dy= [ ([ f(x,y)dx)dy.

Entsprechende Aussagen gelten, wenn man x und y vertauscht, also gilt

(iii) [ ([ fGe.y)dx)dy = [ ([ f(x,y)dy)dx.

Der Beweis ist nicht allzu schwierig, wird aber aus Platzgriinden ausgelassen. Im Wesent-
lichen zeigt man die Behauptung zuerst fiir charakteristische Funktionen, erhilt sie damit
wegen der Linearitdt fiir Treppenfunktionen, und erhilt die Aussage fiir integrierbare
Funktionen durch Grenziibergang.

Beispiel 3.4.4. Ein Negativbeispiel: Sei f(x,y) = (;C;yy)3 auf [0, 1] x [0, 1]. Dann ist

1 1 _ 1 1 1 ~ 2y
./0 /o f(x’”dxdy‘/o /0 ((x+y)2 (x+y)3)d’Cdy
_ [t y |
_./0 Xty () x=ody

1 1 y
:/0 (_1+y+ (1+y)2)dy

! 1
= — dy
/0 (1+y)?

I

l+y], 2

Aus Symmetriegriinden gilt aber

/Olfolfu,y)dydx: :

Da die beiden iterierten Integrale nicht gleich sind, kann f nicht in L(R?) liegen.

2Gupo Fusini, 1879-1943.
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Satz 3.4.5 (Satz von Tonelli®). Sei f: R? — R messbar und eines der Integrale

[ ([ rwmaa wma [([iremie)

sei endlich. Dann ist f € L(R?) und der Satz von Fubini lisst sich anwenden.

Beispiel 3.4.6. Die Funktion xe (0 auf [0, c0) X [0, co) ist stetig, also messbar. Wir

haben
Y R TP _ / ” [_; —x2(1+y2>r
xe dxdy = e dy
‘/0 /O 0 2(1+y?) =0

1
=/ — 4
Azuw%y

(o8]

0 4

1
= |z arct
lzarcany

Da der Integrand > O ist, ist nach dem Satz von Tonelli xe™ (1% auf [0, 00) X [0, 00)
integrierbar. Nach dem Satz von Fubini gilt

/oo/ooxe—xz(Hyz) dydx = T
o Jo 4

Mit der Substitution # = xy, du = x dy im inneren Integral wird das zu

o0 o0 o0 2
/ / e_"ze_”2 dudx = (/ e_v2 dv) .
o Jo 0

In Summe erhalten wir also

/ eV dy = g bzw. / e dx = \r.
O —

oo

Beispiel 3.4.7. Die Funktion

x?e™ 0<x<y

0 sonst

f(x,y) 1={

ist integrierbar, denn

//uwwwm:/./x%ﬂww
0 x
:—/0 xe_xyl;';xdx

& 2
:/ xe ¥ dx < oo.
0

3Leonipa TonELLI, 1885-1946.
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Variablentransformationen

Satz 3.4.8 (Transformationssatz). Sei U C R* offen und T: U — R* eine Ko-
ordinatentransformation, d.h. eine injektive, stetig differenzierbare Abbildung, deren
Jakobideterminante det DT (x) in jedem Punkt x € U ungleich O ist. Dann ist eine Funk-
tion f: T(U) — R genau dann integrierbar, wenn x +— f(T(x)) - |detDT (x)| auf U
integrierbar ist, und dann gilt

/ FO)dy = / F(T(x)) - |det DT (x)| dx.
T(U) U

Beispiel 3.4.9. Wir betrachten die Funktion re™ * in Polarkoordinaten (r,p) € (0,00) X
(0, 7/2), also auf dem ersten Quadranten der euklidischen Ebene. Diese Funktion ist
stetig, also messbar, und es gilt

/2 00 5 /2 1 ) 00 T
re”" drdy = / [——e“r ] de = —.
/0 /0 0 2 0 4

Nach Tonelli ist re~" also integrierbar. Wir setzen T'(r, ¢) = (rcos ¢, rsing), f(x,y) =
e~ dann ist f(T(r,p)) = e~ und det DT (r, ¢) = r. Damit haben wir

/2 o 2 2
/ / re”" drd(p:/ re”" d(r,p)
0 0 (0,00)x(0,7/2)

) / e d(x, y)
(0.09)x(0.09)

00 00 00 2
el o
0 0 0

. oo _ .2
und w1eder/0 e du= \/7;

18.5. 2026
Koordinatensysteme und Integrationsbereiche

Wir fiihren eine giangige Schreibweise fiir Flachen- und Volumenintegrale ein:

J[remaa= [ randen. [ revaaw= [ rerades.

Hierbei nennt man dA , ,Flachenelement™ und dV ,,Volumenelement™.

In R? sind fiir uns zwei Koordinatensysteme relevant, und zwar kartesische Koordinaten
(x,y) und Polarkoordinaten (r,¢). In R? haben wir es mit kartesischen Koordinaten
(x, ¥, z), zylindrischen Koordinaten (r, ¢, z) sowie sphirischen Koordinaten (r, 8, ¢) zu
tun. Wir werden diese kurz durch Beispiele illustrieren.

Kartesische Koordinaten in R?

Im einfachsten Fall ist der Integrationsbereich ein Quader und schon eine Integrationsrei-
henfolge gegeben:



80 KAPITEL 3. DAS LEBESGUE-INTEGRAL

Beispiel 3.4.10.

1 el
2
// Vs+tdsdt:/ Z(s+0)3?
o Jo 0o 3

1
)
:/ S[(1+ 02 - dr
0

[(1+1)%2 - t5/2];zo

1

dr
s=0

2

35

4 4

- 25/2—1—1):—(25/2—2).
15( 15

Ist nur eine integrierbare Funktion auf einem Quader gegeben, muss man sich die Inte-
grationsreihenfolge noch aussuchen.

Beispiel 3.4.11. Mit R = [0, 1] x [0, 1] ist

X 1 1 X 1 |
dA = dyde= [ log(1+ dx
//R1+xy /o /0 T+xy > /0 og(l+27)ly-0

1
:/ log(1 +x)dx = [(1+x)log(1+x) - (1+x)]
0

=2log2-2—-(-1)=2log2-1.

Kehrt man hier die Reihenfolge um, wird die Integration ein Stiick schwieriger, ist aber
noch machbar.

Es sind auch allgemeinere Integrationsbereiche moglich, die dann durch Kurven begrenzt
werden. Wie man diese in ein iteriertes Integral umschreibt, sieht man am besten an einer
Skizze.

Beispiel 3.4.12. Bezeichnen wir mit D den Bereich, der von den Parabeln y = 2x? und
y = 1 + x? begrenzt wird, sieht man durch Ermittlung der Schnittpunkte x = +1, dass

D={(xy)| -1<x<1,2x*<y<1+x?}.

Wir integrieren folgendermalen:

1 plex? 1 L
//(x+2y)dA:/ / (x+2y)dydx:/ [xy+y2]_ , dx
D —1 J2x2 -1 y=2x

1

-~ / [x(1+x%) + (1 +x%)% = x(2x%) — (2x%)?] dx

1
:/ (=3 =X +2x% +x+ 1) dx
-1

1
32
3= - — 42—+ —+ ==
i

x5 x4 x3 X2
:[ 5 4372
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2.5 %

1.5+

0.5+

15 -1 -05 05 1 15

Polarkoordinaten

In Polarkoordinaten wird ein Punkt (x, y) der euklidischen Ebene durch den Abstand r vom
Nullpunkt und den Winkel ¢ zur x-Achse (im Gegenuhrzeigersinn gemessen) beschrieben.
Hierbei ist r > 0 und der Winkel wird in einem festen halboffenen Intervall der Lange 27
gewahlt, damit er (bis im Nullpunkt) eindeutig ist. Es bestehen die Zusammenhange

x,y) = (rcos ¢, rsin sowie r=+x2+y% tan =7
y @ @ y ® X

Da der Tangens von (—x/2, 7/2) auf R bijektiv und 7-periodisch ist, ist fiir die Berechnung
von ¢ aus x und y ist eine Fallunterscheidung notig, je nachdem in welchem Quadranten
der Punkt (x, y) liegt (siche Analysis I).

Die Jacobideterminante fiir die Anwendung der Transformationsformel ist

9(x,y)
a(r, )
Der Transformationssatz gilt zwar nur auf offenen Mengen, da der Rand eines ,hinreichend
schonen Bereichs aber eine Nullmenge ist, kann man ihn bei der Integration getrost
vernachldssigen. Ist f also integrierbar auf einem Bereich R, der in Polarkoordinaten
durcha <r < bund a@ < ¢ < 8 gegeben ist (wobei 8 — a < 2r ist), dann gilt nach der
Transformationsformel

‘[/Rf(x,y)dA:/{f/abf(rcosgo,rsinga)rdrdgo.

Beispiel 3.4.13. Wir berechnen // (3x +4y?) dA, wobei R der Bereich der oberen Halb-

det

R
ebene ist, der von den Kreisen mit Mittelpunkt O und Radius 1 und 2 begrenzt wird. In
Polarkoordinaten sind das die Bedingungen 1 < r < 2 und 0 < ¢ < 7 und eine kurze
Rechnung ergibt

b 2 1
//(3x+4)’2) dA:/ / (S(rcosgo)+4(rsin¢p)2)rdrdgo:...:ﬁ.
R o Ji 2

Beispiel 3.4.14. Das Integral

1 V1-x2
/ / (2 +y?) dy dx
-1 J0
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berechnen wir am besten in Polarkoordinaten; in Polarkoordinaten entspricht der fragliche
Bereich der Menge

R={(r,¢)|0<p<m 0<r<1}

und wir erhalten

‘[11‘/0m(x2+y2)dydx:/0ﬂ/01(rz)rdrdgaz...z

Kartesische Koordinaten in R>

INEN

Der einfachste Fall ist wieder ein Quader.

Beispiel 3.4.15. Wir berechnen /// xyz2 dV, wobei
B

B={(x,y,2)|0<x<1,-1<y<20<z<3}.

Wir erhalten

[[oca=[ [ [ o dxdydz_//xyz

dydz

//—dydz—/ i dz
o 4 ly=
3P 27
/—dz_z— -

0 4

Die Integrationsbereiche konnen auch hier eine allgemeinere Form annehmen.

Beispiel 3.4.16. Wir berechnen zdV, wobei E der Bereich im ersten Oktanten ist,

E
der von den Koordinatenebenen und der Ebene x + y + z = 1 begrenzt wird. Schreiben wir
E als

E={(xy,2]0<x<1,0<y<1-x,0<z<l-x-y},

so ergibt sich nach einfacher Rechnung

1 1—x 1—x—y 1
ZdV=/ / / zdzdydx =...=—.
///E o Jo 0 24

Zylinderkoordinaten

Zylinderkoordinaten erhalt man, indem man in der xy-Ebene Polarkoordinaten einfiihrt:

O(x,y,2)| _

det ——
or, ¢, 2)|

(x,y,z) = (rcose,rsing,z),
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Beispiel 3.4.17. Wir berechnen /// x2 dV, wobei E der Korper ist, der zwischen dem
E

Paraboloid 7 = 4 — x> — y? und der xy-Ebene liegt. In Zylinderkoordinaten ist dieser
Bereich gegeben durch

{(r,g.2) |10<9p<21,0<r<20<z<4-r"}

Damit berechnen wir

2 2 472
/// x*dv = / / / (r cos ¢)?rdzdr dg
E 0 o Jo
2 2
= / / (r3 cos? ) (4 - rz) drdy
0 0

0
1 2 612
=3 gp+§sin(2¢)]0 [r4—%]0
/4 32 167
=—16-—|=—
2( 3) 3

Kugelkoordinaten

Sphérische Koordinaten oder Kugelkoordinaten wiederum sind gegeben durch

d(x,y,z)
a(r,0,¢)

2

(x,v,2) = (rsiné cos ¢, rsin @ sin ¢, r cos 6), ‘det =r-sinf

mitr > 0,0 € [0,7] und ¢ € [0, 27).

Beispiel 3.4.18. Um /// (%) 4y auf der Einheitskugel

B1(0) = {(x,y,2) |xX*+y* +22 < 1}
zu berechnen, schreiben wir diese in Kugelkoordinaten als
{(r,0,9) |0<r<1,0<6<m 0<¢p<2n}

Wegen x? + y? + z2 = r? haben wir

(.X2+ 2+ 2)3/2 T 2 1 r3 2 .
e\ YT = e" rosinfdrdedd
B (0) o Jo Jo
T 2r 1
:/ sin@d@/ dgp/ rle’
0 0 0

! _dn(e-1)
0 3 .

3

1
= —cosf|j - (27) - 3¢

Auch hier lassen sich allgemeinere Gebiete beschreiben, die man durch eine Skizze in
eine geeignete Parametrisierung iibersetzt.
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3.5 Integration uber Teilmannigfaltigkeiten

Wir kehren zuriick zu Teilmannigfaltigkeiten und wollen nun erklidren, wie man skalare
Funktionen darauf integriert. Wir kniipfen an Satz 2.8.7 an:

» Eine nichtleere Menge M C R" heiflt k-dimensionale Teilmannigfaltigkeit von R"
(mit k < n), wenn es um jeden Punkt p € M eine offene Umgebung W C R" und
eine Bijektion y: W — V auf eine offene Teilmenge V C R”" gibt, sodass ¢ samt
seiner Inversen stetig differenzierbar ist und (M N W) =V N (RF x {(0,...,0)})
gilt. Die Abbildung ¢ heiit Karte fiir M; will man den Definitionsbereich gleich
mit angeben, so nennt man das Paar (¢, W) eine Karte.

» Eine Familie (;, W;) ey von Karten fiir M (mit einer beliebigen Indexmenge J),
fir welche M C U jc; W; gilt, heiBt Arlas von M.

» Jeder Karte ¢y: W — V entspricht eine lokale Parametrisierung y: Q — M mit
Q := prpa(V) und y(u) = ¥~ (u,0,...,0) fiir u € Q. Hierbei ist

Prra: (X1, s Xdy Xdsls -5 Xn) > (X1,...,Xq)
die Projektion von R" auf die ersten d Komponenten.
Beispiel 3.5.1.

(i) Der Kreis S! = { (x,y) € R? | x? + y? = 1} ist eine eindimensionale Teilmannigfal-
tigkeit des R?. Wir bezeichnen die Polarkoordinaten eines Punktes (x,y) # (0,0)
mit (r(x, ), ¢(x,y)) € (0, ) x [0,27), eindeutig bestimmt durch x + iy = re'¢.
Fiir die erste Karte setzen wir

Wi ={(x,y) eR*| 1/2 < r(x,y) < 3/2und ¢(x,y) € (0,27)}.

Dann ist

Y1 Wi — (-1/2,1/2) x (0, 2n7),
Yi(x,y) = (r(x,y) = 1, (x, y))
eine Karte, die M bis auf den Punkt (1, 0) tiberdeckt. Da hier der Winkel von 27 auf
0 springt und Karten auf offenen Mengen definiert sein miissen, brauchen wir noch

eine andere Karte, die diesen Punkt enthélt. Wir nehmen eine andere Darstellung in
Polarkoordinaten, x + iy = re'?, diesmal aber mit 6 € [—x, ), und setzen damit

Wy ={(x,y) e R*|1/2 < r(x,y) <3/2und 0(x,y) € (-r,7)}

sowie
Uy Wy — (=1/2,1/2) X (—n, 1),
17[/2()6’ )’) = ("(X,y) - 1’9(x7y))

Diese Karte liberdeckt M nun bis auf den Punkt (-1, 0), beide zusammen also ganz
M. Diesen Karten entsprechen die Parametrisierungen

y1:(0,21) > R*, ¥1(p) = (cos ¢, sin ),
y2: (=m,m) = R%, y2(p) = (cos ¢, sing).
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(ii) Die Sphire S = {(x,y,z) € R® | x> + y? + z2 = 1} ist eine zweidimensionale
Teilmannigfaltigkeit des R3. Kugelkoordinaten geben die Parametrisierung

y: (0,7) % (0,27) — S2,
(6, ¢) = (sin 6 cos ¢, sin G sin ¢, cos 6).

Dabei ldsst man den Punkt mit 6 = O und alle Punkte mit ¢ = 0 aus, also den
Meridian ¢ = 0 inklusive beider Pole. Durch weitere Parametrisierungen (bzw.
Karten) konnte man diese auch erreichen.

Bemerkung 3.5.2. Im Allgemeinen wird ein Atlas aus mehr als einer Karte bestehen;
Eine kompakte Mannigfaltigkeit kann nicht durch ein einziges Kartengebiet parametrisiert
werden, da dieses ja offen wire. Trotzdem reicht in der Praxis eine Parametrisierung, um
fast alles zu iiberdecken, d.h. man ldsst hochstens eine Nullmenge dabei aus. Wie wir
sehen werden, ist das genug, um iiber die Mannigfaltigkeit zu integrieren.

Wir wollen zuerst eine Funktion f: U — R iiber eine Teilmenge U C M integrieren, die
durch eine lokale Parametrisierung y: Q — U dargestellt wird. Durch eine Zerlegung
von Q in Quader Q; erhalten wir eine Zerlegung von U in die Bilder y(Q;) dieser
Quader. Wird ein Quader Q; um den Punkt u; € © von den Vektoren ay,...,ay; € R?
aufgespannt, ist y(Q;) in erster Niaherung wieder ein Quader S;, der durch die Vektoren
Dy(u;) - ai,...,Dy(u;) - az aufgespannt wird:

v(ui+tiay + ... +tgag) = y(uj)+t;Dy(u;) -ay + ...+ t;Dy(u;) - aq (t1,...,t4 € [0,1]).

=0; =Dy(Q;)=:S;

Das MaB eines Quaders Q = (aj, b1) X ... X (a,, b,) haben wir elementargeometrisch
als m(Q) = |by —ay|---|b, — a,| eingefiihrt. Wendet man eine lineare Abbildung auf
einen Quader an, erhilt man ein Parallelotop; auch davon ldsst sich das Mal} elementar
berechnen, wie die Lineare Algebra lehrt:

Definition 3.5.3. Das d-dimensionale Maf3 (Linge, Fliche, Volumen fiir d = 1, 2, 3)
des von den Vektoren ay, ...,ay € R" (mit d < n) aufgespannten Parallelotops
d
P(ay,...,ag) = {Ztiai | t1,...,tq € [0, 1]}
i=1
ist mg(P(ay,...,aq)) := Vdet ATA, wobei die Matrix A = (a; ... ag) aus den
Spaltenvektoren ay, . . ., a, gebildet wird.

Im Spezialfall d = nist m,(P(ai,...,a,)) = |det A|.

Lemma 3.5.4. Ist 8: R — R” eine lineare Abbildung mit Matrixdarstellung B € R™¢,
dann gilt fiir jedes Parallelotop Py C R¢

mq(B(Po)) = Vdet BTB - my(Py).
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Beweis. Wird Py von ay,...,az € R4 aufgespannt, dann wird 8(Py) von Bay,...,Bay
aufgespannt; setzt man A = (a; ... ag4) € R% dann ergibt sich aus
(Ba1 Bad):B'(al ad):B-A

die Behauptung aus

ma(B(Po)) = \/det ((B-A)TB- A) = Vdet AT - det BT B - det A = Vdet BT B-my(Py).

O

Summieren wir nun iiber alle Quader bekommen wir als Niherung fiir unser Integral mit
pi = ¥(u;) den Ausdruck

D FPoma(S) = Y FO ) Vg ) ma(Q) mit g (w) = det (Dy(w)Dy(w))

Definition 3.5.5.  Die Matrix Dy ()" - Dy(u) heit Maftensor von y in u € Q und
g (u) Gramsche Determinante von 7y in u.

Der MalBtensor ist eine symmetrische d x d-Matrix, deren Eintriage giy. = {0y, 0;v) durch
die Skalarprodukte der Spaltenvektoren von Dy (u) (also die Bilder der Einheitsvektoren)
gegeben sind. Arbeitet man nur mit einer Parametrisierung, so lasst man das y in der
Notation auch gerne weg und schreibt nur g und g;; fiir den MaBtensor.

Somit haben wir folgende Definition des Integrales iiber eine parametrisierte Teilmenge
U € M motiviert:

Definition 3.5.6. Eine Teilmenge U C M sei durch die lokale Parametrisierung
v: Q — U gegeben. Eine Funktion f: U — R heilit integrierbar iiber U, wenn
(f oy) - Vg” liber Q integrierbar ist; in diesem Fall nennen wir

/ £ds = / FOrw)) - Va7 () du
U Q

das Integral von f iiber U.
Ist die Funktion 1 {iber U integrierbar, so nennen wir

mg(U) ::/Ul-dS:/QWdu

das d-dimensionale Maf3 (Lange, Fliche bzw. Volumen fiir d = 1,2,3) von U. Das
Symbol dS bzw. der Ausdruck +/g? (u) du wird Flichenelement (beziiglich y) genannt.

Bemerkung 3.5.7. Im Spezialfall d = n entspricht dies genau der Transformationsformel.

Bemerkung 3.5.8. Diese Definition ist unabhéngig von der lokalen Parametrisierung, d.h. fiir zwei
Parametrisierungen y; : Q; — U miti = 1,2 erhilt man denselben Wert fiir das Integral: definiert
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man 7: Q; — Q) durch T := 3/2‘] oy bzw. y; = y; o T, dann erhélt man fiir u € Q; und
v =T (u) € Q, aus der Kettenregel

Dy (u)" - Dy1(u) = DT (u)" (Dy2(v) Dy (v))DT ()
sowie
Vg (u) = |det DT (u)] - g2 (v).

Der Transformationssatz ergibt dann

/Q FOn () Vg7 (@) du = /g F2()Vg7 () dv.

Bemerkung 3.5.9 (Spezialfille des Flichenelements).

(i) Kurven (d = 1). Fiir eine Kurve y: (a,b) — R"ist g” = ||y||* und

b
/ Fds = / FOO) 1701 dr,
v a

also das bekannte Bogenliangenintegral.
(ii) Flichen im R? (d = 2, n = 3). Aus der Lagrangeschen Identitit* ||a|||b|*> —
(a,b)? = ||la x b||? (fiir a, b € R?) folgt

Vg = 101y x dayll.

Der Vektor 01y X dry steht senkrecht auf der Fliche; seine Richtung bestimmt den
Normalenvektor, seine Liange das Flachenelement.

(iii) Graphen. Ist M der Graph einer differenzierbaren Funktion 4: U C R? — R, also
M = {(x,h(x)) | x € U} € R¥! soist y(x) = (x,h(x)) eine Parametrisierung
mit

1 o1 h ,

Dy'Dy = : = (la Vh)-((VZ)T) = 1g+(Vh)-(Vh)".

L 0ahf\oin ... o

Es gibt d — 1 Vektoren, die Normal auf V4 stehen; diese sind Eigenvektoren zum
Eigenwert 1, und VA ist Eigenvektor zum Eigenwert 1 + ||VA||?, also ist (da die
Determinante das Produkt der Eigenwerte ist)

Vg7 =1+ VA

Beispiel 3.5.10.

(i) Umfang von S!. Fiir y(7) = (cost,sint), t € (0,2n), ist y(¢) = (—sint, cost) und

\g” =1, also

2
ml(Sl):/ 1dr =27.
0

4Beweis durch stures Nachrechnen.
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(ii) Oberfliiche von S?. Fiir die Parametrisierung in Kugelkoordinaten
(6, ¢) = (sin 6 cos ¢, sin @ sin ¢, cos )
mit (6, ¢) € (0, ) x (0,27) berechnet man
Ogy = (cos @ cos ¢, cos 6 sin g, —sinb), 0,y = (—sin@sin ¢, sinf cos ¢, 0).

Daraus ergibt sich

1 0 )

und die Oberfliche der Einheitskugel ist

b 2
mo(S?) = / / sin@dy df = 27 [ cos 8]] = 4.
0 0

Alternativ ist ||69)/ X 690)/” = ||(sin2 6 cos ¢, sin® §sin ¢, sin @ cos 0)” = sin 6 fiir
0 € (0, 7).
(iii) Fliche eines Graphen. Die Fliche z = x? + y? iiber der Kreisscheibe B;(0) C R?

hat Vi = (2x,2y) und v/g7 = v/1 + 4(x2 + y2). Den Flicheninhalt berechnet man in
Polarkoordinaten zu

2n 1
m2:/ / V1+4r2rdrde =2n
0 0

(1 +4r2)3/2 ! o
T]O = 6(5\/5— 1)

Wir wollen nun die Definition des Integrals so erweitern, dass wir Funktionen auf ganz M
integrieren konnen. Verschwindet eine Funktion f;: M — R auBerhalb eines Kartenge-
biets U, so konnen wir f; iiber U; mittels Definition 3.5.6 integrieren. Die Idee ist daher,
M mit Karten (¢, Uj) zu iiberdecken und f in eine Summe f = 3’ ; f; zu zerlegen, wobei

jedes f; auBerhalb von U, verschwindet.’

Definition 3.5.11.  Sei f: M — R eine Funktion und (¢ ;, U;) ein Atlas von M. Ist
f =2 fj, wobei jedes f; auBerhalb von U; verschwindet, dann heilt f integrierbar
iiber M, wenn gilt:

(i) Jede Funktion f; ist integrierbar iiber U;,

(ii) Z/ /1] dS < co.
j YU
Der Wert

/Mfds:;/l]jfjds

heiB3t Integral von f iiber M.
Ist A € M, dann nennen wir f liber A integrierbar wenn f14 liber M integrierbar
istund setzen [, fdS:= [ fladS.

>Genauer fordert man, dass der Triger supp fi={xeM]| f;(x) #0}in U; enthalten ist.
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Es lésst sich zeigen, dass diese Definition weder vom Atlas noch von der Wahl der
Zerlegung von f abhingt.

Aber wie kann man im Allgemeinen f in f = ., f; zerlegen?

Ist (¢;,Uj)jer ein Atlas fiir M, dann gibt es eine Familie stetiger Funktionen p;: M — [0, 1],
j € I mit folgenden Eigenschaften:

(i) Die Familie ist lokal endlich, d.h. jeder Punkt x € M hat eine Umgebung V,, sodass
pjlv, = 0 ist fiir alle bis auf endlich viele i € 1.
(i) Esgilt 3 ;7 pj(x) = 1firallex € M.
(iii) Der Triger supp p; von p; istin U; enthalten.

So eine Familie nennt man eine der Uberdeckung (U;); untergeordnete Zerlegung der Eins auf M,
und damit setzt man f; := fp;.

Satz 3.5.12.  Jede stetige Funktion f auf einer kompakten Teilmenge A einer Unter-
mannigfaltigkeit M C R" ist iiber A integrierbar.

Beweis. Ist A in einem Kartengebiet enthalten, folgt die Behauptung aus der Integrierbar-
keit stetiger Funktionen auf kompakten Mengen in R?. Im allgemeinen Fall kann man A
durch endlich viele Karten iiberdecken und f so zerlegen, dass man nur iiber Kartengebiete
integriert. O

Das Integral erbt die Eigenschaften des Integrales auf R<:

» Mit f sind auch | f|, f* und f~ integrierbar.

» Ist f integrierbar und g beschrinkt und integrierbar, dann ist auch fg integrierbar (siche
Satz 3.2.11).

» Satz von Beppo Levi: ist (fi)r eine monotone Folge integrierbarer Funktionen sodass
die Folge fU fr dS beschrinkt ist, dann ist auch der punktweise Grenzwert f von (fx)x
integrierbar und es gilt fU fdS =limg e /U fr dS.

» Satz von Lebesgue: ist ( f)r eine Folge integrierbarer Funktionen mit punktweisem Grenz-
wert f und gibt es eine integrierbare Funktion F' mit | f;| < F fiir alle k, dann ist auch f
integrierbar und es gilt fU fdS =limge fU Sfr dS.

Wie berechnet man nun konkret ein Integral? Ublicherweise teilt man M in endlich viele
disjunkte Stiicke, iiber die man mittels einer lokalen Parametrisierung integrieren kann
— wie oben erwahnt, reicht dafiir oft eine Karte. An den Randern dieser Stiicke bleiben
Mengen librig, die bei der Integration aber keine Rolle spielen, wie wir im néchsten
Unterabschnitt sehen werden.

Nullmengen zur Dimension d

Was sind die Ausnahmemengen, die wir bei der Integration liber Untermannigfaltigkeiten
ignorieren konnen?



90 KAPITEL 3. DAS LEBESGUE-INTEGRAL

Definition 3.5.13.  Eine Teilmenge A C R” heifit (Hausdorff-)Nullmenge zur Di-
mension d € (0, 00), kurz d-Nullmenge, wenn es fiir jedes € > 0 eine Folge von
Quadern Q1, Q», ... C R” gibt, sodass

A C UQk und Zdiam(Qk)d <e.
k=1 k

Hierbei bezeichnet diam(A) = sup{ ||x — y|| | x,y € A } den Durchmesser einer Menge
A.

Bemerkung 3.5.14. Etwas allgemeiner ldsst sich das d-dimensionale Hausdorff-Malf einer
Menge A C R" definieren als

.. . d . .
;gr%)lnf{zk: diam(Qp)“ : A C ij Q) und diam Q; < 6.}

Man iiberdeckt A also durch Wiirfel mit einem festen maximalen Durchmesser 6. Summiert
man diam(Qy )¢ auf, sicht man A als d-dimensionale Menge an und erhilt einen Wert fiir
ihre ,,Grofe’. Macht man das fiir 6 — 0, erhalt man das d-dimensionale Hausdorff-Maf}
von A.

Lemma 3.5.15. Sei M C R" eine d-dimensionale Teilmannigfaltigkeit. Eine Teilmenge
A C M ist genau dann eine d-Nullmenge, wenn fiir jede lokale Parametrisierung y: Q —
U von M die Menge y~' (A N U) eine Nullmenge in R¥ ist.

Beweis. Dies folgt aus der Tatsache, dass eine lokale Parametrisierung (und ihre Inverse)
lokal lipschitzstetig ist, also den Durchmesser einer Menge bis auf einen Proportiona-
litatsfaktor erhalt. O

Satz 3.5.16.  Sind f und f Funktionen auf einer d-dimensionalen Untermannigfal-
tigkeit M C R", die auferhalb einer d-Nullmenge iibereinstimmen, und ist f iiber M
integrierbar, dann ist auch f iiber M integrierbar und es gilt

/Mfdsszde.

Beweis. Dies ergibt sich direkt daraus, dass unter einer lokalen Parametrisierung die
d-Nullmengen von M genau den Lebesgue-Nullmengen in R? entsprechen. O

Satz 3.5.17.  Ist M eine d-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R" und A C M
eine abgeschlossene d-Nullmenge, dann ist eine Funktion f auf M genau dann iiber M
integrierbar, wenn sie iiber M \ A integrierbar ist, und dann gilt

/Mde:/M\Afds.
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Und wie identifizieren wir Nullmengen in R%?

Folgendes Resultat identifiziert die typischen Ausnahmemengen bei Parametrisierungen
direkt als d-Nullmengen:

Satz 3.5.18. Jede k-dimensionale Teilmannigfaltigkeit von R" ist eine d-Nullmenge
fiir jedes d > k (endliche Mengen sind O-dimensionale Teilmannigfaltigkeiten).

Beweis. Wir beschrinken uns auf den Fall, dass die Teilmannigfaltigkeit in einem be-
schrinkten Quader W C R” durch xz41 = - - - = x,, = 0 gegeben ist. Um (R* x {0}) "W zu
tiberdecken, wihlen wir achsenparallele Quader Q; der Seitenlidnge 6 > 0 in den ersten k
Koordinaten; man braucht C5~* solche (fiir eine Konstante C > 0), jeder hat Durchmesser
Vk 6, und es folgt

> diam(Q)? < 57 (ko) = x5l 22,
da d > k. Fiir endliche Mengen wihlt man um jeden Punkt einen Quader mit beliebig
kleinem Durchmesser. ]

Beispiel 3.5.19. Die Strecke [0, 1] x {0} C R? ist eine 2-Nullmenge. Anschaulich klar,
denn eine Linie hat keine Fliche. Konkret konnen wir diese Strecke durch Wiirfel der
Seitenldnge ¢ iiberdecken, indem wir

i 50 s 56 1 1
= ———,—+— X -, =1, ZONGN t—<N§_+1
Q (N 2N 2) ( 22) : e 5

setzen. Die Gesamtflache dieser Wiirfel ist

> ma(Qi) = (N +1)6% < 5+26% — 0 fiir § — 0,

d.h. diese Strecke ist eine 2-Nullmenge, und allgemeiner eine d-Nullmenge fiir d > 1.

Uberdecken wir andererseits das Quadrat [0, 1] x [0, 1] mit solchen Wiirfeln, brauchen
wir (N + 1)? dafiir, die entsprechende Summe wiire also

(N+1)26> > 1 fir6 >0
was der Tatsache entspricht, dass die Fliche dieses Quadrates 1 betragt.

Bemerkung 3.5.20 (Praktische Vorgehensweise). Beim Integrieren iiber eine gegebene d-
dimensionale Teilmannigfaltigkeit M von R" ist die typische Situation, dass eine einzige
Parametrisierung y: Q — M schon M bis auf eine Ausnahmemenge A = M \ y(Q)
tiberdeckt. Ist A eine endliche Vereinigung von Teilmannigfaltigkeiten der Dimension
k < d, soist A nach Satz 3.5.18 eine d-Nullmenge, und es gilt

/fw: fw:/ﬂﬂmvwme
M y(Q) Q

22.5.2026
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Wenden wir dies auf unsere Beispiele an:

» Beim Kreis S' iiberdeckt die Parametrisierung y; : (0,27) — S!, ¢ — (cost,sint),
alles bis auf den Punkt (1,0). Ein einzelner Punkt ist eine endliche Menge, also
nach Satz 3.5.18 eine 1-Nullmenge.

» Bei der Sphire S? iiberdeckt die Parametrisierung in Kugelkoordinaten y : (0, 1) X
(0,27) — S? alles bis auf einen halben GroBkreis. Dieser ist eine 1-dimensionale
Teilmannigfaltigkeit von R? und nach Satz 3.5.18 daher eine 2-Nullmenge.

Schlussendlich verallgemeinern wir den Integralbegriff so, dass wir auch d-Nullmengen
dazunehmen konnen; dies braucht man z.B., um iiber die Oberfliche eines Wiirfels zu
integrieren, da dessen Kanten sonst Probleme machen.

Satz 3.5.21.  Sei X C R" eine Menge mit den Eigenschaften
(i) Es gibt ein M C X, sodass M d-dimensionale Teilmannigfaltigkeit des R" ist.
(ii) X \ M ist eine abgeschlossene d-Nullmenge.
(iii) M ist dicht in X, d.h. jeder Punkt von X liegt im Abschluss von X.
So eine Menge heifit d-dimensionale Fliche, fiir d = n — 1 Hyperfliache.
Wir nennen f: X — R integrierbar liber X, wenn f iiber M integrierbar ist, und
setzen

/deS::/Mde.

Auch hier lasst sich zeigen, dass die genaue Wahl von M C X keine Rolle spielt.

3.6 Integralsatze der Vektoranalysis

Der Divergenzsatz

Man stelle sich vor, dass sich Teilchen in R” entlang eines Vektorfeldes F: R" — R”
bewegen. Im Fall n = 2 und F(x,y) = (x,y) bewegen sich alle Teilchen vom Ursprung
weg, dort befindet sich also eine Quelle. Fiir F(x,y) = —(x,y) bewegen sich alle zum
Ursprung hin, dort befindet sich also eine Senke. Ist F(x,y) = (—y,x), dann rotiert alles
um den Ursprung, es liegt also weder eine Quelle noch eine Senke vor. Ein MaB fiir diese
Quellenstdrke ist die Divergenz:

Definition 3.6.1. Fiir ein differenzierbares Vektorfeld F = (Fy,...,F,): U C
R" — R" auf einer offenen Teilmenge U C R" heift

div F := (91F1 +"'+anFn

Divergenz von F.

Der Divergenzsatz sagt, anschaulich gesprochen: Was in einem Gebiet insgesamt ent-
springt oder versiegt, entspricht genau dem, was liber den Rand hinaus- oder hineinflief3t.
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Wir konnten als fragliche Gebiete Teilmengen des R" betrachten, deren Rand eine (n—1)-
dimensionale Teilmannigfaltigkeit ist, denn wir wissen, wie wir darauf integrieren konnen.
Da wir aber auch Ecken bzw. Kanten zulassen wollen, brauchen wir einen etwas allge-
meineren Begriff:

Definition 3.6.2.
(i) Sei G C R”" eine Menge. Ein Punkt a € dG heilit regulirer Randpunkt von G,
wenn es eine offene Umgebung U von a und eine C'-Funktion ¢: U — R mit
Vg(x) # 0 fiir x € U gibt, sodass

GNU={xeU]|q(x) <0}, (3.1)

und singuldrer Randpunkt sonst. Die Menge der reguliren bzw. singulidren Rand-
punkte heillt regulirer Rand 0,G bzw. singulirer Rand 0;G von G.

(ii) Ein C!-Polyeder ist eine kompakte Menge G, deren singulirer Rand eine (1 — 1)-
Nullmenge ist.

Wir werden spéter voraussetzen, dass der reguldare Rand eine messbare Hyperflache ist.
Wegen (3.1) hat der regulire Rand lokal die Gestalt

oGNU={xeU:q(x) =0} (3.2)

ist nach Satz 2.8.7 (iii) also eine (n—1)-dimensionale C'-Teilmannigfaltigkeit von R” und
wir konnen im Prinzip Funktionen iiber dG integrieren. Kompakte Teilmengen von R”
sind (Lebesgue-)messbar (ohne Beweis), also auch als Integrationsgebiet geeignet. Was
noch fehlt, ist ein Konzept, um ,hinein“ oder ,hinaus* am Rand fassen zu konnen:

Lemma 3.6.3. Auf dem reguliren Rand M eines C'-Polyeders G gibt es genau ein stetiges
Vektorfeld v: M — R", sodass gilt:

@ vl =1,
(i1) v(x) steht senkrecht auf den Tangentialraum 7, M von M in x,
(iii) fiir kleine t > O gilt x + tv(x) ¢ G und x — tv(x) € G.

Dieses v heil3t dufleres Einheitsnormalenfeld an G.

\%
Beweis. Wir betrachten den Rand wie in (3.2). Der Vektor v(x) := %
q(x
stetiges Einheitsnormalenfeld und wegen %| o0 4(x+tv(x)) = Vg(x)-v(x) = [[Vg(x)|| > 0
gilt fiir kleine r > 0 dann ¢g(x + tv(x)) > 0 sowie g(x — tv(x)) < 0, was die Behauptung

impliziert. O

ist dann ein

Das Skalarprodukt F - v misst nun den Anteil von F, der in Richtung des Normalvektors
zeigt.
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Satz 3.6.4 (GauBscher Integralsatz / Divergenzsatz).  Sei G ein C'-Polyeder in R",
dessen Rand eine messbare Hyperfiiche ist, und F em stetiges Vektorfeld auf G, das

auf G stetig differenzierbar ist, und sodass div F auf G integrierbar ist. Dann gilt

/didex:/ F-vdS,
G 9G

wobei v das dufsere Einheitsnormalenfeld auf dem reguliren Rand 0,G ist, beliebig auf
den singuliren Rand 0;G fortgesetzt.

Die Voraussetzungen an F sind z.B. erfiillt, wenn F in einer Umgebung von G stetig
differenzierbar ist.

Bemerkung 3.6.5. Wir konnen im Prinzip iiber die Hyperfliche G integrieren. Die

zusitzliche Bedingung der Messbarkeit, im Sinne von /a G dS < oo, stellt sicher, dass

der Rand nicht zu ,,gro* wird, und dass stetige Funktionen dariiber integrierbar sind.
Betrachten wir z.B.

G={(x,y) eR*|0<x<1,0<y<f(x)}

mit f(x) = 1 +xsin(1/x?) fiir x > 0 und £(0) = 1, dann besteht der singulire Rand aus
den vier Ecken, ist also eine 1-Nullmenge. Die Kurve y = f(x) ist eine 1-dimensionale
Teilmannigfaltigkeit, hat aber wegen der Oszillation von f” bei x = 0 unendliche Lénge,

1
[T =,
0

In der Praxis ist der Rand immer hinreichend schon und damit messbar, etwa wenn er
aus endlich vielen Stiicken besteht, die durch kompakte Parameterbereiche parametrisiert
sind.

Beweis. Wir beweisen den Satz fiir

G={(,x,) eR"|x €D, a<x,<gkx")}

mit einer beschrinkten offenen Menge D C R"~! und einer C!-Funktion g: D — R mit
g > a,und zwar zunichst fiir F = (0,...,0, F,,). Dannist div F = 9, F), und der Hauptsatz

ergibt
g(x’)
/ 0,F,dx = / / 0, F,(x', x,) dx,, dx” = / (Fu(x’, g(x") = Fy(x',a)) dx’
G D Ja D

Fiir das Randintegral betrachten wir die drei Teile von 0G:

» Deckel (x, = g(x’)): Die Parametrisierung y(x’) = (x’, g(x")) hat das Flachen-
element /1 + ||Vg||2 (sieche Bemerkung 3.5.9 (iii)) und nach Lemma 3.6.3 den

auBeren Normalenvektor v = %. Im Produkt F - v - 4/g7 kiirzt sich der Faktor
+IVg

\/1+|[Vg||* weg, und es bleibt

/ F-vdS = / F,(x", g(x"))dx’.
Deckel D
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» Boden (x, = a): Hierist v = (0,...,0,—1) und /g = 1, also

/ F~vdS:—/Fn(x',a)dx'.
Boden D

» Seiten (x” € dD): Der Normalenvektor ist horizontal (v, = 0), also F - v = 0.

In Summe: /ac F-vdS = /D(Fn(x’,g(x’)) — F,(x’,a)) dx’. Fiir ein allgemeines F =
(F1,...,F,) wendet man das Argument auf jede Komponente einzeln an, wobei man
(skizzenhaft) die Koordinaten jeweils so wihlt, dass G in der betreffenden Richtung so
wie oben als Subgraph darstellbar ist. Fiir allgemeine C'-Gebiete iiberdeckt man 4G mit
endlich vielen Karten und verwendet eine Zerlegung der Eins. O

Beispiel 3.6.6.

i) Fir F(x,y) = (x, y) auf der Kreisscheibe G = B; CReistdivF =2 un
(i) Fiir F(x,y) = (x, y) auf der Kreisscheibe G = B;(0) C R? ist div F = 2 und

/dideszﬂ.
G

Auf G =8l ist v(x,y) = (x,y) und F - v = x? + y* = 1, also [, F - vdS = 27
(i) Fiir F(x,v,z) = (x*,y%,2°) und G = B;(0) C R¥ist divF = 3(x*> +y> +z%). In
Kugelkoordinaten:

1 Vg 2 3 127
/ F-vdS :/ 3r2 dx :/ 3p2.r? dr-/ sianG-/ dp = =221 = —.
§? By (0) 0 0 0 5 5

Folgerung 3.6.7 (Greensche Formeln). Sei G C R” ein C'-Polyeder und f,g € C? auf
einer offenen Umgebung von G. Dann gilt

] Vf-Vedx = 0,gdS — Ag dx,
(l)/G f-Vg /6Gf g /Gf g
(ii) / (fAg - gAf) dx = / (fovg - g, f) dS.
G oG

Hierbei ist 0,g := v - Vg die Ableitung von g in Richtung des duferen Einheitsnormalen-
feldes v an G.

Beweis. (i) folgt aus dem Divergenzsatz auf F' := fVg angewendet,dadivF =V f-Vg+
fAgund (F,v) = fo,g gilt.

(i1) ergibt sich durch Subtraktion von (i) fiir f, g und g, f. O

Die Satze von Green und Stokes

Fiir ein stetiges Vektorfeld F entlang einer stiickweise C'-Kurve I, parametrisiert durch
v: [a,b] — R", definieren wir das vektorielle Kurvenintegral (auch genannt: Kurvenin-
tegral 2. Art)

b
/ F(x) - dx = / Fiy(0)) - 7(1) db.
r a
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Im Spezialfall n = 2, y(1) = (x(t), y(¢)), F = (P, Q) schreibt man dafiir auch

b b
/P&%de:/Hﬂmwﬂﬁm&+/.@ﬂﬂJ®Wth

Y a

Satz 3.6.8 (Satz von Green). Sei G C R? ein C'-Polyeder, dessen Rand eine
messbare Hyperfliche ist, und F = (P, Q) ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf
einer Umgebung von G. Dann gilt

/@&—@Hﬂ%w=/PM+Q®,
G 4

wobei y den Rand 0G gegen den Uhrzeigersinn durchlduft, d.h. G liegt links davon.

Beweis. Man wendet den Divergenzsatz auf das Vektorfeld (Q,—P) an: div(Q,—P) =
0,0 — 0, P. Fiir eine Parametrisierung y(¢) = (x(#), y(#)) von G gegen den Uhrzeigersinn
ist der duBere Normalenvektor v = (y, —x)/||y||, und

(Q,-P) - vdS = (Qy + Px) dt,
woraus sich genau das Kurvenintegral auf der rechten Seite ergibt. O
Der Satz von Stokes ist eine analoge Aussage, jedoch fiir eine Fliche im R?. Fiir seine

Formulierung brauchen wir einerseits den Begrift der Rotation, andererseits ein Konzept
der Orientierung einer Kurve.

Definition 3.6.9. Fiir ein differenzierbares Vektorfeld F = (Fy, F, F3): U C R3 >
R3 heift

O F3 — 03F>
rotF:=VXF :=|0khF —0F3
o0 — 0 F

Rotation von F.

Sind eine Funktion f und ein Vektorfeld F' zweimal stetig differenzierbar, dann gelten
nach dem Satz von Schwarz die Identititen div(rot F') = 0 und rot(grad f) = 0.

Sei nun y: [a,b] — R3 eine glatte Parametrisierung einer (reguldren) Kurve C. Das
Einheitstangentialfeld entlang vy ist T := ﬁ Die Richtung von 7 hingt von der Wahl der
Parametrisierung ab; es gibt genau zwei mogliche Orientierungen von C.

Ist nun M C R3 eine 2-dimensionale Teilmannigfaltigkeit mit Einheitsnormalenfeld v
und G € M eine kompakte Teilmenge mit glattem Rand dG, so wihlt man die von M
auf 0G induzierte Orientierung wie folgt: Das Einheitstangentialfeld 7 auf 0G wird so
orientiert, dass die Konormale v X 7t in jedem Punkt von dG ins Innere von G zeigt.
Anschaulich: Geht man entlang dG in Richtung 7, wihrend v nach oben zeigt, so liegt G
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zur Linken. Dies verallgemeinert die Konvention im Satz von Green, den Rand gegen den
Uhrzeigersinn zu durchlaufen.

Satz 3.6.10 (Satz von Stokes).  Sei V C R? offen und F ein C'-Vektorfeld auf V.
Weiters sei M C 'V eine 2-dimensionale Teilmannigfaltigkeit mit Einheitsnormalenfeld
v und G eine kompakte Teilmenge von M mit glattem Rand (d.h. ohne singuldiren Rand).
Die von M auf G induzierte Orientierung werde durch das Einheitstangentialfeld T
reprdsentiert. Dann gilt

/G(rotF,v)dS: /aG(F,T)ds.

Der Satz von Stokes gilt auch, wenn G ein C 1-Polyeder ist, dessen Rand eine messbare
Hyperflache ist.

Fiir ein Vektorfeld F entlang G gilt

b
/a REETE / Foy(1)) - 7(1) dt = / F(x) -dr,

a Y
d.h. das Integral auf der rechten Seite des Satzes von Stokes ist genau das vektorielle

Kurvenintegral von F entlang G mit der induzierten Orientierung.

Bemerkung 3.6.11. Alle drei Satze — Divergenzsatz, Satz von Green und Satz von Sto-
kes — sind Spezialfille eines einzigen Resultats, des allgemeinen Satzes von Stokes auf
orientierten Mannigfaltigkeiten mit Rand, formuliert mit Differentialformen. In dieser
allgemeinsten Form lautet er /M dw = /a 4 @ und umfasst auch den Fundamentalsatz der
Differential- und Integralrechnung.
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Kapitel 4

Funktionenraume

Lernziele

Nach der Arbeit mit diesem Kapitel sollten Sie insbesondere die folgenden Aufgaben
selbststindig bearbeiten konnen.

Normierte Riume und Operatoren

» Normierte Raume und Banachraume unterscheiden und grundlegende Beispiele den
beiden Klassen zuordnen

» Lineare Operatoren auf Beschrianktheit untersuchen und ihre Operatornorm berech-
nen oder abschatzen

» Den Zusammenhang zwischen Beschrianktheit und Stetigkeit linearer Operatoren
anwenden

Banachscher Fixpunktsatz

» Uberpriifen, ob eine Abbildung eine abgeschlossene Menge in sich abbildet und
dort eine Kontraktion ist

» Fixpunkte iterativ bestimmen und den Fehler mit der Fixpunktabschatzung kontrol-
lieren

» Ein Anfangswertproblem als Fixpunktproblem formulieren und die Voraussetzun-
gen des Satzes von Picard-Lindelof tiberpriifen

Hilbertraume, £ und L?

> Uberprﬁfen, ob eine Abbildung ein inneres Produkt ist, und die davon induzierte
Norm berechnen

» Die Cauchy-Schwarzsche, die Holdersche und die Minkowski-Ungleichung fiir
konkrete Abschitzungen verwenden

» Fiir gegebene Folgen oder Funktionen die Zugehorigkeit zu €7 bzw. L? untersuchen
und ihre Norm berechnen

Orthogonalitit und Orthonormalsysteme

» Orthogonale Komplemente bestimmen und den Satz des Pythagoras anwenden

99
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» Orthogonalprojektionen und Bestapproximationen berechnen

» Das Gram—Schmidtsche Verfahren durchfiihren

» Fourierkoeffizienten beziiglich eines Orthonormalsystems berechnen und die Bes-
selsche bzw. Parsevalsche Gleichung anwenden

» Die dquivalenten Charakterisierungen einer Orthonormalbasis verwenden

Fourieranalysis

» Reelle und komplexe Fourierkoeffizienten berechnen und die zugehorige Fourier-
reihe aufstellen

» Aus Symmetrien einer Funktion das Verschwinden bestimmter Fourierkoeffizienten
folgern

» Geeignete Konvergenzsitze fiir Fourierreithen auswahlen, ihre Voraussetzungen
tiberpriifen und den Grenzwert bestimmen

» Mit der Parsevalschen Gleichung Reihenwerte berechnen

Sturm-Liouville-Probleme, Distributionen und schwache Losungen

| 2

>

4.1

Die Symmetrie eines Differentialoperators anhand der Randterme iiberpriifen und
daraus die Orthogonalitit von Eigenfunktionen folgern

Eigenwerte und Eigenfunktionen von —y” + y auf einem beliebigen Intervall bei
homogenen Dirichlet-, Neumann- oder periodischen Randbedingungen bestimmen
Randwertprobleme 16sen, deren rechte Seite eine endliche Linearkombination von
Eigenfunktionen ist, und die erhaltene Funktion als klassische Losung iiberpriifen
Die Transportgleichung mittels Fourierentwicklung 16sen und die erhaltene Losung
direkt iiberpriifen

Lokal integrierbare Funktionen als Distributionen auffassen und distributionelle
Ableitungen berechnen

Die Identitit H = § im Sinne der Distributionen nachweisen

Normierte Raume, Operatoren

Ein Vektorraum X iiber K = R oder C wird durch eine Norm zum normierten Raum. Uber
die Norm definiert man konvergente Folgen und Cauchyfolgen in X; jede konvergente
Folge ist eine Cauchyfolge. Ist umgekehrt auch jede Cauchyfolge konvergent, ist der Raum
vollstindig und heifit Banachraum (siehe Definition 1.3.4).

Beispiel 4.1.1.

>

| 2
>

Fir 1 < p < oo ist €7 der Raum aller Folgen (a;,),cn in K mit

o 1/p
Ianll, = (Z Ianlp) <o,
n=1

¢* ist der Raum aller Folgen (a;,)nen in K mit [|(a,)||e := sup,en |@n| < 0.
Fiir 1 < p < coist L?(R") der Raum aller messbaren Funktionen f: R” — K mit

1/p
171, = ( / If(x)lp) oo
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» L®°(R") ist der Raum aller messbaren Funktion f: R" — K, fiir die es eine Kon-
stante C mit |f(x)| < C fiir fast alle x € R" gibt. Die Norm || f||., wird als das
Infimum aller solcher C definiert.

» C|[a, b] mit der Supremumsnorm.

Dies sind alles Banachriaume (Vorsicht mit L?, siche Abschnitt 4.4). Wir beweisen:

Satz 4.1.2.  Der Raum C([a, b],Y) aller stetiger Funktionen auf einem kompakten
Intervall [a,b] C R mit Werten in einem Banachraum Y, versehen mit der Supremums-
norm || f|| := supyepq py 1f ()|, ist vollstindig.

Der Raum C([a, b],Y) ist hier mit seiner natiirlichen Vektorraumstruktur versehen, also

(f +8)(x) = f(x) +g(x),
(Af)(x) =a- f(x)

Beweis. Sei ( f,,), eine Cauchyfolge in C([a, b],Y), d.h.
Ve >03dN e NVm,n > NVx € [a,b] : ||fn(x) — fn(x)] <e. 4.1)

Damit ist insbesondere fiir jedes feste x € [a, b] die Folge (f,(x)), eine Cauchyfolge
in Y, konvergiert also gegen einen Grenzwert f(x) := lim,_, f,(x). Lisst man in (4.1)
m — oo gehen (was wegen der Stetigkeit der Norm moglich ist), haben wir || f, — f|| < &
flir n > N, also f,, — f, und wir brauchen nur noch die Stetigkeit der Grenzfunktion f
in jedem Punkt x € [a, b]. Da fy stetig ist, gibt es 6 > 0 mit || fy(y) — fxv(x)| < & fiir
[y — x|| < 6. Somit folgt fiir solche y

1F ) = FON < F D) = v+ G = vl + 1L v () = Fl

<e+e+e=3¢

und f ist stetig. O

Definition 4.1.3. Sind X und Y Vektorrdaume iiber K, so ist ein linearer Operator
von X nach Y eine lineare Abbildung 7: X — Y. Der Raum aller linearen Operatoren
von X nach Y wird mit L(X,Y) bezeichnet.

Beispiel 4.1.4. Folgendes sind lineare Operatoren:

(i) Die Identitit auf einem Vektorraum X, Idy (x) = x.
(i) Die Nullabbildung 0: X — Y, die jedem x € X den Nullvektor O € Y zuordnet.
(iii) Die Ableitung f +— f’ auf dem Raum aller Polynome auf [0, 1].
(iv) Das unbestimmte Integral, welches jeder Funktion f € C|a, b] die Abbildung
X fax f(#)dt in C[a, b] zuordnet.
(v) Die Abbildung, welche einer Funktion f € C|a, b] die Funktion ¢ +— ¢ - f(¢) in
C|a, b] zuordnet.
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Definition 4.1.5 (Beschrinkter linearer Operator). Sind X, Y normierte Raume und
T: X — Y ein linearer Operator, dann heil3t T beschrdinkt, wenn es ein C > 0 gibt mit

ITx]| < Cllx]l Vx € X,

und sonst unbeschrdnkt. Fiir beschrinkte Operatoren heifit die Zahl

Tx
ITx] sup ||Tx|| 4.2)

T = =
rex\(oy Xl xex, xp=1

Operatornorm von T. Mit B(X,Y) bezeichnen wir den Vektorraum aller beschrinkten
linearen Operatoren X — Y.

Die Gleichheit der Ausdriicke in (4.2) sieht man wie folgt: fiir y € X \ {0} ist

7yl

y 7yl
=HT—H < sup [[Tx]| = |7l = == < sup [[Tx].
Iyl Iyl

lxl=1 vexvior IVl ™ ez

Umgekehrt folgt fiir ||x|| = 1

<|T|l = sup |ITx] < [T
[Ix]| llxll=1

Wir bemerken, dass fiir 7 € B(X,Y) und x € X nach (4.2) die Ungleichung ||Tx| <
Tl [lx]| gilt.

Beispiel 4.1.6.
(1) [[dx]l = 1.
(i) [lo]f =0.
(iii) Die Ableitungsfunktion auf dem Raum aller Polynome auf [0, 1], versehen mit der
Supremumsnorm, ist linear aber unbeschrénkt, denn fiir x,(7) = " ist ||x,|| = 1,

aber Tx,, (1) = nt"~!, also ||Tx,|| = n fiirn € N.
(iv) Der Integraloperator K : C[0, 1] — C|0, 1],

1
(Kf)(x) = /0 FOWk(y)dy,  xe[0,1]

mit stetigem Kern k: [0, 1] x [0, 1] — R ist beschrénkt bzgl. |||, denn

IKflle = sup
x€[0,1]

1
/O FOICEY) Y] < 11l - 1Kl

Satz 4.1.7.  Mit der Operatornorm ist B(X,Y) ein normierter Raum.

Beweis. Wir miissen tiberpriifen, dass die Operatornorm wirklich eine Norm ist. Seien
dafiir 7,S € L(X,Y). Wegen ||Tx|| > O fiir alle x ist ||T|| > 0, und fiir ||T]| = O ist
|ITx|| =0 firallex € X,dh.Tx =0und T = 0.
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Ist @ € K, dann ist ||(aT)x|| = |a| - ||Tx]|, fiir x # 0 auch

7]
lxll

[(aT)x]l _
= |a|
[l

und bildet man das Supremum iiber alle x # 0 folgt ||aT|| = || - ||T||.
SchlieBlich folgt mit der Dreiecksungleichung fiir alle x mit ||x|| = 1

T+ < ITN+ NS < [T+ ISl = [T+ S < IT[[+]S]. ©

Satz4.1.8.  Ist X ein normierter Raum undY ein Banachraum, dann ist auch B(X,Y)
mit der Operatornorm ein Banachraum.

Beweis. Sei (T,),en eine Cauchyfolge in B(X,Y). Dann gibt es fiir beliebiges £ > 0 ein
N € N sodass fiir m,n > N gilt ||T,, — T,,|| < &. Fiir jedes feste x € X ist dann

| Twx — Tnx|| = |(T = T)x|l < |T, = Tl - lIx|| < llx]], 4.3)

also ist (7,x), eine Cauchyfolge in Y und hat einen Grenzwert in Y. Dies definiert eine
Abbildung T: X — Y, Tx := lim,,_,, T,x. Diese ist linear, denn

T(ax+Bz) = h,{n T,(ax + Bz) = lirgn (aT,(x) + Bzn(2))
=alimT,x +BlimT,z = aT (x) + BT(z).

Liasst man in (4.3) m gegen oo gehen, erhilt man wegen der Stetigkeit der Norm fiir alle
xe€Xundn >N

ITox — Tx|| < ellx]], 4.4)

also ist 7,, — T beschrinkt. Da T,, beschrinkt ist, ist auch T = T,, — (T,, — T) beschrinkt,
d.h. T € B(X,Y). Nimmt man in (4.4) das Supremum iiber alle x mit ||x|| = 1, sicht man
|T, —T| < efiirallen > N, also ||T,, - T|| — O. O

Satz 4.1.9.  Auf einem endlichdimensionalen Vektorraum X sind alle Normen

dquivalent, d.h. fiir je zwei Normen ||| und ||| - ||| gibt es C1,Cy > 0 mit Cy||x|| <
x| < Callx]l.
Beweis. Sei ||| - ||| eine beliebige Norm auf X und ey, ..., ¢, eine Basis von X. Dann hat
jedes x € X eine eindeutige Darstellung x = 377 | x;e;. Wir setzen ||x||, := x% o+ X
und zeigen, dass ||| ||| 4quivalent zu ||x||, ist. Nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
gilt

n n 1/2
2
|||x|||s2|x,~|-|||e,~|||s||x||2-(2|||e,-|||) ,
=1 =1

1.6.2026
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was die rechte Abschitzung ergibt. AuBerdem ist ||| - ||| stetig beziiglich der ||-||,-Norm.
Sei nun

S:={xe X |lxll, = 1}.
Diese Menge ist kompakt in (X, ||-]|,), denn die lineare Abbildung

®: X ->R", &(x)=(x1,...,%,)
ist wegen ||®(x)|| = ||x]|, stetig in beide Richtungen, und damit entspricht S genau der
(kompakten) Einheitsspiahere in R”. Nach Satz 1.5.10 nimmt x — |||x||| ein Minimum
m > 0 auf S an, also |||x||| = m fiir alle x € S und |||x/||x||5||| > m fiir alle x € X \ {0},
d.h. |[|x||| = m||x]|, fiir alle x € X. O
Folgerung 4.1.10. Auf einem endlichdimensionalen normierten Raum ist jeder lineare

Operator beschrdnkt.

Beweis. Sei dim X < oo, Y normierter Raum und 7: X — Y linear. Ist (ey,...,e,) eine
Basis von X dann setzen wir, mit x = Y x;e;, ||x||; := X |x;]; somit gilt nach Satz 4.1.9
lx]|; < C|lx|| fiir ein C > 0 und

ITxlly < )" llITeilly < max I Tvlly - C - lix].

Folgendes Resultat ist bemerkenswert:

Satz 4.1.11.
(i) Ein linearer Operator ist genau dann beschrdnkt, wenn er stetig ist.
(ii) Ein linearer Operator ist stetig, wenn er stetig im Nullpunkt ist.

Beweis. (1) Angenommen 7: X — Y sei beschriankt und x,, — x in x. Dann gilt
1T (xn) =T )| = IT Cen = )| < IT]| {0 — x]| — 0,

also ist T stetig.

Ist T unbeschrénkt, gibt es eine Folge (x,), in X mit ||x,|| = 1 und ||T (x,)|| > n fiir alle
n. Setzt man y, := x,/n, so gilt y, — 0 aber ||T(y,)|| = 1, T kann also nicht stetig sein.

(i1) Angenommen x,, — x in X, dann gilt x, — x — 0 und somit
T(xp—x)=T(xp) ~T(x) >0 = T(x,) = T(x),

also ist T stetig. O
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4.2 Banachscher Fixpunktsatz

Wir prasentieren schlielich noch den Banachschen Fixpunktsatz (den wir schon im Be-
weis von Satz 2.8.1 verwendet haben) samt einer wichtigen Anwendung.

Satz 4.2.1 (Banachscher Fixpunktsatz). Sei A eine nichtleere abgeschlossene
Teilmenge eines Banachraumes und T eine Kontraktion auf A, d.h. eine Abbildung
T: A— Amit

ITx =Tyl < gllx =yl Vx,yeX (4.5)

mit einer Kontraktionskonstanten g < 1. Dann besitzt T genau einen Fixpunkt x in A.
Dieser kann iterativ gewonnen werden: wihlt man xo € A beliebig und setzt x,+1 := Tx,
(n € Ny), dann konvergiert x, — x und es gilt die Fehlerabschditzung

n

q
[l = x|l < It = xoll.

Beweis. Aus (4.5) folgen sukzessive die Abschiatzungen

lx2 — x1|| = [ITx1 — Axol| < gllx1 — xoll,
s = 2]l = ITx2 = Tx1]| < gllxa = x11l < ¢*[lx1 = xoll,

1Xn+1 = Xnll < g"llx1 = xo]l-

Somit erhilt man fiir alle k € N

k k
Z(xn+v - xn+v—1) < Z ||xn+v — Xn+v-1 ”
v=1 v=1

k
< (Z q”*v—l) v = o
v=1

k n
et = xoll < 5
- q

||xn+k - xn” =

n

llx1 = xoll. (4.6)

Wegen 0 < g < 1 ist (x,) eine Cauchyfolge in einem Banachraum, konvergiert also, und
ihr Grenzwert liegt in A da diese Menge abgeschlossen ist. Der Grenzwert ist eindeutig,
denn ist auch Tz = z hitten wir ||x — z|| = ||[Tx — Tz|| < ¢g||x — z]||, wegen g < 1 alsox = z.
Die Fehlerabschitzung erhalten wir aus (4.6) durch k — oo. |

Betrachten wir nun das Anfangswertproblem

x(t) = f(t,x), x(to) =xo 4.7)

mit f € C(U,R"), U € R™! offen und (t9,xq) € U, wobei % die Ableitung dx/dt
bezeichnet.

Beispiel 4.2.2.
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(1) Sei x die GroBe einer biologischen Population (z.B. die Anzahl von Bakterien in
einer Petrischale). Ihre Reproduktionsrate sei proportional zu dieser Grof3e, d.h.

X =kx, k>O0.

Mit einer Anfangsbedingung x (o) = xo ist die Losung davon x = xoe*X(=%0) (expo-
nentielles Wachstum).

(i) Héangt die Wachstumsrate von der Anzahl von Paaren von Individuen ab, erhalten
wir die Gleichung fiir explosives Wachstum:

% = kx?.
Eine Losung davon ist (fiir k = 1)

1
1) =——, t<C
x(1) =——¢
wobeli eine Anfangsbedingung die Konstante C bestimmt. Die Population wichst fiir
kleine x sehr langsam, wird in endlicher Zeit aber unendlich grof — sie ,.explodiert.*
(iii)) Kann die Umwelt nur eine gewisse Maximalpopulation K ernihren, erhilt man die
logistische Gleichung

dx X

o k(- %)
Fiir kleine x wichst die Popoulation exponentiell, fiir x nahe K sind die Ressourcen
erschopft und das Wachstum hort auf.

(iv) In einem Teich befinden sich x Karpfen und y Hechte. Ohne Hechte wiirde die
Karpfenpopulation exponentiall wachsen, d.h. X = kx. Da die Hechte aber Karpfen
vertilgen nehmen wir an, dass die Rate davon proportional zu beiden Anzahlen ist,
und erhalten X = kx — axy. Gibt es keine Karpfen, sterben die Hechte aus: y = -1y,
ansonsten vermehren sie sich proportional zu beiden Anzahlen: X = —ly + bxy. Dies
ist das einfachste Rauber-Beute-System, das sogenannte Lotka-Voltera-Modell

X =kx —axy,

y =-ly+ bxy.

(v) Invielen Fillen wirkt auf ein System, das sich nicht im Gleichgewicht befindet, eine
Kraft welche propertional zur Entfernung zum Gleichgewicht ist: ¥ = —kx, wobei
wir durch geeignete Skalierung der Einheiten k = 1 wihlen konnen. Dies lasst sich
als Differentialgleichungssystem 1. Ordnung schreiben:

X1 = X7, X2 = —X].

Um das Anfangswertproblem (4.7) zu l6sen, schreiben wir es durch Integration beider
Seiten in eine Integralgleichung um:

x(t) = (Kx)(¢t) :=x¢ +/ f(s,x(s))ds.

Dieses Integral ist komponentenweise zu verstehen, d.h. fiir eine vektorwertige Funktion
F mit Komponenten Fi, ..., F, setzen wir fF = (f Fi,. ..,an), und dafiir gilt die
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Ungleichung || / F || < f || F||: setzen wir v = f F ist die Behauptung fiir v = O trivial; fiir
v # 0 setzen wir e = v/||v||, dann ist

||v||:e-v:e‘/F:/e-F(x)de/||F(x)dx||

wobei wir die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung fiir e - F(x) < |le|| - || F(x)]|| verwendet
haben. Losungen des Anfangswertproblemes entsprechen also Fixpunkten von K. Der
Einfachheit halber setzen wir #y = O und betrachten nur den Fall + > 0.

WirwihlenT,§ > Osoklein,dass V := [0, T]XBE" (x0) € U liegt, was gehtda (0, xg) € U
und U offen ist. Da f stetig und V kompakt ist, existiert
M := max || f(t,x)| < oo.
(t,x)eV

Sei X = C([0,7p],R") mit der Supremumsnorm ||x|| = sup,cjoz [[x(2)]] und C :=
Efs( (x0), dann gilt fiir x € C und ¢ € [0, Tp]

1K (x)(2) = xoll < /0 1/ (s, x(s))llds <tM <6,  1€][0,To]
falls

T = mi 0

o = min(7T, M)

gewihlt wird, wir haben also eine Selbstabbildung K: C — C, wobei C abgeschlossen
im Banachraum X ist. Wir miissen nur noch zeigen, dass K eine Kontraktion ist. Dazu
nehmen wir an dass f lokal Lipschitzstetig in der zweiten Variablen ist, d.h. fiir jede
kompakte Menge Vi) € U (und insbesondere fiir V) gibt es ein L > 0 mit

lf(z,x) = f(&, 9 < Lllx =yl Y(t, x),(t,y) € V.
Dann gilt fiir ¢ € [0, Tp] und x,y € C

1K (x) (1) = K(y) (@)l S/O 1£ (s, x(5)) = f (s, y(s))[ ds

< L/O lx(s) = y(s)llds < LTp sup [lx(s) = y(s)ll

0<s<Tpy

oder kurz
IKx = Ky|l < LTy < |lx = yll, x,y€eC

falls wir auch noch Ty < L' wihlen (diese Bedingung lieBe sich durch den etwas
allgemeineren Fixpunktsatz von Weissinger vermeiden). Der Banach’sche Fixpunktsatz
lasst sich also anwenden. Analog kann man auf dem Intervall [ty — T, ty] vorgehen. Wir
haben also gezeigt:

Satz 4.2.3 (Satz von Picard-Lindelof). Sei f € C(U,R"), wobei U C R™! offen
ist, und (to,x0) € U. Ist f Lipschitz-stetig in der zweiten Variablen, dann gibt es eine
eindeutige Losung X(t) € C'(I) des Anfangswertproblemes

x=f(t,x), x(to) =x0, (to,x0) €U

wobei I ein Intervall um t ist.
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Dies ist nur der Anfang der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen; in wei-
terer Folge wiirde man z.B. das maximale Existenzintervall der Losung, ihre Regula-
rititseigenschaften (wie libertrdgt sich Differenzierbarkeit von f auf die Losung?), steti-
ge/differenzierbare Abhingigkeit von der Anfangsbedingung etc. studieren.
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4.3 Hilbertraume

Was in normierten Raumen noch fehlt, ist ein inneres Produkt um Winkel bzw. Ortho-
gonalitit zu messen. Dies fiihrt zu Rdaumen mit innerem Produkt, welche die natiirlichste
Erweiterung der Euklidischen Raume auf beliebige (unendliche) Dimensionen sind.

Definition 4.3.1.  Ein inneres Produkt oder Skalarprodukt auf einem Vektorraum X
ist eine Abbildung X x X — K sodass fiir alle x, y, z € X und a € K folgendes gilt:
@) (x+y,2) =x2)+(y,2)

(i) (ax,y) = a(x,y)

(iii) (x, y) = (¥, x)

@iv) {(x,x) >0

V) (x,x) =0 & x=0.
Das Paar (X, (-, -)) heit Innenproduktraum oder Prdhilbertraum. Fir K = R spricht
man von einem euklidischen Raum, fir K = C von einem unitiren Raum.

Satz 4.3.2 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung).  In einem Prdhilbertraum X gilt

|<)C,y>|2S<X,X>'<y,y> V)C,yEX

mit Gleichheit genau dann, wenn x und y linear abhdngig sind.

Beweis. Ist A € K beliebig, so gilt

0< (x+Ay,x+y)
= (%, x) + {Ay, x) + (x, Ay) + {1y, 1y)
= (x, x) + Ax, y) + Ax, ) + 113y, ).

Fiir y # 0 setzt man nun 2 = —(x, y)/(y, y) und erhilt

) e P e )P

0t G Ty (v, ¥) (v, ¥) (v, )

und damit die Behauptung; fiir y = 0 ist sie trivial. Gleichheit gilt genau dann wenn
Gleichheit oben gilt, also fiir x + 1y = 0. O

Lemma 4.3.3. Ein inneres Produkt auf X induziert eine Norm ||x|| := +/{x,x) auf X.

Beweis. Die Eigenschaften ||x|| =0 <= x = 0und ||Ax|| = |1] ||x]| ergeben sich sofort
aus der Definition. Die Dreiecksungleichung sehen wir aus

e+ yl12 = (x4 3,0+ y) = (6, x) + (x, ¥) + (3, 1) + (3, y)
= |lx[|* + 2 Re(x, y) + ||y|*
< [lxll® +20x [ Iyl + Iy = (el + 1y D m
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Wir bemerken sogleich die Parallelogrammgleichung
e+ y1IZ + [1x = ¥ 11> = 2l + 1y 1), (4.8)

die man einfach direkt tiberpriifen kann. Es gilt sogar die Umkehrung: erfiillt eine Norm
die Parallelogrammgleichung, dann kommt sie von einem inneren Produkt.

Lemma 4.3.4. Das innere Produkt ist stetig, d.h. fiir x, — x und y, — y gilt (x,,, y,) —
x,y).

Beweis. Das folgt sofort aus

[<Xns yn) = 6 1 < [ =2, yd [+ 18, yn = W) < e = X[ Lyall + 11x1 [yn =yl

wenn man beriicksichtigt, dass die Folge (y,) wegen ihrer Konvergenz beschrénkt ist. O

Definition 4.3.5.  Ein Raum mit innerem Produkt, der bzgl. der induzierten Norm
vollstandig ist, heit Hilbertraum.

Der Euklidische Raum R” mit innerem Produkt

(X, y) =xiyi+...+ x50
sowie der Raum C” mit innerem Produkt
Gy =x1y1+ ...+ X,
sind nach Beispiel 1.3.5 vollstandig, also Hilbertrdume.

Im folgenden Abschnitt studieren wir die Rdume ¢” und L”, die zu den grundlegendsten
Funktionenraumen der Analysis gehoren.
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4.4 Die Raume ¢ und L”?

Wir haben in Beispiel 4.1.1 die Raume ¢ und L? fiir 1 < p < oo definiert. Diese sind
fiir p = 2 die prototypischen Hilbertraume, in der Praxis von herausragender Bedeutung,
und an ihnen lassen sich alle wesentlichen Elemente der Hilbertraumtheorie entwickeln,
weshalb wir sie nun etwas genauer studieren. Die Fille p = 1 und p = oo sind ge-
nauso wichtig. Andere Werte von p brauchen wir nicht direkt, jedoch kostet es keinen
zusitzlichen Aufwand, die Anfiange der Theorie gleich allgemein zu entwickeln.

Zur Erinnerung:
1/p

fp:{x:(xn)ninK : ||x||p:(Z |xn|p) <00} fir1 < p < oo,
n=1

= {X = (Xn)n in K : ||x[|o = sup [x,] < OO}
neN
Ist 1 < p < oo und g so, dass
I 1
—+—-=1
P 49
gilt, wobei wir 1/co = 0 setzen, dann heiflen p und g zueinander konjugierte Exponenten.

Dass ¢ ein Vektorraum ist, ist klar, bis auf die Eigenschaft, dass die Summe von zwei
Folgen in ¢? wieder in ¢” liegt. Dies kann man zwar direkt zeigen, fiir | < p < o0 z.B. so:

Z [ + ¥l < Z (1al + lyal)? < Z(zmax<|xn| yal))? <27 Zmaxuxm yal?)

< 2PZ(|x 7l <2 Q sl + ) bl

es folgt aber auch aus der Minkowski-Ungleichung weiter unten, die selbst eine Folgerung
der Holderschen Ungleichung ist:

Satz 4.4.1 (Holdersche Ungleichung fiir Folgen). Seil < p <ocoundl/p+1/q=1.
Dann gilt

leylly < lixll, llyll, — Vx e, yedd.

Beweis. Fiir p = 1 und g = oo ist die Behauptung trivial, denn man zieht das Supremum
aller |y,| einfach aus der Summe; ebenso fiir p = cound ¢ = 1.

Fiir 1 < p < oo verwenden wir folgende Ungleichung fiir 0 < r < 1:
Vo, 720:0 "7 <ro+(1-r)r. 4.9)

Dies ist die gewichtete Ungleichung zwischen arithmetischem und geometrischem Mit-
tel (fiir » = 1/2 die iibliche). Fiir o = 0 oder 7 = 0 ist sie trivial, und sonst durch
Logarithmierung dquivalent zu

rlogo+ (1 —-r)logt <log(ro+ (1 —-r)71),
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was genau die Konkavitit des Logarithmus bedeutet, die man aus (logx)” = —x2 < 0
sieht.

Wir setzen nun r = 1/p, damit ist 1 —r = 1/g. Wir nehmen an, dass A = ||x||Z und
B = )’||Z beide positiv sind, da sonst wegen x = 0 oder y = 0 die Ungleichung trivial ist.
Mit

_ |xn|p = |yn|q
A’ B

ist dann unter Verwendung von (4.9)

ol Iyal _ LRl | 1 Dyl
Al/pBl/a — p A q B

und summiert man diese Ungleichung tiber n erhalt man

Xl 1ynl 1 xal” 1 ynl?
+ — =1,

also
Ilxyll; < AYPBY9 = ||x||,lIyll,- 0

Folgerung 4.4.2 (Minkowski-Ungleichung fiir Folgen). Fiir x,y € €7 gilt ||x +y||, <
llx[l, + [yl (I < p < o).

Beweis. Fiir p = 1 und p = oo folgt die Behauptung aus der Dreiecksungleichung fiir
reelle Zahlen.

Fiir 1 < p < oo zeigen wir die dquivalente Behauptung

-1
o+ 315 < (bl + Dl ) e+ y115 7"

Es ist, wiedermit 1/p +1/qg =1,
b+ Y15 = e+ yul”
n=1

(o] (o]
-1 -1
< > Bl b+ 3l D 1yal B + yal?
n=1

n=1

1/q
< (Il + 11, (Z [ +yn|<”‘”‘f) (mit Holder)
n
-1
= (Ibell, + 1y, ) the+ y157",

da(p-1)g=pundl/qg=(p-1)/pist. O

Die Eigenschaften ||Ax||, = |4] [[x]|, und [|x||, =0 <= x = 0 sind Klar, also ist £” ein
normierter Raum fiir 1 < p < oco.
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Satz4.4.3. (7 (1 < p < o) istvollstindig.

Beweis. Analog zu Satz 4.1.2 und Satz 4.1.8 — Ubung! O

Folgerung 4.4.4. (> mit dem inneren Produkt

[ee]

(x.y) = ZX Vi
j=1
ist ein Hilbertraum.

Wir widmen uns nun Raumen integrierbarer Funktionen. Dazu setzen wir

LYR) = (LRI, NI 1=/|f()€)|dx-

Das ist kein normierter Raum, denn || f||; = 0 bedeutet f = O fast iiberall, aber eben nicht
unbedingt iiberall — damit ist || f||; nur eine sogenannte Halbnorm. Um daraus eine Norm
zu erhalten, identifizieren wir Funktionen, die fast tiberall gleich sind, und setzen

[f] :={g € L'(R) | g = f fast iiberall}.
Wir sehen also [ f] als ein einziges Element an. Somit setzen wir

L'®R)={[f11 feL'®} AN =71

und erhalten einen normierten Raum. Man unterscheidet in der Praxis nicht wirklich
zwischen £! und L', muss aber , = gegebenenfalls als ,,= fast iiberall” lesen und damit
leben, dass man Elemente von L!'(R) zwar integrieren, aber im Allgemeinen nicht in
einem Punkt auswerten kann. Analog setzt man

LP(R) :={f: R — K| f messbar, |f|” € L(R)}

und

LP®) =11 fe LR}, I, = ( / Ifl”)l/p
sowie
LYR) == {f: R — K| f messbar, 3C > 0 : | f(x)| < C . ii.}
und
L2®) = {[f]1 f € LoR)},  I[f]le = inf(C >0 [f ()| < CF. i)
LP(R) ist ein normierter Raum und die Norm von L2(R) kommt vom inneren Produkt
o= [ fweta
Diese Raume kann man genauso auf R”, n > 1 definieren.

Etwas rigoroser ausgedriickt sind die L”-Riume Quotientenrdume, d.h. (siehe Ubung)
LP(R") = LP(R")/N
mit N = {f: R" — Cmessbar | f = 0 fast iiberall} C L7 (R").

Auch hier gelten die folgenden Ungleichungen:
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Satz 4.4.5 (Holdersche Ungleichung). Seil < p <ocomitl/p+1/qg = 1. Fiir
f € LP(R) und g € LI(R) gilt dann fg € L' (R) und || fgll; < IIfIl, llgll,-

Der Beweis verlauft wie der von Satz 4.4.1, nur mit dem Integral statt der Summation.
Ebenso wie Folgerung 4.4.2 beweist man:

Satz 4.4.6 (Minkowski-Ungleichung). Fiir f,g € LP(R) mit 1 < p < oo gilt
If+gll, < IfIl, + gl

Wir kiimmern uns nun noch um die Vollstidndigkeit dieser Raume. Dazu brauchen wir ein Hilfsre-
sultat.

Fiir Folgen (a,), in K gilt bekannterweise

Z lay] <00 = Z a, konvergiert,

d.h. aus absoluter Konvergenz folgt die Konvergenz. Dies gilt analog in jedem Banachraum X,
denn setzt man fiira, € X s, =a; +...+a, und S, = ||lai|| + ...+ ||a,|| und weiBl man S, — S,
so folgt fiirn > m

Isn = smll = llan + ...+ amerll < llanll + ...+ lamsrll = S0 = Sl

also ist mit (S,) auch (s;) eine Cauchyfolge und konvergiert. Diese Eigenschaft charakterisiert
Banachriume:

Lemma 4.4.7. Ist fiir jede Folge in einem normierten Raum X, fiir welche die Reihe } ||x,||
konvergiert, auch die Reihe }’ x,, konvergent, dann ist X vollstidndig.

Beweis. — Ubung! O

Damit zeigen wir:

Satz4.4.8. LP’(R) (1 £ p < o) ist vollstindig.

Beweis. Wir beweisen nur den Fall p = 1; fiir | < p < oo verlduft der Beweis analog, fiir p = oo
etwas anders.

Um Lemma 4.4.7 anwenden zu konnen, nehmen wir an, eine gegebene Folge ( f,,),, in L' (R) erfiille
S I full; < oo, und zeigen, dass 3. f;, in L' (R) konvergiert.

1. Schritt: Setzen wir g, := X;_; | fx|, dann ist fgn <K = 220:1/ Ifil = 2e; Wfkllp < oo,
also ist nach dem Satz von der monotonen Konvergenz ;7" , | fi| fast iiberall konvergent und

integrierbar mit / Slfel =2 f | fil-

2. Schritt: Mit h,, 1= 37, fi ist

n oo
[hnl < 3" 1l < > il < oo fast iiberall,
k=1

k=1 =
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da X', | fx| nach dem 1. Schritt integrierbar ist. Da eine absolut konvergente Reihe konvergiert,
konvergiert auch ) fj fast liberall gegen eine Funktion f, und nach dem Satz von der majorisierten

Konvergenz ist 3, fx integrierbar (mit / >fe=2 f ).

3. Schritt: Wir sehen wie im ersten Schritt

/‘f—gfk <[ EDS [1al=0 now,

k=n+1 k=n+1
d.h. 3 f, konvergiert in L' (R) gegen f. |

Bemerkung 4.4.9. L' enthiilt integrierbare Funktionen und beschreibt GroBen mit endli-
cher Gesamtmenge, z.B. eine Massendichte oder Ladungsdichte, oder auch Wahrschein-
lichkeitsdichten. L? ist grundlegend fiir die Quantenmechanik; die physikalische Energie
eines Systems wird oft in L? beschrieben. L® wiederum enthilt beschrinkte GroRen,
etwas eine Temperaturverteilung oder ein Geschwindigkeitsfeld. Die £-Riume sind die
diskrete Version davon.

4.5 Orthogonalitit

Definition 4.5.1.  Sei X ein Prihilbertraum.
» Zwei Elemente x, y € X heillen orthogonal zueinander, wenn

(x,y)=0

gilt; wir schreiben dafiir x L y.

» Zwei Teilmengen A, B C X heillen orthogonal, wenn x L y fiir alle x € A und
y € B gilt.

» Die Menge A+ := {y € X | x L y Vx € A} heiBt orthogonales Komplement von
A.

Wir halten ein paar einfache, aber wichtige Eigenschaften des orthogonalen Komplementes
fest. Dabei bezeichnen wir fiir eine Teilmenge A C X ihre lineare Hiille mit span A.

Lemma 4.5.2. Fiir eine Teilmenge A C X eines Prihilbertraumes X gilt:

Hxly = llx|? + ||y||2 =||lx +y||2 (Satz des Pythagoras) .
(ii) A* ist abgeschlossener Unterraum von X.
(iii) A € (AH)*.
(iv) At = At = (spanA)*.
(v) {0}* = X und X+ = {0}.

Beweis. (1) erhilt man direkt aus der Definition durch Einsetzen.

(i1) Nach Lemma 1.2.6 (viii) und Satz 1.3.6 miissen wir fiir die Abgeschlossenheit zeigen,
dass fiir jede konvergente Folge (x,), in A+ auch der Grenzwert x = lim,_ x, in
A~ liegt. Fiir alle y € A gilt wegen der Stetigkeit des Skalarproduktes aber (x,y) =
(limy, 0 Xy, y) = limy, 00 {(xp, y) = 0, also ist x € A*+. Sind x,y € A+ und @, 8 € K, dann
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gilt fiir alle z € A auch (ax + By, z) = a(x,z) + B(y,z) =0, d.h. ax + By € A+, und A+
ist linearer Unterraum.

(ii1) ist klar aus der Definition.
(iv) Die Inklusionen (spanA)* C A+ C A* sind trivial, denn es gilt A C A C spanA.
Ist umgekehrt x € A+ und y € spanA, dann gibt es y,, € span A mit y, — y und
. y) = lim (x, y») =0
fiir alle solchen y, also ist x € (SpanA)*.

(v) Esist x L O fiir alle x € X; gilt andererseits x L X dann auch x L x und somit
(x,x) = |Ix]* =0, dh. x = 0. O

Wir haben in Definition 2.9.5 den Abstand eines Elementes x € X zu einer nichtleeren
Menge A C X als

dist(x, A) = inf ||x — y||
YEA

definiert. Ob es ein y € A gibt, das diesen Abstand realisiert, d.h. fiir welches dist(x, A) =
llx — y|| gilt, und wie man diese Bestapproximation y gegebenenfalls findet, ist von fun-
damentaler Bedeutung und untersuchen wir im Folgenden genauer. Als Motivation halte
man sich vor Augen, dass man in vielen Situationen Elemente x eines Funktionenraumes
X durch Elemente y eines Unterraumes A, die in irgendeiner Form einfacher zu handhaben
sind, approximieren will, und zwar moglichst gut, d.h. mit moglichst kleinem Abstand

e = ylI.

Damit die Bestapproximation eindeutig ist, muss man sich auf konvexe Mengen be-
schranken:

Definition 4.5.3. Sei X ein Vektorraum. Eine Teilmenge M C X heil3t konvex, wenn
sie mit zwei Punkten x, y € M auch die Verbindungsstrecke {tx + (1 —¢)y |t € [0, 1]}
enthilt.!

Fiir die Existenz der Bestapproximation geniigt die Vollstandigkeit der Teilmenge:

Satz 4.5.4. Ist X ein Prdhilbertraum und M + O eine vollstindige, konvexe Teil-
menge, dann gibt es fiir jedes x € X ein eindeutiges y € M mit ||x — y|| = dist(x, M).

Beweis. Zur Existenz: nach Definition der Distanz dist(x, M) als Infimum gibt es eine
Folge (y,), in M mit 6, — 6, wobei wir 6, := ||x — y,|| und ¢ := infyep ||x — F|| setzen.
Um zu zeigen, dass (y,), eine Cauchyfolge ist, setzen wir v,, := y, —x. Dannist ||v,|| = d,
und, da M konvex ist und damit (y, + y,,)/2 in M liegt,

s 05

v +vmll = llyn + ym = 2x]| = 2

!'Der Begriff einer ,.konkaven Menge* ist nicht iiblich.
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AuBerdem ist nach der Parallelogrammgleichung (4.8)
1y = yll® = i = vinll* = =[lva + vl +2(01vall* +11vnl?) < =(26)> +2(63+63,).

Da 6, — ¢ konvergiert, ist (y,), eine Cauchyfolge, konvergiert also gegen ein Element
y € M. Nach Definition von ¢ ist einerseits ||x — y|| > §, andererseits gilt

e = yIl < llx = yall + llyn = yll = 6n + llyn = ¥l = 0,

was ||x — y|| = 6 bedeutet.
Zur Eindeutigkeit: angenommen fiir y, yo € M gilte
llx =yl = [lx = yoll = 6.
Nach der Parallelogrammgleichung ist
1y = yoll> = II(y = x) = (vo = 0)II
=2ly = x[1> +2llyo = x> = lI(y = %) + (vo = 0)II”
=267 + 282 - 4”% - tz
< 26% +26% - 467 =0,
woraus yg = y folgt. O

Ist die konvexe Menge M in Satz 4.5.4 ein vollstandiger linearer Teilraum, kann man mehr
sagen:

Satz 4.5.5. Sei (X, (-,-)) ein Prdhilbertraum, Y C X ein vollstindiger linearer
Teilraum und x € X. Fiir y € Y gilt dann:

[x —y|| =dist(x,Y) & x—-y LY.

Beweis. Sei zuerst y € Y mit ||x — y|| = dist(x,Y). Fiir jedes z € Y gilt wegen y+z €Y

Ix=ylI* < e =+ DI* = 1(x = y) = 2lI* = lIx = y|I* = 2Re(x -y, 2) + 2]
— 2Re(x - y,z) < ||lz]> (ohne Re falls K = R).
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Schreiben wir {(x — y,z) = re mit » > 0 und @ € [0, 27) und ersetzen z durch te'?z mit
t > 0 (bzw. zr falls K = R), so folgt

2Re(x — y,1e'%2) = 2tr < £2||z||> bzw. 2(x — y, £t2).

Division durch # und Grenziibergang ¢+ — O ergibt r = Ound damitx —y L z.Daz €Y
beliebig war, istx —y LY.

Sei umgekehrty € Y mitx —y L Y. Firjedesz € Yistx—y Ly —z,

e =z = 11(x =) + = DI = e = yIP + lly = 2l = llx = yII?

und somit ||x — y|| = dist(x,Y). O

Die Zuordnung x — y von Satz 4.5.4 definiert eine Funktion P: X — Y mit folgenden
Eigenschaften:

Satz 4.5.6. Sei Y vollstindiger linearer Teilraum eines Prdhilbertraumes X, x € X
und Px der eindeutige Vektor in Y mit x — Px L Y. Dann gilt:
(i) P ist ein linearer Operator auf X.
(ii) ||Px|| < ||x|| (d.h. P ist beschrdnkt mit ||P|| < 1).
(iii) P o P = P (d.h. P ist idempotent).
(iv) Kern P =Y+ und BildP =Y.
FiirY # {0} ist || P|| = 1.

Beweis. (i) Sind x;,x, € X und a1,a; € K, so gilt fiiralley € Y
((a1x1 + @2x2) — (@1 Px1 + a2Px2),y) = a1{x1 — Px1,y) + a2{x2 — Px2,y) = 0.
Nach Satz 4.5.5 ist P(alxl + a’Q)CQ) = a1 Px; + ax Px,.

(ii) Fiir x € X gilt x = (x — Px) + Px mit Px € Y und x — Px € Y+, also ||x]|? =
llx = Px||* + || Px||> > || Px]|*.

(iii) Fiir y € Y ist Py = y. Fiir x € X ist Px € Y, also P>x = P(Px) = Px.

(iv) Ist Px = 0 dann ist x = x — Px € Y. Ist umgekehrt x € Y+, dann ist O der eindeutige
VektorinY mitx —0=x LY, alsoist Px = 0. Bild P =Y ist klar. O

Definition 4.5.7.  Ist Y ein vollstindiger linearer Teilraum von X und P die lineare
Abbildung aus Satz 4.5.6, dann hei3t P Orthogonalprojektion von X auf Y.

Gelegentlich (oder wenn man Orthogonalprojektionen auf verschiedene Unterrdume be-
trachtet) schreibt man Py statt P. Fiir x € X gilt

x—(Id=Py)x =Pyx €Y C (Y14,

oder anders gesagt:
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Die Orthogonalprojektion P(x) von x = (-1, 3) auf den Unterraum span(1,2) von R.

4 .
.\
X - ~
21w
4 2 2 4
-2+
_4 4

Folgerung 4.5.8. Ist Y+ vollstindig, dann ist 1d — Py die Orthogonalprojektion von X auf
Y+

Die Orthogonalprojektion zerlegt einen Hilbertraum in folgendem Sinne:

Definition 4.5.9. Ein Vektorraum X heil3t direkte Summe zweier Teilrdume Y, Z,
wenn jeder Vektor x € X eine eindeutige Darstellung

xX=y+z mityeVY, zeZ (4.10)

hat. Wir schreiben dann X = Y & Z. Z heilit algebraisches Komplement von Y und
umgekehrt; ¥ und Z heiBlen zueinander komplementdir.

Folgerung 4.5.10. Ist Y vollstindiger linearer Teilraum eines Prihilbertraumes H, dann
ist

H=YoVY",

Insbesondere gilt dies, wenn H ein Hilbertraum und Y ein abgeschlossener Teilraum
davon ist. Ein Spezialfall sind endlichdimensionale Teilrdume, denn diese sind immer
abgeschlossen.

Lemma 4.5.11. Ist H ein Hilbertraum und U C H ein Teilraum, dann gilt
U=(U"".
Beweis. Wir verwenden, dass U+ = U+ gilt (Lemma 4.5.2 (iv)). Die Inklusion U € (U+)*

ist klar. Ist umgekehrt x € (U*)*, konnen wir x als x = xo + yp mit xo € U und
yo € (U)* = U+ schreiben, und aus

0 = (x,y0) = (X0, ¥0) + {(vo, Yo) = [lyoll*

folgt yo = 0, alsox = xo € U. m
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4.6 Orthonormale Mengen und Folgen

Sei H ab nun ein Hilbertraum; einige der folgenden Ergebnisse gelten auch in Prihilbert-
raumen, aber in dieser Allgemeinheit brauchen wir sie nicht.

Definition 4.6.1.
» Eine Teilmenge S C H heilit Orthonormalsystem, wenn ||x|| = 1 fiir alle x € S

und (x,y) =0 fiirx,y € §, x # y gilt.
» Ein Orthonormalsystem S heilit Orthonormalbasis, falls

S C T, T Orthonormalsystem — T =S,

d.h. wenn S in keinem echt groeren Orthonormalsystem enthalten ist.
» Ein Orthonormalsystem, das eine Orthonormalbasis bildet, heif3t auch vollstindig.

Falls Y endlichdimensional ist, lasst sich die Bestapproximation von Satz 4.5.5 einfach
berechnen.

Satz 4.6.2. Sei {uy,...,u,} ein Orthonormalsystem in H und P die Projektion auf
den Teilraum Y = span{uy, ..., u,}. Dann ist
n
Px = Z(x, udu;  VxeH. 4.11)
i=1

Beweis. Seixg := X, {x, u;)u;. Dann ist
n n
(x - Z(x, Ui, uj) = (X, u;) — Z(x, ui){uj,uj) =0 Vi=1...n,
i=1 i=1

also auch x — xp L Y da jedes Element in Y eine Linearkombination der u; ist. O

Beginnt man mit einer Menge von Vektoren, die nur linear unabhingig sind, aber nicht
unbedingt ein Orthonormalsystem bilden, hilft einem folgendes Verfahren weiter:

Satz 4.6.3 (Gram-Schmidt’sches Orthonormierungsverfahren). Sei {x1,x7,...} ei-
ne endliche oder abzdihlbare linear unabhdingige Teilmenge eines Prdhilbertraumes H.

Dann gibt es ein Orthonormalsystem {uy,u,, . ..}, sodass

span{xy,x2,...,X,} =span{uy,uz,...,u,} Vn,

d.h. die jeweils ersten n Elemente spannen denselben Vektorraum auf.

Beweis. Wir setzen uy = x1/||x1]|; ist {u1, ..., ur_1} schon definiert, setzen wir

k-1
Tk = Xp — Z(Xk, upu;.
=1
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Da die x; linear unabhingig sind, ist zx # O und uy = zi/||zx|| hat Norm 1 und
erfillt(zr, uy) = (X, Uy) — Z;:ll X, up)y{up, uy,y = 0 fiir m < k. Aus der Definition
ergibt sich die Gleichheit der linearen Hiillen. O

Das Gram-Schmidt-Verfahren ist zwar praktisch, wenn man eine explizite Orthonormal-
basis braucht, aber die Berechung der Orthogonalprojektion geht direkter:

Satz 4.64. Sei {vi,...,v,} eine linear unabhingige Teilmenge eines
Prdahilbertraumes H und P die Projektion auf Y = span{vy,...,v,}. Fiir x € H gilt

n

Px = Zajvj,

j=1
wobei die Koeffizienten ay, .. ., a, die eindeutige Losung des linearen Gleichungssys-
tems

n

Zaj<vj’vi>:<)€,vi> i=1,...,n

j=1

sind.

Beweis. Da Px € Y ist, gibt es eindeutig bestimmte Koeffizienten ay, ..., a, mit Px =
2i_yajvj. Wegen x — Px LY gilt insbesondere

0= <x—iajvj,v,-> =(x,v;) —iaj(vj,v,-)

J=1 J=1

furallei=1,...,n. O

Bemerkung 4.6.5. Die Matrix G = ({v;,v;))i j=1... heiBt Gram’sche Matrix; im Glei-
chungssystem steht die Matrix G*, also die transponiert-konjugierte Matrix; wegen (v;, v;) =
(vj,v;) spielt die Transposition keine Rolle, und ist man in einem reellen Hilbertraum
dndert auch die Komplexkonjugation nichts.

Die Frage ist nun, ob man eine zu (4.11) analoge Darstellung auch mit unendlichen
Orthonormalsystemen finden kann. Dazu sammeln wir ein paar Ergebnisse, zuerst fiir
abzidhlbare Orthonormalsysteme.

Satz 4.6.6 (Besselsche Ungleichung). Ist {e, : n € N} ein Orthonormalsystem in
H und x € H, dann gilt

D el < lxl. 4.12)
n=1

In anderen Worten: die Koeffizientenfolge ({x, e,,)), liegt in £2.
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Beweis. Fiir N € N setzen wir xy = x — ZnN=1<x, epyep. Dann giltxy L e, fiirn=1...N
und aus dem Satz von Pythagoras folgt

N
Z(x, en)en
n=1

und damit fiir N — oo die Behauptung. |

2 2
[l = [lxw [ +

2 N N
2 2 2
=l + > e = > [ e
n=1 n=1

Aus der Holderschen Ungleichung und der Besselschen Ungleichung sieht man sofort:

Lemma 4.6.7. Sei {e,, : n € N} ein Orthonormalsystem in H und x, y € H. Dann gilt

D71 en) (em ¥ < o0,
n=1

Beweis. Da ({x,e,)), und ({e,, y)), in £? liegen, ist ihr Produkt in £'. 0

Wir miissen noch kldren, wie (4.11) auf unendliche Orthonormalsysteme erweiterbar ist,
insbesondere weil das Orthonormalsystem tiberabzahlbar sein konnte. Dabei hilft folgende
Tatsache:

Lemma 4.6.8. Sei S C H ein Orthonormalsystem und x € H. Dann ist die Menge
Sy,={ee€S:{(x,e) #0}

abzihlbar.

Beweis. Nach der Besselschen Ungleichung ist jede Menge
Scn={e€S:|{x,e)| = %}, neN

endlich (da die Reihe in (4.12) sonst nicht konvergieren wiirde) und daher Sy = (U, Sy
abzahlbar (sieche Lemma 3.1.8). O

Dann miissen wir noch den richtigen Konvergenzbegriff finden:

Definition 4.6.9. Sei X ein normierter Raum, / eine unendliche Indexmenge und
x; € X fiir i € I. Die Reihe }};; x; hei3t unbedingt konvergent gegen x € X, falls

(1) Iop={i € I : x; # 0} abzéhlbar ist,

(i) fiir jede Aufzahlung Ip = {i,i>, ...} die Gleichung 3.7° | x;, = x gilt.
In diesem Fall schreiben wir

zglxa =X.

iel
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Bemerkung 4.6.10. Auch wenn / = N ist, miissen wir zwischen ;¢ x; und 3.7, x; unter-
scheiden, da sich bei bedingt konvergenten Reihen durch eine Umordnung der Grenzwert
oder sogar das Konvergenzverhalten dndern kann (d.h. die Umordnung kann divergie-
ren). In einem Banachraum ist jede absolut konvergente Reihe unbedingt konvergent, die
Umkehrung gilt aber genau in endlichdimensionalen Banachraumen.

Folgerung 4.6.11. Ist S C H ein Orthonormalsystem und x € H, dann ist ), g |{x, )|
unbedingt konvergent und es gilt

D Kx e < x|,

ecS

Beweis. Nur abzihlbar viele |{x, ¢)|* sind ungleich 0, nach der Besselschen Ungleichung
ist diese Reihe absolut konvergent, also spielt die Reihenfolge keine Rolle. O

Somit konnen wir (4.11) fiir beliebige Orthonormalsysteme studieren:

Satz 4.6.12.  Sei S C H ein Orthonormalsystem. Dann gilt:
(i) Fiir alle x € H ist ), ,.5(x, e)e unbedingt konvergent.
(ii) P: x — Y ,c5{x, e)e ist die Orthogonalprojektion auf span S.

Bemerkung 4.6.13. Die Reihe };,.¢(x, ¢)e nennt man manchmal (abstrakte) Fourierreihe
und die (x, e) (abstrakte) Fourierkoeffizienten von x in H.

Beweis. (i) Sei{e € S : (x,e) # 0} = {ey, e2,...}. Nach dem Satz von Pythagoras und
der Besselschen Ungleichung gilt, mit M > N,

M
Z <xa en>en
n=N

fir M,N — oo, also konvergiert nach dem Cauchyschen Konvergenzkriterium y :=
21 {x, en)e, in H. Fiir jede Permutation (d.h. bijektive Abbildung) 7: N — N gilt mit
demselben Argument

2 M
= > [ enl? =0
n=N

Yr = Z<X, eﬂ(n)>e7r(n) €H.

n=1

Um y = y, zu sehen, sei z € H beliebig; dann ist
(,2) = D (X en)len D) = Y (X extn)entn)» D) = (s 2)
n=1 n=1

wegen der absoluten Konvergenz dieser Reihe (Lemma 4.6.7), also ist y — y, € H*- = {0}.

(ii) Wir miissen x — Px € (spanS)* = S* zeigen, also

(x—Z(x, enyen, ey =0 Ve € S,
n=1
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wobei wieder {e1,e2,...} ={e € S| (x,e) # 0} ist. Ist e € S so, dass {x, e) = 0, dann ist
auch (e,, e) = 0 fiir alle n, da S ein Orthonormalsystem ist. Ist e € S so, dass (x, e) # 0,
d.h. e = ey, fiir ein ng, dann gilt die Behauptung auch, wie man sofort durch Einsetzen
sieht. O

Wir erreichen schlieBlich eine Charakterisierung von Orthonormalbasen:

Satz 4.6.14. Sei S € H ein Orthonormalsystem. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:
(i) S ist eine Orthonormalbasis.
(ii) Istx e Hund x L S, soistx = 0.
(iii) Es gilt H = span$.
(iv) x = Y ,e5{x, e)e fiir alle x € H.
(v) (x,y) = 2ees(x, €) (v, e) fiiralle x,y € H.
(vi) Es gilt die Parsevalsche Gleichung

el =" [x.e)? Ve H.

ecS

Beweis. (i) = (ii) Fir x # O mit x L S ware S U {x/||x||} ein groBeres Orthonormal-
system.

(i) = (iii) Es ist spanS = ((span S)*)* = (SH)+ = {0} = H.

(i11)) = (iv) gilt nach Satz 4.6.12.

(iv) = (v) gilt durch Einsetzen: (x,y) = (X (x, e)e, X (v, /) f) = X (x, e){e, y).

(V) = (vi)mitx =y.

(vi) = (i) da es sonst x mit ||x|| = 1 gidbe sodass S U {x} ein Orthonormalsystem ist,

was ) ,es |{x, e)|* = 0 hieBe. O

Es bleibt noch die Frage, unter welcher Voraussetzung es tiberhaupt eine Orthonormalbasis
gibt. Eine angenehme Klasse von Rdumen, in denen das der Fall ist, ist folgende:

Definition 4.6.15. Ein normierter Raum X heil3t separabel , wenn er eine abzéhlbare,
dichte Teilmenge M besitzt, also eine abzihlbare Menge M mit M = X.

Viele Rdume, die in der Praxis vorkommen, aber nicht alle, sind separabel. Der Raum
LP(R) ist separabel fiir 1 < p < oo, L*(R) ist nicht separabel. Der Raum C|a, b]
ist separabel, der Raum Cp,(R) der beschrinkten stetigen Funktionen auf R nicht. Die
praktische Relevanz der Separabilitit ist, dass viele Sitze, die man auch fiir nichtseparable
Réiume beweisen kann, nur in separablen Rdumen einen konstruktiven Beweis haben und
sich damit z.B. in einen numerischen Algorithmus iibersetzen lassen.
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Satz 4.6.16.  Jeder separable Prihilbertraum E +# {0} besitzt eine hochstens
abzihlbare Orthonormalbasis.

Beweis. Ist M = {xj,x2,...} dicht in E sei x,, das erste Element # 0 aus M, in-
duktiv x,, das erste Element aus M, das nicht in span{x,,x,,,...,x,,_,} liegt. Dann
ist {x,,,Xp,, ...} linear unabhingig und die lineare Hiille davon ist dicht in E. Wen-
det man darauf das Gram-Schmidtsche Verfahren an, erhélt man ein Orthonormalsystem
{uy,un, ...} dessen lineare Hiille auch dicht in E ist. Fiir jedes x € E gibt es eine Folge
Yn — X mit

my

Yn = Z apjUj
j=1
wobei m; < my < ... ist. Esist
2 2
my my my
2 2 2
0 < lxI? = > [ up| =l = > erupull < fox= > anjujll = 1llx = yall®,
j=1 j=1 j=1

wobei wir verwendet haben, dass Z;l”l (x,uj)u; die Bestapproximation an x in der linearen

Hiille span{ui,...,uy,} ist; fir n — oo gilt also Z?:"] (x, uj>| — ||x||*. Die Reihe
. 2 . o oo 2 . .
ijl |(x, uj)| konvergiert, also gilt ijl |(x, uj)| = ||x||* und damit ist {u;, us, ...} eine
Orthonormalbasis. O

Satz 4.6.17. Sei H ein unendlichdimensionaler Hilbertraum. Dann sind dquivalent:

(i) H ist separabel.
(ii) Alle Orthonormalbasen von H sind abzdihlbar.
(iii) H besitzt eine abzdhlbare Orthonormalbasis.

Beweis. (i) = (ii): Sei H separabel und S eine Orthonormalbasis von H. Es gilt |le — f|| = V2
fiir alle e # f, e, f € S. Angenommen A ist eine abzédhlbare dichte Teilmenge von H, dann gilt
Uxea Bij2(x) 2 A = H, denn nach Definition des Abschlusses ist fiir jedes xo € A die Menge
Bia(xo) N A # 0, es gibt also ein x € A mit ||x —xo|| < 1/2 oder xo € Bjy/2(x). Somit ist
Uxea Bi12(x) = H. Nun kann jedes By/2(x), x € A hochstens ein Element von S enthalten, da fiir
a,b € By);(x) wegen der Dreiecksungleichung ||a — b|| < 1 gelten muss. Dies heilit H kann nur
abzihlbar viele Elemente von S enthalten, S kann also nicht iiberabzihlbar sein.

(il)) = (iii) ist klar, wenn wir wissen dass es tiberhaupt eine Orthonormalbasis gibt. Dies folgt
aus dem Lemma von Zorn, im Wesentlichen ein Axiom der Mengenlehre, das wir hier nicht weiter
behandeln wollen. Mit seiner Hilfe kann man beweisen, dass jeder Vektorraum eine Basis hat, und
mit dem selben Argument zeigt man, dass jeder Hilbertraum eine Orthonormalbasis hat.

(iii)) = (1) folgt aus Satz 4.6.14 (iii), wenn man die abzihlbare dichte Teilmenge aus span$
konstruiert, indem man Linearkombinationen mit rationalen Koeffizienten betrachtet. |

Wir zeigen zuletzt noch, dass alle unendlichdimensionalen separablen Hilbertraume im
wesentlichen gleich sind:
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Satz 4.6.18.  Jeder unendlichdimensionale separable Hilbertraum H ist isometrisch
isomorph zu €2, d.h. es gibt einen Vektorraumisomorphismus T: H — €% mit ||Tx||, =
||x|| und damit auch {Tx,Ty) = {(x, y).

Beweis. Fiirx € H giltx = 3,7 ,(x, e,)e, und lIx||? = 2oy 1, en)|?. Setzen wir Tx :=
({x, ex))nen € €2, dann gilt also ||Tx]||, = ||x]||. Es bleibt zu zeigen, dass T surjektiv ist.
Fiir x = (x,,), € €% ist hI Ix,|* < oo, woraus die Konvergenz von 3° | x,e, in H wie im
Beweis von Satz 4.6.12 (i) aus der Gleichung

M 2 M

_ 2
D xen| = > Il
n=N

n=N
folgt. O

4.7 Fourieranalysis

Die Fourieranalysis ist eine Methode, um periodische Vorgiinge als Uberlagerung von
Sinus- und Cosinus-Schwingungen darzustellen. Sie ist heute ein unverzichtbarer Bestand-
teil vieler Anwendungen in Industrie und Technik. Wir fiihren anhand zweier Beispiele
auf ihre wesentlichen Eigenschaften hin.

Motivation: AM-Radio

Der Mittelwellenfunk, d.h. Rundfunk im Frequenzbereich 526,5-1606,5 kHz, verwendet
Amplitudenmodulation, um ein Signal mittels einer Tragerschwingung zu iibertragen.
Wihrend die Triagerschwingung eine feste Frequenz hat, verdndert das zu iibertragende
Signal die Amplitude dieser Tragerschwingung.

f@) = f@) + fo(0) +...+ fn(1)
~—— —— —— ——
Empfianger Sender 1 Sender 2 Sender N

» Sender 1: 576 kHz, Radio Horizont, Bulgarien

» Sender 2: 1485 kHz, Funklust, Erlangen

» Sender 3: 585 kHz, 01/02, Wien. Wellenlinge = Lichtgeschwindigkeit / Frequenz
~ 512 m; Masthohe: 512/2 = 256 m, denn Resonanz tritt ein, wenn die Linge des
Dipols der halben Wellenlange entspricht. Leistung 600 kW, dadurch auch im Osten
hinter dem eisernen Vorhang empfangbar. Bis 1995 in Betrieb, 1999 fiir 3 Monate
(Zerfall Ex-Jugoslawiens).

Wie berechnet man f;(¢) aus f(¢)?
Grundlage: f;(¢) ~ sin(w;t), z.B. beim dritten Sender mit Frequenz 585 kHz.

Sender i kann Signale der Form g;(7) sin(w;?) senden, wobei wir g; so wihlen:

gi(t) € span{sin(nt), cos(nt) :n e Nyn < M}
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N M
= f(1) = Z Z(aif cos(jt) + Bij sin(jt)) sin(w;?)

i=1 j=1
mit M < w; (— Bandbreite).

Lemma 4.7.1. Es gilt fiir k,/ € N

/ﬂ sin(kx) cos(lx) dx = 0,

/4

/ sin(kx) sin(lx) dx = 7y,

7
oy k,[>0

[ﬂ cos(kx) cos(lx) dx = {27‘( f—l0.

T

Wir verwenden dafiir die Additionstheoreme

1

sin A cos B = E(sin(A — B) +sin(A + B)),
1

cos Acos B = E(COS(A — B) +cos(A + B)),

1
sin Asin B = i(cos(A — B) — cos(A + B)).

Das 1. Integral berechnet sich als
T 1 T
/ sin(kx) cos(lx) dx = 3 / (sin((k — 1)x) +sin((k +1)x)) dx = 0,
- -

da der Integrand eine ungerade Funktion ist; analog sieht man die anderen Identitdten. Mit
den Additionstheoremen erhalten wir auch

N M B
foy=>> [%(sin((wi +)1) +sin((w; = /)1)

i=1 j=1
Bij : '
" T(COS((M — j)t) = cos((w; + j)1))

Die Koeflizienten a;;, B;; lassen sich also zurlickgewinnen durch
2 Ve
2 [ r@sinn+ i ar =ag.
T J-n
2 /e
- / f(#) cos((w; — j)t) di = Bi;

Und wir sehen:

|l M

2 . . , . o
()= 2 | D (sin((@r-+ ) cos(jo) + cos((@r = ) sin() | )
-\
Es lassen sich also Signale der Form
M

Z(%’j cos(jt) + f;j sin(jt))

J=1

aus f () rekonstruieren.
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Motivation: Warmeleitungsgleichung

Wir modellieren die Temperaturverteilung f (¢, x) zur Zeit ¢ an der Stelle x eines unendlich
langen, diinnen, isolierten Stabes folgendermaBen: die Anderung der in einem Abschnitt
[a, b] gespeicherten Wiarmeenergie ist das, was an den Enden x = ¢ und x = b an Warme
hinein- bzw. hinausflie8t. Nach dem Fourierschen Gesetz der Warmeiibertragung ist dieser
Fluss proportional zum Temperaturgradienten 0, f (¢, x), damit erhalten wir

d rb d d b g2
E/a f(t,x)dxza—it(t,b)—a—i(t,a):/a a—x];(t,x)dx

wobei wir die Einheiten so gewéhlt haben, dass keine Konstanten auftreten (Temperatur-
leitfahigkeit des Materials = 1). Da dies auf allen Intervallen [a, b] gilt, erhalten wir die
partielle Differentialgleichung

8tf - ax)cf =0.

Um diese Gleichung zu 16sen, verwenden wir einen Separationsansatz:

X'(x) _T'(1) _

f10) =T(X(x) = T'OX(0) =TOX" () = = T

const.

Dies gibt uns zwei gewohnliche Differentialgleichungen

X"(x)+cX(x) =0,
T'(1) +cT (1) = 0.

Je nach Randbedingung bekommen wir Losungen fiir die erste Gleichung, z.B.
X, (x) = sin (?x) = sin(\//l—nx)

mit A, = n’z*/I?, wenn wir die Gleichung auf dem Intervall [0, /] betrachten und die
Temperatur am Rand X (0) = X (/) = 0 sein soll. Damit 16sen wir die andere Gleichung zu

T,(t) = e M.
Somit ist die Funktion
”n(t,x) = Xn(x)Tn(t)

eine Losung der Differentialgleichung, und auch alle Linearkombinationen von Funktionen
dieser Bauart. Kann man die Anfangsbedingung u(0, x) als so eine Summe darstellen,
wissen wir, wie sich jeder Summand unter der Warmeleitungsgleichung verhilt, und wir
konnen eine Losungsformel fiir f(z,x) hinschreiben. Die Randbedingungen sagen uns,
wie wir die ,,Eigenwerte* A, wihlen miissen.

Die Frage ist nun, welche Anfangsbedingungen sich als trigonometrische Reihe darstellen
lassen.
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Der Raum L?[-n, 7]

Fiir beliebige reelle Intervalle I definieren wir

LX) = {f: I — Kmessbar‘ /|f(x)|2dx < oo}
I

mit Halbnorm bzw. innerem Produkt

1/2
£l = ( Jirer dx) L= [ e
Diese Halbnorm wird zur Norm auf dem Quotientenraum

LX()=L*/N={f+N|feLXD}, N={feL*(I)|f=0fi}

Wir haben den Raum K nicht spezifiziert, da einerseits die meisten Ergebnisse fiir K = C
und K = R gleichermallen gelten, sowohl in Formulierung als auch Beweis, andererseits
da die komplexwertigen Funktionen natiirlich die reellwertigen umfassen. Wo es doch
einen Unterschied macht, schreiben wir gegebenenfalls L2 (/) fiir K = C und L3 (1) fiir
K = R. So ist etwa jede Orthonormalbasis von L%R(I ) auch eine Orthonormalbasis von
Lé(l ) (da man im zweiten Raum auch komplexe Linearkombinationen bilden kann und
damit Real- und Imaginérteil einer Funktion darstellen), aber nicht umgekehrt.

Will man Funktionen durch trigonometrische Polynome darstellen, ist klar, dass dies nur
fiir periodische Funktionen funktionieren kann. Wir legen uns dafiir auf das Intervall 7 =
[—m, ) fest und identifizieren gegebenenfalls Funktionen auf / mit ihrer 27-periodischen
Fortsetzung. Die Resultate, die folgen, lassen sich durch eine geeignete Skalierung auch
auf andere Intervalle / bzw. Periodenlangen umlegen.

Lemma 4.7.1 deutet auf ein Orthonormalsystem in L?[—x, 7] hin. Wir formulieren das
gleich auch fiir den komplexen Fall:

Satz 4.7.2.
» Die Menge

{\/%}U{%cosnx:neN}U{%sinnx:neN} 4.13)

ist ein Orthonormalsystem in LI%& [—n, ], und damit auch in Lé [-m, 7].
» Die Menge

{\/%_ﬂei"x ‘ne Z} (4.14)

ist ein Orthonormalsystem in Lé [—m, x].

Beweis. Der erste Teil wurde oben schon bewiesen. Den zweiten sieht man, wegen e’*™ =
(=), fiir n # m aus

i(n—-m)x | n—m m-n
/ﬂeinxeimdx — /ﬂei(n—m)xdx _ ell )x _ (-1 - (-1 -0
- - i(n—m)|_, i(n—m)
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und fiir n = m direkt aus /_7; dx = 2. ]

Definition 4.7.3. Sei f: [-m, m) — K integrierbar. Die formale” Reihe

(o) (o]
ag . .
> + Z(an cosnx + b, sinnx) bzw. Z cre™*

n=1 k=—c0

mit den Fourierkoeffizienten

1 [r” 1 [r”
a, = —/ f(t)cosntdt, b, := —/ f(¢) sinnt dt
T J_n TJ-n

bzw.

1 d ;
Y
2 J_x

heillt Fourierreihe von f.

Bemerkung 4.7.4. Die Aufteilung der Konstanten in Definition 4.7.3 ist historisch be-
dingt und entspricht nicht ganz der Darstellung x = };,c¢(x, e)e von Satz 4.6.14, da der
Normierungsfakter der Basiselemente in die Koeflizienten gesteckt wird.

Es driingt sich unmittelbar die Frage auf, ob diese Orthonormalsysteme in L*[-r, 7]
vollstiandig, d.h. Orthonormalbasen sind. Wir werden zuerst diese Frage positiv beantwor-
ten, und dann noch die Frage diskutieren, unter welchen Voraussetzungen wir stirkere
Konvergenzeigenschaften (punktweise oder gleichméaBige) haben.

Nach Satz 4.6.14 ist ein Orthonormalsystem genau dann eine Orthonormalbasis, wenn
seine lineare Hiille dicht liegt. Die lineare Hiille von (4.14) besteht gerade aus den trigo-
nometrischen Polynomen, sodass nur

trigonometrische Polynome liegen dicht in L?[-r, 7] (4.15)

zu zeigen bleibt; da (4.13) und (4.14) dieselbe lineare Hiille besitzen, folgt die Behauptung
dann fiir beide Systeme gleichzeitig.

Wir niitzen aus, dass die stetigen, 27-periodisch fortsetzbaren Funktionen

Cor i={f € Cl-m, 7] | f(-m) = f(7)}

dicht in L?[-nx, 7] liegen: eine L>-Funktion lisst sich der Reihe nach durch eine be-
schrankte Funktion (Abschneiden, majorisierte Konvergenz), durch eine Treppenfunktion
und schlieBlich durch eine stetige Funktion mit angeglichenen Randwerten beliebig genau
in |||, approximieren.

Fiir die Approximation in Cy, verwenden wir die Cesaro-Mittel

N n N
1 i |k| i L[ i
onf(x) = NI ZOkZ cre’t™ = k_ZN(l_N+ l)cke b k=5 /_ﬂ f(r)e ™ dt,

2 Formal*“ heiBt hier dass man die Reihe ohne zwar hinschreibt, sich aber dabei keine Gedanken dariiber
macht, ob und in welchem Sinn sie iiberhaupt konvergiert.
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der Fourier-Partialsummen. Jedes o f ist ein trigonometrisches Polynom, und Einsetzen
von cy ergibt die Faltungsdarstellung

N

onf(x) :%[nf(x—t)FN(t)dt, Fy(t):= ) (1 _ _IAl )efkt’

Pt N+1

mit dem Fejér-Kern Fy. Dieser erfiillt

. (N+1)t\ 2
sin T)
>0,

L |
S 5

1
N+1

(i) Fn(t) =

(ii) L/ﬂFN(t) dr =1,
2r J_

T

(iii) sup Fy(t) < !

— — 0O fiir N — oo und jedes feste 6 € (0, ).
s<|t|<n (N +1)sin“(6/2)

Dabei folgt die geschlossene Form in (i) aus Fy = ﬁ Z,,N:() D, mit dem Dirichlet-Kern

D,(1) = X jkj<n ekt = % durch Summation einer geometrischen Reihe; (ii) liest

man am Summanden k = 0 ab, und (iii) ist eine unmittelbare Folge von (i).

Satz von Fejér. Fiir f € Co, gilt oy f — f gleichméBig. Mit (ii) ist nimlich

onf ()= ) = 5= [ (£G=0 - o) Fn(oy .

Zu g > 0 liefert die gleichméaBige Stetigkeit von fein¢d € (0,7) mit|f(x —t) — f(x)| < ¢
fiir alle x und alle |¢| < 6. Wir spalten das Integral in die Bereiche |t| < d und § < [t]| <
n: Der erste Beitrag ist nach (i) und (ii) dem Betrag nach < &, der zweite nach (iii)
hochstens 2|| f|lo SUPs<isj<x Fn (1) = 0. Also |lon f = fllo < &+ 0(1), womit on f — f
gleichmaBig folgt.

Damit ist (4.15) bewiesen: zu f € L*>[-n, 7] und & > 0 wihle zunichst 7 € Cy, mit
|f —hll, < &/2 und dann nach dem Satz von Fejér ein trigonometrisches Polynom
T =onyhmit|h-T|, <e/(2V2r). Wegen ||g||, < V27 ||g|| fiir g auf [-n, 7] folgt

E &
If =Tl < 1f = bl +V2r =Tl < S +5 =&,

und die trigonometrischen Polynome liegen dicht in L?[ -, rr].
Wir fassen zusammen:

Jedes f € L?[—n, xr] lisst sich durch eine trigonometrische Fourierreihe der Gestalt

f(x) = 70 + Z ay cos(kx) + by sin(kx)) in L*[-x, 7], (4.16)
k=1

1 T
ap = = f(x)cos(kx)dx, k=0,1,2,...

bk:—/ f(x)sin(kx)dx, k=1,2,3,...
T J-n
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darstellen, wobei ay und by die trigonometrischen Fourierkoeffizienten genannt werden.
Konvergenz der Reihe (4.16) in L?[—n, 1] bedeutet, dass

2
dx=0 (4.17)

n

% + Z(ak cos(kx) + by sin(kx)) — f(x)
k=1

Ve
lim
n— oo _r

gilt, was strikt von punktweiser Konvergenz zu unterscheiden ist. Die Parsevalsche Glei-
chung hat die Form

bis 2 ®
A= [ @R =2 (10l + 64

2
d k=1

Ist f reellwertig, kann man die Betragsstriche unter den Quadraten natiirlich weglassen.
Nach Satz 4.6.2 haben die Fourierkoeffizienten die Eigenschaft, dass damit fiir festes n
das Integral (4.17) minimal wird.

Im komplexen Fall hat man analog

(o)

fx) = Z cre’™ in L [-m, 7], (4.18)

k=—00

1 d ,
Ck = —/ f(x)e ™ * dx, k ez,
2r J_,

N 1 [ 1
) leil =52 [ 1P ar = 1B
k=—o00 T J-n T

Im Folgenden nennen wir eine Funktion f: [-m, 1) — R stiickweise stetig, wenn es
Punkte -7 = yg < y; < ... < yy = & gibt, sodass die einseitigen Grenzwerte f(y;+) fiir
i=0,...,N—1und f(y;—) fiiri = 1,..., N existieren und die Funktion

fit)  x=y
fitx) =1 f(x) Vi <X < Yigl
fQir1=) x=yin
fiiri =0,...,N — 1 stetig ist, und stiickweise stetig differenzierbar wenn dariiber hinaus

/i sogar stetig differenzierbar ist, wobei an den Randpunken die einseitige Ableitung
genommen wird.

Satz4.7.5.  Sei f: R — R 2n-periodisch und stiickweise stetig differenzierbar. Dann
gilt fiir alle x € R

n
lim 2 4 Z(ak cos kx + by sinkx) =
noe 2 £

JO4) + f(x-)
> ;

d.h. die Fourierreihe von [ konvergiert in jedem Punkt gegen das arithmetische Mittel
aus links- und rechtsseitigem Grenzwert in diesem Punkt, in Stetigkeitspunkten also
gegen den Funktionswert selbst.
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Der Beweis ist zu aufwindig. In Reichweite fiir uns ist jedoch folgendes Resultat:

Satz 4.7.6. Sei f: R — R eine 2n-periodische, differenzierbare Funktion und
die Ableitung stiickweise stetig (d.h. in den Unstetigkeitsstellen existieren links- und
rechtsseitiger Grenzwert). Dann konvergiert die trigonometrische Fourierreihe (4.16)

von [ gleichmdfig gegen f.

Beweis. Bezeichnen wir mit a,,(g) und b,(g) die Fourierkoeffizienten einer Funktion g,
dann gilt mit partieller Integration, da f und f” in L?>[-n, n] liegen,

an(f') =nby(f),  bu(f)=-nay(f)  ¥n#0,  ao(f)=0;
im ersten Fall etwa lautet die Rechnung
1 T
a1 =5 [ £ @ cos(nn)
T Jn

= lf()c) cos(nx)
n

T 1 b4
+—/ f(x) nsinnx dx
x TJg

Nach der Besselschen Ungleichung (4.12) bilden die Fourierkoeffizienten von f” eine
Folge in £2, was soviel heifit wie

i (nzan(f)2 +n2bn(f)2) < 00,

n=1

Nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung (also Satz 4.4.1 fiir p = g = 2) gilt

Me

n=1 n

%\/nzan(f)z + nzbn(f)z < J . (nzan(f)z + nzbn(f)z) : J Z %,

n=1 n

also konvergiert die linke Seite, und mit der Ungleichung |a| + || < 2+/a? + 82 folgt

|ao ()
2

+ > (lan(H+1ba(H]) < 0.
n=1

Nach dem Majorantenkriterium fiir Funktionenreihen folgt dann, dass

o0

+ Z(an(f) cos nx + b, (f) sin nx)

n=1

ao(f)
2

gleichmaBig konvergiert. Nach Satz 4.7.5 konvergiert die Fourierreihe punktweise gegen
f, d.h. der gleichmiBige Limes der Fourierreihe muss auch f sein. O

Wir haben hier Differenzierbarkeit mit dem Abklingverhalten der Fourierkoeffizienten in
Verbindung gebracht. Allgemeiner gilt:
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Lemma 4.7.7. Sei m € Ny und seien a € R sowie Folgen (a;)nen, (by)nen mit

(o)

D" 0" (Jan] + bal) < oo,

n=1
Dann definiert die trigonometrische Reihe

(o)

u(x) = % + Z(an cos(nx) + by, sin(nx))

n=1

eine 2m-periodische m-mal stetig differenzierbare Funktion auf R, also insbesondere auf
[-n,m]. Fir k = 0,...,m darf man die Reihe k-mal gliedweise differenzieren und die
entstehende Reihe konvergiert gleichmiBig auf R.

Beweis. Firk € {0,...,m}undn > 1 gilt

k

d
‘@ cos(nx)| < nF, ok sin(nx)| < n* (x € R).

Da n* < n™ folgt aus der Voraussetzung

i sup
=1

x€ER

[ee)

< 3 " (Jan| + bal) < .

n=1

(ay cos(nx) + b, sin(nx))

Nach dem WeierstraBschen Majorantenkriterium konvergieren also die gliedweise k-mal
abgeleiteten Reihen fiir alle k = 0,...,m gleichmaBig auf R. Ihre Summen sind da-
her stetig und 2r-periodisch.Nach dem Satz {iber gliedweises Differenzieren von Funk-
tionenreihen aus Analysis I darf daher gliedweise differenziert werden. Induktion iiber
k=0,...,m—1 liefert die Behauptung. O

Auf einem beliebigen Intervall [a, b] ist

1 2 2 2 2
{m}u{ b_asin(b_ﬂakx), - cos(b_ﬂ kx):keN}

eine Orthonormalbasis von L?[a, b] und die entsprechenden Formeln lauten

(o)

2 2
f(x) = % Z(akcos(b_ﬂakx)+bksin(b_ﬂakx)) in L*[a, b],

:—/ f(x)cos(
bk:f/ f(x)sin(

= [ )|dx—'a°' e S a4 i),

k=1

) kENo,

)dx k eN,
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beziehungsweise, mit der Orthonormalbasis

I onke/(b-a) }
2k (b=a) | e 7
{Vb—a

im komplexen Fall

(o)

f@= ) e in [2]a,b),
k=—00

1 b ,
Cr = —/ f(x)e_’z’rkx/(b_“) dx, keZ,
b-alJ,

oo

St = e [P

k:—OO
Beispiel 4.7.8. Fiir f(x) = x verschwinden, da f ungerade ist, alle a; und die by sind
1 [” 1 kx)|” 1 g
by = —/ xsin(kx)dr = ~ |17 —/ cos(kx) dx
T J s m k . Tk J_;
—2n 2(-1*!
=— km) = ————.
= cos(km) .

Aus der Parsevalschen Gleichung erhilt man
1 1 [" 127°
4> —=— 2dx = -2
Z k2 n /_ﬂ o T3

und daraus die bekannte Formel

2

1 b4
25 %

(Basler Problem; Euler, 1735). Aus Satz 4.7.5 erhalten wir den punktweisen Grenzwert
dieser Fourierreihe:

‘X’ -1 k+1 - < <
2y ( k) sin kx = {x TRAST
k=1

0 x==xr

und fiir x = /2 die Formel

4.8 Sturm-Liouville-Probleme

Als Anwendung der Fourierreihenentwicklung und damit der Hilbertraumtheorie betrach-
ten wir nun eine gewisse Klasse von Differentialgleichungen, nimlich Sturm-Liouville-
Differentialgleichungen. Diese sind von der allgemeinen Form

=(p()y' () +q(x)y(x) = f(x), a<x<b
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wobei [a, b] ein reelles Intervall ist und p, g, f stetige reellwertige Funktionen mit p(x) #
0 auf [a, b] sind. Wir studieren hier nur den Spezialfall

Ly=="+y=f, a<x<hb, (4.19)
wobei die Randbedingungen verschiedene Formen annehmen konnen:

(i) y(a) = y(b) = 0 (homogene Dirichlet-Randbedingungen),
(i) y'(a) = y’(b) = 0 (homogene Neumann-Randbedingungen) oder
(iii)) y(a) = y(b) und y’(a) = y’(b) (periodische Randbedingungen).

Wir betrachten zuerst den endlichdimensionalen Fall, d.h. eine Gleichung
Ax=b

worin A eine invertierbare n X n-Matrix in R istund b € R". Ist die Matrix A symmetrisch,
dann gibt es eine Orthonormalbasis von R" aus Eigenvektoren von A, also Vektoren x; mit
Ax; = Ax; fiir gewisse Eigenwerte A; # 0. Setzt man b; = (b, x;), dann ist x = }; /li“b,-xi
eine Losung der Gleichung Ax = b, denn

Ax=A Z/l,'_lbixi = Z/li_lbiAxi = Z/li_lbi/lixi = Z bl-xi =b.

Wesentlich hierbei ist, dass A symmetrisch ist und dass O kein Eigenwert von A ist (denn
sonst wire die Losung nicht eindeutig).

Wir haben es hier mit einem Differentialoperator L zu tun, wollen aber das Skalarprodukt
von L?[a, b] verwenden. L konnen wir nur auf einem Teilraum von L?[a, b] definieren,
und dafiir nehmen wir diejenigen Funktionen aus C2[a, b], die unsere Randbedingungen
erfiillen:

(i) dom L = {f € C*[a,b] : f(a) = f(b) =0},
(i) domL = {f € C*[a,b] : f'(a) = f'(b) =0},
(iii) dom L = {f € C?[a,b] : f(a) = f(b) und f'(a) = f'(b)}.

. 2 .
Fiir unseren Operator L = —& + 1 ist

b b
[ rrememan == rweli+ [ rwg
b
—- P+ @I [ g b
und addiert man den zusétzlichen Term /a b f(x)g(x) dx auf beiden Seiten, erhilt man

b b
/ (L) (x)g(x) dv - / F)(Lg) () dx = [~f'g + f&1L.

Fiir jede Art von homogenen Randbedingungen, die wir oben eingefiihrt haben, verschwin-
den diese Randterme oder heben sich auf, es gilt also

(Lf,g)=(f.Lg) Vf,g € domL.

So ein Operator hei3t symmetrisch oder formal selbstadjungiert, und damit folgt:
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Satz 4.8.1.  Alle Eigenfunktionen von L zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogo-
nal zueinander.

Beweis. Ist Lx = Ax und Ly = uy mit A # u, beide reell, und x, y € dom L, dann ist

(A= p)x,y) = (Ax, y) = {x, py) =(Lx,y) = (x, Ly) =0 = (x,y) =0. O

Die Eigenwerte von L werden aus
Ly=1y e —y'+y=1y e y'=(1-2)y < y' =uy

bestimmt, d.h. wir setzen 4 = 1 — A. Aus der Theorie der gewohnlichen Differentialglei-
chungen weil} man:

Lemma 4.8.2. Sei I = [a,b] C R mit a < b ein abgeschlossenes Intervall, xo € I und
u € R. Der Losungsraum der Differentialgleichung

Y’ =y
ist zweidimensional. Genauer gilt:
pu>0, k=~ |y(x)=Acosh(k(x —x0)) + Bsinh(k(x — x0))
u=0 y(x) = A+ B(x — xo)
u <0, k=+=p| y(x)=Acos(k(x —xp))+ Bsin(k(x — x0)).
Dabei sind A, B € R beliebig.

Beweis. Die angegebenen Funktionen erfiillen die Differentialgleichung, wie man durch
zweimaliges Ableiten unmittelbar iiberpriift. In jedem der drei Fille sind die beiden
angefiihrten Basislosungen linear unabhingig: Thre Werte und Ableitungen in xo bilden
die Matrix

1 0 .. 10 .
(0 k) fiir u # 0, (0 1) fir u =0,

deren Determinante ungleich null ist.

Es bleibt zu zeigen, dass es keine weiteren Losungen gibt. Sei y eine beliebige Losung.
Im Fall 4 > 0 wihlen wir

_ Y (o),
k b

A = y(xo), B
fiir 4 = 0 wihlen wir A = y(xg) und B = y’(x¢), und fiir u < 0 wieder A = y(x¢) und
B = y’(x0)/k. Die dadurch wie oben gegebene Funktion ¥ besitzt dieselben Anfangswerte
(d.h. Wert und Ableitung) wie y in xg. Setzt man z = y — ¥, so ist z(xg) = z’(xp) = 0.

Schreibt man die Differentialgleichung als System erster Ordnung

o) -1
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so liefert der Satz von Picard—Lindelof zunachst die lokale Eindeutigkeit der Losung z,
sie stimmt also in einem Intervall um xp mit der trivialen Nulllosung {iberein. Wir zeigen,
dass sich die Ubereinstimmung bis zum rechten Rand fortsetzt. Dazu sei

S :={t € [x0,b] : z=0auf [xg,]}.

Die Menge S ist nichtleer, und wir setzen s := supS. Wegen der Stetigkeit von z, 7’
ist auch z(s) = 7Z/(s) = 0. Wire s < b, so lieferte die lokale Eindeutigkeit, angewandt
mit Anfangspunkt s, die Ubereinstimmung mit der Nullldsung noch auf einem Intervall
[s,s + &]. Zusammen mit z = 0 auf [xg, s] widerspriache dies der Definition von s. Somit
ist s = b und z = 0 auf [x, b], also y = §. Analog zeigt man z = 0 auf [a, xo]. Insgesamt
gilt also y = § auf I, und die beiden angegebenen Losungen spannen den gesamten
Losungsraum auf. O

Fiir die folgenden Rechnungen beschrianken wir uns auf den Fall [a, b] = [0, x]; fiir ein
beliebiges Intervall verfahren die Rechnungen analog.

Dirichlet-Randbedingungen Betrachten wir die homogenen Dirichlet-Randbedingungen
y(0) =0, y(m) =0.

Fiir 4 > 0 lautet die allgemeine Losung
y(x) = A cosh(y/ux) + B sinh(+/ux).

Aus y(0) =0 folgt A =0, y(xr) = 0 bedingt B = 0.

Fiir 4 = 0 sind die Losungen von y” = 0 affin, also y(x) = A + Bx; die Randbedingungen
erzwingen dann wieder A = B = 0.

Fiir 4 < 0 schreiben wir die allgemeine Losung in der Form
y(x) = Acos(y/—ux) + Bsin(+/—pux).
Aus y(0) = 0 folgt A = 0. Die zweite Randbedingung liefert
0 = y(m) = Bsin(y/—un).
Nichttriviale Eigenfunktionen erhélt man daher genau dann, wenn
\V-un =nm, n € N.
Somit sind
My = —n2, A, =1 +n2,

und die zugehorigen Eigenfunktionen sind Vielfache von

sin(nx).
Wir berechnen
d r [T 1 1 by
sin(nx) sin(mx) dx = — — sin(nx)— sin(mx) dx = =6,,,,
| sintne)sinmay ax =5 [ sinton) Jz singm ax = 3
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also bilden die Funktionen

en(x) = \/gsin(nx), neN.

ein Orthonormalsystem in L?[0, ]. Zur Vollstindigkeit sei # € L?[0, 7] orthogonal auf
alle e,,. Wir betrachten die ungerade Fortsetzung

H(t):{h(t) 0<t<m,

—h(-t) -nm<t<O.

Dann ist H € L?[—n, ]. Wegen der Ungeradheit verschwinden alle Kosinuskoeffizienten
und der konstante Koeffizient von H, und die Sinuskoeffizienten wegen der Orthogona-
litatsannahme. Damit folgt H = 0 (fast iiberall), also auch & = 0 (fast iiberall) auf [0, ].
Nach Satz 4.6.14 ist (ey,)nen daher eine Orthonormalbasis von L2[0, 7].

Fiir f € L?[0, rr] ergibt sich damit formal® die Losung des homogenen Dirichlet-Problems

-y +y=f, y(0) = y(m) =0,

als

y = Z; <f/’lj">en in L2[0, x1].
n=

Fallen die Fourierkoeffizienten f, = (f, e,) hinreichend schnell ab, z.B. wenn Y, n?|f,| <
oo, dann konvergieren die Reihen fiir y, y* und y” nach Lemma 4.7.7 gleichméBig. In
diesem Fall ist y zweimal stetig differenzierbar, man darf gliedweise ableiten und erhilt

_y”+y:Z fn (—e;{+e”):anen:f,
n=1 n=1

1 +n?

y ist also eine klassische Losung.

Neumann-Randbedingungen Betrachten wir nun die homogenen Neumann-Randbedingungen

y'(0) =0, y'(m) = 0.

Fiir g > 0 lautet die allgemeine Losung
y(x) = A cosh(4/ux) + Bsinh(4/ux).
Dann ist
y'(x) = 4/uA sinh(y/ux) + /B cosh({/px).

Aus y’(0) = 0 folgt B = 0, und aus y’(x) = 0 folgt A sinh(+/um) = 0, also auch A = 0. Es
gibt in diesem Fall also keine nichttrivialen Eigenfunktionen.

3 Formal“ heiBt auch hier wieder: wir schreiben die Losung hin, verstehen aber (noch) nicht in welchem
Sinn es wirklich eine Losung ist.
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Fiir 4 = 0 sind die Losungen wieder affin, y(x) = A+Bx. Die Randbedingungen erzwingen
nur B = 0, also erhalten wir die konstanten Funktionen als Eigenfunktionen. Damit ist

uo =0, Ao=1, ep(x) = %

Fiir u < 0 schreiben wir
y(x) = Acos(y/—ux) + Bsin(+/—pux),

also
V' (x) = —Ay—=p sin(y/=px) + By/—p cos(+/—px).

Aus y’(0) = 0 folgt B = 0. Die zweite Randbedingung liefert
0=y (n) = —Ay—psin(+/—u n).

Nichttriviale Eigenfunktionen erhélt man daher genau dann, wenn
V-1 =nm, n € N.

Somit sind
My = -n?, Ay =1 +n?,

und die zugehorigen Eigenfunktionen sind Vielfache von cos(nx). Wir berechnen, wie im
Dirichlet-Fall mit der trigonometrischen Orthonormalbasis auf |-, 7],

/ﬂcos( ) cos(mx) dx ﬂ/ﬂ ! cos(nx) ! cos(mx) dx ﬂé
nx mx =— — nx)— mx ==
0 2 ) Anm Vr 27

fiir m,n € N. AuBlerdem ist ey auf alle cos(nx) orthogonal. Also bilden ey und die
Funktionen

en(x) = \/gcos(nx), neN

ein Orthonormalsystem in L?[0, rr].

Zur Vollstindigkeit sei h € L? [0, 7] orthogonal auf alle e,, n € Ny. Wir betrachten die
gerade Fortsetzung

H(r) = h(t) O<t<m,
B h(-t) —-n<t<O.

Dann ist H € Lz[—n, r] gerade. Daher verschwinden alle Sinuskoeffizienten von H, und
die Kosinuskoeflizienten sowie der konstante Koeffizient verschwinden wegen der Or-
thogonalitatsannahme. Nach der Vollstandigkeit der trigonometrischen Orthonormalbasis
folgt H = 0 fast iiberall, also auch A = 0 fast iiberall auf [0, 7]. Damit ist

{%} U {\/gcos(nx) in € N}
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eine Orthonormalbasis von L?[0, 7].

Fiir f € L?[0, nr] ergibt sich formal die Losung des homogenen Neumann-Problems
-'+y=f Y(0)=y(n)=0,

als

in L2[0, x].

<f,en>e
1+n2 "

y=(f.eodeo+ )
n=1

So wie vorher ist y klassische Losung, falls die Fourierkoeffizienten von f schnell genug
abklingen.

Periodische Randbedingungen Fiir periodische Randbedingungen ist es natiirlicher,
auf dem Intervall [—7, ] zu arbeiten. Wir betrachten also

y(=m) = y(n), V' (=m) =y'(n).

Fiir g > 0 lautet die allgemeine Losung

y(x) = A cosh(y/ux) + B sinh(+/ux).

Aus y(—m) = y(x) folgt B = 0, und aus y’(—m) = y’(xr) folgt dann A = 0. Es gibt in
diesem Fall also keine nichttrivialen Eigenfunktionen.

Fiir u = 0 sind die Losungen y(x) = A + Bx; aus y(—n) = y(x) folgt B = 0, also erhalten
wir wieder die konstanten Eigenfunktionen mit

1
/.1():0, /l(): 1, eo(x) = —.
V2r

Fiir 4 < 0 setzen wir wieder
y(x) = Acos(y/—ux) + Bsin(+/—pux).
Setzen wir k := y/—u, dann ergeben die periodischen Randbedingungen

0=y(r) — y(—n) = A(cos(km) — cos(—kn)) + B(sin(kr) — sin(—km))
= 2Bsin(kmn),

und wegen y’(x) = —Ak sin(kx) + Bk cos(kx) auch

0=y'(n) —y'(-n) = —Ak sin(kn) + Bk cos(kn) — Ak sin(km) — Bk cos(kr)
= —2Ak sin(krn).

Falls sin(kx) # O ist, folgt daraus A = B = 0. Nichttriviale Losungen gibt es daher genau
dann, wenn

sin(kxr) =0, also k=n, n € N.
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Damit sind
U = —nz, A, =1 +n2,

und zu jedem n € N gehort der zweidimensionale Eigenraum
span{cos(nx), sin(nx)}.

Normiert erhalten wir die Funktionen

1 I .
cn(x) = ﬁ cos(nx), Sp(x) = % sin(nx), neN.

Dass
{ep} U{c, :neN}U{s, :n e N}

eine Orthonormalbasis von L?[—r, 7] ist, ist genau die oben angegebene trigonometrische
Orthonormalbasis.

Fiir f € L?>[—n, n1] ergibt sich formal die Losung des periodischen Problems
Y'+y=f. vy =y, y(-m)=y(n),

als

1+n 1+ n?

y=A{f, €0>€0+Z Y, Cn2>6’n+z L sn Sn in L*[-n, 7).
n=1 n=1

Wieder ist y klassische Losung, falls die Fourierkoeffizienten von f schnell genug abklin-
22.6.2026 gen.
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In den folgenden Beispielen bestimmen wir die Eigenfunktionen direkt auf Intervallen, die
von den oben behandelten Standardintervallen verschieden sind. Die rechten Seiten sind
jeweils endliche Linearkombinationen von Eigenfunktionen, was sofort zu klassischen

Losungen fiihrt.

Beispiel 4.8.3.

@

(ii)

Dirichlet-Randbedingungen. Wir bestimmen zunéchst die Eigenwerte von

-y +y=2ay, y(1)=y(3)=0.

Wie oben liefern die Fille 4 = 1 — A4 > 0 nur die triviale Losung. Fiir 4 < 0 setzen

wir k = 4/—p und schreiben
y(x) = Acos(k(x — 1))+ Bsin(k(x —1)).
Aus y(1) =0 folgt A = 0, und y(3) = 0 ergibt
Bsin(2k) = 0.
Nichttriviale Losungen gibt es daher genau fiir

= =1 e =i

nr(x —1)

> ), n € N.

Wir 16sen nun das konkrete Randwertproblem
-1
—u” +u =2sin (%) - 3sin(m(x — 1)), u(1) =u(3) =0.

Durch Division der Koeffizienten durch A; bzw. A, erhalten wir

8 . (ﬂ(x—l)
i

u(x):4+ﬂzs 2

3.
) T sin(7(x - 1)).
Neumann-Randbedingungen. Wir betrachten das Eigenwertproblem

-y +y =2y, y'(=1)=y'(2)=0.

Fiir 4 = 0 erhalten wir die konstanten Eigenfunktionen zum Eigenwert 1o = 1.
Die Fille ¢ > 0 liefern keine nichttrivialen Eigenfunktionen. Fiir u < 0 setzen wir

wieder k = \/—u und schreiben
y(x) = Acos(k(x+ 1))+ Bsin(k(x + 1)).

Aus y'(—1) = 0 folgt B =0, und y’(2) = 0 ergibt A sin(3k) = 0. Damit sind

2.2

1
L=1+" :COS(M

3

9 ), n € Np.

Fiir das Randwertproblem

n(x+1)

—u” +u= 1+2c0s( )—cos(n(x+l)), uw'(-1)=u'(2) =0,
folgt

u(x) =1+

18 (n(x+1)

1
57 2 COs 3 )— T cos(m(x +1)).
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(iii) Periodische Randbedingungen. Schlielich bestimmen wir die Eigenfunktionen

von

-y +y =2y, y(0) =y(3), ¥y'(0)=y(3).

Fiir 4 = 0 ergeben sich wieder die konstanten Eigenfunktionen zum Eigenwert
Ao = 1, wihrend ¢ > O nur die triviale Losung liefert. Ist u < O und k = /=, so ist

y(x) = Acos(kx) + Bsin(kx).

Die beiden periodischen Randbedingungen besitzen genau dann eine nichttriviale
Losung (A, B), wenn 3k ein ganzzahliges Vielfaches von 27 ist. Somit sind

2 4m’n?
knzg, A, =1+ "9”, neN,

und zum Eigenwert A,, gehort der Eigenraum

span { cos 2mnx sin 2mnx
, S1 .
P 3 3

Das konkrete periodische Randwertproblem

2 4
—u” +u=1+2cos (%) + 3sin (ﬂ) , u(0) =u(3), u'(0)=u'(3),

3
hat daher die Losung
(1) =1+ 18 2rx N 27 . (4nx
u(x) = Ccos sin .
9+ 472 3 9+ 1672 3

In allen drei Beispielen haben die Eigenfunktionsentwicklungen nur endlich viele
nichtverschwindende Koeffizienten. Die Voraussetzung von Lemma 4.7.7 ist daher
fiir jedes m € N erfiillt, und die angegebenen Funktionen sind klassische Losungen.
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Distributionen und schwache Losungen

Wir betrachten eine kontinuierliche Grole f(z,x), wobei t € R die Zeit ist und x € R
die Position auf der reellen Achse. So eine Funktion konnte etwa eine Masseverteilung
beschreiben. Wir wollen modellieren, wie sich f(z,x) verdndert, wenn sich diese Grofe
mit der Geschwindigkeit v > 0 nach rechts (d.h. in Richtung positiver x-Werte) bewegt.
Die Anderung ¢, f (¢, x) in einem Punkt (¢, x) ist proportional zu —d, f (¢, x), denn je steiler
die Funktion abfallt desto schneller wird sie groBer, wenn sich der Funktionsgraph nach
rechts verschiebt. Nehmen wir v als Proportionalitdtskonstante so bekommen wir eine
partielle Differentialgleichung, namlich die Transportgleichung

al‘f(t’x) = _Vaxf(t’ .X), f(O,X) = f()(X) (420)

wobei fj eine geeignete Anfangsbedingung ist. Eine Moglichkeit, diese Gleichung zu-
mindest formal zu l6sen, ist die Fouriertransformation. Dazu nehmen wir an, dass f
2n-periodisch in x ist. Schreiben wir

f(t,x) = kze:zck(r)e”“, ek () = % [ ) ft,x)e™dy, keZ

so erhalten wir, indem wir unbekiimmert die Ableitung in die Summe bzw. ins Integral
ziehen, einerseits

0uf (1.0) = ) e (e

kez
fiir die Zeitableitung, und andererseits
O f(t,x) = Z ikey(t)e™™.
keZ

Zusammen ergibt das

Z (Brer () +ikvep (1) €F =0 = ci(t) +ikver(t) =0, k e Z.
keZ

Die Losung der rechten Gleichung ist

) =™, o) =5 / fOy)e

wobei die ¢, (0) genau die Fourierkoeffizienten der Anfangsbedingung sind. Somit erhalten
wir

F(t.2) = ) ex()eH = fox = vi),

kezZ

Ist fo differenzierbar, dann erfiillt diese Funktion offenbar (4.20), was die heuristische
Herleitung nachtriaglich rechtfertigt. Die Formel f(¢,x) = fo(x — vt) macht jedoch auch
Sinn, wenn fj nicht differenzierbar ist, und beschreibt augenscheinlich immer noch den
Transport einer GroBe mit Geschwindigkeit v entlang der x-Achse. Das legt nahe, dass man
den Begriff einer ,,Losung einer Differentialgleichung™ gerne etwas weiter fassen mochte,
um z.B. auch Funktionen mit Unstetigkeiten oder Spriingen behandeln zu konnen.
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Eine andere Motivation liegt im Dirac-Delta. Dieses Objekt wurde von Paul Dirac 1930
folgendermaflen eingefiihrt:

/ 6(x)dx =1, 6(x)=0fiirx #0,
mit dem schlichten Zusatz, dass ¢ keine Funktion im iiblichen Sinn ist und nicht nach allen
iiblichen Regeln manipuliert werden darf. Eng verwandt damit ist die Heaviside-Funktion

denn offenbar gilt — falls diese Rechnung iiberhaupt zulassig ist —

/ o(t)dt = H(x)
und somit auch H’(x) = §(x), aber auch wieder mit dem Manko, dass man gar nicht weif}
was 0 hier eigentlich genau sein soll.

Sowohl eine nicht-differenzierbare Losung einer Differentialgleichung als auch die Delta-
Funktion lassen sich sauber verstehen, wenn man den Begriff einer Funktion verallge-
meinert und an Stelle punktweiser Auswertungen die Wirkung auf andere Funktionen
betrachtet. Als physikalische Motivation stellen wir uns eine Funktion 7'(x) vor, welche
die Temperaturverteilung entlang der reellen Achse (oder eines Stiickes davon) beschreibt.
Will man die Temperatur messen, indem man ein Thermometer an die entsprechende Stel-
le hilt, so entspricht dies nicht einer punktweisen Auswertung von 7', sondern eher einem
Mittelwert, dessen genaue Gestalt von der Form und den Eigenschaften des Thermome-
ters abhingt. Beschreiben wir letztere durch eine Funktion ¢, so ist das Ergebnis unserer
Messung ein Integral der Form

/T(x)go(x) dx.

Fiir verschiedene Messspitzen ¢ erhilt man verschiedene Temperaturmittelwerte / Ty,
und kennt man alle diese Mittelwerte so kennt man 7. Wir sehen eine verallgemeinerte
Funktion also als eine lineare Abbildung auf dem Raum aller Testfunktionen ¢ an:

D(R) :={¢: R > R|¢ist C* und IR > 0 mit ¢(x) = O fiir [x| > R},
D'(R) :={T: D(R) — R | T ist linear und stetig }.

Elemente von D (R) heilen Testfunktionen, Elemente von D’ (R) verallgemeinerte Funk-
tionen oder Distributionen. Was ,,Stetigkeit™ hier genau bedeutet, definieren wir nicht. Wir
schreiben (T, ¢) := T () fiir die Auswertung von T bei ¢. Die wesentlichsten Eigenschaf-
ten fiir uns sind:

» Eine Funktion f: R — R heilt lokal integrierbar, wenn ihre Einschrinkung f|x
auf jede kompakte Menge K C R integrierbar ist.
» Jede lokal integrierbare Funktion f definiert eine Distribution 7'y mittels

Ty g) = / F)e() dr.
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» Ist f differenzierbar und f’ lokal integrierbar, dann gilt mit partieller Integration

[ rwewan=- [ rogwa.
Analog definieren wir die Ableitung einer beliebigen Distribution 7" als

<T/’ (P> = _<T’ ‘10,>

» Die Delta-Distribution ist gegeben durch

(0,9) = ¢(0).

» Die Ableitung der Heaviside-Funktion ist

(o) = —(H. ') = - /0 o (x) dx = (0).

also gilt H' = 6.

Damit lassen sich auch nicht-differenzierbare Funktionen als Losungen von Differential-
gleichungen betrachten, da die Ableitungen nach Definition dann nur auf die Testfunktio-
nen wirken.
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