EINFUHRUNG IN DAS MATHEMATISCHE ARBEITEN

PAULA HILBERT UND DIRK PRAETORIUS

1. WAS 1ST MATHEMATIK?

Die normale Sprache im Alltag ist oft ungenau und missversténdlich. Mathematik ist ei-
ne Sprache und eine Denkweise, um die iiblichen Ungenauigkeiten und Missverstandnisse
zu vermeiden. Dies ist insbesondere in der Wissenschaft und Technik unumgénglich.

Die Mathematik macht allgemeingiiltige Aussagen iiber Mengen und abstrakte Struk-
turen (wie Zahlen, Abbildungen und Raume). Als Ausgangspunkt verwendet man gewisse
Grundtatsachen, die sogenannten Axiome, die von allen akzeptiert (oder geglaubt) wer-
den. Mittels klar festgelegter logischer Regeln werden aus den Axiomen weitere Aussagen
abgeleitet, die damit wahr sein miissen. Dieses Vorgehen nennt man auch logisches Schlie-
fen oder Beweis.

Anders als andere Wissenschaften ist die Mathematik eine ezakte Wissenschaft: Ma-
thematische Satze und Theorien sind unmissverstandlich, unumstoflich, nachvollziehbar
und fiir immer wahr. Die Mathematik arbeitet dabei mit abstrakten Begriffsbildungen, die
aufgrund ihrer Allgemeinheit vielseitig anwendbar sind. Beispielsweise beschreibt die Ab-
leitung einer Funktion das qualitative und quantitative Anderungsverhalten einer Funk-

tion in vielfaltigen Situationen.

Funktion | Ableitung

Ort eines Korpers zum Zeitpunkt ¢ || Geschwindigkeit des Korpers
Temperatur als Funktion der Zeit ¢ || Abkiihlung oder Erwarmung des Korpers

Masse als Funktion des Ortes Massendichte

Es gibt viele verschiedene Teilgebiete der Mathematik, die Sie im Zuge des Studiums

noch sehen werden. Am Anfang des Studiums begegnet Thnen zunéchst Folgendes:

e Grundlegende Objekte der Analysis sind der Aufbau des Zahlsystems, reelle Funk-
tionen, Grenzwerte, Stetigkeit, Ableitung und Integral.
e Grundlegende Objekte der Linearen Algebra sind Vektorrdume, lineare Abbildun-

gen, Gleichungssysteme (und deren Losungen) sowie die Eigenwerttheorie.

Die Aufgabe der Einfiihrung in das Mathematische Arbeiten ist es, Ihnen eine Briicke von

der Schulmathematik zur Universitéit zu schlagen.

16. Oktober 2025 1



2. ELEMENTARE LOGIK UND LOGISCHES SCHLIESSEN

Jede mathematische Aussage hat einen Wahrheitswert: Sie ist entweder wahr (w)
oder falsch (f). Eine mathematische Aussage darf also falsch sein. Dies ist aber meist
der uninteressante Fall. Aufserdem gibt es Aussagen, bei denen nicht bekannt ist, ob sie
wahr oder falsch sind, z.B. die Goldbachsche Vermutung, die der deutsche Mathematiker
Christian Goldbach 1742 in einem Brief an seinen Schweizer Kollegen Leonhard Euler
formuliert: Jede gerade Zahl grofier 2 ist die Summe zweier Primzahlen.

Die elementare Logik nutzt die folgenden Verkniipfungen von Aussagen A und B, um

neue Aussagen zu erzeugen (und zu bewerten):

Negation -A nicht A entgegengesetzter Wahrheitswert
zu A

Disjunktion AV B A oder B Genau dann wahr, wenn mindes-
tens A oder B wahr sind

Konjunktion ANB A und B Genau dann wahr, wenn sowohl A
als auch B wahr sind

Implikation A= B |aus A folgt B Genau dann falsch, wenn A wahr

B« A und B falsch ist
Aquivalenz A< B | A und B sind dquivalent || Genau dann wahr, wenn A = B

und A <= B gelten

Diese Regeln sind in den folgenden Wahrheitswert-Tabellen zusammengefasst:

e Negation
A -A
w f
f w

e Disjunktion und Konjunktion

A B ||AVB A B ||AANB
w w w w w w
w f w w f f
f w w f w f
f f f f f f

e Implikation und Aquivalenz
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Beachten Sie den Unterschied zur Umgangssprache bei der Implikation. Umgangs-
sprachlich geht es bei der Implikation (,Wenn..., dann ...!*) um eine Kausalitiat. Ma-
thematisch geht es bei der Implikation nur um die klar definierte Verkniipfung von Wahr-
heitswerten. Ist die Pramisse A einer Implikation A = B falsch, so ist die Implikation
wahr (unabhéngig vom Wahrheitswert der Konklusion B). Die folgende Aussage ist also
mathematisch wahr: Wenn m = 3 ist, dann ist 7 eine gerade Zahl.

Die genannten logischen Verkniipfungen formulieren die ersten Axiome des mathema-
tischen Grundaufbaus. Formal muss man dabei nur — und V fordern, da sich die ande-
ren Verkniipfungen A, = und < aus diesen herleiten lassen, wie man in den folgenden
Wahrheitswert-Tabellen sieht. Wir verwenden dabei die Konvention, das — stérker bin-
det als die anderen logischen Verkniipfungen A, V, = und <. Um die Eindeutigkeit einer

logischen Aussage zu garantieren, miissen ggf. Klammern gesetzt werden.

e AN B ist dquivalent zu =(=AV —B), da sie stets denselben Wahrheitswert liefern:

A | B ||AnB A | B | -A]|-B |-Av-B||-(-Av-B)

w w w w w f f f w

w f f w f f w w f

f w f f w w f w f

f f f f f w w w f

e A = B ist dquivalent zu =A V B, da sie stets denselben Wahrheitswert liefern:

A B A= B A B -A -AV B

w w w w w f w

w f f w f f f

f w w f w w w

f f w f f w w

e A < B ist nach Definition dquivalent zu (A = B) A (A < B).

Mathematische Beweise basieren auf logischen Schliissen, d.h. der stringenten Anwen-
dung von allgemeingiiltigen Aussagen iiber mathematische Gegenstinde, sogenannten
Tautologien. Dies sind Verkniipfungen von Aussagen, die unabhéngig vom Wahrheits-
wert ihrer Aussagen-logischen Teile immer wahr sind, beispielsweise

e (ANB) & (-(mAV D)),
e (A= B) & (mAV B),
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wie wir eben gesehen haben. Man kann Tautologien leicht mit Hilfe geeigneter Wahrheitswert-

Tabellen tiberpriifen.

e Tautologie vom ausgeschlossenen Dritten: AV —A

A -A Av-A

w f w

f w w

Beispiel: Es regnet (A) oder es regnet nicht (—A).

e Tautologie der Konjunktionsbeseitigung: (AA B) = A

A B ||AANB||(AAB)= A
w w w w
w f f w
f w f w
f f f w

Beispiel: Wenn es regnet (A) und die Straffe nass ist (B), dann regnet es (A).

e Tautologie der Disjunktionseinfithrung: A = (AV B)

A | B |AvB|[A= (AvB)

w w w w
w f w w
f w w w
f f f w

Beispiel: Wenn es regnet (A), dann regnet es (A) oder die Strafle ist nass (B).

e Tautologie von der Kontraposition: (A = B) & (—=B = —A)

A B A= B -A -B -B=-A (A:>B)<:>(—|B:>—|A)
w w w f f w w
w f f f w f w
f w w w f w w
f f w w w w w

Beispiel: Die folgenden Aussagen sind dquivalent: Wenn es regnet (A), dann ist
die Straf$e nass (B)! Wenn die Strafie nicht nass ist (—-B), dann regnet es nicht
(—A)!

e Modus ponendo ponens: [AA (A= B)|= B
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A B ||A=B|AAN(A=DB)||[AN(A=B)]=1B
w w w w w
w f f f w
f w w f w
f f w f w

Beispiel: Es regnet (A), und wenn es regnet, dann ist die Straffe nass (A = B).
Also ist die Strafe nass (B).

e Weitere Tautologien sehen Sie in der Ubung.

3. DIREKTER UND INDIREKTER BEWEIS

Bei Beweisen unterscheidet man zwischen direkten Beweisen und indirekten Beweisen.
Der direkte Beweis fiihrt durch eine Folge von logischen Schliissen zur Behauptung.
Beim indirekten Beweis nimmt man an, die Behauptung B sei falsch und konstruiert
dann mit logischen Schliissen einen Widerspruch.

Dieser Abschnitt soll Ihnen erste Beispiele fiir direkte und indirekte Beweise im Rahmen
der Schulmathematik présentieren, wobei wir die natiirliche Zahlen N = {1,2,3,...}
und einige ihrer elementaren Eigenschaften als gegeben voraussetzen. Wir nutzen im
Folgenden das Symbol € fiir Ist-ein-Element-von und schreiben a € N, um abzukiirzen,
dass a eine natiirliche Zahl ist.

Um in der Mathematik klar zu formulieren, was an Notation oder Bezeichnungswei-
se vorausgesetzt wird, formuliert man iiblicherweise Definitionen. Es ist wichtig, dass
Definitionen klar und eindeutig sind, damit es nicht zu Missverstandnissen kommt und
damit klar ist, welche Eigenschaften die behandelten Objekte haben (d.h. was als wahr
angenommen wird). Wenn man neue Notation definiert, dann verwendet man meist das
Symbol =, um zu betonen, dass dies keine Gleichheit im mathematisch-logischen Sinn
ist, sondern eine Gleichheit aufgrund von Definition (siehe das Produktsymbol [] in
Satz 3.4).

Definition 3.1. Eine Zahlt € N ist ein Teiler von a € N, wenn es eine Zahl o’ € N gibt
mit a = ta'. Ferner ist t ein echter Teiler von a, wenn zusdtzlich 1 < t < a gilt. Eine
Zahl p € N ist eine Primzahl, wenn p > 2 gilt und wenn 1 und p die einzigen Teiler von
p sind, d.h. p hat keine echten Teiler. Eine Zahl a € N ist gerade, wenn 2 ein Teiler von

a ist. Anderenfalls ist sie ungerade.

Unser erster Satz ist natiirlich im Sinne der Schulmathematik offensichtlich. Der Beweis
soll Thnen zeigen, wie man stringent nach einer gegebenen Definition argumentiert. Au-
Kerdem illustriert er den Beweis der Kontraposition. Beachten Sie die erste Beweiszeile:
Sei p € N mit p > 3. Diese besagt gerade, dass p im Folgenden eine beliebige natiirliche
Zahl > 3 ist. Beweise werden in diesem Skript immer mit dem Symbol [0 abgeschlossen
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(d.h. an dieser Stelle ist der Beweis vollstandig). Andere Mathematiker*innen schreiben

auch QED, ged, oder g.e.d. (lat. quod erat demonstrandum) oder nutzen andere Symbole.

Satz 3.2. Jede Primzahl p > 3 ist ungerade, d.h. 2 ist die einzige gerade Primzahl.

Beweis. Sei p € N mit p > 3. Wir miissen die Implikation [p Primzahl = p ungerade]
zeigen. Diese ist dquivalent zu ihrer Kontraposition [p gerade = p nicht Primzahl]. Diese

ist aber klar, denn jede gerade Zahl hat den Teiler 2 und wegen p > 3 gilt p # 2. U

Auch der folgende Satz ist natiirlich im Sinne der Schulmathematik offensichtlich. Der
Beweis soll Thnen nur zeigen, dass man eine Aquivalenz (genau dann, wenn...) in der

Regel dadurch zeigt, dass man beide Implikationen zeigt.

Satz 3.3. Eine Zahl a € N ist genau dann ungerade, wenn a + 1 gerade ist.

Beweis. Wir unterteilen den Beweis in drei Schritte.

Schritt 1 (a ungerade = a + 1 gerade). Sei a € N ungerade, d.h. 2 ist kein
Teiler von a. Also gilt a # 2n fiir alle n € N. Dann gibt es ein minimales n € N mit
a < 2n. Aufgrund der Minimalitét von n muss gelten, dass 2n —2 =2(n — 1) < a < 2n.

Das < muss dann sogar ein < sein, denn fiir = gilt
e entweder n = 1 und damit @ = 0 (was nicht geht)

e oder n > 1 und damit wéren 2 und n — 1 Teiler von a (was auch nicht geht).

Also muss < und damit a = 2n — 1 gelten, d.h. a + 1 = 2n ist gerade.
Schritt 2 (a + 1 gerade = a ungerade). Sei a € N mit a + 1 gerade, d.h. es

existiert n € N mit a + 1 = 2n. Dann ist a = 2n — 1 nicht durch 2 teilbar und somit

ungerade.
Schritt 3 (a ungerade < a + 1 gerade). Mit Schritt 1 und 2 haben wir gezeigt,
dass beide Implikationen wahr sind. Also ist die Aquivalenz wahr. U

Kommentar. Fine Fallunterscheidung wie im Beweis von Satz 5.3 kommt relativ
haufig in Beweisen vor. Man muss dabei nur aufpassen, dass man alle formal méglichen
Fdlle beriicksichtigt. Im Beweis von Satz 5.3 ist das sehr einfach, da fir n € N entweder

n =1 odern > 1 gilt.

Der folgende Satz formuliert die Existenz der Primfaktorzerlegung. Dazu nutzen wir
einen indirekten Beweis, der auf der Tautologie vom ausgeschlossenen Dritten basiert. Im

Zuge der vollstandigen Induktion werden wir spater einen alternativen Beweis sehen.

Satz 3.4 (Existenz der Primfaktorzerlegung). Fir jede Zahl a € N mit a > 2

existieren n € N und n-viele Primzahlen py,...,p, € N mit a = H?Zl Dj i=DP1 P2 Dn-

Beweis. Wir nehmen an, die Aussage des Satzes ist falsch, d.h. es gibt mindestens eine
natiirliche Zahl > 2, die sich nicht als Produkt von Primzahlen schreiben lisst. Da die
natiirlichen Zahlen nach unten beschrinkt sind, existiert eine kleinste Zahl a € N mit

a > 2, die sich nicht als Produkt von Primzahlen schreiben ldsst. Nach der Tautologie
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vom ausgeschlossenen Dritten ist diese Zahl entweder eine Primzahl oder keine Primzahl.
Wir machen wieder eine Fallunterscheidung;:

Fall 1 (a ist eine Primzahl). Wiére a eine Primzahl, so wére n := 1 und p; = a eine
Primfaktorzerlegung, d.h. a = HJI.:1 pj. Aber a hat nach Wahl keine Primfaktorzerlegung,
d.h. a ist keine Primzahl. Also kann dieser Fall nicht eintreten.

Fall 2 (a ist keine Primzahl). Dann gibt es echte Teiler ¢,a’ € N mit a = ta'.
Da a die kleinste natiirliche Zahl ohne Primfaktorzerlegung ist, haben ¢ und o’ Primfak-
torzerlegungen, d.h. ¢t = py---p, und o’ = pyyq - - - p, flir geeignete Primzahlen p; und
geeignete k,n € N. Dann hat aber a die Primfaktorzerlegung a = ta’ = py---p,. Wir
bekommen also wieder einen Widerspruch dazu, dass a keine Primfaktorzerlegung hat.
Also kann auch dieser Fall nicht eintreten.

Insgesamt muss also die Annahme, dass es natiirliche Zahlen gibt, die sich nicht als
Produkt von Primzahlen schreiben lassen, falsch sein. Also lasst sich jede natiirliche Zahl

als Produkt von Primzahlen schreiben, d.h. die Aussage des Satzes ist wahr U

Kommentar. Im vorausgegangenen Beweis haben wir wie folgt argumentiert:

Waire a eine Primzahl, so wiare n := 1 und p; := a eine Primfaktorzerle-
gung. Aber a hat nach Wahl keine Primfaktorzerlegung, d.h. a ist keine

Primzahl.

Implizit handelt es sich dabei entweder um ein indirektes Argument ( Angenommen, dass a
eine Primzahl ist. Dann hat a eine Primfaktorzerlegung. Dies liefert einen Widerspruch.)
oder (richtiger!) um die Verwendung der Kontraposition (Jede Primzahl hat eine Prim-

faktorzerlegung. Da a keine Primfaktorzerlegung hat, ist a keine Primzahl).

Ein hiibsches Beispiel fiir einen indirekten Beweis ist auch das folgende Resultat, das
bereits auf Euklid zuriickgeht. Weil das Resultat gewissermafen mittels ,einfacher Ar-
gumente aus der Existenz der Primfaktorzerlegung folgt, bezeichnen wir es als Korollar
(des vorausgegangenen Satzes). Dabei ist wichtig festzuhalten, dass man bereits bewie-
sene mathematische Resultate (wie eben Satz 3.4) verwenden kann, darf und soll, wenn

deren Voraussetzungen erfiillt sind.

Korollar 3.5. FEs gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis. Wir nehmen an, die Aussage ist falsch, d.h. es gibt nur endlich viele Primzahlen
D1y« -, Pn- Wir definieren q := py - ps---p, + 1. Dann gilt ¢ € N. Ferner liefert Division
durch pq,...,p, stets Rest 1, d.h. ¢ ist durch keine Primzahl teilbar. Das ist aber ein
Widerspruch zur Existenz der Primfaktorzerlegung von Satz 3.4. Also muss auch die
Aussage, dass es nur endlich viele Primzahlen gibt, falsch sein. Also gibt es unendlich

viele Primzahlen, d.h. die Aussage des Korollars ist wahr. O

Da fiir einen Teiler ¢ von a immer ¢t < a ist, hat eine Zahl a nur endlich viele verschiedene

Teiler. Da 1 ein Teiler aller Zahlen a € N ist, ist die folgende Definition sinnvoll.

16. Oktober 2025 7



Definition 3.6. Es sei g ein gemeinsamer Teiler von a,b € N, sodass fir alle anderen
gemeinsamen Teiler t € N von a und b gilt t < g. Dann bezeichnet man g als grofiten

gemeinsamen Teiler von a und b, und wir nutzen die Schreibweise ggT(a,b) == g.

Mathematische Aussagen (z.B. Sétze, Korollare) haben haufig die Form einer Implika-
tion, d.h. es wird behauptet, dass die Aussage A = B wahr ist: Wenn die Voraussetzung
/ Préamisse A wahr ist, dann ist auch B wahr. Falls A falsch ist, wird keine Aussage
gemacht, ob B wahr ist. Dies ist auch der Fall im folgenden Resultat, das spéter nur als

Hilfsresultat im Beweis von Satz 3.9 verwendet und deshalb als Lemma bezeichnet wird.

Lemma 3.7. Es seien a,b € N mit a < b. Dann gilt ggT(a,b) = ggT(a,b — a), d.h. der

grofste gemeinsame Teiler von a und b ist auch der gréfite gemeinsame Teiler von a und

b—a.

Beweis. Wir unterteilen den Beweis in drei Schritte.

Schritt 1 (ggT(a,b) < ggT(a,b — a)). Zunichst sei g € N ein Teiler von a und
b, d.h. es gibt Zahlen a/,' € N mit a = ga’ und b = gb’. Da a < b gilt, gilt auch a’ <
und deshalb ¢ ==V —d’ € Nmit b — a = gl — ga’ = gc’. Wir haben also gezeigt, dass
jeder Teiler von a und b auch ein Teiler von b — a ist. Insbesondere ist ggT(a, b) ein Teiler
von b — a und somit ggT(a,b) < ggT(a,b— a).

Schritt 2 (ggT(a,b— a) < ggT(a,b)). Nunsei g € N ein Teiler von a und b — a,
d.h. es gibt Zahlen d’,¢ € N mit a = ga’ und b —a = g¢. Dann gilt b = a+ (b —a) =
ga' + gd = g(d' + ), d.h. g ist auch ein Teiler von b. Insbesondere ist ggT(a,b — a) ein
Teiler von b und somit ggT(a,b —a) < ggT(a,b).

Schritt 3. Da wir beide Ungleichungen gezeigt haben, folgt insgesamt die Behaup-
tung: ggT(a,b) = ggT(a,b— a). O

Das vorausgegangene Lemma erlaubt es, auf einfache Weise (und ohne Verwendung
der Primfaktorzerlegung) den groften gemeinsamen Teiler zweier positiver ganzer Zahlen

zu bestimmen:

Algorithmus 3.8 (Euklid). Input: Es seien a,b € N gegeben und g = ggT(a,b) ge-
sucht.
Wiederhole die folgenden Schritte (i)—(ii), bis a = b gilt:

(i) Vertausche a und b, falls a > b.

(ii) Ersetze b durch b — a.

Output: Sobald der Algorithmus terminiert, ist g = a = b der gesuchte Wert.

Auch solche Algorithmen muss man mathematisch analysieren, um zu garantieren, dass
sie wirklich das behauptete Ergebnis liefern. Mit Hilfe von Lemma 3.7 kann man zeigen,
dass der Euklidische Algorithmus fiir alle a,b € N in der Tat den groften gemeinsamen
Teiler ggT(a, b) berechnet.
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Satz 3.9. Fir alle a,b € N bricht Algorithmus 5.8 nach endlich vielen Schritten ab und

liefert den grofiten gemeinsamen Teiler ggT(a,b).

Beweis. Wir gliedern den Beweis in drei Schritte.

Schritt 1 (a = b). Falls a = b ist, gilt offensichtlich ggT(a,b) = a = b, und Algo-
rithmus 3.8 terminiert.

Schritt 2 (a # b). Falls a # b ist, gilt natiirlich ¢ = ggT(a,b) = ggT(b,a), d.h.
Algorithmus 3.8(i) hat keinen Einfluss auf das gesuchte g und stellt sicher, dass wir wegen
a < b das Hilfsresultat aus Lemma 3.7 anwenden konnen: Es gilt also g = ggT(a,b — a),
d.h. Algorithmus 3.8(ii) hat auch keine Auswirkung auf das gesuchte g.

Schritt 3 (Algorithmus 3.8 terminiert). Wir miissen uns nur noch iiberlegen,
dass Algorithmus 3.8 nach endlich vielen Schritten mit @ = b abbricht: In jedem Durch-
lauf von Algorithmus 3.8(1)—(ii) mit a # b erzwingen wir b > a und iiberschreiben
b = max(a,b) durch b — a. Wegen a,b € Nund b > a gilt b —a € Nmit b —a < b.
Also wird das Maximum max(a,b) um mindestens 1 kleiner. Da N nach unten durch 1
beschriankt ist, kann der Algorithmus nur endlich viele Schritte machen. Da er nur fiir
a = b abbricht, muss nach endlich vielen Schritten a = b gelten, sodass Algorithmus 3.8

wirklich mit dem behaupteten Ergebnis terminiert. U

Kommentar. Wie Sie beim Lesen der Beweise vermutlich gemerkt haben, handelt es
sich bei Beweisen nicht um hohe Prosa. Um die Nachvollziehbarkeit zu erleichtern, ver-
wenden wir kurze Sdtze. Gleiche Argumente werden mit gleicher Wortwahl formuliert
(d.h. bewusste Wortwiederholung). Aus diesem Grund sollten Argumente auch immer mit
JWeil. .. gilt. ..« formuliert werden (anstelle von Es gilt. .., weil...*). In jedem Fall sind
mathematische Formeln und logischen Aussagen in der mathematischen Schriftsprache
immer Teile von vollstindigen Sdtzen (und insbesondere gelten die Regeln der Interpunk-
tion).

Kommentar. Wie Sie in den vorausgegangenen Beweisen gesehen haben, verwendet ein
direkter Beweis meistens den Modus ponendo ponens: Da die (als wahr vorausgesetz-
te) Voraussetzung A und die Implikation A = B wahr sind, muss auch B wahr sein. Da
B und die Implikation B = C wahr sind, muss auch C'" wahr sein, etc; siehe beispiels-
weise den Beweis von Lemma 3.7. Manchmal kann/darf/muss man aber auch andere
Tautologien verwenden, z.B. die Kontraposition im Beweis von Satz 3.2.

Beim indirekten Beweis nimmt man an, dass die Behauptung B falsch (f) ist. Man
zeigt dann mittels logischer Schliisse (d.h. wie beim direkten Beweis), dass unter der (als
wahr vorausgesetzten) Voraussetzung A und der Annahme —B die Implikation [(A A
—B) = f] wahr ist. Diese ist aber nach elementarer Aussagenlogik genau dann wahr,
wenn B falsch und somit B wahr ist; siche den Beweis von Satz 3./ oder den Beweis

von Korollar 3.5. Im Beweis von Satz 3.4 gibt es augenscheinlich keine Voraussetzungen
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(aufSer den ,natirlichen” Eigenschaften von N). In einem solchem Fall ist A einfach als
wahr (w) zu verstehen, sodass sich die gezeigte Implikation zu [-B = f] vereinfacht (und
—B als falsch beweist).

Kommentar. FEs ist wichtig, dass Sie zwischen der Tafelprdsentation in Ihren Vorlesun-
gen (und Ubungen) und der mathematischen Schriftsprache unterscheiden. Wenn man
an der Tafel prasentiert, verwendet man haufig logische Symbole ungenau (insbesondere

Implikation = und Aquivalenz < ), um die Prasentation abzukiirzen, z.B.

o = zur Abkiirzung von: ,Daraus folgt, dass...*

o & zur Abklirzung von: ,Dies ist dquivalent zu. ..“
Viele Vortragende kiirzen auch Definitionen ab, z.B.

o &L how. = sur Abkiirzung von: ,definiert als oder ,geméfs Definition*
Sie sehen diese Unterschiede, wenn Sie in der Vorlesung mitschreiben und Ihre Mitschrift
mit der Prdasentation im zugehdérigen Skript oder Buch wvergleichen. Spdtestens bei Se-
minararbeit und Bachelorarbeit miissen Sie jedenfalls die mathematische Schriftsprache

korrekt verwenden.

4. LOGISCHE QUANTOREN UND VOLLSTANDIGE INDUKTION

Wie Sie in den vorausgegangenen Satzen und Korollaren gesehen haben, nutzt die

Mathematik héufig Formulierungen der Art:
e Fiir allen € N. ..

e Es existiert ein k € N. ..

Die Schriftsprache tendiert dazu, bisweilen nicht eindeutig oder missversténdlich zu sein.
In der Mathematik ist aber gerade dies ein erklértes Ziel. Aus diesem Grund gibt es die
sogenannten (logischen) Quantoren: Wir unterscheiden den All-Quantor V (fir alle)
und den Existenz-Quantor 3 (es existiert (mindestens) ein). Ferner wird héufig die
eindeutige Existenz mit 3! oder 3* (es existiert ein eindeutiges) bezeichnet. Schlieflich
bezeichnet A oft die Nicht-Existenz (es gibt kein).

Ketten von Quantoren sind immer von links nach rechts zu lesen und in diesem Sinn
eindeutig (z.B. VT Topf3D Deckel : ... bedeutet: ,Fiir jeden Topf existiert ein Deckel,
sodass. .. “und eben nicht(!): ,Es existiert ein Deckel, der auf jeden Topf passt, sodass. . .*)
Viele Mathematiker*innen schreiben am Ende einer Quantorenkette den Doppelpunkt als
Abkiirzung von: ,,sodass gilt. . . “. Ein Beistrich nach einem Quantor wird meist als ,,mit der
Figenschaft” gelesen (vgl. Satz 4.3(iii)), manchmal schreibt man aber auch explizit ,mit*
statt des Beistrichs. Ferner verwendet man in der Regel die Konvention, dass die logischen
Verkniipfungen —, A, V, = und < stérker binden als die logischen Quantoren. Jenseits
davon miissen Klammern gesetzt werden, um eine Aussage wirklich unmissverstandlich

zu formulieren.
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Kommentar. Es kann sinnvoll sein, bei Quantoren-Aussagen Klammern zu setzen, da-

mit die Aussage eindeutig und klar ist. Beispielsweise sind die Aussagen
e VneN: A(n)= B (nach Konvention dquivalent zu ¥n € N: [A(n) = B])
e V\neN:A(n)| = B

offensichtlich nicht dquivalent.

Bemerkung 4.1. Im Folgenden sei A(n) eine Aussage in Abhdngigkeit einer natirlichen
Zahln € N.

(i) Die All-Quantor-Aussage [Vn € N : A(n)] ist nach Definition des Quantors
genau dann wahr, wenn A(n) fir alle n € N wahr ist, d.h. die Aussage entspricht
einem iterierten Und: A(1) N A(2) NA(B) A ...

(ii) Die Existenz-Quantor-Aussage [3n € N : A(n)] ist nach Definition des Quan-
tors genau dann wahr, wenn es (mindestens) ein n € N gibt, fir das A(n) wahr
ist, d.h. die Aussage entspricht einem iterierten Oder: A(1)V A(2) V A(3) V ....

(iii) Die All-Quantor-Aussage ist genau dann falsch, wenn es ein ng € N gibt, fir das
—A(ng) wahr ist, d.h. es gilt

=VneN: A(n)] < [Gno € N:—=A(ng)].

Dieses ng bezeichnet man dann auch als Gegenbeispiel der All-Quantor-Aussage,
weil A(ng) zeigt, dass die All-Quantor-Aussage falsch ist.

(iv) Insbesondere ist die Ezistenz-Quantor-Aussage genau dann falsch, wenn fir alle
n € N gilt, dass =A(n) wahr ist, d.h. es gilt

=[3no € N: A(ng)] <  [VneN:-=A(n).

Nach Definition ist dies auch dquivalent zur Aussage, dass kein n € N existiert
mit A(n), d.h.

[Bno € N: A(ng)] <L [Vn e N:=A(n)).

Beispiel 4.2. Fine Zahl p € N ist genau dann eine Primzahl, wenn p > 2 gilt und wenn

1 und p die einzigen Teiler von p sind. Dies entspricht der Aussage
(p=2)A[VneN: ((nteilt p) = (n=1Vn=p))].

Also ist p keine Primzahl, wenn diese Aussage falsch ist. Mit der Tautologie [—(A/\B) &
(mAV =B)] ist p also keine Primzahl, wenn

—(p>2)V-[VneN: ((nteilt p) = (n=1Vn=p))]|.
Die Aussage =(p > 2) ist dquivalent zu p < 2 und wegen p € N deshalb zu p = 1. Also ist

die Aussage, dass p keine Primzahl ist, dquivalent zu
p=1V~=[VneN: ((nteilt p) = (n=1Vn=p))].
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Aufgrund der Negation der All-Quantor-Aussage ist dies dquivalent zu
p=1V[In € N: ~((n teilt p) = (n =1V n =p))].
Mit der Tautologie [(A = B) < (—AV B)] ist dies dquivalent zu
p=1V [HnEN:ﬂ(—'(nteil‘cp)\/n:1\/n:p)].
Mit der Tautologic [~(AV BV C) < (mAA-BA—-C)] ist dies abschliefend dquivalent
2u
p=1V [HnEN: ((nteiltp)/\n;«él/\n#p)}.

Diese Aussage ist also dazu dquivalent, dass p keine Primzahl ist. O

Kommentar. In einer Tafelprisentation wiirde man Beispiel /.2 vermutlich folgender-

mafen abkirzen, um Schreibarbeit zu sparen: Fir p € N gilt nach Definition

p Primzahl PN (p22)/\[VnEN:((nteiltp)é(nzl\/nzp))}.

Durch Negation dieser Aussage erhalten wir die folgenden Aquivalenzen:
p keine Primzahl <= p=1V ﬂ[Vn eN: ((n teilt p) = (n=1Vn= p))}
— p=1V [BneN:~((nteilt p) = (n=1Vn=p))]
<~ p=1V [EInEN:ﬂ(ﬁ(nteiltp)\/nzl\/n:p)}
<~ p=1V [EInEN: ((nteiltp)/\n;«él/\nsép)}.
Beachten Sie, dass hier das Aquivalenz-Symbol <= formal unsauber verwendet wird zur
reinen Abkiirzung der Prisentation: [(A < B) < C] (was dort steht) ist natirlich nicht
dquivalent zu [(A < B) A (B < C)] (was aber natirlich gemeint ist).

Kommentar. Auch bei den logischen Quantoren ist es wichtig, dass Sie zwischen der
Tafelprasentation in Ihren Vorlesungen (und Ubungen) und der mathematischen Schrift-
sprache unterscheiden. Haufig werden die Quantoren nur verwendet, um die Prdsentation

abzukiirzen, z.B.

o Vo € N wird ans Ende eines Satzes oder einer Formel geschrieben zur Abkiirzung
von fir alle v € N“;
o dr € N wird im Text verwendet, um abzukiirzen, dass es ein x mit einer Eigen-

schaft gibt und dass dieses x im Folgenden auch betrachtet wird.

Achten Sie auf die (ggf. formal unsaubere) Verwendung der Quantoren in Ihren Vorle-
sungen! Bei Seminararbeit und Bachelorarbeit missen Sie jedenfalls die mathematische
Schriftsprache korrekt verwenden, d.h. eine Quantor(en)-Aussage ist eine Aussage. Diese

kann wahr oder falsch sein, mehr aber auch nicht!

Kommentar. Unsere Notation und Verwendung von Quantoren ist in der Mathematik
weithin verbreitet. Im Sinne der formalen Prddikatenlogik ist aber auch unsere Verwen-

dung formal falsch. Die formale Pridikatenlogik schreibt
Vn: [n€N= A(n)] (,Fir alle n gilt, dass n € N auch A(n) impliziert.)
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anstelle von

Vn e N: A(n) (,Fir alle n € N gilt A(n).“).
Analog schreibt die formale Prddikatenlogik

dn: [neNAA(n) (,Es existiert ein n mit n € N und A(n).“)
anstelle von

dneN: A(n) (,Es existiert ein n € N mit A(n).“).

Sie sehen also, dass der Doppelpunkt in manchen Formeln eine Implikation (=) und in
anderen Formeln ein logisches Und (A) versteckt. In der mathematischen Praxis ist das

aber wenig fehleranfdllig.

Das Beweisprinzip der vollstandigen Induktion ist eine Beweistechnik, um zu zeigen,

dass eine Aussage der Form
Vn e N: A(n)

wahr ist, d.h. man hat eine Aussage A(n) in Abhéngigkeit einer natiirlichen Zahl n € N
und will zeigen, dass diese Aussage fiir alle n € N wahr ist; siehe Beispiel 4.5 unten.

Im folgenden Satz bedeutet paarweise fAquivalent, dass alle drei Aquivalenzen gelten:
(i) & (ii), (i) & (iii) und (ii) < (iii). Da eine Aquivalenz A < B von zwei Aussa-
gen A und B nach Definition genau dann wahr ist, wenn beide Implikationen A = B
und A < B wahr sind, kénnte man also insgesamt sechs Implikationen zeigen. Es geht
aber bisweilen effizienter. Wir werden in drei Schritten zeigen, dass die folgenden drei
Implikationen gelten: (i) = (ii), (ii) = (iii) und (iii) = (i). Man bezeichnet dies als
Ringschluss. Mittels elementarer Logik folgen aus diesen drei Implikationen tatséchlich

die genannten drei Aquivalenzen, d.h. die Aussagen (i)-(iii) sind paarweise dquivalent.

Satz 4.3 (vollstindige Induktion). Es sei A(n) eine Aussage in Abhingigkeit einer
natirlichen Zahl n € N. Dann sind die folgenden drei Aussagen (1)—(iil) paarweise dqui-

valent:
(i) A(n) ist wahr fir alle n € N, d.h.
Vn e N: A(n).

(ii) Induktionsprinzip: A(1) ist wahr und fir alle n € N gilt: Wenn A(n) wahr ist,
dann ist auch A(n + 1) wahr, d.h.

AMAVReN: A(n) = A(n+1)]

(i) Starkes Induktionsprinzip: A(1) ist wahr und fir alle n € N gilt: Wenn A(k)
wahr ist fir alle k =1,...,n, dann ist auch A(n + 1) wahr, d.h.

A A [VneN: (VkeNk<n: A(k)) = A(n+1)].
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Beweis. Schritt 1 ((i) = (ii)). Wir setzen voraus, dass (i) wahr ist, d.h. A(n) ist wahr
fiir alle n € N. Insbesondere ist also A(1) wahr. Fiir (ii) miissen wir noch fiir alle n € N
die Implikation [A(n) = A(n + 1)] zeigen. Diese ist aber klar, da fiir jedes n € N nach
Voraussetzung A(n) und A(n + 1) wahr sind. Also gilt (ii).

Schritt 2 ((ii) = (iii)). Wir setzen voraus, dass (ii) wahr ist, d.h. A(1) ist wahr und
fur alle n € N gilt die Implikation [A(n) = A(n + 1)]. Tatséchlich ist fir (iii) nur noch
die folgende Implikation fiir alle n € N zu zeigen: (A(1) A--- A A(n)) = A(n + 1). Dies
ist aber natiirlich erfiillt, denn es gelten die Implikationen [(A(1) A--- A A(n)) = A(n)]
und nach Voraussetzung [A(n) = A(n + 1)].

Schritt 3 ((iii) = (i)). Wir setzen voraus, dass (iii) wahr ist. Damit ist zunéchst
A(1) wahr. Wir nehmen an, dass die Aussage von (i) falsch ist, d.h. es gibt (mindestens)
ein n € N, fiir das A(n) falsch ist. Sei also N die kleinste natiirliche Zahl, fiir die A(N)
falsch ist. Klarerweise gilt N > 1, denn A(1) ist wahr. Aufgrund der Minimalitét von N
gilt ferner, dass A(k) wahr ist fiir alle k = 1,..., N — 1. Dies steht aber im Widerspruch
zu (iii): Fiir alle n € N (und damit auch fir n = N — 1) muss A(n + 1) wahr sein (also
A(N) wahr sein), wenn A(1)A---AA(n) wahr ist. Also ist unsere Annahme falsch, d.h. (i)

muss wahr sein. O

Bemerkung 4.4 (Beweisprinzip der vollstindigen Induktion). Nach Satz 4.3 kann
man folgendermaflen vorgehen, wenn man zeigen will, dass eine Aussage A(n) fir alle
n € N wahr ist:

(a) Man zeigt zundchst im Induktionsanfang, dass A(1) wahr ist. Dann macht man
die Induktionsvoraussetzung, dass fir ein beliebiges n € N die Aussage A(n)
wahr ist. Im Induktionsschritt muss man zeigen, dass daraus bereits folgt, dass
A(n+ 1) wahr ist.

(b) Anstelle der schwachen Induktionsvoraussetzung aus (a) darf man auch die starke

Induktionsvoraussetzung machen, dass fir ein beliebiges n € N die Aussagen
A(k) fir alle k =1,...,n wahr sind.
Hat man den Induktionsschritt (mit Induktionsvoraussetzung in (a) bzw. starker Indukti-
onsvoraussetzung in (b)) gezeigt, so folgt aus der Aquivalenz (i) < (i) bzw. (i) < (iii) in
Satz 4.3, dass die Aussage A(n) tatsdchlich fir alle n € N wahr ist.

Im Folgenden geben wir einige Beispiele fiir die vollstdndige Induktion, wobei wir im

folgenden Beispiel 4.5 auch das Summensymbol > als Notation einfiihren.

Beispiel 4.5. Firn € N betrachte die Summe Y 7 j :=1+2+3+---+n. Dann gilt
a 1
Zj:@ fiir alle n € N.
j=1

(n

Wir betrachten die Aussage A(n), dass Z?le = "TH) gilt. Wir wollen mittels vollstdn-

diger Induktion nach n beweisen, dass A(n) fir alle n € N wahr ist.
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Induktionsanfang: Firn =1 gilt 3! | j = Z L j=1=12 = g A1) st
wahr.

Induktionsvoraussetzung: Sein € N. Es gelte )\, j = n("H) , d.h. A(n) ist wahr.

Induktionsschritt: Wir miissen zeigen, dass Z"+11 j= % gilt, d.h. A(n +1)

15t wahr. Dazu beobachten wir, dass laut Induktionsvoraussetzung gilt

Zj:<n+1)+zj:(n+1)+n(n2—i—1) _ 2(n+1)—|2—n(n+1) (n—|—2)2(n—|—1)'

Damit ist aber der Induktionsschritt gezeigt. Also gilt Z?le = @ fir allen e N. 0O

Manchmal will man beweisen, dass eine Aussage fiir alle n € N mit n > nq gilt. Auch

dies geht mit vollstandiger Induktion.

Korollar 4.6. Sei ng € N. Ferner sei A(n) eine Aussage in Abhdingigkeit einer na-
tirlichen Zahl n € N mit n > ng. Dann sind die folgenden drei Aussagen paarweise

aquivalent:

(i) A(n) ist wahr fir alle n € N mit n > ng, d.h.
Vn € Nyn>ng: A(n).

(ii) A(ng) ist wahr und fir alle n € N mit n > ngy gilt: Wenn A(n) wahr ist, dann ist
auch A(n + 1) wahr, d.h.

A(ng) A (Yn € Nyn > ng: A(n) = A(n+1))

(iii) A(no) ist wahr und fir alle n € N mit n > nqy gilt: Wenn A(k) wahr ist fir alle
k =ng,...,n, dann ist auch A(n + 1) wahr, d.h.

A(ng) A [VnEN,nznoz (VkEN,nO <k<n: A(k)) :>A(n—|—1)}.

Beweis. Wir definieren die Aussage A(n) := A(n+no—1) fiir alle n € N. Dann gilt fiir die
Aussagen j() der Satz 4.3 {iber die vollstandige Induktion. Wie man leicht sieht, ist die
Aussage fiir A(-) von Korollar 4.6(i) dquivalent zu der Aussage fiir A(-) von Satz 4.3(i),
d.h. es gilt

WneN,n>ng: A(n)] < [VneN: A(n)]

Die analoge Aquivalenz gilt auch fiir die jeweiligen Aussagen (ii) und (iii) von Korollar 4.6
und Satz 4.3. Uber die Aquivalenzen von Satz 4.3 erhilt man also, dass auch die Aussagen

(1)—(iii) von Korollar 4.6 paarweise dquivalent sind. O

Bemerkung 4.7. Mit demselben Vorgehen wie in Korollar 4.0 kann man ein Indukti-
onsprinzip herleiten, um eine Aussage A(n) fir allen € Z ={0,+1,£2,...} mit n > ng

oder fiir alle n € Z mit n < ngy zu zeigen.
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Das folgende Beispiel nutzt das Induktionsprinzip nach Korollar 4.6(iii) fir ng = 2,
um einen alternativen Beweis von Satz 3.4 iiber die Existenz der Primfaktorzerlegung zu

geben.

Beispiel 4.8. Als Beispiel fir die Anwendung der starken Induktionsvoraussetzung be-

trachten wir folgende Aussage firn € N mit n > 2:
A(n): Es existieren ein Index k € N und Primzahlen pq,...,pr € N mit n = H5:1 D;-

Wir nutzen nun vollstindige Induktion, um zu zeigen, dass A(n) fir allen € N mitn > 2
wahr 1st.

Induktionsanfang: Firn = 2 geben k =1 und p; := n die Primfaktorzerlegung, d.h.
A(2) ist wahr.

Induktionsvoraussetzung: Sein € N mit n > 2. Es gelte, dass fiir jede Zahl N € N
mit 2 < N < n ein Index k € N und k-viele Primzahlen pq,...,pr € N existieren mit
N = H?:lpj'

Induktionsschritt: Wir miissen zeigen, dass zun+ 1 ein Index k € N und Primzah-
len p1,...,pr € N existieren mit n + 1 = H?Zl pj. Dabei konnen zwei Fille auftreten:
Entweder ist n + 1 eine Primzahl, oder n + 1 ist keine Primzahl.

Fall 1: Falls n+ 1 eine Primzahl ist, so kénnen wir wie beim Induktionsanfang ar-
gumentieren. Wir definieren k =1 und p; = n + 1 und haben die gesuchte Primfaktor-
zerlegung gefunden.

Fall 2: Falls n+ 1 keine Primzahl ist, hat n + 1 zwei echte Teiler, d.h. n +1 = ab
mit a,b € N und 2 < a,b < n+ 1. Insbesondere kénnen wir fir a und b die Induktions-
voraussetzung anwenden, d.h. es gibt Indizes {,m € N und Primzahlen py,...,pe sowie
qi, ... Gm mit a = H§:1 pj und b= H;nzl q;. Definieren wir k == € +m und ppy; = q; fir
alle j =1,...,m, so folgt (mit einem Index-Shift im Produkt bei é)

pev=a= ([Tn) (1) = (L) (Toe) = (L) (T1 0) =D

Auch in diesem Fall haben wir die gesuchte Primfaktorzerlequng gefunden. Damit ist der

Induktionsschritt gezeigt, d.h. jedes n € N mit n > 2 hat eine Primfaktorzerlegung. U

Kommentar. Die Mathematik hat eine innere Asthetik (,elegante Beweise”), die schwer
zu beschreiben ist, die Sie aber sicher im Zuge des Studiums wahrnehmen werden. Jeden-
falls strebt man oft danach, einen Beweis so klar wie moglich und so kurz wie maoglich
hinzuschreiben. Im vorausgegangenen Beispiel kénnte man zundchst beobachten, dass jede
Primzahl eine (eindeutige) Primfaktorzerleqgung hat. Dann wdre die Induktionsvorausset-
zung als Spezialfall fiir n = 2 bereits verifiziert, und im Induktionsschritt dirften wir

sofort voraussetzen, dass n+ 1 keine Primzahl ist.
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1—4 1—6 1—7 1—~28

ABBILDUNG 1. Jedes Quadrat (schwarze Umrandung) ldsst sich in 4, 6,
7 und 8 (nicht notwendigerweise gleich grofse) Quadrate unterteilen (blaue
Unterteilungen). Beispiel 4.9 zeigt mittels vollstandiger Induktion, dass sich
jedes Quadrat deshalb in n > 6 viele (nicht notwendigerweise gleich grofse)
Quadrate unterteilen lasst.

Die Allgemeinheit der Induktion erlaubt auch die Beweisfiihrung fiir ganz unterschied-
liche Fragestellungen. Manchmal braucht es auch ein wenig Idee, um die richtige Induk-

tionsbehauptung zu formulieren.

Beispiel 4.9. Wir betrachten die folgende Aussage fir n € N mit n > 6:
B(n): Jedes Quadrat ldsst sich in n (nicht unbedingt gleich grofie) Quadrate unterteilen.

Unser Beweis basiert darauf, dass man jedes Quadrat in 4 Quadrate zerlegen kann, d.h.
1 — 4 =1+ 3; siehe Abbildung 1 (links). Um diese Idee in einem Induktionsschritt zu
nutzen, muss man die Aussagen B(6), B(7) und B(8) als Induktionsanfang nehmen. Wir
betrachten also fiir n > 8 die Aussage A(n) = B(n—2)AB(n—1)AB(n), d.h. wir wollen
wm Folgenden
VneN,n>8:A(n)

mittels vollstindiger Induktion zeigen.

Induktionsanfang: Anhand von Abbildung 1 sieht man, dass B(6), B(7) und B(8)
wahr sind. Also ist A(8) wahr. Dies zeigt den Induktionsanfang n = 8.

Induktionsvoraussetzung: Sei n € N mit n > 8. Die Aussage A(n) sei wahr, d.h.
jedes Quadrat ldsst sich inn — 2, n — 1 und n Quadrate unterteilen.

Induktionsschritt: Wir miissen zeigen, dass A(n + 1) wahr ist. Nach Definition von
A(n+1) ist nur zu zeigen, dass B(n+ 1) wahr ist, d.h. wir kénnen ein Quadrat in n+ 1
Quadrate unterteilen. Zundchst teilen wir das Quadrat in 4 gleich groffe Quadrate; siehe
Abbildung 1 (links). Nach Induktionsvoraussetzung ist A(n) wahr und damit B(n — 2)
wahr, d.h. wir konnen eines dieser vier Quadrate in n—2 Quadrate unterteilen. Insgesamt
haben wir das Ausgangsquadrat in 3+ (n —2) = n+ 1 Quadrate unterteilt. Damit ist der
Induktionsschritt gezeigt. Also haben wir abschlieffend bewiesen, dass sich jedes Quadrat

i n > 6 Quadrate unterteilen ldsst. |

Das abschliefsende Beispiel (mit falschem Beweis) zeigt, dass man bei der vollstdndigen
Induktion sorgfaltig arbeiten muss.
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Beispiel 4.10. Wir betrachten die folgende (offensichtlich falsche) Aussage:
A(n): In jeder Gruppe von n € N Pferden haben alle Pferde dieselbe Farbe.

Wir beweisen” diese Aussage mittels vollstindiger Induktion nach n.
Induktionsanfang: Der Induktionsanfang n = 1 ist offensichtlich wahr.
Induktionsvoraussetzung: Sein € N. Die Aussage A(n) sei wahr.
Induktionsschritt: Wir miissen zeigen, dass A(n+ 1) gilt. Seien dazu P und Q zwei

Pferde der Gruppe von n+1 Pferden. Sei P die Gruppe ohne P und @ die Gruppe ohne (.

Dann sind P und @ zwei Gruppen mit jeweils n Pferden. Nach Induktionsvoraussetzung

haben alle n Pferde in P und @ dieselbe Farbe. Also miissen alle Pferde aus der Gruppe

mit n + 1 Pferden dieselbe Farbe haben. ,Damit ist die Aussage A(n + 1) bewiesen.“

Wo ist der Fehler im Beweis? Im Induktionsschritt nutzen wir implizit, dass es in
der Gruppe neben P und Q) noch ein drittes Pferd R gibt, sodass P und R (als Pferde der
Gruppe @) und Q und R (als Pferde der Gruppe I/D\) dieselbe Farbe haben. Es muss also
n > 3 gelten. Wir haben den Induktionsanfang aber fiir n = 1 gezeigt, und die Aussage
A(n) ist auch offensichtlich falsch fir n = 2.

Bemerkung 4.11. Abschliefiend miissen wir noch festhalten, welche (aus der Schul-
mathematik bekannten) Eigenschaften von N wir in den letzten Abschnitten verwendet

haben:

o Arithmetik (inkl. Kommutativ-, Assoziativ- und Distributivgesetzen),
e vollstindige Kleiner-Grifier-Ordnung (inkl. Vertraglichkeit mit der Arithmetik),

o FEristenz von minimalen Elementen.

Formal miissen wir diese Eigenschaften noch verifizieren, wenn wir spdater die natiirlichen

Zahlen N konstruieren.

5. MENGEN

Die moderne Mathematik basiert auf dem Begriff der Menge. Auch die Konstruktion
der iiblichen Zahlenmengen (mit ihrer Arithmetik und etwaigen Ordnungsrelationen) wie
beispielsweise N werden Sie im Zuge der Einfihrung ins Mathematische Arbeiten (Kon-
struktion von N) und der Analysis 1 (Konstruktion von Z, Q, R, C) noch sehen. Der

Einfachheit halber arbeiten wir hier mit dem Mengenbegriff von Georg Cantor.

Definition 5.1 (Cantor (1895)). Eine Menge M ist eine ungeordnete Zusammenfas-
sung von wohlbestimmten und wohlunterschiedenen Objekten zu einer Gesamtheit. Diese
Objekte heiffen Elemente von M. Ist M eine Menge und x ein Element von M, so

schreiben wir x € M. Ist M eine Menge und x kein Element von M, so schreiben wir
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Eine Moglichkeit Mengen darzustellen, ist die aufzihlende Schreibweise, z.B.
M ={a,b,c,d,e} oder M :={1,3,5,...}.

Ist A(z) eine Aussage iiber die Elemente = einer Menge M, so verwendet man auch eine

beschreibende Schreibweise, z.B.
{z € M|A(z)} = {z € M| A(z) ist wahr} = {z |2 € M und A(z) ist wahr}.

Aus der Schule kennen Sie die folgenden Zahlenmengen, die wir allerdings spater mit dem
obigen Mengenbegriff gewissermafsen aus dem Nichts heraus noch konstruieren wollen und

werden:

e N:={1,2,3,...} natirliche Zahlen (positive ganze Zahlen);

o Ny :=1{0,1,2,...} natirliche Zahlen inklusive Null (nicht-negative ganze Zahlen);
e Z:={0,1,-1,2,-2,...} ={£n | n € No} ganze Zahlen;

e Q:= {z/n ’ z € Lyn € N} rationale Zahlen;

e R reelle Zahlen;

o C:= {a + bi ‘ a,be R} komplexe Zahlen.

Definition 5.2. Zwei Mengen A und B sind gleich, wenn sie dieselben Elemente
enthalten. Wir schreiben in diesem Fall A = B mit dem tblichen Symbol = fiir die
Gleichheit. Sind zwei Mengen nicht gleich, so schreiben wir A # B. Eine Menge A ist
eine Teilmenge von B, wenn jedes Element von A auch ein Element von B ist. In diesem
Fall bezeichnet man B als Obermenge von A und schreibt A C B bzw. B O A mit
den Symbolen C und O fir die Inklusion. Ist A eine Teilmenge von B und A # B, so
schreiben wir A G B bzw. B 2 A mit den Symbolen G und 2 fiir die strikte Inklusion
(bzw. echte Inklusion). Schlieflich bezeichnet () := { } die leere Menge.

Kommentar. Manche Mathematiker*innen schreiben A C B anstelle von A G B. Je
nach Autor*in wird das Symbol A C B als A C B oder A ; B wverstanden.

Bemerkung 5.3. Fiir jede Menge A gilt ) C A mit strikter Inklusion () ; A fiir A+ 0.
Ferner kann man Mengen von Mengen bilden, z.B. findet man haufig: Sei K € {R,C},
d.h. K bezeichnet entweder die Menge der reellen oder die Menge der komplexen Zahlen.
Wenn wir spdter die natirlichen Zahlen N formal konstruieren, wird es wichtig sein, dass

klarerweise O # {0} # {0, {0}} gilt.

Die folgenden Definitionen werden in Abbildung 2 in Form von sogenannten Venn-

Diagrammen visualisiert.

Definition 5.4. Fir Mengen A und B definieren wir

e die Vereinigung AU B = {:c ‘ (xeA)V(xe B)}, sprachlich: A vereinigt B,
o den Schnitt AN B = {xz|(x € A) A (x € B)}, sprachlich: A geschnitten B,
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ABBILDUNG 2. Venn-Diagramme fiir Vereinigung A U B, Schnitt AN B
und Differenz A\ B von Mengen A, B C M sowie Komplement A€ von A in
M.

o die Differenz A\B = {z|(zx € A)A(z & B)} = {z € A|x & B}, sprachlich:
A ohne B.

Ist A C M und die Menge M im Kontext klar, so bezeichnet
o A= M\A das Komplement von A (in M ).
Zwei Mengen A und B sind disjunkt, wenn AN B = ().

Beispiel 5.5. Finfache Beispiele fiir Vereinigung, Schnitt und Differenz sind
{1,2,3}U{2,3,4} ={1,2,3,4}, {1,2,3}n{2,3,4} ={2,3}, {1,2,3}\{2,3,4} = {1}.
Sind die natirlichen Zahlen N die Gesamtmenge, so ist

G = {Qn‘nGN} = {x’EInEN:szn} ={2,4,6,...}

die Menge der geraden Zahlen. Das Komplement

U=G=N\G={1,3,5,...} ={a|ImeN:z=2n—-1} = {2n—1|n e N}.

ist die Menge der ungeraden Zahlen. Gemdf Definition gilt U N G = ).

Auf Mengen gelten diverse Rechenregeln wie beispielsweise die Distributivgesetze. Ge-
mék Definition gilt eine Mengengleichheit A = B genau dann, wenn beide Inklusionen
A C B und A O B gelten. Will man eine Mengengleichheit zeigen, so zeigt man also

(meistens), dass beide Inklusionen gelten.

Lemma 5.6. Fir beliebige Mengen A, B,C gelten
AN(BUC)=(AnB)U(ANC(C), (1)
AU(BNC)=(AuB)Nn(AUCQC). (2)

Beweis. Wir zeigen beide Inklusionen in (1). Die Gleichheit (2) folgt analog.
Schritt 1 (Inklusion C in (1)). Um (1) zu zeigen, sei zunichst z € AN (BUC)
beliebig. Nach Definition des Schnitts gilt (z € A) A (x € B U C). Nach Definition der
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Vereinigung ist also (z € B) V (z € C'). Daraus ergibt sich also
(e A)N(zr € B),dh.x € ANB, oder (zr€AAN(xel),dh.zeANC.

Insgesamt zeigt dies (x € AN B)V (x € ANC) und damit z € (AN B)U(ANC). Da
x beliebig war, erfiillt jedes v € AN (BUC) also x € (AN B)U (AN C) und somit gilt
AN(BUC)C (ANB)U(ANC).

Schritt 2 (Inklusion D in (1)). Die andere Inklusion zeigt man analog. Sei dazu
x € (AN B)U(ANC) beliebig. Nach Definition der Vereinigung gilt (x € AN B) V (z €

ANC). Insbesondere gilt also einerseits © € A und andererseits

r€ BoderzxeC,dh.x e BUC.

Insgesamt zeigt dies (zr € A) A (x € BUC) und damit x € AN (BUC). Jedes = €
(ANB)U(ANC) erfiillt also z € AN(BUC) und somit (ANB)U(ANC) C AN(BUC).

Schritt 3 (Gleichheit =in (1)). Da durch Schritt 1 und 2 beide Inklusionen gezeigt
sind, gilt (1) mit Gleichheit. O

Kommentar. In Lehrbichern oder Vorlesungen heifit es oft einfach: ,Der Beweis ist
analog” zu einem anderen Beweis. Das bedeutet, dass Sie, wenn sie den anderen Beweis
vollstindig verstanden haben, in der Lage sein sollten, diesen Beweis selbst zu machen.
Die Beweisschritte und Argumente sollten also sehr dhnlich sein. Ebenso oft finden Sie
auch: ,Der Beweis ist offensichtlich®. Oder sogar: ,Der Beweis ist trivial‘. Das bedeutet,
dass der Beweis mit Standardargumenten folgt, die bei den Leser*innen vorausgesetzt wer-
den. Ob ein Beweis wirklich trivial ist oder nicht, liegt sehr im Auge der Betrachter*innen.
Aber je linger Sie sich mit Mathematik beschdftigen, desto einfacher werden Ihnen die

Beweise erscheinen, die Ihnen am Anfang des Studiums noch sehr schwer schienen.

Bisweilen betrachtet man die Vereinigung bzw. den Schnitt von mehr als zwei Mengen.
Dafiir schaffen wir die folgende Notation, indem wir die Definition der Quantoren aus
Abschnitt 4 von n € N auf allgemeinere Mengen und Indizes 7 € I libertragen. Beachten
Sie, dass fiir I = {1,2} und Mengen A; und A, die folgende Definition 5.7 mit der von
Definition 5.4 iibereinstimmt, d.h. J,.; A = A1 U Ay baw. (,.; A; = A1 N Ay. Siehe auch

Abbildung 3 fiir die Visualisierung in Form von Venn-Diagrammen.

Definition 5.7. Es sei I eine Indexmenge, d.h. eine Menge, deren Elemente wir nur
zum Indizieren anderer Mengen oder Elemente nutzen (2.B. I C N). Fir jedes i € I sei
eine Menge A; gegeben. Dann definieren wir

o die Vereinigung J,c; Ai = {x ‘ el xe Ai},

o den Schnitt (.., A; = {a:|‘v’z el:xe€ Ai}.

el

Mit diesen Definitionen gilt der folgende Satz, der die Distributivgesetze von Lemma 5.6

verallgemeinert und zuséatzlich die De Morgan’schen Regeln fiir Mengen formuliert.
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ABBILDUNG 3. Venn-Diagramme fiir Vereinigung | J

ﬂie[ A

il

/4i - /11 U /42 U /13

und Schnitt (),.; A; fiir I = {1,2,3} und Mengen A; C M for i € I.

Satz 5.8. Es sei I eine Indexmenge. Fir alle i € I sei B; eine Menge. Sei ferner A eine

Menge. Dann gelten die Distributivgesetze

AN (UB,») = Jan g,

i€l i€l
AU <ﬂB,») =(AuB,).
i€l i€l

Ferner gelten die De Morgan’schen Regeln

a\(UB) =B,

aA(N5) =Uus).

Beweis. Wir beweisen jeweils beide Inklusionen in (3)—(6).

Schritt 1 (Inklusion C in (3)). Sei z € AN (U,.; Bi). Dann ist z € A, und es
gibt einen Index iy € I mit x € B;,. Also ist + € AN By, € |J,;(AN B;). Da x beliebig

war, folgt die Inklusion A N (U;c; Bi) € Ui, (AN By).

Schritt 2 (Inklusion D in (3)). Sei 2 € (J,c;(AN B;). Dann existiert ein Index
ip € I mit x € AN By,. Insbesondere gilt + € A und v € B;;, C |J,; B; und damit
z € AN (U,c; Bi)- Da x beliebig war, folgt die Inklusion AN (U;c; Bi) 2 Uie; (AN B;).

Schritt 3 (Inklusion C in (4)). Seiz € AU((;c; B;). Also gilt 2 € A oder z € B;
fiir alle ¢ € I. Insbesondere gilt © € AU B; fiir alle i € 1. Daraus folgt « € (,.;(AU B;).
Da  beliebig war, folgt die Inklusion AU ((;c; Bi) € ;e (AU By).
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Schritt 4 (Inklusion D in (4)). Sei x € (),.;(AU B;). Also gilt € AU B; fiir
alle ¢ € I. Insbesondere gilt also z € A oder x € B; fiir alle v € I. Ist x € A, so folgt
r e AU (ﬂieIBi)' Ist © ¢ A, so gilt x € B, fiir alle i € I und deshalb x € (,.; B; C
AU (Micr Bi)- Da x beliebig war, folgt die Inklusion AU ((V;c; Bi) 2 Nie (AU By).

Schritt 5 (Inklusion C in (5)). Sei z € A\(U,; B:). Also ist z € A, aber z ¢
U,c; Bi- Beachte die Aquivalenz

yel B, < 3diel:yenB.

il
Also gilt mittels Negation des Existenz-Quantors die Aquivalenz

r¢| B < Viel:z¢B.
i€l

Insbesondere gilt also x ¢ B; fiir alle ¢ € I. Also gilt + € A\B; fiir alle i € I und
insbesondere = € (,.;(A\B;). Da z beliebig war, folgt die Inklusion A\(U,c; Bi) C
Mier(A\B)).

Schritt 6 (Inklusion D in (5)). Sei z € [),c;(A\B;). Also ist x € A\B; fiir alle
i € I. Insbesondere gilt € Aund « ¢ B; fiir alle i € I. Dies zeigt x € Aund z &€ | J,; B,
d.h. z € A\(U,;; Bi). Da x beliebig war, folgt die Inklusion A\(U,c; Bi) 2 MNic;(A\B:).

Schritt 7 (Inklusion C in (6)). Sei z € A\((;c;Bi). Also ist z € A und z ¢
Mic; Bi- Beachte die Aquivalenz

yeﬂBZ- — Viel:yeB,.
iel
Also gilt mittels Negation des All-Quantors die Aquivalenz
v (B < 3Zipel:x¢ B,
iel
Wir wihlen ein iy € I mit ¢ B;, und damit z € A\B;, C |J,c;(A\B;). Da x beliebig
war, folgt die Inklusion A\((N;c; Bi) € Ui (A\B;).
Schritt 8 (Inklusion D in (6)). Seiz € |J,c;(A\B;). Also existiert ein ig € / mit
v € A\B;,, d.h. es gilt # € A und = ¢ B;,. Insbesondere folgt = ¢ (,.; B; und somit
z € A\((N;e; Bi)- Da x beliebig war, folgt die Inklusion A\((;c; Bi) 2 Ui (A\Bi). O

Als letzte Definition in diesem Abschnitt definieren wir noch die Potenzmenge einer

Menge.

Definition 5.9. Fiir eine Menge M bezeichnet P(M) == {A ‘ A C M} die Potenzmen-

ge. Dies ist die Menge aller Teilmengen von M.

Beispiel 5.10. Fir M = {1,2,3} gilt
P(M) = {0, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1,2,3}},

16. Oktober 2025 23



d.h. M hat 3 Elemente und P(M) hat bereits 8 Elemente. Beachte, dass die leere Menge

0 und die ganze Menge M immer Elemente der Potentzmenge sind.

Im vorausgegangenen Beispiel haben wir gesehen, dass die 3-elementige Menge M =
{1,2,3} insgesamt 23 = 8 Teilmengen hat. Dies gilt allgemein, wie wir mit Satz 5.13

zeigen werden.

Definition 5.11. Fiir n € Ny bezeichne n! == [[}_, j die Faktorielle, wobei das leere
Produkt als 1 definiert sei, d.h. 0! := 1. Fir k € Ng mit k < n sei

(V)

der Binomialkoeffizient, sprachlich: n uber k.

Definition 5.12. Fine Menge A ist eine endliche Menge, wenn sie entweder leer ist
oder es einn € N gibt, sodass wir die Elemente von A entsprechend nummerieren kénnen:
A= A{xy,...,z,} = {xz ‘z =1,... ,n} mit paarweise verschiedenen x; # wy fir alle
Jk=1,...,n. In diesem Fuall sagen wir auch, dass A eine n-elementige Menge ist
und schreiben # A = n fir die Kardinalitat von A, d.h. die Anzahl an FElementen.

Die 0-elementige Menge sei die Menge ohne Elemente, d.h. A =0 und #0 = 0.

Satz 5.13. Seien n,k € Ny mit k < n. Dann hat jede n-elementige Menge A genau (Z)

verschiedene k-elementige Teilmengen. Ferner hat A genau 2™ verschiedene Teilmengen,
dho 2 =30 (7).

Beweis. Wir beweisen beide Aussagen des Satzes mittels vollstdndiger Induktion nach
n € Ny:

Fiir jede Menge A mit #4 = n € Ny und fiir alle & = 0,...,n erfiillen die
Mengen Py(A) = {B C A|#B = k} gerade #Py(A) = (}) und #P(A) =
ZZ:O #Pr(A) =2".
Induktionsanfang. Fir n = 0 = k gilt A = 0 und Py(0) = P(0) = {0} mit
#Po(0) = #P(0) =1 = (7), d.h. die Aussage ist wahr fiir n = 0.
Induktionsvoraussetzung. Sein € Nund die Aussage sei wahr fiir alle n-elementigen
Mengen.
Induktionsschritt. Sei A = {x1,...,2,4+1} eine (n + 1)-elementige Menge. Wir un-

terteilen die k-elementigen Teilmengen B € Py(A) in zwei Gruppen:

o P, (A)={BC A|#B=kAwx,1 & B},
e PH(A) ={BCA|#B=kAz,1 € B}.

Beachte Py(A) = P, (A) U P (A) und P, (A) NP (A) = 0. Daraus folgt #Px(A) =
#P; (A) + #P;F(A). Wir miissen drei Falle unterscheiden:
Fall 1 (k = 0). Fiir k=0 gilt Py (A) = {0}, Py (A) = 0 und #Py(A) = 1 = ("),

0
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Fall 2 (k=n+1). Firk =n+1git #P,,,(A) = 0 and P}, (4) = {4}, also
#Puna(A) = 1= (1))

Fall 3 (1 <k <n). Firl < k < n beachte zunéchst, dass P, (4) = Pr(A)
fir A" = {xy,...,2,}. Wir wenden die Induktionsvoraussetzung fiir A’ an: Es folgt
#P; (A) = #Pi(A") = (}). Beachte ferner, dass sich jedes B € P} (A) genau in der Form
B = {x,41} U B’ schreiben ldsst mit B’ € Pj_1(A’). Nach Induktionsvoraussetzung folgt
also #P;(A) = #Pp_1(A') = (,",). Fiir 1 <k < n ergibt sich insgesamt

#Pi(A) = (Z) + (k . 1) = k!(nni IR 1)!(2!— Ft1)

nl(n+1—k) n!k
- + M)
Eln+1—-Fk)!  En+1-k)!
~onln+1) (n+1
S Kn+1-k)! O\ k)
Damit ist #Py(A) = (”“) fiir alle £ =0,...,n+ 1 gezeigt.
Abschlieftend miissen wir noch #P(A) berechnen. Dabei verwenden wir die Identitét (7)

fir den Binomialkoeffizienten (und einen Index-Shift in der Summe beim ;) und erhalten

£ (1) (0 CE)ECD)

k=0

D ()4 ()
-(5)+ ()2 ()2 )
SHRHE MBI MWE (]

Mit der Induktionsvoraussetzung folgt somit

A):an:(Z) — 2. #P(A) =2 2" = 2",
k=0

Damit ist der Induktionsschritt gezeigt und die Aussage des Satzes gilt fiir allen € Ny. [

Wir beschliefen den Abschnitt mit der Beobachtung, dass der Cantor’sche Begriff von

Menge und Element formal nicht hinreichend prézise ist, da er innere Widerspriiche ent-

halt.
Bemerkung 5.14 (Russell’sche Antonomie (1903)). Formal ist die Cantorsche De-

finition einer Menge noch ,zu naiv®, wie die Russelsche Antonomie zeigt:

Es sei M die Menge aller Mengen, die sich nicht selbst als Element ent-
halten.
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(z1,91) (21, 2) (w1, y3)

(2, 71) (22, Y2) (#2,43) | A x B

(w3, 1) (w3, 12) (w3, Y3)

ABBILDUNG 4. Visualisierung des kartesischen Produkts A x B aus Defi-
nition 6.1 fiir zwei Mengen A = {z1, x5, 23} und B = {y1,y2, Y3}

Diese ,,Definition” von M erzeugt einen Widerspruch mit der folgenden Frage:
Gilt M € M?

Wenn M € M, dann folgt nach Definition von M, dass M & M. Wenn M & M, dann
folgt nach Definition von M, dass M € M. Dieser inhdrente Widerspruch der Cantor-
Definition kann durch die axiomatische Mengenlehre ausgeschlossen werden, da diese die
Definition der Russell-Menge nicht erlaubt.

6. KARTESISCHES PRODUKT UND (AQUIVALENZ-) RELATIONEN

Nach Definition einer Menge spielt die Reihenfolge bei der aufzahlenden Schreibweise
keine Rolle, d.h.

(1,2} = {2,1}.

Das ist der zentrale Unterschied zu (geordneten) Paaren, fiir die wir die runden Klam-

mern verwenden und bei denen eben diese Reihenfolge zusétzlich beachtet wird, d.h.

(1,2) # (2,1).

Definition 6.1. Fiir Mengen A und B definieren wir das kartesische Produkt Ax B =
{(z,y)| (x € A) A (y € B)} (sprachlich auch: die Produktmenge oder A Kreuz B).
FEin Element von A x B bezeichnen wir als (geordnetes) Paar (z,y) € A x B.

Definition 6.2. Seien A und B Mengen. Eine Teilmenge R C A x B heifit Relation
(zwischen A wund B). Fir A = B bezeichnet man R auch als Relation (in A). Fir

eine Relation R und a € A und b € B verwendet man oft die Schreibweise a R b anstelle

von (a,b) € R und a R b anstelle von (a,b) ¢ R.
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Beispiel 6.3. Erste Beispiele fiir Relationen auf N, die sie schon kennen, sind die
Gleichheit =, die Ordnungsrelation < und die Teilerrelation |:
e = ={(z,y) eNxN } r =y} (Gleichheitsrelation)
° < = {(x, y) € Nx N } x < y} (Ordnungsrelation)
| ={(t,2) e NxN } J2' € N: x =ta’}  (Teilerrelation: t ist Teiler von x)

Aus diesen Beispielen erklaren sich auch die Schreibweisen x =y (anstelle von (x,y) €

=), x <y (anstelle von (z,y) € <) und t|z (anstelle von (t,x) € |) fiir diese Relationen.

Definition 6.4. Sei A eine Menge und ~ eine Relation in A. Die Relation ~ heifit
(a) reflexiv, wenn gilt Vr € A: x ~ x;
(b) symmetrisch, wenn gilt Vx,y € A: [z ~y =1y~ z;
(c) transitiv, wenn gilt Vr,y,z€ A: [(t~yAy~z)=x~ 2]
Die Relation ~ heifit Aquivalenzrelation (auf A), wenn ~ reflexiv, symmetrisch und

transitiv 1st.

Beispiel 6.5. Aquivalenzrelationen treten im mathematischen Alltag sehr hiufig auf:

e Das einfachste mathematische Beispiel fiir eine Aquivalenzrelation ist die Gleich-
heit = auf N.

o Wenn wir die Menge der rationalen Zahlen Q = {z/n ’ z€l,n € N} betrachten,
so verwenden wir bei dieser Definition implizit durchs Kirzen eine Aquivalenzre-
lation auf Z x N: Wir identifizieren beispielsweise die Briiche % = % = g =...,
weil diese itm Sinne der Schulmathematik alle denselben Zahlenwert bezeichnen.

e Eine Aquivalenzrelation unseres Alltag ist, wenn wir sagen, dass zwei Menschen

i Relation stehen, wenn sie im selben Jahr geboren sind.

Beispiel 6.6. Aber auch andere Relationen, die keine Aquivalenzrelation sind, treten oft
im mathematischen Alltag auf:
e Die Ungleichheit # auf N ist symmetrisch, aber weder reflexiv noch transitiv.

o Die Kleiner-Ordnung < auf N ist transitiv, aber weder reflexiv noch symmetrisch.

e Die Mengen-Inklusion C ist reflexiv und transitiv, aber nicht symmetrisch.

Der folgende (einfache) Satz soll nur das erste Arbeiten mit Aquivalenzrelationen illus-
trieren: Entspricht Ry der Aquivalenzrelation, dass zwei Personen im selben Jahr geboren
sind, und Ry der Aquivalenzrelation, dass zwei Personen gleich grof sind, so entspricht
R aus dem folgenden Satz gerade der Aquivalenzrelation, dass zwei Personen im gleichen

Jahr geboren sind und gleich grof sind.
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Satz 6.7. Es seien Ry, Ry Aquivalenzrelationen auf einer Menge A. Dann ist auch R =

R1 N Ry eine Aquivalenzrelation auf A.

Beweis. Jede Eigenschaft einer Aquivalenzrelation wird in einem der folgenden drei Be-
weisschritte gezeigt.

Schritt 1 (R;, Rs reflexiv = R reflexiv). Seiz € A. Aufgrund der Eigenschaften
von Ry und Ry gelten (z,2) € Ry und (z,z) € Ry, also auch (z,x2) € RiN Ry = R. In
iiblicher Notation gilt damit x Rz, d.h. R ist reflexiv.

Schritt 2 (R;, R, symmetrisch = R symmetrisch). Seien z,y € A mit x Ry.
Es ist y Rx zu zeigen. Es gilt (z,y) € R = Ry N Ry. Aufgrund der Eigenschaften von
Ry und R, folgt daraus (y,x) € Ry N Ry = R. In iiblicher Notation schreibt sich dies als
y Rz, d.h. R ist symmetrisch.

Schritt 3 (R, R, transitiv = R transitiv). Seienz,y,z € Amitz RyundyR z.
Es ist « Rz zu zeigen. Es gilt (z,y), (y,2) € R = Ry N Ry. Aufgrund der Eigenschaften
von Ry und R, folgt daraus (z,z) € Ry N Ry = R. In anderer Notation gilt also x R z,
d.h. R ist transitiv. U

Wenn wir mittels einer Aquivalenzrelation Objekte einteilen (z.B. die Menschen nach
Geburtsjahr), so partitionieren wir die Gesamtmenge (alle Menschen) in gewisse disjunkte
Teilmengen (alle Menschen eines Geburtsjahres). Dieses Vorgehen wird im Folgenden

formalisiert.

Definition 6.8. Sei A eine Menge und ~ eine Aquivalenzrelation auf A. Fiir alle z € A

definieren wir die Aquivalenzklasse von = beziiglich ~ als
[x]~ = {yeA}xNy} C A.
Die Menge dieser Aquivalenzklassen
A/~ = {[z]. |z € A} CP(A)

bezeichnet man als Faktormenge von A nach ~.

Lemma 6.9. Sei A # () eine Menge und ~ eine Aquivalenzrelation auf A. Seien x,y € A.
Dann gelten die folgenden Aussagen:
(i) z € [z]~ # 0.
(ii) z ~y < [z = [y]~
(ili) x fy <= [z]-N[y]~ = 0.

Beweis. Wir unterteilen den Beweis in sechs Schritte.
Schritt 1 (x € [z].). Seiz € A. Aufgrund der Reflexivitat x ~ z gilt « € [z]. und
insbesondere [z]. # ). Das zeigt (i).
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ABBILDUNG 5. Visualisierung einer Partition @ = {Q, @2, Qs} von einer
Menge A = {x1, 29, x3,...,29} gemék Definition 6.10.

xg

Schritt 2 (x ~ y = [x]~ C [y]~). Seien z,y € A mit x ~ y. Aufgrund der Sym-
metrie folgt dann auch y ~ z. Sei z € [z]., d.h. es gilt x ~ z. Aufgrund der Transitivitét
folgt aus y ~ x und x ~ z auch y ~ z und damit z € [y].. Da z € [z]. beliebig war, folgt
die Inklusion [z]. C [y]~.

Schritt 3 (x ~ y = [x]~ D [y]~). Seien z,y € A mit  ~ y. Aufgrund der Sym-
metrie folgt dann auch y ~ = und Schritt 2 zeigt [y]. C [z]~.

Schritt 4 ([]- N[Yy]~ #0 = x ~ y). Seien z,y € A mit [z]. N [y]~ # 0. Dann
existiert z € [x]. N[y|~, d.h. es gilt z € A mit x ~ z und y ~ z. Aufgrund der Symmetrie
gilt auch x ~ z und z ~ y. Mit der Transitivitéit folgt  ~ y und damit auch [z]. = [y]
nach Schritt 2-3.

Schritt 5 (x ~ y < [x]~ = [y]~). Die Kombination von Schritt 2-3 zeigt die Im-
plikation =. Fiir die Implikation < beachte, dass [z]. = [y]~ # 0 nach Schritt 1 und
Schritt 4 bereits z ~ y implizieren. Die zeigt (ii).

Schritt 6 (z % y < [z]. # [y]~). Die Aquivalenz folgt direkt durch Negation bei-
der Seiten aus der Aquivalenz in Schritt 5.

Schritt 7 (x # y < [x]~ N [y]~ = 0). Die Implikation = ist die Kontraposition
von Schritt 4 ist. Um die andere Implikation <= zu sehen, seien x,y € A mit [z].N[y]. = 0.
Aus Schritt 1 folgt € [z]. # () und deshalb [z]. # [y]~. Aus Schritt 6 folgt = ¢ y. Dies
zeigt (iii). d

Definition 6.10. Sei A eine Menge. Eine Teilmenge Q C P(A) heifit Partition (von
A ), wenn die folgenden drei Eigenschaften gelten:

(a) alle Teilmengen @ € Q sind nichtleer, d.h. es gilt
VQ e Q: Q#0;
(b) die Teilmengen @ € Q sind paarweise disjunkt, d.h. es gilt
VQ1,Q2 € Q: [Q1 # Qo= Q1N Q2 =0;
(c) jedes Element von A ist in einer Menge aus Q enthalten, d.h. A =]y @ bzw.
Vee AJQ € Q: z € Q.
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Der folgende Satz zeigt, dass jede Aquivalenzrelation eine Partition induziert und dass
jede Partition eine Aquivalenzrelation definiert. Beide Konzepte sind also gewissermafen

aquivalent.

Satz 6.11. Fiir jede Menge A # () gelten die folgenden beiden Aussagen:

(i) Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf A, so ist die Faktormenge Q = A/~ eine
Partition von A.
(ii) Ist Q eine Partition von A, so definiert R = {(:E,y) | dQ € Q: x,y € Q} eine

Aquivalenzrelation auf A.

Beweis. Schritt 1 (Q von (i) erfiillt Definition 6.10). Nach Lemma 6.9 gilt x € [z]~,
fir jedes x € A und damit [z]. # 0 fir alle x € A. Dies zeigt Definition 6.10(a) und
(c). Zu Qq,Q2 € Q existieren x,y € A mit Q1 = [z]. und Q3 = [y]~. Im Fall Q1 # Qs
muss nach Lemma 6.9 dann z ¢ y und damit sogar Q; N Q2 = () gelten. Dies zeigt
Definition 6.10(b).

Schritt 2 (R von (ii) erfiillt Definition 6.8(a)). Sei z € A. Da Q eine Partition
von A ist, existiert ein € Q mit x € Q). Es folgt (z,x) € R nach Definition von R. In
iblicher Notation folgt Rz, d.h. R ist reflexiv.

Schritt 3 (R von (ii) erfiillt Definition 6.8(b)). Seien z,y € A mit x Ry, d.h.
(x,y) € R. Nach Definition von R existiert ein ) € Q mit x,y € Q. Also gilt auch
(y,x) € R. In iiblicher Notation folgt y Rx, d.h. R ist symmetrisch.

Schritt 4 (R von (ii) erfiillt Definition 6.8(c)). Seien z,y,z € A mit z Ry und
y Rz, dh. (z,y),(y,z) € R. Nach Definition existieren Q1,Q, € Q mit z,y € (1 und
Y, 2 € (3. Insbesondere gilt y € Q1NQ2 # (). Da Q eine Partition von A ist, folgt Q1 = Q-
und damit =,z € (). Also gilt auch (z,z) € R. In iiblicher Notation folgt = R z, d.h. R
ist transitiv. U

7. FUNKTIONEN

Aus der Schule kennen Sie bereits einen naiven Funktionsbegriff fiir f: X — Y. Dieser

wird durch die folgende Definition formalisiert.

Definition 7.1. Seien X und Y Mengen. Eine Relation f C X x Y heifit Funktion,

wenn Sie die folgenden beiden FEigenschaften besitzt:

(a) Ve XJyeY : (z,y) € f, (f ist iberall definiert)
(b) Vo € XVy1,10 €Y ¢ [(z,11), (z,y2) € f = y1 = ua]. (f ist wohldefiniert)

Die Menge X heifit Definitionsmenge von f, die Menge Y heifit Zielmenge oder
Wertevorrat von f. Ist f eine Funktion, so schreiben wir auch f: X — Y als Ab-

bildungsvorschrift. Ferner schreiben wir v = f(x) anstelle von (z,y) € f. Manchmal
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bezeichnet man in diesem Kontext die Menge [ = {(:v,y) ‘ reXANy= f(:):)} CXxY
auch als Graph von f.

Kommentar. Manchmal werden die Eigenschaften in Definition 7.1(a)—(b) als Wohlde-
finiertheit bezeichnet und in der Form

Vee XJlyeY: (z,y) €f
abgekiirzt (mit dem Quantor 3! fir die eindeutige Ezistenz): Jedem x ist ein eindeutiger

Funktionswert f(x) zugeordnet. Ezplizite Quintessenz: Um eine eindeutige Existenz zu

zeigen, muss man stets (a) die Existenz zeigen und (b) die Eindeutigkeit.

Definition 7.2. Seien X und Y Mengen und f,g: X — Y Funktionen. Wir schreiben
f =g, wenn f(x) = g(zx) fir alle x € X gilt.

Definition 7.3. Seien X, Y, Z Mengen und f: X — Y und g: Y — Z Funktionen.
Dann definiert (go f)(z) = g(f(x)) eine Funktion go f: X — Z. Man bezeichnet g o f

als Hintereinanderausfiihrung oder Komposition von f und g.

Lemma 7.4 (Assoziativitit der Komposition). Fir Mengen W, X, Y, Z und Funk-
tionen f: W = X, g: X =Y und h:Y — Z gilt hogo f:=(hog)of=ho(gof),

sodass man die Klammern weglassen darf.

Beweis. Fir x € W gilt

((hog)o f)(z) = (hog)(f(x)) =h(g(f(z)) =h((ge [)(x)) = (ho(go [))(x)
Also gilt Gleichheit (hog)o f =ho(go f) der Funktionen. U

Definition 7.5. Seien X, Y Mengen mit Teilmengen A C X und B C Y. Fir eine
Funktion f: X — Y definieren wir das
(a) Bild von A unter f als f(A):={f(z)|z € A}={yeY|TwecA:y=f(z)},
(b) Urbild von B unter f als f~*(B) = {z € X | f(z) € B}.
Die Menge f(X) bezeichnet man als Bild oder Wertebereich von f.

Beispiel 7.6. Wir betrachten die Funktion f: Z — 7, f(x) = 2*. Fir A= {1,-2,2,3}
gilt dann B = f(A) = {1,4,9} und f~(B) = {-1,1,-2,2, -3, 3}.

Die folgende Definition wird in Abbildung 6 visualisiert. Von besonderer Bedeutung

sind bijektive Funktionen f: X — Y, da fiir diese eine Inverse existiert, wie wir spéter

in Satz 7.11 sehen werden.
Definition 7.7. Seien X und Y Mengen. Eine Funktion f: X — 'Y heifst
(a) Surjektion oder surjektiv, wenn f(X) =Y gilt, d.h.

YyeYdreX: y= f(x)
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surjektiv injektiv bijektiv

ABBILDUNG 6. Visualisierungen von surjektiven, injektiven und bijektiven
Funktionen f: X — Y.

(b) Injektion oder injektiv, wenn gilt
Vo, xe € X : [f(xl) = f(zg) = 21 = $2}
oder (Gquivalent dazu)
Yoy, mo € X ¢ (1 # 20 = f(21) # f(22)].
(c) Bijektion oder bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist, d.h.

VyeYAlze X:y= f(z).

Beispiel 7.8. (i) Es sei M die Menge aller Personen in Osterreich. Jede Person
in Osterreich hat eine eindeutige Sozialversicherungsnummer, d.h. die zugehérige
Funktion s: M — N ist injektiv, aber nicht surjektiv.

(ii) Es sei M die Menge aller Personen in Osterreich. Die Funktion g: M — N, die
jeder Person deren (gerundete) Grifle in Zentimeter zuordnet, ist weder injektiv
noch surjektiv.

(i) Die Funktion q: N — N, die jeder Zahl ihre Quersumme zuweist (d.h. q(a) = a3 +
as+as+---+a,, wenn a € N mittels Ziffern a; € {0,...,9} als a = ajazas. .. ay,

dargestellt ist) ist surjektiv, aber nicht injektiv.

Bemerkung 7.9. Es seien X und Y Mengen und f: X — Y.

(i) Man kann f auch als Funktion f: X — f(X) auffassen. Durch diese Modifikation
erhdlt man eine surjektive Funktion.
(ii) Ist f: X — Y injektiv, dann ist f: X — f(X) bijektiv.

Eine wichtige bijektive Funktion ist die Identitat.

Definition 7.10. Fir jede Menge X bezeichnet Id x: X — X, Idx(z) = x die Identitdt
auf X.
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Satz 7.11 (Existenz und Eindeutigkeit der Inversen). Seien X, Y Mengen und

f: X =Y eine Funktion. Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

(i) f ist bijektiv
(ii) Es gibt eine Funktion g: Y — X mit fog=1dy und go f = Idx.

In diesem Fall ist f ' = g eindeutig und wird als Inverse von f bezeichnet.

Beweis. Wir teilen den Beweis in sieben Schritte.
Schritt 1 (Definition von f~!). Laut Definition gilt f = {(x,y) ’x e XNy =
f(z)}. Wir definieren die Relation

Fh={y,2)|(=,y) e f}.

Es ist zu diesem Zeitpunkt noch nicht klar, dass f~! eine Funktion ist.
Schritt 2 (f surjektiv = f~! iiberall definiert). Sei f surjektiv. Wir miissen

zeigen, dass gilt
VyeYare X : (y,x) e f L

Sei y € Y. Da f surjektiv, existiert ein x € X mit f(z) =y, d.h. (z,y) € f. Insbesondere

folgt (y,x) € f1.
Schritt 3 (f injektiv = f~! wohldefiniert). Sei f injektiv. Wir miissen zeigen,
dass gilt

Vy € YVz1, 20 € X & [(y,21), (y,22) € [ = 21 = x5).
Seien y € Y und 21,79 € X mit (y, 1), (y,22) € f~'. Dann folgt (x1,y), (z2,y) € f, d.h.
f(z1) =y = f(xq). Da f injektiv ist, folgt x; = xs.
Schritt 4 (f bijektiv = f~'o f =Idx, fo f~! =1Idy). Sei f bijektiv. Nach
Schritt 1-3 ist f~': Y — X eine Funktion. Fiir die erste Identitit miissen wir zeigen,

dass gilt
Ve e X fH(f(x)) =

Sei x € X und y = f(x), d.h. (z,y) € f. Dann folgt (y,z) € [~} dh. fl(y) =z
Insbesondere folgt f~'(f(x)) = f~'(y) = . Die andere Gleichheit folgt analog. Mit
Schritt 1-4 ist die Implikation (i) = (ii) gezeigt.
Schritt 5 (f o g = Idy = f surjektiv). Es gelte fog=Idy, d.h. f(g(y)) =y fur
alle y € Y. Wir miissen zeigen, dass gilt
VyeYdre X: f(zx)=y.
Sei y € Y. Dann gilt y = f(g(y)). Definieren wir x := g(y), so folgt f(z) = v.
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Schritt 6 (g o f = Idx = f injektiv). Es gelte go f =Idy, d.h. g(f(z)) = = fur
alle x € X. Wir miissen zeigen, dass gilt

Vo, xo € X : [f(xl) = f(z2) = a1 =$2]-

Seien x1,x9 € X mit f(x1) = f(x2). Dann folgt z1 = g(f(x1)) = g(f(z2)) = xo. Mit
Schritt 5-6 ist die Implikation (ii) = (i) gezeigt.

Schritt 7 (f~! eindeutig). Sei g: Y — X eine Funktion mit f o g = Idy und
go f = Idx. Nach Schritt 5-6 ist f bijektiv. Nach Schritt 1-3 existiert also die Inverse
f~t:Y — X. Mit Schritt 4 folgt dann

g=ldxog=(f"oflog=f"o(fog)=f"oldy=f".
Dies beschliefit den Beweis. O

Bemerkung 7.12. Beachten Sie, dass fiir f: X — Y die Notation f=' doppelt verwen-
det wird: Fir das Urbild aus Definition 7.5 und, sofern f bijektiv ist, fir die Inverse
aus Satz 7.11. Tatsdichlich besteht keine Verwechslungsgefahr: Das Urbild f~(B) ist fiir
Mengen B € Y definiert. Die Inverse f~*(y) agiert auf Elementen y € Y und ist nur
definiert, wenn f bijektiv ist. In diesem Fall gilt f~'({y}) = {z} fir x = f~(y).

Korollar 7.13. Seien X, Y, Z Mengen und f: X — Y und g: Y — Z bijektive Funk-

tionen. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(i) f bijektiv mit (f~1)~1 = f.
(ii) go f ist bijektiv mit (go f)™t = f~tog™t.

Beweis. (i) Wir wenden Satz 7.11(ii) auf F = f~! und G := f an. Es gilt F oG = Idx
und G o F' = Idy. Also ist F bijektiv mit (f ) ' =F1=G=f
(i) Wir wenden Satz 7.11(ii) auf F := go f und G := f~! o g~ ! an. Die Assoziativitit
der Komposition zeigt
FoG=(gof)o(flog')=goldyog'=gog'=1dy

und analog G o F' = Idyx. Also ist F bijektiv mit (go f) ' =F1=G=f1log . O

Definition 7.14. Seien X und Y Mengen und M C X. Ist f: X — Y eine Funktion,
so bezeichnet man die Funktion f|y = {(z,y) € f|x € M} als Restriktion oder
Einschrankung von f auf M, d.h. flpr: M =Y und fly(z) = f(x) fir alle z € M.
Ist f: M — Y eine Funktion, so bezeichnet man eine Funktion F: X —Y mit F|y = f
als Fortsetzung von f auf X.

Der folgende Satz ist auch als Schubfachprinzip bekannt: Wir haben m Paar Socken
und n Schubladen. Wenn m > n ist, dann muss in mindestens einer Schublade mehr als
ein paar Socken liegen (d.h. die Zuordnung ist nicht injektiv). Wenn m < n ist, dann
bleibt mindestens eine Schublade leer (d.h. die Zuordnung ist nicht surjektiv).
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Satz 7.15 (Schubfachprinzip). Seienm,n € Nund f: {1,...,m} — {1,...,n}. Dann

gelten die folgenden Aussagen:

(i) Ist f ingektiv, so folgt m < n.
(ii) Ist f surjektiv, so folgt m > n.
(iii) Ist f bijektiv, so folgt m = n.

Insbesondere kann f nicht bijektiv sein fir m # n.

Beweis von Satz 7.15(i). Der Beweis erfolgt in drei Schritten. Zur Abkiirzung der No-
tation definieren wir M, == {1,...,n} fir alle n € N.

Schritt 1 (f: M,+1 — M, ist nicht injektiv). Wir beweisen mittels vollstandi-
ger Induktion nach n, dass jede Funktion f : M,,; — M, nicht injektiv ist (d.h. kein
solches f ist injektiv).

Induktionsbehauptung A(n): Vf: M,.; — M, : f nicht injektiv.

Induktionsanfang n = 1. Fir jedes f: {1,2} — {1} gilt f(1) =1 = f(2), d.h. f
ist nicht injektiv.

Induktionsvoraussetzung. Sein € N. Es gelte A(n), d.h.
Vg: M1 — M, : g nicht injektiv.

Induktionsschritt. Wir miissen zeigen, dass A(n + 1) gilt. Wir machen einen in-
direkten Beweis und nehmen an, dass A(n + 1) falsch ist. Dann existiert eine injektive
Funktion f: M, .o — M, 1. Auf M, betrachten wir fiir a,b € M, die Funktion

x fir z & {a,b},
Oap: Myt1 = Myyr, oap(x) =< a fiir z =b,
b firz=a.

Dann ist 0,5 wohldefiniert und bijektiv, denn es gilt 0,4 0 04y = Idpy,,,. Also ist

g ‘= On+41,f(n+2) © f: Mn+2 — Mn+1

injektiv als Komposition einer Bijektion und einer Injektion. Es gilt

9(n+2) = Gt g (f(n+2)) =0+ 1.

Da g injektiv ist, folgt fiir alle x € M, o\{n + 2} = M, 11, dass g(z) € M, 1\{n+1} =
M,. Also ist g(M,41) € M, d.h. g|am,,,: Mny1 — M, ist injektiv. Dies steht aber im
Widerspruch zur Induktionsvoraussetzung. Also ist die Annahme falsch und Schritt 1
damit bewiesen.

Schritt 2 (m > n — f: M,, — M, nicht injektiv). Seienm > nund f: M,, —
M,,. Nach Schritt 1 ist die Restriktion f|, o0 My — M, nicht injektiv. Also ist auch
f: M,, — M, nicht injektiv.
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Schritt 3. Die Kontraposition von Schritt 2 zeigt, dass Injektivitat von f: M,, — M,
impliziert, dass m < n. U

Beweis von Satz 7.15(ii). Der Beweis erfolgt wieder in drei Schritten und mit dersel-
ben Notation und demselben Vorgehen wie zuvor.
Schritt 1 (f: M,, — M, ist nicht surjektiv). Wir beweisen mittels Induktion
nach n, dass jede Funktion f : M, — M, 1 nicht surjektiv ist, d.h.
Induktionsbehauptung A(n): Vf: M,,; — M, : f nicht surjektiv.
Induktionsanfang n = 1. Fiir jedes f: {1} — {1, 2} gilt offensichtlich, dass f nicht
surjektiv ist, denn entweder gilt f(1) =1 oder f(1) = 2.
Induktionsvoraussetzung. Sei n € N. Es gelte A(n), d.h.

Vg: M,,.1 — M, : g nicht surjektiv.

Induktionsschritt. Wir missen zeigen, dass A(n + 1) gilt. Wir machen einen in-
direkten Beweis und nehmen an, dass A(n + 1) falsch ist. Dann existiert eine surjek-
tive Funktion f: M,,1 — M, 2. Dann existiert ein k € M, ; mit f(k) = n+ 2. Da
Oknt1: Mpt1 — My bijektiv ist, ist

g=fookni1: Myp1 — Myio

surjektiv und es gilt g(n + 1) = f(ogns1(n + 1)) = f(k) = n + 2. Insbesondere folgt
g(M,) 2 M, ;. Wir definieren die modifizierte Funktion
G M Moy () = g(x), falls g(z) € M1,
n+ 1, sonst.

Da wir die Funktion g nur dort modifizieren, wo g(x) ¢ M, gilt, folgt aus g(M,) D
M, 11, dass g(M,) = M. Also ist g: M,, — M, 4, surjektiv. Dies steht aber im Wi-
derspruch zur Induktionsvoraussetzung. Also ist die Annahme falsch und Schritt 1 damit
bewiesen.

Schritt 2 (m < n = f: M,, — M, nicht surjektiv). Seien 1 < m < n und
f: M, — M,. Dann gilt M,,, C M,_;. Wir definieren eine Fortsetzung

f(z) firz e M,

F: M, — Mn, F(x) =
f(1) fir x € M,_1\M,y,.

Nach Schritt 1 ist die Fortsetzung F' nicht surjektiv. Also ist auch f nicht surjektiv.
Schritt 3. Die Kontraposition von Schritt 2 zeigt, dass Surjektivitdt von f: M, —
M,, impliziert, dass m > n. Il
Beweis von Satz 7.15(iii). Der Beweis folgt unmittelbar aus (i) und (ii). O
Nach Definition 5.12 ist eine Menge X # () endlich, wenn wir die Elemente X =

{z1,...,2,} nummerieren kénnen. Formal entspricht eine solche Nummerierung einer
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Bijektion ¢: {1,...,n} — X. Das folgende Korollar zeigt, dass die Kardinalitédt n = #X
tatsédchlich eindeutig definiert ist.

Korollar 7.16. Ist X eine Menge und ¢: {1,...,n} — X eine Bijektion, so ist die
Menge endlich und die Kardinalitit n = #X eindeutig festgelegt, d.h. es kann keine
Bijektion ¢: {1,...,m} — X mit m # n geben.

Beweis. Sind ¢: {1,...,n} - X und ¢: {1,...,m} — X Bijektionen, so ist die Kompo-
sition ¢t o) {1,...,m} — {1,...,n} eine Bijektion. Satz 7.15 garantiert m =n. [

Endlichkeit ist eine starke Eigenschaft von Mengen, wie Ihnen der folgende Satz illus-

trieren soll.

Satz 7.17. Seien X und Y endliche Mengen mit #X = #Y . Dann sind fir f: X - Y

die folgenden Aussagen paarweise dquivalent:

(i) f ist injektiv.
(ii) f ist surjektiv.
(iii) f ist bijektiv.

Beweis. Aufgrund der Definition der Begriffe ist nur die Aquivalenz [(i) < (ii)] zu zeigen.
Sein = #X = #Y € Ny. Fiir £ € N betrachten wir wieder My := {1, ..., k} und gliedern
den Beweis in drei Schritte.

Schritt 1 (0.B.d.A. X =Y =M, undn > 2). Firn=0gilt X =Y =0 und
damit ist nichts zu zeigen (denn alle Aussagen starten mit einem Allquantor). Fiir n = 1
gilt X = {z}, Y ={y} und f(z) = y. Also ist f jedenfalls bijektiv. Ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit gilt also im Folgenden n € N mit n > 2. Nach Voraussetzung existieren
Bijektionen ¢: M,, — X und ¢: M,, — Y. Betrachtet man eine Funktion F': X — Y, so

kann man auch die Komposition
f=vtoFog¢: M, = M,
betrachten. Da ¢! und ¢ bijektiv sind, gelten die folgenden Aquivalenzen:
f injektiv <= F injektiv;
f surjektiv <= F surjektiv;
f bijektiv <= F bijektiv.

Also reicht es, die behaupteten Aquivalenzen im Spezialfall X =Y = M, zu zeigen.
Schritt 2 (f: M,, - M, injektiv = f surjektiv). Wir zeigen die Kontraposition

f: M, — M, nicht surjektiv = f nicht injektiv

und setzen deshalb voraus, dass f: M, — M, nicht surjektiv ist. Es existiert also ein
k € M, mit k € M,\ f(M,). Wir betrachten die Vertauschung oy ,,: M,, — M,, aus dem
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Beweis von Satz 7.15. Wir definieren
g:=0gno f: M, — M,.

Da f(z) # k fir alle x € M, gilt g(x) # n fir alle x € M,,. Also folgt g(M,,) C M,\{n} =
M,,_1. Nach Satz 7.15 ist die Funktion

g: M, — M,_1, g(z)=g(z)

nicht injektiv. Also ist auch g = o0y, o f nicht injektiv. Da oy, bijektiv ist, ist also f
nicht injektiv.
Schritt 3 (f: M,, - M, surjektiv = f injektiv). Wir zeigen die Kontraposition

f: M, — M, nicht injektiv =- f nicht surjektiv

und setzen deshalb voraus, dass f: M, — M, nicht injektiv ist. Es existieren also
J,k € M, mit f(j) = f(k). Ohne Beschrankung der Allgemeinheit gilt j < k. Mit

der Vertauschung oy, ,,: M, — M,, aus dem Beweis von Satz 7.15 definieren wir
g = foopn: My, — M,.
Dann gilt ¢g(j) = f(j) = f(k) = g(n). Mit der Restriktion
gl : My — M,

folgt dann insgesamt f(M,) = g(M,) = g|n,,_, (My,—1). Aufgrund von Satz 7.15 ist g, _,
nicht surjektiv und deshalb g|as, _, (M, 1) g M,,. Insbesondere ist auch f nicht surjektiv.
O

Kommentar. Die Phrase ,,Ohne Beschrankung der Allgemeinheit®, liebevoll abge-
kiirzt als o.B.d. A., findet sich oft in mathematischen Texten und Prdsentationen. Meist
wird nicht weiter erkldrt, warum man das darauf Folgende dann zusdtzlich voraussetzen
darf. Formal ist meist eine Fallunterscheidung notig (z.B. n € {0,1} oder n > 2 wie in
Schritt 1 im Beweis von Satz 7.17) oder es braucht ein Argument, warum es reicht, den
Spezialfall statt des allgemeinen Falls zu betrachten (siehe ebenfalls Schritt 1 im Beweis
von Satz 7.17). Die Vortragenden bzw. Autor*innen gehen dann meist davon aus, dass
den Leser*innen und Hérer*innen das ,,Standardargument eh klar® ist. Wenn Sie also in
Ihren Vorlesungen oder Skripten ein 0.B.d.A. sehen, dann sollten Sie (spdter und in aller

Ruhe) explizit dariber nachdenken!

Héaufig kommen Funktionen in Zusammenhang mit zusétzlicher mathematischer Struk-
tur vor. Beispielhaft betrachten wir hier den Begriff der Gruppe.

Definition 7.18. Ein Tripel (G,*,e) heifit Gruppe, wenn die folgenden Eigenschaften
erfullt sind:

(a) G # 0 ist eine Menge mit e € G;
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(b) *: G x G — G ist eine Funktion mit den folgenden Fingeschaften:

(by) Ya,b,c € G: (axb)xc=ax*(bxc) (Assoziativitdt)
(be) Va e G: axe=a=exa (neutrales Element)
(b3) Vae GIa' € G:axal=e=alxa (inverse Elemente)

Lemma 7.19. Es sei (G,*,e) eine Gruppe. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(1) Das neutrale Element e ist eindeutig, d.h. nur e erfillt Definition 7.18(bs).
(ii) Fir jedes a € G ist das inverse Element a™' in Definition 7.18(b3) eindeutig.

Insbesondere gilt e™! = e.

Beweis. Sei E € G ein Element, das Definition 7.18(by) erfiillt. Dann folgt
E=FExe=ce¢,
d.h. das neutrale Element ist eindeutig. Seien a,b € G mit a x b = e = b * a. Dann folgt
-1 -1

al=atve=a'*x(axb)=(a"*xa)xb=exb=0b,

d.h. das inverse Element zu a ist eindeutig. O

Beispiel 7.20. Gruppen zdhlen zu den wichtigsten mathematischen Strukturen der Al-

gebra. Sie kennen auch schon zahlreiche Beispiele:

(i) Z mat der Addition (und a=' = —a) bildet die Gruppe (Z,+,0).

(ii) K € {Q,R,C} mit der Addition bildet die Gruppe (K,+,0).

) K e {Q,R,C} mit der Multiplikation bildet die Gruppe (K\ {0}, -,1).

(iv) Ist X eine Menge, so bildet Sx = {f ’ fX—>X Bijektion} mit der Komposition
die Gruppe (Sx,o,ldx), die als symmetrische Gruppe bzw. Permutations-

(iii

gruppe bezeichnet wird.

Kommentar. Oft schreibt man nur ,Sei G eine Gruppe.“ anstelle von ,Sei (G, *, €) eine
Gruppe.“ In diesem Fall verwendet man in Anlehnung an (K\ {0}, -, 1)) in der Regel die
Multiplikation - (anstelle von x) als Notation fir die assoziative Verknipfung G x G — G
und 1 (anstelle von e) als Notation fir das neutrale Element. Wichtig ist, dass dies nur
Notation ist und nichts mit der Multiplikation in K\ {0} zu tun hat.

8. KARDINALITAT UND ABZAHLBARKEIT

Eine Menge A ist endlich, wenn sie entweder leer ist (mit #A := 0) oder es ein n € N
und eine Bijektion ¢: {1,...,n} — A gibt (mit #A = n). Diese Definition kénnen wir

nun auf abzdhlbare Mengen erweitern.

16. Oktober 2025 39



Definition 8.1. Fine Menge A ist abzahlbar bzw. abzahlbar unendlich, wenn es eine
Bijektion ¢: N — A qibt. Eine Menge A ist hochstens abzdahlbar, wenn sie entwe-
der endlich oder abzdhlbar ist. Eine Menge A ist tiberabzahlbar bzw. tiberabzahlbar

unendlich, wenn sie nicht hichstens abzdhlbar ist.

Lemma 8.2. Seien A, B Mengen mit A C B. Ist B endlich, so ist auch A endlich.

Beweis. Wir beweisen die Aussage mittels vollstdndiger Induktion nach n = #B. Wir
behandeln den Fall B = () separat. Ist B = (), so ist auch A = () und damit endlich.

Induktionsanfang n = 1. Ist n =1, so ist B = {b}. Dann ist entweder A = () oder
A = {b}. In beiden Fillen ist A endlich.

Induktionsvoraussetzung. Sein € N. Es gelte die Aussage fiir alle Mengen B mit
#B =n.

Induktionsschritt. Sei B eine Menge mit #B = n + 1. Dann gibt es eine Bijektion
¢:{1,...,n+1} — B. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit gilt A G B (da fiir A = B
nichts zu zeigen ist). Also gibt es ein b € B\ A. Definiere B’ := B\ {b}. Da ¢ bijektiv ist,
gibt es ein k € {1,...,n + 1} mit ¢(k) = b. Wir betrachten die bijektive Vertauschung

Ont1g - Mpy1 — M4 aus dem Beweis von Satz 7.15 und definieren
Q/J = ¢ OO0n+1.k- Mn+1 — B.

Dann ist ¢ eine Bijektion mit ¢(n+ 1) = ¢(k) = b. Insbesondere ist ¢y, : M,, — B’ eine
Bijektion. Da A C B’ folgt aus der Induktionsvoraussetzung, dass A endlich ist. O

Lemma 8.3. FEs sei A eine Menge. Ferner sei ¢p: N — A surjektiv. Dann ist A héochstens

abzahlbar.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass A endlich oder abzéahlbar unendlich ist. Ohne Beschrén-
kung der Allgemeinheit ist A nicht endlich. Also miissen wir zeigen, dass A abzdhlbar
unendlich ist. Dazu miissen wir eine bijektive Funktion ¢4: N — A konstruieren.

Da 1 nicht injektiv sein muss, kann es Elemente a € A geben, deren Urbild ¢~!({a})
mehr als ein Element enthélt. Dies miissen wir bei der Definition von ¢4 vermeiden. Wir
definieren die Funktion ¢, induktiv fiir n € N:

o pa(l) =1(1).

Sind ¢4(1),...,¢a(n) bereits definiert, so definieren wir zunéchst
o x(n+1) :=min{k € N| (k) & {¢a(1),...,Pa(n)}}.

Da A nicht endlich und ¢: N — A surjektiv ist, ist x(n+ 1) wohldefiniert. Wir definieren
o da(n+1)=1v(x(n+1)).

Wir miissen noch zeigen, dass ¢4 bijektiv ist.
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Schritt 1 (¢4 ist injektiv). Seien m,n € N mit ¢4(n) = ¢4(m). Ohne Beschrén-
kung der Allgemeinheit gilt n < m. Nach Definition von ¢4 gilt

¢a(n) = dpa(m) & {pa(1), ..., ¢a(m —1)}.

Also muss n > m — 1 gelten und damit n = m. Dies zeigt die Injektivitdt von ¢4.

Schritt 2. Wir zeigen mittels vollstdndiger Induktion, dass

{(1),...;0(n)} C{pa(1),...,04(n)} fir alle n € N.

Induktionsanfang n = 1. Es gilt {¢(1)} = {¢pa(1)}.
Induktionsvoraussetzung. Sein € N. Esgelte {¢(1),...,9(n)} C{oa(l),...,0a(n)}.
Induktionsschritt. Wir miissen zeigen, dass

{v1),...;v(n+1)} C{da(l),...,0a(n+1)}.

Nach Induktionsvoraussetzung reicht es zu zeigen, dass ¢ (n+1) € {¢a(1),...,pa(n+1)}
gilt. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit gilt (n + 1) & {¢pa(1),...,da(n)}. Aus
der Definition von ¢4 folgt dann aber sofort ¢4(k) = (k) fir alle & = 1,...,n und
insbesondere ¢4(n + 1) = ¥(n + 1). Damit ist der Induktionsschritt gezeigt.

Schritt 2 (¢4 ist surjektiv). Seinun a € A. Da 1 surjektiv ist, gibt es ein n € N
mit a = ¥(n) € {pa(1),...,0a(n)}. Also existiert ein £ < n mit a = ¢4(k). Damit ist
¢4 surjektiv. O

Satz 8.4. Die Menge Z = {0,+1,+2,4+3,...} der ganzen Zahlen ist abzihlbar, d.h. es
gibt eine Bijektion ¢z: N — Z.

Beweis. Wir betrachten die Abbildungen

—(n—1)/2, falls n ungerade,
¢z: N—=Z, ¢z(n) = /
n/2, falls n gerade,

2|z|+ 1, falls z <0,
VYz: L — N, z(z) =
2z, falls z > 0.

Wir kénnen leicht nachrechnen, dass
z/zZ(gbZ(n)) =n und ¢z (1/12(2)) =z fiurallen € Nund alle z € Z

gelten, d.h. es gilt ¢z 0 Y7 = Idz und ¢z o ¢z = Idy. Nach Satz 7.11 ist ¢z bijektiv (mit
oy ' = 9z) und Z damit abzihlbar. 0

Satz 8.5. Das kartesische Produkt NxN ist abzdihlbar, d.h. es gibt eine Bijektion ¢nyxy: N —
N x N.

Beweis. Wir teilen den Beweis in fiinf Schritte, in denen wir ¢nxn explizit konstruieren.
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ABBILDUNG 7. Visualisierung der Bijektion ¢nyny: N X N — N aus dem
Beweis von Satz 8.5, wobei j vertikal und k horizontal aufgetragen ist.

Schritt 1 (Konstruktion von ¥nxy: N — N X N).  Wir zdhlen N x N iiber seine
Diagonalen ab, siche Abbildung 7:

e In der ersten Diagonale gibt es nur das Paar (1,1) mit 1 4+ 1 = 2.

e In der zweiten Diagonale gibt es nur die Paare (2,1) und (1,2) mit 1 + 2 = 3.

e In der dritte Diagonale gibt es nur die Paare (3,1), (2,2) und (1,3) mit 1 4+ 3 =
4=242.

e ctc.

Auf der ¢-ten Diagonale von Nx N stehen insgesamt ¢ Paare (j, k) € NxNmit j+k = (1.
Bevor man in die ¢-te Diagonale kommt, gehen also ¢ — 1 Diagonalen mit Zf;ll 1= “_—;)é
Paaren voraus. In der ¢-ten Diagonale konnen wir die Paare (j, k) € NxNmit j+k = (41

mittels dem zweiten Index k£ abzéhlen. Insgesamt erhalten wir die Abbildung

. +k—-2) g+ k-1

Ynxn: NXN =N, Onun(f, k) = € )2(] )

Damit gilt ¥nxn(1,1) = 1, ¥nen(2, 1) = 2, Pxn(1,2) = 3, ¥nxn(3, 1) = 4, Ynxn(2, 2) = 5,
wNXN(la 3) = 6, etc.

Schritt 2 (Konstruktion von ¢yxn: N X N — N). Zun € Nexistiert ein (eindeu-

+k

tiges) maximales ¢ € N mit w < n. Definiere k :=n — @ € N. Mittels indirektem
Beweis zeigen wir £ < ¢. Dazu machen wir die Annahme k£ > ¢, d.h. es existiert ¢« € N
mit { +i=k=n— @ Daraus folgt
C—1)¢ 4+l +1
n>n—i:( 2) +{= ; = (; )
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Dies steht aber im Widerspruch zur Maximalitit von ¢ (denn ¢ + 1 erfiillt dieselbe Be-
dingung). Dies zeigt k < ¢ und erlaubt die Definition von j :== ¢ — k + 1 € N. Mit dieser

Konstruktion erhalten wir eine Funktion

dnxn: NX N =N dnen(n) = (5, k)
Schritt 3 (¢Ynxn © dnxny = Idy). Sein € N. Nach Konstruktion folgt aus ¢nxn(n) =
(7,k), dass £ = j 4+ k — 1 und @ + k = n. Dies zeigt
(j+k—2)2(j+k—1) +k:(€_—21)€—|—k‘:n,

waN(ja k:) =
also waN<¢N><N(n)) =n.
Schritt 4 (¢NXN o} "pNXN = IdNXN)' Seien j, k € N. Dann gllt

G+E=2)(j+k—-1)
2

Unxn (J, k) = +k=n.
Offensichtlich erfiillt ¢ := J+ k—1 damit (LTI)Z < (ZLTM + k = n. Ferner gilt

Y j+k—1 jt+k—2 . .
B . o U+k=2)+k-1)
5 =Y i=(tk-1+ > i=(+k-1)+ 5

i=1 =1

=G+k-1)+n—k)=n+j—1>n,

(=1)¢

d.h. { ist maximal mit 2 < n. Es folgt ¢nyn(n) = (7, k) mit

j=l—k+1=0G+k-1)—k+1=]

Dies zeigt ¢nxn (Unxn(J, k) = (4, k).
Schritt 5. Nach Satz 7.11 ist ¢yxy bijektiv (mit ¢yly = Unxn) und N x N damit
abzahlbar. O

Korollar 8.6. Die Menge Q der rationalen Zahlen ist abzdihlbar.

Beweis. Fiir jede Zahl x € Q existieren Zahler z € Z und Nenner n € N mit z = z/n. Sei
onxn: N — N x N die Bijektion von Satz 8.5. Sei ¢7: N — Z die Bijektion von Satz 8.4.
Dann definieren wir die Abbildung

¢o: N— Q vermoge ¢g(n) = ¢z(j)/k und (j,k) = dnxn(n).
Dann ist ¢g surjektiv. Aus Lemma 8.3 folgt, dass Q hochstens abzdhlbar ist. Da N C Q,

kann Q nach der Kontraposition von Lemma 8.2 nicht endlich sein. Also ist Q abzéhlbar
unendlich. O

Korollar 8.7. Die abzihlbare Vereinigung A =

A; ist abzdhlbar unendlich.

jen Aj abzdhlbar unendlicher Mengen
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Beweis. Fiir j € Nsei ¢;: N — A, eine Bijektion. Dann ist ¢: NxN — A, ¢(4, k) == ¢;(k)
surjektiv. In Verbindung mit der Bijektion ¢y von Satz 8.5 gibt es damit eine Surjektion
¢4 = ¢popnxn: N — A. Aus Lemma 8.3 folgt, dass A hochstens abzéhlbar ist. Da A; C A,
kann A nach der Kontraposition von Lemma 8.2 nicht endlich sein. Also ist A abzéhlbar
unendlich. U

Satz 8.8 (Cantor’sches Diagonalverfahren). R ist dberabzihlbar.

Beweis. Wir betrachten das Intervall [0, 1] = {x eER | 0<z< 1}. Im Vorgriff auf den
spéteren Beweis verwenden wir die Dezimaldarstellung von Zahlen z € [0, 1]: Fiir jedes
x € [0,1] gibt es Ziffern a; € {0,1,...,9} fiir alle £ € N, sodass sich z in der Form

r = 0.a1a%a304 . . .

schreiben ldsst — wobei die aj in dieser Darstellung als dezimale Ziffern und nicht als
Produkt der Ziffern verstanden werden. Sei ¢: N — [0, 1] eine Aufzidhlung von Zahlen in
0, 1]. Wir stellen alle Zahlen ¢ (j) mittels ihrer Ziffern a;, € {0,1,...,9} dar:

(1) = 0.a11a12a013a14 - - -

¥(2) = 0.a91a92a93094 - . .

¥(3) = 0.a31a32a33a34 - - -
ete.

Wir definieren die Zahl
4, falls Ak = 5,
5, falls ALk 7é 9.

Y = 0.b1b2b3b4 e mit den Ziffern bk =

Dann gilt y # ¢(y) fiir alle 5 € N, da fiir die k-ten Ziffern von y geméf Definition by # ag
gilt. Also kann ¢ nicht surjektiv sein. Es gibt also keine Surjektion ¢: N — [0, 1] und
insbesondere keine Bijektion N — R. Also muss R iiberabzéhlbar sein. U

Satz 8.9. Sei A eine Menge und ¢: A — P(A). Dann ist ¢ nicht surjektiv. Insbesondere
ist P(N) nicht abzihlbar.

Beweis. Wir adaptieren das Cantor’sche Diagonalverfahren aus dem Beweis von Satz 8.8.
Sei ¢: A — P(A). Um zu zeigen, dass ¢ nicht surjektiv sein kann, betrachten wir die
Menge Y = {z € A ’ x & ¢(x)}. Wir zeigen Y ¢ ¢(A). Dazu argumentieren wir indirekt
und nehmen Y € ¢(A) an. Dann gibt es ein y € A mit ¢(y) = Y. Wir machen eine
Fallunterscheidung:

Fall 1 (y € Y). Fallsy €Y, so erhalten wir aus der Definition von Y den Wider-
spruch y & o(y) = V.

Fall 1 (y €Y). Fallsy ¢ Y, so erhalten wir aus der Definition von Y den Wider-
spruch y € ¢(y) =Y.
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Da beide Fille auf einen Widerspruch fiihren, ist unsere Annahme falsch, d.h. es gilt
Y & ¢(A). Insbesondere ist jedes ¢: A — P(A) nicht surjektiv. O

Bemerkung 8.10. Fiir eine endliche Menge A folgt der Beweis von Satz 8.9 auch aus
Satz 5.13. Vollstindige Induktion zeigt, dass n < 2" fir alle n € Ngy gilt. Mit n .= #A
und Satz 5.13 folgt #P(A) = 2" > n = #A. Nach dem Schubfachprinzip von Satz 7.15
kann es keine surjektive Abbildung ¢: A — P(A) geben.

Bemerkung 8.11. Man kann zeigen, dass eine Bijektion ¢: R — P(N) existiert, d.h.

P(N) ist nicht nur iberabzihlbar, sondern ,genauso tiberabzdhlbar® wie R.

Kommentar. Mit den Techniken dieses Abschnitts haben Sie auch vollstindiges Ver-
standnis von Hilberts Hotel: Wenn ein Hotel nur endlich viele Zimmer hat, die alle voll
belegt sind, dann ist kein Platz mehr fiir einen weiteren Gast. Wenn ein Hotel aber ab-
zdhlbar viele Zimmer hat, so ist immer Platz fiir abzdhlbar-viele zusdtzliche Gdste, auch

wenn alle Zimmer bereits belegt sind.

9. DIE NATURLICHEN ZAHLEN

In den vergangenen Abschnitten haben wir die natiirlichen Zahlen N = {1,2,3,...}
und ihre schulmathematischen Eigenschaften vorausgesetzt und auf vielfaltige Weise ge-
nutzt (z.B. zur Definition von héchstens abzéhlbaren Mengen). Um unserem Vorgehen
eine formale Grundlage zu geben, miissen wir noch zeigen, dass N gewissermafien eindeu-
tig ist, sodass die Verwendung einer ,anderen Menge natiirlicher Zahlen auf dieselben
Definitionen und Ergebnisse fiihrt.

Formal folgt die Existenz von N aus den Axiomen der Mengenlehre. Die sogenann-

te John-von-Neumann-Konstruktion konstruiert Ny = {0,1,2,3,...} auf folgende
Weise

= 0,

= {0} {0},

= {0,1} {0.{0} },

= {0,1,2} ={0,{0},{0,{0}}}, etc,
)

d.h. der Nachfolger von n ist definiert als (n+1) := nU{n}. Dabei ist wichtig zu bemerken,

w NN = O

dass n und n + 1 Mengen sind mit n ; n + 1 und dass die Definition des Nachfolgers

lediglich auf der Mengenvereinigung basiert. Natiirlich kann dieses Vorgehen nicht nur

zur Konstruktion von Ny, sondern auch zur Konstruktion von N herangezogen werden.
Die folgende Definition prézisiert die Eigenschaften der John-von-Neumann-Konstruk-

tion.

16. Oktober 2025 45


https://de.wikipedia.org/wiki/Hilberts_Hotel

Definition 9.1. FEine Menge N # (), genauer ein Tripel (N,1,(-)"), heifit natirliche
Zahlen, wenn es eine Nachfolgerabbildung (-)': N — N und ein ausgezeichnetes ,erstes
Element“1 € N g¢ibt, sodass die folgenden Peano-Axiome gelten:

(N1) Die Abbildung (-)" ist injektiv,

(N2) Vne N:n' #1, (1 ist kein Nachfolger)

(N3) VMCN: [leMAN(NVneM:neM))=M=N]|. (Induktionsprinzip)

Bemerkung 9.2. Wir wissen, dass die aus der Schule bekannten natiirlichen Zahlen N
die Peano-Aziome (N1)—(N3) erfillen mit n' .= n+ 1 fir n € N, denn N erfillt laut
Satz /.3 das Induktionsprinzip. Wir wollen in diesem Abschnitt zundchst zeigen, dass
jede Menge N mit (N1)—=(N3) defacto mit N dbereinstimmt (d.h. N ist eindeutig); siehe
Korollar 9.. Ferner werden wir zeigen, dass die Peano-Axiome (N1)—(N3) insbesondere
ausreichen, um Addition, Multiplikation und Ordnung auf N zu definieren, sodass sich N

wie N verhdlt.

Der folgende Rekursionssatz ist das zentrale mathematische Argument in diesem Ab-
schnitt.

Satz 9.3 (Rekursionssatz). Es sei N eine Menge natiirlicher Zahlen gemdafs Definiti-
on 9.1. Es sei A # () eine Menge, a € A und g: A — A eine Funktion, die sogenannte
Rekursionsfunktion. Dann ezistiert eine eindeutige Funktion ¢: N — A mit den fol-

genden beiden Eigenschaften:

(a) ¢(1) = a,
(b) Vn e N : ¢(n) = g(o(n)).

Bevor wir Satz 9.3 beweisen, zeigen wir, wie daraus die Eindeutigkeit von N folgt.

Beachten Sie, dass die behauptete Funktion ¢: N — N im folgenden Korollar nicht nur

eine Bijektion ist, sondern auch die Struktur erhélt (konkret das ausgezeichnete Element
und die Nachfolgerabbildung).

Korollar 9.4 (Eindeutigkeit von N). Seien N, N zwei Mengen natiirlicher Zahlen
gemdf$ Definition 9.1. Dann existiert eine eindeutige Bijektion ¢p: N — N mit

(i) ¢(1) =1,

(ii) Vn € Nt ¢(n') = ¢(n),
wobei1 € N und1 € N die ausgezeichneten Elemente seien. Beachte gegebenenfalls, dass
in (ii) n’ der Nachfolger in N ist, wihrend ¢p(n)" der Nachfolger in N ist.

Beweis von Korollar 9.4. Im Folgenden wenden wir den Rekursionssatz viermal an:
Schritt 1 (Kandidat fiir ¢: N — N). Wir wenden den Rekursionssatz an fiir N,
A=N,a=1und g(n) =mn'. Dann existiert eine eindeutige Funktion ¢: N — N mit

p(1) =1 und VYne N: ¢(n') = o(n)
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Beachte, dass dieses ¢ der einzige Kandidat fiir die behauptete Bijektion ist.
Schritt 2 (Kandidat fiir Inverse von ¢). Wir wenden den Rekursionssatz an fiir
N,A=N,a=1und g(n) :=n’. Dann existiert eine eindeutige Funktion v : N — N mit

»(1)=1 und VR e N: @) =)

Schritt 3 (¢ o ¢ = Idyn). Die Komposition ¢ o ¢: N — N hat die folgenden Ei-

genschaften:

(a) (Yo@)(1) =v(o(1)) =v(1) =1,
(b) Vne N : (¢ o ¢)(n) = ¢(o(n')) = ¢(p(n)) = ¥(o(n)) = [(¥ o ¢)(n)]"
Wir wenden den Rekursionssatz an fir N, A = N, a = 1 und g(n) := n’: Da auch Idy
die Eigenschaften (a)—(b) hat, folgt aus der bewiesenen Eindeutigkeit im Rekursionssatz,
dass 1 o ¢ = Idy.
Schritt 4 (¢ o ¢ = Idy). Die Identitit ¢o1) = Idg folgt wie in Schritt 3, wenn wir
den Rekursionssatz fir N , A= N ,a=1und g(n) = n' anwenden.
Schritt 5. Aus Schritt 1 folgt die Existenz von ¢. Mit Satz 7.11 folgt aus Schritt 34,
dass ¢ bijektiv ist mit ¢~ = 1. O

Bewetis vom Rekursionssatz 9.3. Nach Definition 7.1 ist jede Funktion eine Relati-
on. Aus diesem Grund betrachten wir die Menge aller Relationen R C N x A, die die
Eigenschaften (a)—(b) der zu konstruierenden Funktion ¢: N — A besitzen:

R={RCNxA|(l,a)e RAN(n,b) € R: (n',9(b)) € R]}.

Beachte, dass R # (), da N x A € R fiir das vollstindige kartesische Produkt N x A.

Schritt 1 (Konstruktion von ¢). Damit eine Relation eine Funktion ist, muss je-
dem n € N genau ein Funktionswert zugeordnet werden; vgl. Definition 7.1. Die Relation
darf also gewissermafsen keine iiberfliissigen Beziehungen definieren (bzw. keine unnétigen
Paare enthalten). Aus diesem Grund definieren wir ¢ als ,kleinste Relation” in R, d.h.

¢ = ﬂ R.
RER

Da (1,a) € R fur alle R € R, gilt nach Definition des Schnitts (1,a) € ¢. Sei (n,b) €
¢. Dann gilt fiir alle R € R, dass (n,b) € R und damit nach Definition von R auch
(n/,g(b)) € R. Nach Definition des Schnitts folgt also (n’, g(b)) € ¢. Damit haben wir
¢ € R gezeigt. Also erfilllt die Relation ¢ die Eigenschaften (a)—(b), wenn wir zeigen,
dass ¢ eine Funktion ist.

Schritt 2 (¢ ist eine Funktion). Laut Definition 7.1 miissen wir zeigen, dass gilt
Vne NIlbe A: (n,b) € ¢.
Wir zeigen dies mit Hilfe des Induktionsprinzips (N3). Wir definieren

M:={neN|3beA: (nb) € ¢}.
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Um M = N zu zeigen, miissen wir geméf (N3) zeigen, dass 1 € M und [Vn € M : n' € M|
gelten.

Schritt 2a (1 € M). Wir haben in Schritt 1 bereits gezeigt, dass (1,a) € ¢ gilt.
Also miissen wir nur noch die Eindeutigkeit von a zeigen. Wir machen einen indirekten
Beweis und nehmen an, dass a nicht eindeutig ist, d.h. es existiert ein b € A mit b # a
und (1,b) € ¢. Wir betrachten ¢\{(1,b)} und zeigen nun ¢\{(1,b)} € R: Wegen a # b
gilt (1,a) € o\{(1,b)}. Gema (N2) gilt 1 # n' fir alle n € N. Deshalb gilt fiir alle
(n,b) € ¢\{(1,b)} weiterhin (n', g(b)) € ¢\{(1,b)}. Also folgt ¢\{(1,b)} € R geméh
Definition von R. Dies liefert aber den Widerspruch

(17b) €¢= ﬂ RC ¢\{(17b)}

RER
Also war die Annahme falsch, d.h. aus (1,b) € ¢ folgt a = b. Also gilt 1 € M.

Schritt 2b (Vn € M : n’ € M). Sein € M. Nach Definition von M existiert ein
eindeutiges b € A mit (n,b) € ¢. Wegen ¢ € R folgt (n/, g(b)) € ¢. Also miissen wir nur
noch die Eindeutigkeit von g(b) zeigen. Wir machen einen indirekten Beweis und nehmen
an, dass ¢g(b) nicht eindeutig ist, d.h. es existiert ein ¢ € A mit ¢ # ¢g(b) und (n’,¢) € ¢.
Wir betrachten ¢\{(n’, c)} und zeigen nun ¢\{(n’,c)} € R: Wegen 1 # n' nach (N2) gilt
(1,a) € &\{(n',c)}. Sei (k,d) € ¢\{(n/,c)} und damit insbesondere (£, g(d)) € ¢. Wir
missen zeigen, dass (K, g(d)) € #\{(n, ¢)}. Dazu machen wir eine Fallunterscheidung:

Fall 1 (K #n'). Aus k' # n’ folgt (K',g(d)) # (n',¢) und deshalb (K, g(d)) €
o\ (', o)

Fall 2 (K’ =n'). Aus k' = n’ und der Injektivitdt von (-)" geméf (N1) folgt k =
n € M. Geméf der Definition von M folgt also (k,d) = (n,b) und damit (k' g(d)) =
(n',g(b)) # (0, ). Also folgt auch in diesem Fall (¥, g(d)) € o\{(n/,¢)}.

Insgesamt haben wir damit ¢\{(n’,c)} € R gezeigt und wie in Schritt 2a folgt der
Widerspruch

(',¢) e 6= () RS \{(n,0)).

ReR
Also war die Annahme falsch, d.h. aus (n,c) € ¢ folgt ¢ = g(b). Insgesamt folgt also
n’ € M. Mit Hilfe von (N3) erhalten wir M = N, d.h. die Relation ¢ definiert tatséchlich
eine Funktion ¢: N — A.

Schritt 3 (Eindeutigkeit von ¢). Ist ¢): N — A eine weitere Funktion mit den
Eigenschaften (a)—(b), so folgt 1) € R und damit ¢ C ¢» C N x A im Sinne von Relationen.
Also folgt fiir alle n € N, dass (n,¢(n)) € ¥. Da 1 eine Funktion ist, folgt aus der
Wohldefiniertheit, dass ¥(n) = ¢(n) fiir alle n € N; vgl. Definition 7.1. Damit ist die
Eindeutigkeit von ¢ gezeigt. O
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Definition 9.5 (Definition der Addition auf N). Sei N eine Menge natirlicher
Zahlen. Zu m € N wihle A = N, a = m' und g(n) = n'. Laut Rekursionssatz 9.3
existiert dann eine eindeutige Funktion +,, = ¢: N — A mit
(a) +m(1) =m/, (d.h. m+1=m')
(b) Vne N : +,,(n') = [+n(n)]". (d.h.m+ (n+1)=(m+n)+1)
Wir definieren die Verkniipfung +: N x N — N durch +(m,n) :=m +n = +,,(n).

Satz 9.6 (Eigenschaften der Addition). Sei N eine Menge natiirlicher Zahlen. Dann
erfillt die Verkniipfung + aus Definition 9.5 die folgenden FEingeschaften:

(i) Vne N : +4(n) =n/, (d.h. wir schreiben spdter n + 1 statt n')
(ii) Ym,ne N: m+n=n+m, (Kommutativitat von +)
(iii) Yk,m,n € N : k+ (m+n) = (k+m) +n. (Assoziativitdt von + )

Beweis. Schritt 1 (Vn € N : +1(n) =n'). Wir zeigen die Behauptung durch voll-
stindige Induktion nach n.

Induktionsanfang. Nach Definition 9.5 gilt +;(1) @ 1. Dies zeigt den Induktions-
anfang n = 1.

Induktionsvoraussetzung. Sein € N. Es gelte +1(n) =n'.

Induktionsschritt. Mit der Induktionsvoraussetzung (IV) gilt

#1() 2 ) & .

Damit ist der Induktionsschritt gezeigt und Schritt 1 damit bewiesen. Dies zeigt (i).

Schritt 2 (Vm,n € N : 4+,,(n) = 4+,(m)). Wir machen eine geschachtelte In-
duktion. Die duflere Induktion ist eine vollstandige Induktion iiber m, die innere Induk-
tion eine vollstandige Induktion iiber n.

Induktionsbehauptung. Es gilt Vm € N : [Vn € N : +,(n) = +,(m)].

Induktionsanfang. Fir m = 1 ist zu zeigen, dass gilt [Vn € N : +1(n) = +,(1)].
Sei n € N. Mit (i) bzw. Schritt 1 gilt

Damit ist der Induktionsanfang gezeigt.
Induktionsvoraussetzung. Sei m € N. Es gelte [Vn € N : +,,(n) = +,(m)]. (%)
Induktionsschritt. Wir miissen zeigen, dass gilt [Vn € N : +,,/(n) = +,(m’)]. Wir
beweisen dies mittels vollstandiger Induktion nach n.

(Innerer) Induktionsanfang. Fiir n =1 gilt geméf (i) bzw. Schritt 1
(1) @ ) 2 41 ().

Damit ist der Induktionsanfang gezeigt.
(Innere) Induktionsvoraussetzung. Sein € N. Es gelte +,,/(n) = +,(m’). (*x)
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(Innerer) Induktionsschritt. Wir missen zeigen, dass gilt +,,(n') = +,/(m’).
Tatsachlich gilt

o (1) 2 e ()] 2 ()] 2 [0 ()] 2 [(Fn(0))T 2 [ ()] E [ ()]

© ).

Damit ist der innere Induktionsschritt gezeigt und die innere Induktion erfolgreich ab-
geschlossen. Da die innere Induktionsbehauptung gerade der (dufere) Induktionsschritt
war, ist der (dukere) Induktionsschritt gezeigt und die (dufsere) Induktion erfolgreich ab-
geschlossen. Damit ist Schritt 2 bewiesen. Aus Schritt 2 folgt die Kommutativitat (ii)
geméaft Definition der Verkniipfung + in Definition 9.5.
Schritt 3 (Beweis von (iii)). Wir machen eine vollstdndige Induktion nach k.
Induktionsbehauptung. Esgilt Vk € N: [Vm,n € N : k+(m+n) = (k+m)+n].
Induktionsanfang. Sei k = 1. Seien m,n € N. Mit (i) und (ii) gilt dann

1+(m+n):+n(m)+1@+n(m’):n+(m+1):(1+m)+n.

Damit ist der Induktionsanfang gezeigt.

Induktionsvoraussetzung. Sei k € N. Es gelte
Vm,ne N: k+(m+n)=(k+m)+n.

Induktionsschritt. Seien m,n € N. Dannist (k+ 1)+ (m+n)=((k+1)+m)+
n zu zeigen. Mit zweifacher Anwendung der Induktionsvoraussetzung (IV) und unter
Verwendung von (i) und (ii) folgt

(E+1)+ (m+n) = tmenb+1) 2 dn(k) +1 = (b + (m+n)) + 1

Y karmtn)rl=dnk+m) 1Y (e rm)+ DY 4 (k+1) +m)
=((k+1)+m)+n.

Damit ist der Induktionsschritt gezeigt und der Beweis von (iii) abgeschlossen. O

Definition 9.7 (Definition der Multiplikation auf IN). Sei N eine Menge natiirli-
cher Zahlen. Sei + die Verkniipfung aus Definition 9.5. Zu m € N wihle A= N, a=m

und g(n) = m + n. Laut Rekursionssatz 9.3 existiert dann eine eindeutige Funktion
*m = ¢: N — A mit
(a) *m(1) =m, (d.h. m-1=m)
(b) Vn € N : sx,(n+1) = m + *,(n). (d.h. m(n+1) =m+mn)

Wir definieren die Verkniipfung -: N x N — N durch -(m,n) :=m-n :=mn = %,(n).

Analog zum Beweis von Satz 9.6 zeigt man mittels (geschachtelter) vollstdndiger In-

duktion den folgenden Satz.
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Satz 9.8 (Eigenschaften der Multiplikation). Sei N eine Menge natirlicher Zahlen.
Sei + die Verkniipfung aus Definition 9.5. Dann erfillt die Verkniipfung - aus Definiti-
on 9.7 die folgenden Eingeschaften:

(i)Vne N:n-1=n=1-n, (Ezxistenz des neutralen Elements)
(ii) Ym,ne N: m-n=n-m, (Kommutativitit von -)
(iii) Vk,m,n e N : k- (m-n)=(k-m)-n. (Assoziativitdt von -)
(iv) Vk,mn e N: k-(m+n)=k-m+k-n. (Distributivitdat von - und +)

Aus der Injektivitat (N1) bekommt man die Injektivitét von +,, und *,, fir alle m € N.

Der Beweis folgt wieder analog zum Beweis von Satz 9.6 mittels vollstdndiger Induktion.

Satz 9.9 (Kiirzungsregeln). Sei N eine Menge natiirlicher Zahlen. Seim € N. Dann
sind die Abbildungen +,,: N — N aus Definition 9.5 und *,,: N — N aus Definition 9.7
injektiv mit m & +,,(N). Insbesondere gelten die folgenden beiden Aussagen fiir die
Verkniipfungen + und - aus Definition 9.5 und Definition 9.7:

(i) Ve,mne N: (m=n < k+m=k+n).

(ii)) VE,mn e N: (m=n < k-m=Fk-n).

Abschliefend definieren wir mit Hilfe der Addition die Ordnung < auf N.

Definition 9.10. Sei N eine Menge natirlicher Zahlen. Ser + die Verkniipfung aus
Definition 9.5. Fir m,n € N schreiben wir m < n sowie n > m, wenn gilt 3k € N :
m + k = n. Dies definiert die Relation < auf N. Ferner schreiben wir m < n sowie

n >m, wenn m < n oder m =n gelten.

Auch der folgende Satz wird mit vollstdndiger Induktion bewiesen und definiert insbe-
sondere die Subtraktion auf V.

Satz 9.11 (Eigenschaften der Ordnung). Sei N eine Menge natiirlicher Zahlen.
Seien + und - die Verkniipfungen aus Definition 9.5 und Definition 9.7 Dann gelten die
folgenden Aussagen fiir die Ordnung aus Definition 9.10:

(i) Vne N: 1 <n, (Ezistenz eines kleinsten Elements)
(ii) Ym,ne N: (m <n=m#n),

(iii) Vm,n e N: (m <n)V (m=n)V (m > n) (totale Ordnung)
(iv) Vm,m € N : [(m <n)A(m >n)] = (m=n)

(V) VE,mon e N: (m<n < k+m<k+n), (Kiirzungsregel +)
(vi) Vk,m,n € N: (m <n < km < kn), (Kiirzungsregel -)
(vil) Vm,ne NNm<n3lm—m=ke N: m+k=n. (Definition von —)

Abschliefsend wollen wir noch den folgenden Satz zeigen, weil dieser in in der Tat das
zentrale Argument war, um fiir die aus der Schule bekannten natiirlichen Zahlen N das

Induktionsprinzip zu beweisen; siehe Satz 4.3 und dessen Beweis.
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Satz 9.12 (Eindeutige Existenz minimaler Elemente). Sei N eine Menge natiir-
licher Zahlen und ) # A C N. Dann existiert ein eindeutiges Element min(A) :=a € A
mit a < n fir alle n € A.

Beweis. Wir machen einen indirekten Beweis und nehmen an, dass es kein solches Element
a € A gibt. Dann definieren wir M = {m eN ‘ VneA: m< n} Wir zeigen, dass die
Menge M C N das Induktionsprinzip (N3) erfiillt:

Zunéchst gilt 1 € M, da ansonsten 1 € A und 1 = a < n fir alle n € A. Sei nun
m € M. Dann gilt m < n und damit m + 1 < n fiir alle n € A. Es folgt m + 1 € M, da
ansonsten m+1€ Aund m + 1 = a <n fir alle n € A.

Damit sind die Voraussetzungen von (N3) gezeigt und es folgt M = N. Wegen A # (),
existiert mindestens ein n € A. Ausn € A C N = M erhalten wir n < n und deshalb
mit Satz 9.11(ii) einen Widerspruch. Also war unsere Annahme falsch. Damit haben
wir die Existenz eines minimalen Elementes min(A) = a € A bewiesen. Sei b € A ein
weiteres minimales Element. Dann folgen aus a,b € A und der Minimalitatseigenschaft
die Abschétzungen b < a und a < b. Mit Satz 9.11(iv) folgt die Gleichheit b = a, d.h. das

minimale Element ist eindeutig. U

Bemerkung 9.13. Von nun an kénnen, werden und sollen wir wieder N schreiben fiir
die aus der Schule bekannten natirlichen Zahlen. Ferner kénnen und werden wir die

Arithmetik und die Ordnung mit ihren bekannten Rechenregeln verwenden.

16. Oktober 2025 92



	1. Was ist Mathematik?
	2. Elementare Logik und logisches Schließen
	3. Direkter und indirekter Beweis
	4. Logische Quantoren und vollständige Induktion
	5. Mengen
	6. Kartesisches Produkt und (Äquivalenz-) Relationen
	7. Funktionen
	8. Kardinalität und Abzählbarkeit
	9. Die natürlichen Zahlen

