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Einführung ins Mathematische Arbeiten – Serie 2

Themen: Mengen, Relationen und Funktionen

Aufgabe 1:
Seien A,B Mengen. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen paarweise äquivalent sind:

(i) A ⊆ B,

(ii) A ∩B = A,

(iii) A ∪B = B.

Verwenden Sie dabei Definition 5.2 und Definition 5.4 aus der Vorlesung. Im Beweis von Satz 4.3
aus der Vorlesung haben Sie bereits gesehen wie man paarweise äquivalente Aussagen beweist.

Aufgabe 2:
Seien A,B,C Mengen. Zeigen Sie, dass

(A ∪B) \ (C \A) = A ∪ (B \ C)

gilt. Überprüfen Sie diese Aussage zunächst mithilfe von Venn-Diagrammen (siehe z.B. Abbildung 2
der Vorlesung). Beweisen Sie anschließend die Mengengleichheit indem Sie beide Inklusionen nach-
weisen. Verwenden Sie dabei die de Morgan’schen Regeln sowie das Distributivgesetz für Aussagen
aus Aufgabe 1 und Aufgabe 2 der Serie 1.

Aufgabe 3:
Betrachten Sie die Relation ∼ auf Z, die für alle a, b ∈ Z durch

a ∼ b :⇔ |a− b| ist ungerade

definiert ist. Dabei bezeichnet | · | den aus der Schule bekannten Absolutbetrag, d.h. | ± n| = n für
alle n ∈ N0. Zudem definieren wir die Zahl 0 als gerade. Zeigen Sie zunächst, dass ∼ symmetrisch ist.
Weisen Sie durch geeignete Gegenbeispiele nach, dass ∼ weder reflexiv noch transitiv ist. Verwenden
Sie dabei Definition 6.4 aus der Vorlesung.
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Aufgabe 4:
Betrachten Sie die Relation ∼ auf N× N, die für alle (x, y), (a, b) ∈ N× N durch

(x, y) ∼ (a, b) :⇔ y = b

definiert ist. Zeigen Sie, dass ∼ eine Äquivalenzrelation ist. Bestimmen Sie außerdem die Äqui-
valenzklassen von ∼ und skizzieren Sie diese in einem Koordinatensystem. Verwenden Sie dabei
Definition 6.4 und Definition 6.8 aus der Vorlesung.

Aufgabe 5:
Seien f : X → Y und g : Y → Z Funktion. Zeigen Sie, dass für die Verkettung g ◦ f : X → Z
Folgendes gilt:

(i) Sind f und g injektiv, so ist auch g ◦ f injektiv.

(ii) Sind f und g surjektiv, so ist auch g ◦ f surjektiv.

(iii) Sind f und g bijektiv, so ist auch g ◦ f bijektiv.

Verwenden Sie dabei Definition 7.6 aus der Vorlesung.

Aufgabe 6:
Zeigen Sie, dass die Funktion f : R \ {7} → R \ {2} mit

f(x) :=
2x+ 3

x− 7

bijektiv ist, indem Sie die Inverse f−1 : R\{2} → R\{7} bestimmen. Verwenden Sie dabei Satz 7.10
aus der Vorlesung.
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