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1 Einleitung

Diese Arbeit beschéftigt sich mit Halbgruppen von Operatoren. Eine solche Operatorhalb-
gruppe dient dazu, je nach der konkreten Auslegung, das abstrakte Cauchyproblem

2 (t) = Ax(t), z(0) =z

flir einen gegebenen linearen Operator A zu lésen. In diesem Fall soll der Erzeuger der
Losungshalbgruppe T'(t) der Operator A sein. Im Falle eines beschrankten Operators A
wird ein Cauchyproblem dieser Form von e?? gelost. Cy-Halbgruppen verallgemeinern
diesen Ausdruck fiir unbeschrinkte A. Der Satz von Hille-Yosida 2.4 gibt eine vollsténdige
Charakterisierung jener Operatoren A, welche Erzeuger einer Losungshalbgruppe mit gewisser
Regularitét sind. Allerdings sind die Voraussetzungen dieses Satzes oft schwer iiberpriifbar,
weshalb oft versucht wird, den Operator A als Summe B + C' von einfacher strukturierten
Operatoren darzustellen. Es ist also eine interessante Fragestellung, wann die Summe von
zwei Operatoren wieder eine Halbgruppe erzeugt. Ein hinreichendes Kriterium dafiir gibt
Satz 3.1. Satz 3.3 gibt zusétzlich ein hinreichendes Kriterium dafiir, wann man ein gewisses
Langzeitverhalten dieser Storungshalbgruppe erwarten kann. Falls das Kriterium aus Satz
3.1 allerdings noch immer zu schwer nachzupriifen ist, so gibt uns Satz 5.3 ein anderes
Kriterium dafiir, dass die Summe von zwei Operatoren wieder eine Halbgruppe erzeugt. In
diesem Fall gibt uns dieser Satz sogar eine Darstellung dieser neuen Halbgruppe mithilfe
einer Integralgleichung.

Satz 4.1 hat deutlich schwéichere Anforderungen an die einfacheren Operatoren B, C als
die Satze 3.1 und 5.3, dafiir brauchen wir dort sogar einen Hilbertraum anstatt wie sonst
einen Banachraum. Ferner gibt uns dieser Satz fiir die Losungshalbgruppe (S(t))¢~o eine
deutlich schlechtere Regularitit, da er nun undefiniert /unstetig in der 0 ist.

Teilweise kommt es vor, dass wir den Operator A nicht aus einer Storung eines einfacheren
Erzeugers einer echten Halbgruppe darstellen kénnen. In diesem Fall kénnen wir allerdings
noch immer versuchen, das Cauchyproblem

(2)(t) = Az(t),  (0) = Cao

mit einem injektiven Operator C' zu 16sen. Als Lésungshalbgruppe kénnen wir dann allerdings
nicht mehr eine echte Halbgruppe, sondern nur noch eine sogenannte C-regularisierte
Halbgruppe erwarten. Diese Klasse von Cauchyproblemen kénnen wir nun auch nur lokal
anstatt global in der Zeit betrachten und insbesondere muss der Operator A nun nicht mehr
dicht definiert sondern nur auf ran(C') definiert sein. Die Intuition dahinter ist es, Ausdriicke
der Form Ce”* fiir nicht notwendigerweise bijektive C' zu verallgemeinern. Allerdings gibt
es auch lokal C-regularisierte Halbgruppen, welche nicht die Form CS(t) mit einer Cy-
Halbgruppe S(t). Die Sétze 5.2 und 5.1 geben in diesem Fall hinreichende Bedingungen. Bei
Satz 5.1 handelt es sich dabei auch um eine multiplikative statt einer additiven Stérung.
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Oft ist es auch von Interesse, nur eine gewisse Teilklasse an Halbgruppen zu betrachten,
sogenannte analytische Halbgruppen. Diese haben besonders gute Regularititseigenschaften.
Zum Beispiel sind sie unendliche oft differenzierbar fiir positive Zeiten, oder sie kénnen auf
einem Kreissektor analytisch fortgesetzt werden anstatt nur auf den nicht-negativen reellen
Zahlen fu existieren". Satz 6.2 gibt ein hinreichendes Kriterium dafiir, dass ein modifizierter
Erzeuger wieder Erzeuger einer analytischen Halbgruppe ist.

In dieser Arbeit werden wir folgende Notationen verwenden: fiir einen Banachraum (X, ||-||)
bezeichnen wir mit B(X') die Menge aller beschrankten und mit C(X) die abgeschlossen, dicht
definierten Operatoren auf X. Mit £(X) betiteln wir die Menge aller linearen Operatoren
von einem Teilraum von X auf X. Mit Bs(X) die Menge aller beschrankten Operatoren
auf X, ausgestattet mit der starken Operatortopologie. Die Operatornorm bezeichnen wir
ebenfalls mit || - ||, wenn dies zu keiner Verwirrung fiithrt. Fiir einen linearen Operator
A € C(X) bezeichnen wir mit D(A) seinen Definitionsbereich, mit o(A) sein Spektrum
und mit p(A) seine Resolventenmenge. Fiir A € p(A) bezeichnen wir seine Resolvente als
Ra()\) := (A — \)~!. Im Abschnitt zwei wiederholen wir alle notwendigen Begrifft aus der
Halbgruppentheorie im Detail.
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2.1 Halbgruppen auf [0, )

Folgende Resultate sind aus der Standardliteratur iibernommen (siehe z.B. [MW18; BHLM25;
BM24]).

Definition 2.1. Fine Funktion T : [0,00) — B(X) heifit stark-stetige Halbgruppe oder
Co-Halbgruppe, wenn folgendes gilt:

i) T()T(s) =T(t+s),
it) T(0) =1,
iii) Vo € X limp o ||T(t)x — || = 0.

Wir bezeichnen eine Cp-Halbgruppe auch als (T'(t))+>0

Definition 2.2. Ein Operator A heifit infinitesimaler Erzeuger der Co-Halbgruppe T'(t)i>0
wenn gilt:

i) D(A) = {z € X :limp H(T(t)x — x) eistiert},
it) Az = limp o +(T(t)x — z).

Manchmal werden wir fir eine von A erzeugte Halbgruppe die Notation (Ta(t))i>0 oder Ta
verwenden.

Lemma 2.3. Sei T'(t):>0 eine Co-Halbgruppe mit infinitesimalen Erzeuger A, dann gilt:
i) AeC(X),
i) AM >0,y e R : ||T(t)|| < Me,
i) Ve € X :t — T(t)x ist stetig.

iv) YA, Re(A) > o gilt A € p(A) und

Ra(\) = — /0 h e MT(t) dt.

Mit ~g betiteln wir das Infimum aller 7y, sodass i) erfullt werden kann.
Satz 2.4. (Hille-Yosida) Sei A € C(X), M > 0 und v € R, dann sind dquivalent:

i) A ist der infinitesimale Erzeuger einer Cy-Halbgruppe, welche der Abschdtzung ||T'(t)|] <
Met gendigt.
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it) (77,00) C p(A) und ¥n € N, X\ > v :
M
(A=)

Definition 2.5. Wir bezeichnen mit G(M,~y) die Menge aller Operatoren, welche die Vor-
aussetzungen des Satzes von Hille-Yosida mit den Konstanten M, erfiillen. Insbesondere
ist G(M,0) die Menge der beschrinkten Halbgruppen und G(1,0) die der Kontraktionshalb-
gruppen.

Definition 2.6. Seien A, B lineare Operatoren auf X, wobei ein v existiert, sodass [y, 00) C
p(A) N p(B) gilt. Dann heifit

[[RA(N)"[] < (2.1)

dy (A, B) :=limsup A?||Rsa(\) — Rg(\)||

A—00
die Yosida-Distanz von A und B.
Man sieht leicht, dass es sich bei dieser Abbildung tatsdchlich um eine Metrik handelt.
Definition 2.7. Sei A Erzeuger einer Co-Halbgruppe, dann definieren wir

Ay = ANRa(\) — A= —MARA(\)

fir hinreichend grofie A € R. Die Familie (Ax)x wird Yosida-Approximation von A genannt.
Diese Approximation ist ein Baustein des Beweises vom Satz von Hille-Yosida und wir
konnen uns auf folgende Eigenschaften berufen [MW18, Beweis von Satz 3.2.1]:
i) dy (A, B) = limsupy_,.. |4 — By

ii) Ay ist ein beschriankter Operator und erzeugt eine Cy-Halbgruppe, welche der Ab-
schiitzung |[et4r|] < Me?" geniigt.

iii) Vo € D(A) : Ayz =% Az

tAy A—00

iv) e — T4(t) in der starken Operatortopologie und kompakt in ¢.

Definition 2.8. Wir nennen eine Co-Halbgruppe (T'(t))i>0 hyperbolisch, wenn es eine
Zerlegung von X in eine direkte Summe Xs+X, von abgeschlossenen, (T(t))i>o-invarianten
linearen Teilrdumen und zwet positive Konstanten N, « gibt mit folgenden Eigenschaften:

i) Vo € Xy : ||T(t)z|] < Nem|z]|.
ii) T(t)y, ist eine lineare Bijektion auf X, .
i) Vo € Xt [T(0) 1)l = N el
Falls Xy = X ist, so nennen wir (T'(t))i>0 asymptotisch stabil.
Die Abbildung T'(t);

Bemerkung 2.9. Fulls unser Banachraum endlichdimensional ist, so fallt die hier prisen-
tierte Definition mit dem Begriff einer asymptotisch stabilen Lésung T (t)ug eines linearen
Systems u(t) = Au(t) aus den ODEs zusammen, das ist also eine Verallgemeinerung dieses
Begriffes auf unendlichdimensionale Systeme.

«, hennen wir auch T'(t),, mit der Inversen 7'(—t).
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Bemerkung 2.10. Unsere Definition von hyperbolischen Halbgruppen ist offensichtlich
dquivalent dazu, dass es eine stetige Projektion P und zwei positive Konstanten N, a gibt,
sodass Folgendes erfillt ist:

i)Vt >0: PT(t)=T(t)P
1) T(t)lynpy i85t €in Homdomorphismus auf ker(P), die Inverse wird T(—t) genannt

i11) Es gelten folgende Ungleichungen:
Vz € ran(P) : ||T(t)x|| < Ne |z||.
Vz € ker(P) : ||T(—t)z|| < Ne=*||z||.

Lemma 2.11. Sei A Erzeuger einer Co-Halbgruppe (T(t)):>0 auf einem Hilbertraum, dann
ist A* Erzeuger der Co-Halbgruppe T*(t)i>0

Beweis. Da die Abbildung * isometrisch ist und o(A*) = o(A) gilt, erzeugt A* nach dem Satz
von Hille-Yoshida eine Cp-Halbgruppe Q(t)>0. Nach dem Beweis vom Satz von Hille-Yosida
(siche z.B. [MW18, Satz 3.2.1]) gilt fur alle z,y € D(A)

Act*

(Q(t)x,y) = (lim eAete,y) = (lim ez, y) = lim (e 2, y) =
E—r

e—0 e—0

lim (2, eAey) = (2, lim e<ty) = (2, T(t)y) = (T(t)z,y).
e—0 e—0

Also ist Vz € D(A) : Q(t)x = T*(t)z und da D(A) dicht in X liegt, gilt diese Gleichheit fiir
alle z € X. Also ist A* der Erzeuger der Cy-Halbgruppe T (t)¢>o0. O

2.2 Halbgruppen auf (0, )

Ziel dieses Kapitels ist es, die notigen Vorbereitungen zu treffen, um Satz 4.1 aus [KW03|
sinnvoll formulieren zu kénnen und um einen Ausblick auf Halbgruppen, welche in der 0
nicht definiert bzw. durch die Definition 7°(0) = Id nicht stark stetig sind zu geben.

Definition 2.12. Fine Funktion S : (0,00) — B(X) heifit stark-stetige Halbgruppe auf
(0,00) oder I-Halbgruppe, wenn die folgenden Bedingungen erfillt sind:

i) Vs,t>0:S(s)S(t) = S(t+s)
ii) Vo € X : S(t)z ist stetig als Funktion von RT nach X.

i) T € L} (RT,B(X)) und IM > 0,w ER Vt > 0:

loc
t
’ / S(s)ds
0

Wir bezeichnen eine I-Halbgruppe auch als (S(t))¢>o.

Die in Definition 2.12 beschriebenen Objekte werden in der Literatur auch manchmal
als Laplace-transformierbare Halbgruppen oder lokal-integrierbare Halbgruppen bezeichnet,
wobei der Begriff stark-stetige Halbgruppe auf (0, c0) fiir Funktionen, welche nur ) und i)

< Me*t.
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erfiillen, verwendet wird. Wir machen diese Unterscheidung allerdings nicht, da die Laplace-
Transformation (wie Proposition 2.14 zeigt) ein wichtiges Werkzeug fiir uns sein wird.
Teilweise wird in der Literatur bei integrierbaren Halbgruppen auch sowohl die Bedingung
i1) als auch die Ungleichung in Bedingung #ii) mit der starken Stetigkeit von fot S(s) ds
ersetzt.

Beispiel 2.13. Sei T'(t);>0 eine Cp-Halbgruppe, dann ist T'(¢)¢~0 eine I-Halbgruppe, da fiir

v>0
t t t e
H/ T(s)ds S/ HT(s)Hdsg/ MeVPds =M
0 0 0

gilt, T'(t)¢>0 eine I-Halbgruppe.

vt
< %evt

-1
v

Mithilfe von folgendem Resultat aus [ABHNO1, Proposition 1.4.5] konnen wir nun weitere
Begriffe aus der Theorie der Cy-Halbgruppen auf stark-stetige Halbgruppen auf (0, 00)
verallgemeinern.

Proposition 2.14. Sei S(t);~¢ eine stark-stetige Halbgruppe auf (0,00), dann existiert fiir
alle A\ > w die Laplace-Transformation

Ls(\) := / h e MS(t)dt

0

und Ls(N) x> erfillt die Resolventengleichung.
Beweis. Wir definieren Lg(A,s) := fot e~?$S(s)ds. Dann gilt

t t
Ls(\t) = / e~ A Wsemws G (s)ds = e~ AT Lg(w, t) + / e A Lg(w, s)ds.
0 0

Durch das Anwenden der Norm und wegen ||Lg(), t)|| < Me* erhalten wir:
t
ILs(A\ )] = [le” ) Ly (w, t) +/ e O Lg(w, s)ds|| <
0
t
e ML)+ [l L, 5)|ds <
0
t
e—(/\—w)tMewt + / e—()\—w)sMewsds _
0
Me 4yt e M
A A

Also ist ||Lg(A,t)|| gleichméfig beschriankt und Lg(A) nach dem Satz der majorisierten
Konvergenz wohldefiniert.
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Ferner gilt

Ls(\) - Ls(p) = /OOO@” — S (t)dt =

/Oo( / A=) em1 S (1) ds dt =

(e —A) / / At=9)e=1sS(t) dt ds = (Fubini)
— e H? e NS (r+s) dr ds = r=t—s
(=) [ e [Tevsers) dra (r=t-s)
(=) [T es(e) [T S dr ds = (1= NEs( L)

O

Definition 2.15. Sei S(t)i~o eine I-Halbgruppe und A € L(X). Wir nennen A einen
Erzeuger von (S(t))i>0, wenn es ein w € R gibt, sodass

(w,00) C p(A), VA >w:Ls(A) =—Ra(N)

Aufgrund der Resolventen ist der Erzeuger einer I-Halbgruppe, wenn er existiert, eindeutig.
Tatséchlich existiert so ein Erzeuger fiir jede I-Halbgruppe, da wir dieses Resultat allerdings

nicht benotigen, gehen wir hier nicht weiter darauf ein und verweisen bei Interesse auf
[ABHNO1, Chapter 3.2].

Lemma 2.16. Sei (S(t))t>0 eine I-Halbgruppe und A ein Erzeuger, dann gilt:
i) S(t)D(A) C D(A) und Vz € D(A) : AS(t)x = S(t)Ax.
it) Yo € D(A),t >0 gilt: S(¢ ):c—x—fo s)Az ds.

Beweis. 1) Sei x € D(A), dann gibt es y € X : . = Lg(\)y. Also ist S(t)x = S(t)Ls(\)y =
Lg(M\)S(t)y. Wegen ran(Lg(\)) = D(A) ist D(A) also S(t)-invariant. Die Operatoren
kommutieren, da A = —(Lg(A)~! — \) gilt und S mit Lg(-) tauscht.

it) Wir wenden die Laplace-Transformation auf beiden Seiten an

/OO e M(S(t)x —x) dt = —Ra(N)z —
0

0 t e’} o0
/ e_)‘t/ S(s)Ax ds dt = / / e_)‘tS(s)Aa: dt ds = (Fubini)
0 0
/ / A(r+s) g s)Ax dr ds = (t=r+s)

= /\‘1/ e MS(s)Ax ds = =N\ TR () Ax.
0

> 8
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Wegen Rg(A)z + 5 = A" Ra(X\) Az und der Eindeutigkeit von Laplace-Transformationen
stimmen beide Seiten fast iiberall iiberein, da beide Seiten stetig sind gilt die Gleichheit
iiberall.

O

2.3 Lokal Regularisierte Halbgruppen

In diesem Kapitel wollen wir einen Ausblick iiber lokal regularisierte Halbgruppen geben
um die Sdtze 5.1 und 5.2 formulieren und beweisen kénnen. Weitere Literatur ist z.B. in
[DeL94] zu finden, daraus stammt auch Lemma 2.21.

Definition 2.17. Sei C' € B(X) injektiv und T > 0. Fine Funktion U := [0,T] — B(X)
heifst lokale C-reqularisierte Halbgruppe oder Pco-Halbgruppe, wenn folgendes gilt:

i) Vs,t,s+t<T:U(s+t)C =U(s)U(t) und T(0) = C
it) Vo € X : U(t)x ist stetig in t

Wir bezeichnen eine Pc-Halbgruppe auch als (U (t)).e(o,r)- Wir nennen eine Po-Halbgruppe
echte Po-Halbgruppe, wenn sie nicht das Produkt einer Cy-Halbgruppe mit einem Operator
C ist. Tatséchlich existieren solche echten Po-Halbgruppen. Obwohl dieses Resultat fiir die
restliche Arbeit nebenséchlich ist, wollen wir folgendes Beispiel aus [DP87, §7| zeigen.

Beispiel 2.18. Wir betrachten den Hilbertraum X = L?(R) und den beschrinkten injektiven
Operator Cf(z) := e~*" f(z). Dann ist dic Familie
Ut)f(z) = e"e ™ f(x), t>0

eine Pp-Halbgruppe. Die Halbgruppeneigenschaft ist dabei offensichtlich erfiillt. Die Be-
schranktheit sowie die starke Stetigkeit sind eine direkte Konsequenz aus dem Satz der
majorisierten Konvergenz. Allerdings gilt

2
lU@®)|] = sup{e®* 12 e R} = eT.

Unter der Annahme, dass es eine Cp-Halbgruppe gébe, welche CT'(t) = U(t) erfiille, so
miisste

2
et = [[U@)]| = [[CT®)]| < [|C]] Me™
fiir alle t > 0 gelten, was ein Widerspruch ist. Also ist U(t):>0 eine echte Po-Halbgruppe.

Definition 2.19. Ein Operator A heifit Erzeuger einer Pc-Halbgruppe (U(t)).ejo,r) wenn
folgendes gilt:

i

D(A) = {xEX:Eyeran(C):y:th(t):C_Cx}’
t—0 t
i)
Vo€ D(A): Az = 0L jim L2 ZCT
t—0 t
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In diesem Fall sagen wir auch, dass A die Po-Halbgruppe (U(t))ejo,r) erzeugt.
Lemma 2.20. Sei A ein Erzeuger einer Po-Halbgruppe (U(t)).ejo,r), dann gilt:

i) Vx € D(A) : U(t)x € D(A) und U(t)Ax = AU (t)x
it) Vo € X : fo s)xds € D(A) und Afg U(s)x=U(t)r — Cx
ii) Yo € D(A) : Afg U(s)z = [ U(s)Ax
iv) A ist abgeschlossen
v) Ve € D(A) : ACx = CAx
vi) Vo € D(A) : $U(t)x = AU (t)x
vii) VA € R: A — X erzeugt die Po-Halbgruppe (€U (t))epo,1-
Fiir den Beweis gehen wir dhnlich zu [MW18, Satz 3.1.7| vor.

Beweis. 1), u) i7i) Wir betrachten die beschrankten Operatoren A;x := qu und

Liz = fo s)xds. Man beachte, dass Iz wohldefiniert ist, da U(t)x stetig ist. Ferner gilt:

1 t
||[;x—Cz|| = Ht/ U(s)r — Cx ds
0

t—0

1 t
< / U (s)2—Cal| ds < max ||U(s)z—Cal] =20
t 0 SE[O,t]

Es gilt aufserdem: Azl;x = A:ls, da
t
stAshix = CH(U(s) — C)/ U(r)z dr =
0
t
0-1/ (U(r +5) — Ur)Ca dr =
t
C_l/U(T+8)CZ‘dT—C / r)Cx dr =
0
t+s
Cl/ U(r)Cx dr — C~ / r)Cx dr =

t+s
Cl/ U(r)Cx dr — C~ / r)Cx dr =
t

(Es wird tiber die gleiche Menge integriert)
c / (r+t)—=U(r))Cx dr =
c (Ut /U Jx dr = stAlsx.
Nun folgern wir: limg_,0 Aslyz = limg_,0 Aelsx = ACx fiir alle € X. Also ist ran(l;) C

D(A). Fir z € D(A) gilt, da Iy und A; kommutieren, dass I;Ax = Alx gilt, also iv).
Analog geht das mit U(t) und A, also 7).
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i) Sei x, — x mit Az, — y gegeben, dann gilt da A; beschrankt ist:

hm Az = lim lim A;z, = lim lim ALz, =
t—0n—o0 t—0 n—ro00

hm hm LAz, = hm I; lim Az, = hm Ly =vy.
t—0n—o0 —0 n—oo

Also folgt x € D(A) und Az = y. Es gilt

t
/ U(s)Az ds = tliAx = lim t[; Asx = tA; lim Iyx = tA,.Cx = U(t)x — Cx.
0 s—0 s—0

v) Es gilt CU(t) =U((0)U(t) =U(t+0)C = U(t)C. Sei nun x € D(A), dann gilt:

U(t)x — Cx _ ot thU(t)x - Cx _

t—0 t

U(t)(Cz) — C(Cx)
t

CAz = CC~'lim
t—0

C~!'lim

t—0

= ACu.
vi) Da U(s)Ax stetig in s ist, konnen wir
t
/ U(s)Az ds =U(t)z — Cx
0

ableiten und erhalten die gewiinschte Aussage.

vii) Folgt direkt aus der Produktregel.
O

Lemma 2.21. Sei A € L(X) und A O A wobei A Erzeuger einer Pc-Halbgruppe ist. Dann
gilt C~YAC = A genau dann, wenn C(D(A)) C D(A).

Beweis. Die Hinrichtung ist trivial.

Fiir die Riickrichtung betrachten wir den Operator Bx = Az mit D(B) = C(D(A)). Fir
x € D(A) gilt also Cz € D(B) und BCx = ACx = CAx nach Lemma 2.20 Teil v). Also gilt
r € D(C'BC) und C~'BCx = Az. Insgesamt gilt also:

ACCOC'BOCcCtAC CCIAC = A

und das Lemma ist bewiesen.

2.4 Analytische Halbgruppen

Ziel dieses Abschnitts ist es, einen Ausblick iiber analytische Halbgruppen zu geben, um
Satz 6.2 zu beweisen. Einige dieser Definitionen und Resultate sind aus der Standardliteratur
tibernommen. Siehe z.B. [EN00].

10
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Definition 2.22. Sei 6 € (0,5] und X5 := {z € C : |argz| < 0}. Eine Funktion W :
Y5 — B(X) heifst analytische Halbgruppe mit Winkel § oder nur analyische Halbgruppe wenn
folgendes gilt:

i) W(0) = Td und &, € S5 - W(EW(C) = W(E+0)
i1) Die Abbildung z — T'(2) ist analytisch auf X5
iii) Y 0 < <6, v € X :T(-)x ist stetig auf Xy

Wir betiteln eine analytische Halbgruppe auch als (W (z)).ex, Falls ||W(-)|| zusdtzlich fir
alle 0 < &' < § auf By beschrinkt ist, so nennen wir (W (z)).ex, beschrinkte analytische
Halbgruppe.

Da jede analytische Halbgruppe auch Cy-Halbgruppe ist, miissen wir keinen neuen Begriff
flir den Erzeuger diskutieren.

Definition 2.23. Sei A € C(X). Dann heifit A sektorieller Operator zum Winkel §, wenn

i) Bz15\{0} € p(4)
ii) Ve € (0,6) IM = M. : VA € Bz 45\ {0} :

M
RaoMN|| < —
IR <

Lemma 2.24. Sei (W(2)).ex; eine analytische Halbgruppe, dann gibt es M > 1,v € R mit
W (2)|| < MeT

Beweis. Wir gehen analog zum Beweis fiir Cyp-Halbgruppen vor.
Wegen der starken Stetigkeit in der 0 sind wir nach dem Satz von Banach-Steinhaus auf

einer Nullumgebung B,.(0) N 35 durch ein C' beschréankt. Fiir z € 35 gibt es ein eindeutiges
nmit (n— Dr < |2 < nr. Bs gilt [W()]| = [IW(E)P| < [WEr < om < cc'f =

Ces 8O Mit M := C und v := log(C) gilt die Behauptung. O]
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3 Ein Storungstheorem auf Banachraumen

Ziel in diesem Kapitel wird sein, die beiden in [BHLM25] Theoreme 3.1 und 3.3 iiber
Storungen von Halbgruppen auszuarbeiten.

Satz 3.1. Sei A € G(M,~) und C € L(X). Wenn
i) D(A) € D(C)

i) IK >0Vn > ~v:
(3.1)

gilt, dann ist A+ C € G(M,y+ MK).

Definition 3.2. Die Menge aller C' € L(X), welche die Voraussetzungen von Satz 3.1 erfiil-
len, nennen wir GL 4, welche wir mit der Abbildung ||C||4 := M~ sup, - |(n —~v)CRa(n)|
versehen.

Man beachte, dass diese Menge ein Vektorraum und die Abbildung eine Norm ist, da sie,

da R(n) injektiv nach D(A) abbildet, definit ist. Die restlichen Axiome einer Norm sind
leicht zu sehen.
Satz 3.3. Sei A € G(M,~), C1 € GLA und Tayc, hyperbolisch (asymptotisch stabil). Dann
gibt es ein €y, sodass fir alle Cy € GLAo mit ||C1 — Cal||a < Ec, auch Tatrc, hyperbolisch
(asymptotisch stabil) ist. In beiden Fillen kann ||C1 — Ca||4 mit dy (A + C1, A+ C3) ersetzt
werden.

Beweis von Satz 3.1. Wir fiihren den Beweis dieses Satzes in drei Schritten, zuerst fiir den
Fall M =1, dann fiir den Fall v = 0, und schliefslich fithren wir diese Fille zusammen.

i) M =1:
Zuerst zeigen wir p(A+ C) D (K +,00)
Sei n > K + 7, also n € p(A). Dann gilt durch Ausmultiplizieren:

((A+C)=n)Ra(n)) = ARa(n) —nRa(n) — CRa(n) =1d —CRa(n) (3.2)
(A+C)—n=[Id-CRa(n)](A~n) (3.3)

also ist n — A + C beschrénkt invertierbar genau dann wenn Id —C'RA(n) beschrénkt
invertierbar ist. Wegen unserer Wahl von 7 und Voraussetzung ii) ist ||[CRa(n)|| < 1, also ist
1 in der Resolventenmenge und Id —C'R 4(n), und damit n — A+ C' invertierbar. Insbesondere
ist der Operator abgeschlossen, da seine Resolventenmenge nichtleer ist.

12



3 Ein Storungstheorem auf Banachrdumen

Nun zeigen wir die Ungleichung im Satz von Hille-Yosida, da wir auf M = 1 kommen
werden, wird es reichen, die Ungleichung fiir n = 1 zu zeigen. Sei also n > K + . Wir sehen
durch Multiplikation von rechts mit Ra1c(n) an Gleichung (3.2):

Rayc(n) — Ra(n) = Rarc(n)CRa(n) (3.4)

und damit Rarc(n)[Id —CRa(n)] = Ra(n).

Da [[CRA(n)|| < 77% < list gilt o(Id=CRa(n)) € B x (—1). Also ist B, _x (0) dis-
n—v n—7

junkt zu o(Id —CR4(n)). Mit dem Spektralabbildungssatz und ||A|| > r,(A) gilt also, da

Id —CR4(n) Invertierbar ist:

1

Id—CRs(m)] Y| € ————. 3.5
I 7 < == (35)
Mit dem gesammelten Wissen ergibt sich:
Rac(n)ll = [1RAG)Td ~CRAM) ™ < e T
Tn=y1-K/m-7) n-@O+K)
Der Satz von Hille-Yosida liefert also A+ C € G(1,v + K).
ii) 7 = 0:
Die Abbildung |4 := sup;>q||Ta(t)z|| ist eine Norm, welche die Ungleichungen ||z|| <
|x|4 < M||z|| erfiillt und ist damit eine zu || - || &quivalente Norm ist. Wegen

[ T(t)z|a = sup [[Ta(s)Ta(t)z]| = sup [[Ta(s)z]| < |2[a
520 s>t

wird (T'(t))¢>0 zu einer Kontraktionshalbgruppe auf dem Banachraum (X, |- |4). Firn >0
gilt:

MK MK
[CRa(n)|a < M[[CRA(n)]| < THﬂUH < TL”C\A

Wir wenden nun den Fall M =1 im Raum (X, |- |4) berufen und erhalten, dass A + C eine
Co-Halbgruppe T4y ¢ auf dem Raum (X, |-|4) erzeugt, welche der Ungleichung |T4yc(t)|a <
eMEt geniigt. Damit folgt nun insgesamt fiir alle z € X

| Tarcx|| < [Tatew|a < M| < MM 2|
alsoist A+ C € G(M,MK).

iii) Sei nun der allgemeine Fall gegeben:

Da e~ eine gleichmiRig stetige Halbgruppe ist, sehen wir mithilfe der Produktregel [Kal23,
Lemma 5.2.11], dass Q(t) := e 7T (t) eine Cp-Halbgruppe mit Erzeuger B := A — v ist. Es
gilt ||Q(t)|] < M, also kénnen wir nun den zweiten Teil dieses Beweises auf die Halbgruppe
Q(t) anwenden da fiir n > 0:

K K
CR =||CR + <L—=—
ICRe(n)|| = [[CRa(n+ )l Tty —n 7

13



3 Ein Storungstheorem auf Banachrdumen

gilt. Wir erhalten eine Halbgruppe Tp¢ mit Erzeuger B + C = A — v + C. Durch erneutes
anwenden der Produktregel sehen wir, dass die Halbgruppe €Tz, ¢ := Ta,c den Erzeuger
A+ C hat(man beachte, dass A + C abgeschlossen ist, da A — v+ C nach den ersten beiden
Teilen des Lemmas abgeschlossen ist). Da die Ungleichungen

HTA+C(t)H = e’YtHTB-i-C(t)H < HMe(’H-MK)tH
erfiillt sind, ist damit A+ C € G(M,vy + MK).
O

Bevor wir den anderen Satz 3.3 beweisen konnen, bendtigen wir noch einige Hilfsresultate.
Lemma 3.4. Sei A € G(M,~), C1,Co € GLA. Dann gilt:
dy (A+C1, A+ C2) < |[C1 — Col|a
Beweis. Mit Satz 3.1 sind A 4+ C; Erzeuger von Cy-Halbgruppen. Mit 5 grofs genug gilt also:

Ratc,(n) — Ravc,(n) =

Rayc,(n) — Ra(n) + Ra(n) — Rayc,(n) (3':4)

Rayc,(n)C1RA(n) — Rayc,(n)Ca2Ra(n) =
Rate,(n)(C1Ra(n) — CaRa(n)) + (Ravce, (1) — Rate,(n))CaRa(n)

Daraus folgt nun, indem wir Normen und die bewiesenen Ungleichungen anwenden:

[[Rarc,(n) — Rare,(n)]| <

(2.1);(3.1)
Raser (|- 1(CoRan) — CoRa)]| + ||(Rases () — Rasesm)] - [[CoRat)l] - &
M 1C) — Gl G|

Nun gruppieren wir die ||(Ra+c, (n) — Ratc,(n))|] auf eine Seite, multiplizieren mit 7? und
erhalten:

1P ||(Ratc, (n) = Rare, ()] - (1 - MH(CUQ—"y)> =
n? |1C1 — Ca]a
T— GG (=)

[|Ca]|

Wegen lim,, o0 (1 — M'(n—“/)) = 1 kénnen wir nun die Yosida-Distanz abschétzen:
dy(A+C1, A+ Cs) =
lim sup 1*[|(Rat.c, (7) = Rasc, ()] =

n—00
imsup [ (Race, ()~ Rasca()l]- (1 520 ) <
n—00 M- (n—7)
lim sup 772 HCI _ C2HA =
n—oe N —(v+M2||Ci][a) (n—")
|C1 — Colla
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3 Ein Storungstheorem auf Banachrdumen

Bevor wir unser néchstes Lemma formulieren und beweisen kénnen, brauchen wir noch
folgendes Resultat, siehe z.B. [Fril6, Prop. 1, 2, 3].

Lemma 3.5. Sei T ein beschrinkter Operator auf einem Banachraum und Q@ C C mit
rektifizierbarem Rand T' und I' C p(T).
Dann gilt:

i) Es existieren stetige Projektionen Pq, Poc mit folgenden Eigenschaften:
it) Po + Poc =1d.
i11) TPq = PoT und T Poc = PocT .

iw) o(TPq) C N, a(TPoc) C QF wobei TPy als Operator auf ran(Pq) betrachtet wird. (mit
iii) ist ran(Pq) T-invariant).

v) o(T) =o(TPq) Uo(TPyc).

Beweis. Wir fiihren diesen Beweis in mehreren Schritten. Zuerst definieren wir die Abbil-
dungen und zeigen, dass es sich tatsdchlich um Projektionen handelt, dann rechnen wir die
restlichen Eigenschaften nach.

i) Da T — X als Polynom in A holomorph (als operatorwertige Funktion) ist, ist Rp(\) auf
p(T) als Inverse einer homolorphen Funktion ebenfalls holomorph. Wir definieren

1
Po:=— [ Rpr(N)dX\
@ 271 T T( ) ’
falls © beschrénkt ist. Dies ist ein beschrénkter Operator, da ||Rr(A)|| auf I' beschrénkt ist.
Wegen dem Cauchyschen Integralsatz und da das Spektrum Kompakt ist gilt nun, dass es

ein € > (0 gibt, so dass
1 1
— A)dA = — A)dA
omi Jp NI = g [ @)
mit IV C p(T) als Rand von Q. := {z € C:d(z,Q) < e} D Q. Nun berechnen wir:
1

sz = (27 / Ry (AN Rr(n)dAdn = (Resolventengleichung)
i)

(2i)2 / / , RT - (n)dAdWZ (Fubini)

1 d
W/FRT()\)CD\ L 77)\ (27rz)/F/R dn/ ——— = (Cauchyscher Integralsatz)
1

27'('2 T

Rr(\)d\ = Py,

Also ist Py eine beschrankte Projektion.
Sei nun © unbeschrénkt. Wir definieren nun I'g := 0(Br(0) N Q). Da Rr(A) auf |A| > ||T]
holomorph ist, stimmen die Integrale tiber I'g fiir R > ||T'|| iiberein und wir definieren

1
Poi= — Rr(\)dA

270 Ty
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3 Ein Storungstheorem auf Banachrdumen

ii) Fir |[A\| = R > ||T|| kann die Ry (A) in ihre Neumannsche Reihe entwickelt werden:

T?’L
RT()\) - Z Ant+l’

neN

Da die Konvergenz der Reihe in der Norm gleichméfig in A auf 0Bg(0) erfolgt gilt:

1
P - R —
0BR(0) i /GBR( 0 T()\)d)\

d)\ =
27TZ /83R )\n+1

d\ =
27[‘Z Z /833(0 An+1

—,T027rz' =1d. (Residuensatz)
2mi

Mit dem Cauchyschen Integralsatz gilt nun Py + Poc = Pypp (o) = Id.
itr) Trivial, da T' mit seinen Resolventen vertauscht.
i) Sei n € QC, wir definieren:

1 [ Rr(N)
211 T 'I’]—)\

S(n) = d\

Wegen
(T —n)Rp(A) =1d =(X = n)Rr(A)
und dem Cauchyschen Integralsatz gilt nun:

1 Id 1

(T =n)S(n) =S0)(T —n) = 5 77_—A+ 5 RT(/\)d)‘:PQ-

Also ist 17 € p(T Pq). Der Beweis geht analog fiir Q°

v) Es gilt:
T — A= Po(T — \)Pq + Poc(T — \)Pye.

Also ist T'— A invertierbar genau dann, wenn die Einschréankungen TPy — A und TPoc — A
invertierbar sind.

O

Die Projektionen P aus Lemma 3.5 werden auch Riesz-Projektoren genannt.

Lemma 3.6. Sei (T'(t))¢>0 eine Co-Halbgruppe auf einem Banachraum, dann gilt:
i) (T(t))e>0 ist asymptotisch stabil genau dann wenn ro(T(1)) < 1

ii) (T'(t))e>0 ist hyperbolisch genau dann wenn o(T'(1))N{z € C:|z| =1} =2

16



3 Ein Storungstheorem auf Banachrdumen

Beweis. 1) Wir zeigen sogar die stirkere Aussage r,(7T(1)) = €. Wir wissen nach der
Formel vom Spektralradius, dass

. it o SITE S, 1
ro(T(1)) = inf IT(1)"[% = T IT()"][% = T IT(n)]

gilt.
Wir definieren
L —1 . —1
ap = %g(f)t log ||T'(¢)|| = thrn t~ log ||T(¢)]

und behaupten ag = g. Dieses g ist wohldefiniert, da fiir die Abbildung t~!log ||T'()||
folgendes gilt:

log [IT(0)[| _ log(|[T(kto)[| - [[T'(s)[]) _ Klog|IT(t)ll | [IT(s)I] _

t - kto + s kto + s kto+s —
log [|Z'(to)ll  log|IT(s)ll
to kto

wenn tg > 0 fest, t = kto + s mit k € N,s < tg. Also gilt infi>ot tlog||T(t)|| =
limg o0 ' log ||T(¢)]].

Mit obriger Formel sieht man nun direkt: €7 = 7, (7(1)). Da Ve > 0 : ||T(t)|| € w(e0—9))
und [|T(t)|| € O(eL0e)t) gilt, also dass (T(t))¢>0 asymptotisch stabil ist, genau dann wenn
70 < 0, also o(T'(1)) < 1 ist.

ii) Hier gehen wir dhnlich zu [EN0O, Seiten 305-306] vor.
Sei (T'(t))¢>0 hyperbolisch mit X = X+X, und T'(t), bzw. T(t)s. Wir kénnen beobachten,
dass

o(T(1)) = o(T(1)u) Ua(T(1)s)

ist, da fir A € p(T(1),) N p(T(1)s) die Inverse von T(1) — A = T'(1)s + T(1)y — A =
P(T(1)s = NP+ (1 —P)(T(1)y, — A\)(1 — P) konkret als

(1= P)Rp(1), (M) (1 = P) + PRy, (AP

wegen der T-Invarianz angegeben werden kann, wobei P die Projektion auf X, mit Kern X,
ist.
Fiir A € p(T'(1)) kann die Inverse von T'(1),,— A bzw. T'(1)s— X einfach als (1—P) Rp1y(A)(1—
P) bzw. PRp1)(A)P definiert werden.

Mit dem ersten Teil vom Lemma folgt, da [T'(t)},, ]~ und T'(t);x, asymptotisch stabil
sind, dass kein Element in o(7'(1)) = o(7'(1),) Uo(T(1)s) auf dem Einheitskreis liegen kann.

Sei nun o(T(1)) N{z € C: |z| = 1} = @. Mithilfe von Lemma 3.5 und © = B;(0) finden
wir eine Projektion P mit folgenden Eigenschaften:

a) TP =PT

b) G(T(l)rran(P)) g Bl(o)

¢) o(T(1) ) € K1(0)°

ker(P)
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3 Ein Storungstheorem auf Banachrdumen

Wir definieren nun X, := ker(P), X, := ran(P). Dies sind abgeschlossene, unter 7'(1)
invariante komplementére lineare Teilrdume.
Auf die Halbgruppe T'(t)s := PT'(t),, wenden wir nun den ersten Teil unseres Lemmas an
und erhalten Konstanten Ny, o, sodass die Ungleichung erfiillt ist fiir z € X.
Betrachten wir nun T'(t),, := (1 — P)T'(t);, . Fiir t < 1 muss T'(t), ebenfalls invertierbar
sein, da

T(#),T(1 — 1)y = T(1 — 0T(t) = T(1).
und der Kern/das Bild bei Konjugation nur grofer/kleiner werden kann. Fiir ¢ > 1 wéhlen
wir n = [t] und wir rechnen:

T = T(n)y = T(n—t+t)y = T(n — t)uT(t)u.

u

Da T'(1)? und T'(n — t),, invertierbar sind, muss das nun ebenfalls fiir T'(t) gelten, also

ist T'(t), eine Bijektion. Nun kénnen wir erneut den ersten Teil des Lemmas auf T'(¢);*
anwenden, da o(T(1);!) = o(T(1),)~! € B1(0) ist und erhalten neue Konstanten Ny, g,
welche folgende Ungleichung fiir alle x € X, erfiillen:

IT(t); |l < Noe™2||z]], also ||T'(t)uz|| > Ny e[|z,

Insgesamt bekommen wir die beiden gesuchten Ungleichungen, wenn wir N := max{ Ny, Nao}, o :=
min{a;, @z} und damit ist (T'(¢))s>0 hyperbolisch.
0

Bemerkung 3.7. In Lemma 3.6 kann die Zahl 1 durch ein beliebiges € € R™ ersetzt werden.

Korollar 3.8. Sei (T'(t))i>0 eine hyperbolische (asymptotisch stabile) Halbgruppe. Dann
gibt es ein e > 0, sodass jede Co-Halbgruppe S(t)i>0 mit ||T(1) — S(1)|| < er ebenfalls
hyperbolisch (asymptotisch stabil) ist.

Beweis. Folgt direkt aus Lemma 3.6 zusammen mit der Tatsache, dass wenn A € p(T") mit
[T — S| < ||[Rr(N)]| 7! gilt, ebenfalls A € p(S) ist und der Kompaktheit des Spektrums. Wir
konnen also e7 = min,_; ||Rpay — z1d ||~ wihlen. O

Nun ist unser Werkzeugkasten vollstindig, und wir kénnen einen Beweis von Satz 3.3
liefern. Wir gehen hierbei &hnlich vor wie [BM24, Theorem 3.2|:

Beweis von Satz 5.5. Wir zeigen zuerst, dass fiir zwei Co-Halbgruppen T’s,, T, die Differenz
T, — Tp, mithilfe der Yosida-Distanz abgeschétzt werden kann.
Wir betrachten zuerst beliebige Operatoren C, D € B(X) und wollen die Differenz e!¢ —e'?
beschréanken. Dazu betrachten wir das inhomogene, abstrakte Cauchyproblem:
2'(t) = Cx(t) + (D — C)etPx
z(0) =2 € X.
Offensichtlich wird diese Differentialgleichung durch z(t) = e!Pz geldst, wir wissen ebenfalls

aus der Theorie von ODEs, dass diese Losung eindeutig ist. Wenn wir sie mit der Formel
von der Variation der Konstanten berechnen, dann ergibt sich

t
ePur=a(t) =2 + / et=9C(D — 0)etPads.
0
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3 Ein Storungstheorem auf Banachrdumen

Also erhalten wir die Ungleichung
'€ — ePa] <
/ot [e=9(D — C)ePal|ds <
t||C = DI| - [|e“|| - [|e™P]] - |||
Nun setzen wir B; ) ein und erhalten die Abschitzung:

[P — e P2 <t Bix — Baall - [P ] - [leP2A ] < eM2e| By — Ball.

Wenn wir nun unser ganzes Wissen zusammentragen erhalten wir:
1T, (t) = Tp, ()] = lim [[e"Frr —eP2r|| <
A—00

tM?e* limsup || By \ — Bax

A—00

tM2eitn lim sup )\QHRB1 — Rp,|| =

A—00

tM264tndy(Bl, BQ)

Wir setzen nun B; := A+ C; und t = 1 und erhalten aus der eben gezeigten Ungleichung
gemeinsam mit Korollar 3.8, dass Ta+¢, ebenfalls hyperbolisch (asymptotisch stabil) ist,
wenn dy (T + C1, T + C5) klein genug ist. Mit Lemma 3.4 folgt, dass es hinreichend ist, wenn
||C1 — C2||a klein genug ist. O
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Ziel dieses Kapitels ist Satz 4.1 zu beweisen, welcher aus [KW03] stammt.

Satz 4.1. Sei X ein Hilbertraum. Sei A € G(M,~) und B € C(X) mit D(A) C D(B). Seien
K €[0,1) und Ao € R so, dass fir alle Re(A\) > Ao, x € X, y € D(B)

IBRA(N)z|| < K||2]| (4.1)
[1Ra(A) Byl < K|yl

gilt.
Dann ezistiert eine I-Halbgruppe S(t)i>0, welche von A+ B erzeugt wird.

Um diesen Satz zu beweisen, bendtigen wir zuerst folgendes wichtiges Resultat {iber stark
stetige Halbgruppen auf (0, 00).

Satz 4.2. Sei X ein Hilbertraum. Sei A € C(X) mit Ra(\) wohldefiniert und gleichmdfSig
beschrdankt auf der abgeschlossenen rechten Halbebene. Sei C' > 0, sodass fiir alle v € X

) 1/2
(/ HRA@s)xr?ds) < Cjal]

oo 1/2
( | IRas)al? ds) < Cljal]
gilt.

Dann ezistiert eine I-Halbgruppe S(t)i~o welche von A erzeugt wird.
Wir teilen den Beweis dieses Satzes auf mehrere Lemmata auf:

Lemma 4.3. Sei A ein abgeschlossener, invertierbarer Operator auf einem Banachraum,
M >0 und G C p(A), mit ||[Ra(N)|| < M auf G.
Dann gibt es ein ¢ > 0, sodass fiir alle A € G,z € D(A),y € D(A?)

C
1+ A

C
A2
ol

|Ra(N)zl| <

|| A]]

1RA(N)?yl| <

gilt.

Beweis. Es gilt Ra(\) = A" (RA(M\)A —1d) auf D(A) und

R4 (A) = A2(Ra(N)?A?2 — 2RA (M)A + 1d) auf D(A?). Im ersten Teil gilt also fiir groke A :
[Ra(V)a| < LSRR < e | Az, da wegen 0 € p(A) die Abschatzung ||| < K||Az||
gilt. Fiir kleine A gilt ebenfalls ||[Ra(M\)z|| < ﬁw“AmH (moglicherweise erst, nachdem die

Konstante angepasst wurde), da ||[R4())|| beschriankt ist. Der andere Teil geht analog. [
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4 FEin Stérungstheorem auf Hilbertrdumen

Lemma 4.4. Sei A ein abgeschlossener Operator auf einem Banachraum mit gleichmdf$ig
beschrinkter Resolvente auf der abgeschlossenen, rechten Halbebene. Wir definieren fiir

x e X,t>0,a>0:
1 a-+100

Ut)x :== M RNz d.

2mit a—ioo
Dann gilt:
i) fiir v € D(A?) ist U(t)x wohldefiniert und unabhingig von a und stetig in t,

i) fiir v € D(A?) gilt:

1 a+ir
U(t)r = — lim / eMRA(N)z dA,

r—o0 271 a—ir
i) fiir v € D(A?),Re()\) > 0 gilt:

Ra(Na = Az — /0 T MU — 2)dt,

iv) U(t)i=o ist auf D(A*) eine Halbgruppe.

Beweis. i) Wegen Lemma 4.3 ist das Integral konvergent, wegen dem Cauchyschen Integral-
satz ist es unabhéngig von a und wegen dem Satz der dominierten Konvergenz ist es stetig
in ¢.

i1) Wegen der Produktregel gilt:

0= [A = NRAN] = ~TdRAO) + (A~ X) =

Y Ra(N),

Also L RA(X) = Ra(M)% Durch Partielle Integration folgt nun

a+ir . .
/ MRAN)z dX =t (e R (a + ir)x — e R4 (a — ir)z)—

—ir
a-+ir
1 / MR ANz d.
a—1ir

Aufgrund von Lemma 4.3 konvergieren die vorderen Terme fiir r — oo gegen 0 und damit
existiert der Limes und stimmt mit dem Integral iiberein. Zusammen mit Lemma 3.5 folgt,
dass U(0) = Id auf D(A?) gilt.

ST oxp(At) /A dA = 2mi

a—ir

i) Fiir 0 < a < Re(\) und = € D(A?) gilt, wegen lim, o

a+ir

1
Ult)r —z = 2— lim ’\t( Ra(N)z — \"lz) =
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4 FEin Stérungstheorem auf Hilbertrdumen

Mit Lemma 4.3 folgt nun [|[Ra(\)Az|| < ﬁl/\lHA%H Also konvergiert das obige Integral

absolut und es gilt ||U(t)x —z|| < n||A2z|| fiir alle t > 0. Also ist die Laplace-Transformation
wohldefiniert und wir rechnen fiir Re(p) > a:

u/o e M (U(t)xr —x) dt =

—1 oo pratioco
- / / A LeQAMER (N Az dX dt =
0 a—100

271

—1L a+i00 00
—K Al / eA-I Gt Ry(\) Az dA = (Fubini)
2mi a—100 0

;,U a+1i00 RA()\)A.I‘
2mi a—1i00 )‘(M - )‘)
—Ra(p)Az = —pRa(p)z +

d\ = (Gleichung (4.3))

Wobei wir bei (4.3) folgende Rechnung gemacht haben ( f(A) = M):

A(p—A)
a-t+ir r—4ir r—ir a—1ir
RawAz _ [/ £ d)\+/ £V d)\+/ £V d)\+/ £V d)\].
21 r—>00 a—ir a+tir r4ir r—ir
Wobei

/ Y o< [ ) dx <

|

+ir +ir
/r—i-ir CHAQxH I\ < rir CHA2$H _
arir LFPDAE =N 7 7 Jorar A+ la+ir])|a+ir]

C|’A2$H (7“ _ (I) 7‘2)() 0
(1+|a+ir])|a+ir| ’

fiir die beiden anderen hinteren Integrale liefern analoge Abschitzungen ebenfalls die Kon-
vergenz gegen (. Insgesamt ergibt sich also

BalwAz _ [/aawf(x) d)\] . (4.3)

21 r—00 —ir
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4 FEin Stérungstheorem auf Hilbertrdumen

iv) Sei g > A > 0. Wir rechnen nun auf beiden Seiten der Resolventengleichung:
Ra(N)z — Ra(p)x
W= A

/ T OBIR N di— (= Ra(N) (1 — A7)
0

T 1
p(p —

_|_
A m=XAJo
/ e(’\_“)t§ dt — / / QM= (U (s)z — ) ds dt— (Lemma 4.4 Teil i)
0 0 0

/ A=t~ MU (t)z — ) dt = (Lemma 4.4 Teil 4ii))

oo pt
ﬁ + / / NN (U (s) — ) ds dt = (PL U(0)z = )
- o Jo
)\(um— N u(ux_ N /0 /t (AN (U(s)r — ) ds di =
% _/ e‘“t/ AU (s)e — x) ds dt =
0 t

L / e_“t/ e MUt + s)x — x) ds dt. (s > s+t)
pA - Jo 0

Auf der anderen Seite gilt fiir # € D(A*), also U(t)z € D(A?):

Ra(p)Ra(N)z =
BaNz _ /°° e M (U(#)Ra(N)z — Ra(Na) dt =  (Lemma 4.4 Teil 4ii))
24 0
% - llt/o e (U(s)z — ) ds —/0 e_m(U(t); - i) di+
/O = /O > e~ P (U ) (U(s)z — x) — (U(s)x —2) ds dt =  (Lemma 4.4 Teil i47))
;7 _ /O — /0 T e MUMU ()T — 2) ds dt. (4.4)

Wobei wir bei 4.4 folgende Gleichheit verwendet haben:

1 /000 e M(U(s)x —z) ds = /000 e M /OOO e (U(s)x — ) ds dt =

o
[ee) o0
/ / e M=A (U (s)x — x) dt ds
0 0

Da die Laplace-Transformation fast-iiberall Eindeutig ist, gilt also
Ult+s)z=Ut)U(s)z

fiir alle v € D(A%) und fast alle s,¢ > 0. Da beide Seiten fiir festes ¢, bzw. s stetig sind, folgt
die Gleichheit iiberall.
O
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4 FEin Stérungstheorem auf Hilbertrdumen

Nun konnen wir Satz 4.2 beweisen:

Beweis. Wir beweisen diesen Satz in 4 Schritten: Zuerst stellen wir einen Kandidaten fiir
S(t)¢>0 auf, anschliefiend zeigen wir, dass dieser Kandidat beschrénkt ist, danach zeigen wir,
dass A Erzeuger von S(t)¢~o ist, und schliefslich zeigen wir die starke Stetigkeit auf (0, c0).

i) Wir definieren

S(t)e = —F Y Ra(i)) () = — [ et Ra(is)z ds 2;1 / MRz A

27 — 50 T J—ico

Laut Voraussetzung ist Ra(i-) € L*(R; X) mit ||Ra(i-)z|[z2 < C||z||, also ist nach dem
Satz von Plancherel ||S(2)x|[12((0,00,x)) < 27C||2|| und diese Abbildung ist wohldefiniert.

Offensichtlich ist S(¢) linear in 2 und wegen Lemma 4.4 Teil iv) ist die Halbgruppeneigenschaft
fiir x € D(A%) erfiillt.

i1) Wir betrachten den adjungierten Operator

S*(t)z = [_1 / T R (is)a ds} )

o J oo
1 [ ] 1 [
=50 e S R A (—is)x ds = —
™

et R* (is)z ds,
oo 27 J_o

welcher ebenfalls in L2(0, oo; X) mit derselben Normabschitzung ist.
Fiir t > 0,z € D(A%),y € X gilt:

. S(0) = [ 0.5(00a) ds = [ (9.5( = 5)(s)a) ds =
|57 = 5. 5a) ds < [ 15* (= il 1Sl ds <
0 0

([ 5z as)” ([iscomz as)” <
</0°° I5*()9ll* d‘g)% (/Ooo 1S (s)yl® cls>é < 472C2||y|| ||2].

Also gilt ||S(t)z|| < @Hxﬂ fir x € D(A*). Da 0 € p(A), ist A~! stetig und surjektiv
auf D(A), insbesondere bildet A~! die dichte Menge D(A) auf D(A?) ab, also ist D(A?)
ebenfalls dicht, analog ist natiirlich auch D(A*) dicht. Also ist S(¢) nach dem Satz von
Banach-Steinhaus ein beschriankter Operator auf X und die Halbgruppeneigenschaft ist auf
ganz X erfiillt.

iii) Wir betrachten z € D(A?), nach Lemma 4.3 und Lemma 4.4 ist

-1 100 6>\t
St)yr —z=-— —RA(N) Az dX
Bz -z 270 oo A AN Az
absolut konvergent und gleichméfig beschrénkt auf beschrénkten Intervallen. Also ist S(t)z
stetig fiir t > 0 auf D(A?%). Da D(A?) dicht und S(t) gleichmiifig beschriinkt auf ¢ > & > 0

fiir jedes € > 0 ist (bewiesen in Schritt 2), ist S(¢) stark stetig fiir ¢ > 0.
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4 FEin Stérungstheorem auf Hilbertrdumen

iv) Sei nun Re(\) > 0, nach Lemma 4.4 Teil 4i7) gilt:

T

Ra(N)z = 3 /OOO e MUz —x) dt = — /OOO e MS(t)x dt.

Also ist A der Erzeuger von S(t)¢>0.
O

In dem folgenden Lemma sammeln wir ein paar Aussagen, die wir fiir den Beweis von
Satz 4.1 brauchen.

Lemma 4.5. Sei X ein Hilbertraum. Seien A,B € C(X) mit D(A) C D(B) und sei
die Resolventenmenge von A nichtleer. Seien M € [0,1),@ # G C p(A) und fir alle
reX,ye D(B),\ € G gilt

IBRA(A)z|| < M|Jz|].

Dann gilt:
i) A+ B mit D(A+ B) = D(A) ist abgeschlossen
i) G C p(A+ B)
iii) YA € G : Ratp(\) = [[d—Ra(\)B]""Ra(A) und ||[1d ~BRAN)] || < 247

iv) Wenn zusdtzlich ||Ra(AN)By|| < M||y|| gilt und G konjugiert-symmetrisch ist, dann ist
VA€ G: Riayp)-(A) = [Id —Ra-(A)B*] ' R4+ (N).

Beweis. i), i), 4ii) haben wir im Beweis von Satz 3.1 im ersten Teil gezeigt(weil jetzt
M < 1 ist, haben wir noch immer |[CR4(N)|| < 1).
Fiir tv) wenden wir * auf Gleichung (3.3) an und erhalten:

(A* + B*) — X = [[d —Ra-(\)B*](A* — \)

Mit demselben Argument wie im urspriinglichen Beweis ist nun (A* 4+ B*) — X invertierbar.
Da G konjugiert-symmetrisch ist, ist die Aussage bewiesen. O

Beweis von Satz 4.1. Wir betrachten zuerst den Fall, dass A € G(M,n) mit n < 0 und
Ao < 0.

Wir betrachten die Funktion u(t,z) := T(t)x[t > 0] fir t € R, = € X, wobei T die
von A Erzeugte Halbgruppe ist. Dann gilt [|u(t,z)|] < Me", also u(-,x) € L*(R;X).
Mit dem Satz von Plancherel ist nun F(u(-,)) ebenfalls eine L?(R;X) Funktion mit
27| ju(-, x)||2 = || F(u(-, z))|| 2. Ebenfalls gilt

Flu(-,x))(s) = / e hy(t,x) dt = /000 e ST (t)x dt = Ry(is)x

—00
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4 FEin Stérungstheorem auf Hilbertrdumen

fiir jedes s € R. Es gilt also

([ ere)<oe( [ )’

1
o0 oM
277(/ M2e2"ty|x|2ds> = 2],
0 V27

Mit Lemma 2.11 gilt, dass A* die Cy-Halbgruppe T*(t) erzeugt, welche den selben Ab-
schéatzungen im Satz von Hille-Yoshida geniigt. Mit analogen Rechnungen erhéilt man also

1
(ffooo HR(@‘S,A*)x\Pds) * < 2nM |||, Jetzt rechnen wir fiir x € X:

~ V20

1
o0 2
(/ || R(is, A+ B)xl2d8> =

(/7 iha-raios matinelias)

IN

(Lemma 4.5 Teil 4i7))

1
1 o 2
Tk (/ HRA(is)x\st) < (Gleichung (3.5))
M
21— K)
Eine analoge Rechnung fir (A + B)* zeigt:
= : 27 M
(/7 Itis.a s myyalpas)” < 2 i
—c0 2In(1 — K)

und wir konnen Satz 4.2 anwenden und erhalten eine Halbgruppe S(t)¢~0, welche stark-stetig
auf (0,00) ist und von A + B erzeugt wird.

Im allgemeinen Fall ersetzen wir A durch A —§ mit ¢ so, dass A — 9§ den ersten Fall erfiillt.
Wir bekommen also I-Halbgruppe (S(t))¢>0, welche von A — § + B erzeugt wird. Es gilt fiir
eine beliebige Halbgruppe Q(t) mit Erzeuger A:

Ra+w(N)z = RA(N —w)x = —/ NN Q(t)x dt = —/ e MetQ(t)x dt,
0 0

also ist A + w der Erzeuger von e*!Q(t). Also gilt insbesondere, dass die I-Halbgruppe
(€% S(t))¢>0 von A — 6 + B + 6 = A + B erzeugt wird und der Satz ist bewiesen. O
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5 Ein Storungstheorem fiir Po-Halbguppen

Ziel dieses Kapitels ist es, Satz 5.2, welcher eine Variante von |[XLL06, Korollar 2.2.] ist und
Satz 5.3, welcher urspriinglich in [Voi77, Theorem 1| bewiesen wurde, auszuarbeiten. In der
Literatur [XLLO6] wurde bei Satz 5.1 und bei Satz 5.2 die Bedingung D = D(A) gestellt,
welche allerdings nicht notwendig ist und durch die Bedingung D C D(A) ist ein dichter
linearer Teilraum abgeschwécht werden kann.

Satz 5.1. Sei A der Erzeuger einer Po-Halbgruppe (U(t))iejo,r) auf X, D € D(A) ein
dichter linearer Teilraum und P,Cy € B(X) wobei P und Cy folgende Eigenschaften erfiillen:

i) p(Id+P)A) # &
i) B<1,7>0:Ve e D,®e C([0,T],Bs(X)),t € [0,7]:

itr) Cy ist injektiv, ran(P) C ran(C1) C ran(C), C1(Id +P)A C (Id+P)AC; und
C~1C1D(A) ist dicht in D(A).

/t ®(s)CTIPAU(t — s)xds
0

< Bl|®][oo| [l

Dann erzeugt (Id +P)A eine Po,-Halbgruppe (V(t))ejo,7-

Bewets. Wir fithren diesen Beweis in drei Schritten. Zuerst konstruieren wir die Halbgruppe

mithilfe des Banachschen Fixpunktsatzes. Anschlielend zeigen wir, dass die konstruierte

Familie mit (Id +P)A auf D(A) kommutiert mithilfe der Eindeutigkeit der Losung einer

Integralgleichung. Damit zeigen wir die Halbgruppeneigenschaft und berechnen den Erzeuger.
Wir definieren fiir 2 € D,t € [0, 7]

HO(t)r = /Ot ®(s)CTIPAU(t — s)x ds,

Das ist ein beziiglich z linearer Operator. Laut Annahme gilt ||H®(t)|| < B]|®||co||z|| auf D,
also kénnen wir den Operator H®(¢) zu einem beschréinkten Operator HO(t) fortsetzen. Der
Operator H(-) ist als Operator in ¢ eine Selbstabbildung auf C([0, 7], Bs(X)). Aukerdem gilt

[H® = HY|oo < B2 — V[co,

also ist H(-) eine Kontraktion. Diese Ungleichung gilt ebenfalls fiir den Operator FU (t)
HU(t) + T(t). Laut dem Banachschen Fixpunktsatz gibt es also eine Abbildung U(t) =
HU(t) + T(t), fiir t € [0,7],2 € D(A) die Integralgleichung

Ut)z=U(t)x + /Ot Ut)C T PAU(t — s)z ds (5.1)
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5 Ein Storungstheorem fiir Po-Halbguppen

erfiillt. Wir definieren V (¢) := U(t)C~1C; fiir t € [0, 7].
Wir setzen nun in die Gleichung 5.1 ein und integrieren beziiglich ¢. Damit erhalten wir
fir z € D(A)

t t t ps
/ V(s)x ds = / U(s)C~Chx ds + / / U(r)C rPAU(s — r)z dr ds =
0 0 0o Jo

t t
/ U(s)C~'Cx d + / V(r)CrPIU(t — r)C™ Cha — CT1Cy) dr.
0 0
(Lemma 2.20 Teil #i1))
Da D(A) dicht ist und C~'C} beschriinkt ist, gilt diese Beziehung ebenfalls fiir z € X.
Wegen C~1C1D(A) € D(A) und AC; = ACC~'Cy gilt D(A) € D(C;'PACY). Also
kénnen wir in der Gleichung von oben z € D(A) mit C; ' PAC) ersetzen und erhalten:
t t
/ V(s)C'PAC 1z ds = / U(s)C™'PAC x ds+ (5.2)
0 0
¢
/ V(r)CrPIU(t — r)CT'PAC 1z — O 'PAC 7] ds
0

Nun ersetzen wir P mit Id +P und erhalten wegen C;(Id +P)Ax = (Id+P)AC,, dass fiir
x € D(A)

/0 t V(s)(Id+P)Ax ds = /0 t V(s)C H(Id+P)ACz ds =

/0 t U(s)C~1(1d +P)Ax ds+

/0 t V(s)C'PIU(t — s)C™H(Id +P)AC 1z — C~1(Id +P)ACx] ds =
/OtU(t)C_lACI:L‘ ds + /Ot U(s)C~'PAC x ds+
/OtV(s)CllPAU(t —5)C7 1 Cz ds — /Ot V(s)C ' PCT AC x ds+

¢
/ V(s)C7'PU(t — s)C™'PAC 1z — CT'PAC 2] ds =
0
Il+12—‘y-[3—14+15
gilt. Mithilfe von Lemma 2.20 Teil 4i7) sehen wir, dass das erste Integral einfach I} =
U(t)C~'Cix — Cyz ist. Durch Gleichung (5.2) sehen wir, dass I + I5 — I, = 0 gilt. Nach
der Definition von V' (¢) gilt U(t)C~1Chz + I3 = V(t)x. Insgesamt gilt also
¢
/ V(s)(Id +P) Az ds = V(1)z — Cha. (5.3)
0
Also ist V() eine Losung der Integralgleichung

h(t)xr = Chxz + /Ot h(s)(Id +P)Ax ds (5.4)
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fir x € D(A),t € [0, 7].

Wir wollen nun zeigen, dass die Losung dieser Integralgleichung eindeutig ist. Sei also
h(t) € C([0,7],Bs(X) nun irgendeine Losung dieser Integralgleichung 5.4. Mithilfe von
Lemma 2.20 rechnen wir fiir z € D(A):

t t—s
/ h(s)(Id+P)A U(r)C™'Crz dr ds =
0
t—r

/ / YAd4+P)AU (r)C ™' Cyz ds dr = (Fubini)

t t
/ h(s)U(t — 8)C~ 0y ds + C’l/ U(s)C~1Cyx ds (Gleichung (5.4))

0 0

Rechnen wir auf eine andere Art, so bekommen wir

t t—s
/ h(s)(Id +P) A/ O~ Cx dr ds =
0

t—s t—s
/ A/ Cc'Cyz dr ds—{—/ PA/ C~'Cyx dr ds =

t—s
/ h(s)[U(t — s)C~ 10z — Cyx] ds +/ PA/ C~LCyz dr ds.
0
(Lemma 2.20 Teil 4i7))

Durch Subtrahieren der beiden Terme erhalten wir
t t t t—s
/ h(s)Ciz ds = C’l/ U(s)C~Cx ds +/ h(s)PA/ U(r)C~Chx dr ds.
0 0 0 0

Der hintere Term ist nach dem Satz von Fubini gleich zu fot g—r h(s)PAU (r)C~1C1z ds dr.
Wir leiten nun auf beiden Seiten ab und erhalten wegen h(0)z = Cia:

t
Wt Crz = CLU(H)C 1 + / h(s)PAU(t — $)C~'Cya ds
0

also:

[h(t)C)C Cx = CLU (1)C 1o + /t[h(s)C’]ClPAU(t —8)C 1z ds. (5.5)
0

Da C71C) dicht in X ist, kénnen wir h(¢)C eindeutig zu einer Funktion h(t) fortsetzen.
Dieses h(t) ist nun nach obiger Rechnung ebenfalls ein Fixpunkt von H, welcher laut dem
Banachschen Fixpunktsatz allerdings eindeutig ist. Da die Lésungen zwischen (5.5) und (5.4)
einen injektiven Zusammenhang haben, muss ebenfalls die Losung von (5.4) eindeutig sein

Klarerweise ist die Integralgleichung (5.4) noch immer erfiillt, wenn wir (A— (Id +P)A)" 1z €
D(A) fiir x € D(A) einsetzen. Dasselbe gilt, wenn wir mit (A — (Id +P)A)~! multiplizieren.
Allerdings gilt fiir € D(A) laut Voraussetzung (Id +P)AC; = C1(Id +P)A. Da die Losung
eindeutig ist, muss also fiir x € D(A),t € [0, 7]

V(YA — (Id+P)A) 'z = (A — Id+P)A) "'V (t)x
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gelten. Da beide Seiten beschrankt sind und D(A) dicht in X ist, gilt die Gleichheit sogar
fiir alle x € X. Ebenfalls folgt daraus fiir x € D(A),t € [0, 7] die Gleichheit

(Id+P)AV (t)z = V(¢)(Id +P) Az.

Also gilt V(t) € D(A), da (Id+P)A als Operator mit nichtleerer Resolventenmenge ab-
geschlossen ist. Ebenfalls folgt, dass ran ( fot V(t) ds) C D(A) gilt. Daraus erhalten wir

insgesamt mit (5.3)

t
V(t)r = Crz + (1d+P)A / V(s)x ds (5.6)
0
Nun haben wir endlich alle Tools, um die Halbgruppeneigenschaft nachzurechnen. Fiir
x € D(A),t,h €[0,7] gilt:
t
V(R)V(t)x = V(h)/ V(s)(Id+P)Az ds+ V (h)Cy = (Gleichung (5.3))
0
t h
/ V(h)V(s)(Id4+P)Ax ds +/ V(s)(Id+P)ACz ds + Cx. (Gleichung (5.3))
0 0

Auf der anderen Seite gilt wenn ¢ + h € [0, 7] ist:

t+h
V(t+h)Cirx = / V(s)Id +P)ACz ds + C} = (Gleichung (5.3))
0
t+h

h
V(s)(Id+P)AC iz ds + / V(s)Id+P)AC z ds + Cix =
h 0

t h
/ V(s + h)(Id+P)ACx ds +/ V(s)Id4+P)AC z ds + C?z.
0 0
Insgesamt gilt sind also wegen
¢
[V(h)V(t) = V(t+ h)Ci]z = / V(R)V(s) = V(s+ h)Ci](Id+P)Az ds
0

sowohl V' (h)V (t) als auch V (¢t +h)C} eine Losung des homogenen Problems von (5.4), welche
allerdings ebenfalls eindeutig sein muss. Also gilt V/(h)V (t)z = V(t+h)Cz fir alle 2 € D(A)
und wegen der Dichtheit auf ganz X . Insgesamt ist also (V(t))¢[o,7) eine Pc,-Halbgruppe. Wir
bezeichnen den Erzeuger mit Ag. Mit (5.3) sehen wir leicht D((Id+P)A) = D(A) C D(Ay).
Fir x € D(Ap) gilt
t
lim1 V(s)x ds = Cyz,
t=01t Jy

also

. 1 [
}g%(ld +P)A (t/o V(s)x ds) =
1
lim <tV(t):v — C’w) = C1Apz. (Gleichung (5.6))

t—0
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Daraus folgt also C1(D(Ag)) € D((Id +P)A). Nach Lemma 2.21 gilt also A9 = C;*(Id +P)AC},
was allerdings mit (Id +P)A tibereinstimmt, da (Id +P)A eine nichtleere Resolventenmenge
hat. Also ist (Id +P)A der Erzeuger der Pc,-Halbgruppe (V(t))ic(0,7

O

Satz 5.2. Sei A ein dicht definierter Operator mit p(A) # & und Erzeuger von (U (t))secpo,1)-
Seit D C X ein dichter linerarer Teilraum. Sei B € L(X),C1 € B(X) und es gelte:

i) DC D(A)ND(B), U(t)D C D
i) p(A+ B) # @
i) 3t € (0,T),n € (0,1) Vo € D(A) :
| e BUalas < el
iv) C1 ist injektiv, ran(P) C ran(Cy) C ran(C), C1(Id+P)A C (Id +P)AC, und
C~1C1D(A) ist dicht in D(A).
Dann erzeugt A+ B eine Pc,-Halbgruppe V (t)ic(0,7]-

Beweis. Wir wollen Satz 5.1 anwenden. Sei A € p(A). Nach Lemma 2.20 Teil vii) ist A — A
Erzeuger der Po-Halbgruppe (e_)‘tU(t))te[o’T} auf X. Wir setzen P := BR(\), dann gilt
P e B(X).Firz e D,® € C([0,7],Bs(X)),t € [0, 7] gilt:

Es gilt A+ B = (Id+P)(A— X)) + A\ also ist p((Id+P)A) # & und wir bekommen aus
Satz 5.2 eine Pg,-Halbgruppe (V(t));c(0,7, Welche von A + B — A erzeugt wird, also ist

t t
/@(s)ClP(A—)\)e’\(tS)U(t—s)x ds g/ |C Be MU (¢ — s)z|| ds||®||oo
0 0

t
< /O IC BU(t — s)e|| ds]|®]]so < 7]|®]lsollc]l

(eMV (t))seqo,7) eine Pg,-Halbgruppe, welche von A + B erzeugt wird. O

Satz 5.3. (Miyadera-Voigt) Sei A € G(M,~), B € L(X) und D C X ein dichter linearer
Teilraum so dass folgendes gilt:

i) D C D(A)ND(B), Ta(t)D C D und fir alle x € D st die Funktion BT s(t)x in t
stetig.

it) It > 0,7y < 1Vzx e D:
/O IBTa(t)e] di <]

Dann gilt:
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i) Es gibt eine Co-Halbgruppe (S(t))i>0 welche die Integralgleichung
t
S(t)xr =Ta(t)x + / S(t—s)BTa(s)x ds
0

fir x € D,t <71 [dst.

ii) Der Erzeuger Ag von (S(t))i>o ist der Abschluss von A+ B und stimmt mit A+ B
iberein.

Beweis. Wir betrachten Satz 5.2 mit dem Setting C' = C; = Id, B = B. Dann bekommen
wir eine Pig-Halbgruppe (S(t));c(o,r) welche wir auf eindeutige Weise zu einer Cp-Halbgruppe
(S(t))¢>0 fortsetzen kénnen, die starke Stetigkeit folgt dabei aus der starken Stetigkeit in ¢ von
der Abbildung T'(t)T'(s), die Wohldefiniertheit folgt, da fiir t+s = r+u € (1, 27], t,s,7,u < T
und ohne Beschrankung der Allgemeinheit s < u

S(t)S(s) =S(t+s—15)S(s) =S +u—s)S(s) =S(r)S(u—s)S(s) = S(r)S(u)
gilt. Die Integralgleichung folgt mit Gleichung (5.1):
e MS(t)r = Ta_\(t)z + /0 e S(s)BRA(N)(A = N)Ta_x(t — s)z ds

S(t)r =Ta(t)x + /Ot S(s)BTA(t — s)x ds
(Ta-a(t) = e MTa(t))

S(t)z = Talt)z + /O "S(t— ) BTu(s)r ds. (s i)

Da A+ B C A+ B als Erzeuger einer Po-Halbgruppe nach Lemma 2.20 Teil iv) bereits
abgeschlossen ist, gilt A+ B = A + B. O
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Ziel dieses Kapitels ist es, Satz 6.2 aus [ENOO, Satz 3.10| zu beweisen, wir gehen dabei
ahnlich vor wie dort. Man bemerke, dass Satz 6.3, der zentrale Baustein des Beweises von
Satz 6.2, in sehr starker Analogie zu Satz 4.4, einem der zentralen Bausteinen im Beweis
von Satz 4.1, steht. In der Tat kénnen wir sogar Teile des Beweises recyceln. Lemma 6.5
zeigt, dass das auch kein Zufall ist, da die Bedingung ||BR4(M)|| < M und die Bedingung
||Bz|| < al||Az|| + b||z|| in gewisser Hinsicht dquivalent sind.
Definition 6.1. Sei A € C(X) und B € L(X). Dann heifst B beziiglich A beschrinkt, wenn
D(A) C D(B) und 3a,b € R*Vz € D(A) : ||Bz|| < al||Az|| + b||z||. Das Infimum all dieser
a nennen wir ag.
Satz 6.2. (Kato (analytisch)) Sei A Erzeuger einer analytischen Halbgruppe, dann gibt
es ein v, sodass fir jeden Operator B € L(X), welcher mit ag beziiglich A beschrinkt ist,
A+ B eine analytische Halbgruppe erzeugt.

Bevor wir diesen Satz beweisen, brauchen wir noch ein paar Hilfsresultate.

Lemma 6.3. Sei A € L(X). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
i) A ist Erzeuger einer beschrinkten analytischen Halbgruppe (W (2)).es;-
i1) A ist sektoriell.

Beweis. i) — i)
Fiir [9| < § wird die Co-Halbruppe Ty(-) := T(e?’-) von €™’ A erzeugt. Das folgt, da eine
Cy-Halbgruppe ebenfalls eine I-Halbgruppe ist und mit

Ra()z = — / T (1) di =
0
—/ezT(z) dz = (Residuensatz)
.
—/ e_we_eie’"Tg(r)x dr = e Ry, ()
0

wobei v der Graph von y(r) = ¢r auf R* ist. Offensichtlich ist die Halbgruppe Ty(-) ebenfalls
beschrénkt. Nach dem Satz von Hille-Yosida gilt also |[|[Ra(A)|| = [|Rgiasn 4 (|A]) < %
Ferner ist nach dem Spektralabbildungssatz fiir jedes ¥ < § die Menge Hy := {e??z : Re(2) >
0} C p(A). Wegen U|6\<6 Hp = Y4z gilt die Behauptung.

i) — 1)

Wir versuchen wie in Lemma 4.4 die Halbgruppe {iber eine inverse Laplace-Transformation
zu konstruieren. Sei zuerst 0 # z € X5 und ¢’ € (Jarg z|,0), wir definieren 7, als einen Weg,
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welcher in B liegt, fiir ¢ — 0o ein 7, () ~ te'(Z 1) und fiir t — —o0 ein 7,(¢) ~ te {Z 1)

ist. Wir definieren )
W(z):==— [ €*Ra(§) d
(2) = 5 | A(§) dg
und 7'(0) = Id und behaupten, dass (W (z)).ex, eine beschréankte analytische Halbgruppe
mit Erzeuger A ist.

Sei z € Yy mit 0 < ¢ < . Zuerst zeigen wir, dass das gegebene Integral in der
Operatornorm konvergiert und unabhéngig von der Wahl von ~ ist. Da der Integrand
analytisch ist, folgt mit dem Residuensatz auch, dass die Definition von T'(z) im Falle, dass
das Integral konvergiert unabhéngig von der genauen Wahl von + ist, ebenfalls folgt, dass

das Integral fiir einen zuldssigen Weg konvergiert genau dann wenn es fiir jeden zuléssigen

Weg konvergiert. Wir wéhlen also v wie folgt: r := é, €:= 5_25/
v1 o= {—te 51079 1 ¢ e (—o0, —r]} (6.1)
Yo = {re’®:a € (—(g +4d—¢), (g +d—¢))}

v = {te ET079) . ¢ e [r, 00)}

= U%’-

Fiir £ € 3, 2 € Sy gilt £z = |€z]el@8@+are(2)) Es gilt T + ¢ < arg({) + arg(z) < 3F —e.
Wegen
1
2 Re(&z) = cos(arg(§) + arg(z)) < cos(g +¢) = —sin(e)
z
gilt also
’6§Z| < e—\§z|sin(a). (6.2)
Fir € € v1, z € ¥y gilt nun —37” +e <arg(§) +arg(z) < -5 —e. Ahnliche Rechnungen
zeigen ebenfalls |e€?| < e~ l€#150(8)  Insgesamt gilt fiir € € 1 U3 also
[e*RA(8)]| < e—IEZISin(E)%_
€]
Fir € € 72, z € Xy gilt

M
e Ra(€)]] < = eM|z|.

Insgesamt gilt fiir z € X4 also

/Y 5 Ra(6) de <

3
> | e Ra(€) def| <
k=1""k
0o ,—|z|usin(e) 9
2M/ eidu—{—eMM-l: (r=|zlu)

00 ,—rsin(e)
2M/ ——— dr +2weM < .
1 T
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Also existiert das Integral fiir alle z € X5. Ferner ist es sogar unabhéngig von z beschriankt,
also ist die Familie (W (2)).ex; gleichméfig beschrénkt. Da der Integrand analytisch und das
Integral gleichméfig beschrankt ist, ist die Funktion W nach dem Satz von Fubini ebenfalls
analytisch.

Nun zeigen wir die Halbgruppeneigenschaft. Seien 21,29 € X5 mit vy N+’ = & wobei v
links von 7/ liegt. Dann gilt

W (=)W () = (271 / / 1622 RA(E)RA(C) dC de =

§21 Cz2
—— A(§) — Ra(Q)) d¢ dg = (Resolventengleichung)
ef#1 ! - > _
2mi /., Ral®) <2m i) %
1 ¢z 1 eb71 B N
27 o e Ra(¢) (27” vC—¢& d€> dC = (Fubini)

Wir betiteln die beiden inneren Integrale mit I, I’. T, sei eine Kurve, die y N B,(0) := ~,
links zu einem Kreis fortsetzt, analog definieren wir I'.. Dann gilt

1 et
m/yrc—gdg‘

1 ef#1 71
— d¢ — d
2mi (/l;r C_g 5 Tr\yr C_g é-

-1 eb71
27T’i Fr\’Yr C—f

~_
Il

b
o

de " (Residuensatz)
Der letzte Teil geht gegen 0, da |e$*1| < Me™ fiir irgendwelche ¢ > 0, M > 0 auf T, \ 7,

erfiillt. Die Rechnung dafiir ist dhnlich zu (6.2). Eine analoge Rechnung zeigt mit dem
Residuensatz

L et d¢ = e£72
211 )y =&
Insgesamt gilt also
1
W(ZI)W(ZQ) = % / 6521€£Z2RA(€) d¢ = W(Zl + 22).
¥

Nun werden wir die starke Stetigkeit in der 0 zeigen. Wegen dem Satz von Banach-
Steinhaus reicht es, die starke Stetigkeit in der 0 fiir x € D(A) zu zeigen. Wir wéhlen einen
Weg v wie in (6.1) mit » = 1. Dann gilt fiir jedes z € Xy
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Wir berechnen nun

W= o / (R (1) — i)z dyi =

Yy’

eH®
/ Ra(u) Az dp.
~ M

Es gilt mit den Rechnungen von oben ebenfalls die Abschétzung

pz M
%RA(u)Am < L+ el

Die rechte Seite dieser Gleichheit ist integrierbar und es gilt e#* — 1 mit z — 0. Also gilt
nach dem Satz der majorisierten Konvergenz und dem Residuensatz

. 1 1
ll_I)I%) W(z)r —xz = 50 ; ;RA(M)A(L‘ dp = 0.

Nun miissen wir nur noch zeigen, dass A tatsichlich der Erzeuger dieser analytischen
Halbgruppe ist. Ohne Beschréankung der Allgemeinheit gibt 0 € p(A) und ||R4())|| ist auf der
abgeschlossenen rechten Halbebene beschriankt, andernfalls ersetzen wir A durch A — w mit
einem passendem w € R. Offensichtlich ist die Einschraukung der analytischen Halbgruppe
auf die positiven reellen Zahlen die I-Halbgruppe aus Lemma 4.4. Es gilt also ebenfalls die
Darstellung aus Lemma 4.4 Teil 4ii) fiir Ra()), diese gilt nun sogar auf ganz X, da D(A?)
dicht liegt und das Laplace-Integral einer Cp-Halbgruppe fiir jedes x € X konvergiert. Da A
abgeschlossen ist stimmt also A mit dem Erzeuger von (W (z)),cx, iberein.

O

Lemma 6.4. Set A € C(X), 6,r >0, M > 1. Es gelte: ¥ := {z € C: |z| > r,|argz| <

T+0} Cp(A) und VA € X ||[Ra(N)]] < \LK[I Dann gibt es ein w, sodass A—w ein sektorieller

Operator ist. Insbesondere ist A Erzeuger einer analytischen Halbgruppe.

Beweis. Wir betrachten den Operator A — w fir w > r. Dann gilt ¥5 C p(A) nach dem

Spektralabbildungssatz. Ferner gilt [|[Ra_w(A)|| = [|[Ra(N + w)|| < % < % fir alle

A € Y. Also ist A — w ein sektorieller Operator und erzeugt damit nach Lemma 6.3 eine
beschrénkte analytische Halbgruppe (W (z)).ex,. Damit ist die Halbgruppe (e“*W(2)).ex;,
da e“? analytisch ist, ebenfalls analytisch und wird von A —w + w = A erzeugt. O

Lemma 6.5. Sei A € C(X). Dann ist B € L(X) beziglich A beschrinkt genau dann, wenn
BR4(X) fir ein, bzw. alle X\ € p(A) beschrinkt ist.

Beweis. Sei B beziiglich A beschrénkt mit a,b. Dann gilt da fiir x = Ra(\) € D(A):

IBRAN)yI| = [|Bz|| < al|Az[| + bl|z|| < al|[ARA(A)yl| + 0[[Ra(Nyll < (6.3)
allyll + Aally[] + bl Ra ()] [1y]]-

Sei nun BR4(A) € B(X). Dann gilt fiir x € D(A):
1B|| = [[BRAA)(A = Az|| < [[BRANI| [[(A = Az[| < [[BRANI|([[Az]] + Alf]])-
O
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Lemma 6.6. Sei A € C(X) und B € L(X) ein beziiglich A beschrinkter Operator mit den
Konstanten a,b. Sei A € p(A) und

c:=a||[ARs(N)|| + b||RA(N)]| < 1.
Dann ist A+ B € C(X), A € p(A+ B) und es gilt ||Rarg(M\)|| < (1 —¢)"H|Ra(N)]].

Beweis. Wir wenden Lemma 6.5 an und erhalten, dass BR4(A) beschrankt ist. Da B
beziiglich A beschrénkt ist und nach (6.3) ||[BRA(M)|| < ¢ < 1 ist, konnen wir Lemma 4.5
Teil i), i), i) anwenden und erhalten die gesuchten Aussagen. O

Lemma 6.7. Sei A ein Operator, 6 > 0 und M > 1 mit p(A) C X5 und ||Ra(N)]] < % auf
Ys. Sei zusdtzlich B € L(X) beziiglich A beschrinkt mit a < ﬁ
Dann gibt es v >0, K > 1 mit X501 (B,(0))° C p(A+ B) und ||[Rars()\)|| < %

Beweis. Mit a wie in der Voraussetzung gilt ¢ := a||[ARA(N)|| +b||[Ra(N)|| < alA| [|[Ra(N)|| +
allId || + b||Ra(N)|| < a(M + 1) + %. Da a(M + 1) < 1 gilt, gibt es ein r > 0, sodass
flir A > r gilt, dass ¢ < 1 aus Lemma 6.6 ist. Nun kénnen wir Lemma 6.6 anwenden und

erhalten A € p(A+ B) und ||Rarsz(\)|| < (1 —¢)7Y|IRA(WV)|| < ﬁ O
Nun konnen wir Satz 6.2 beweisen.

Beweis von Satz 6.2. Sei zuerst (W (z)),ex, eine beschriankte analytische Halbgruppe, nach
Lemma 6.3 ist A also sektoriell, also ist seine Resolvente auf 35, = mit % beschréankt. Wir
wahlen o = ﬁ und wenden Lemma 6.7 an, um ein 7 und ein K zu erhalten. Laut Lemma
6.4 erzeugt also A + B eine analytische Halbgruppe (Wa4p(2)).ex;-

Im allgemeinen Fall betrachten wir A —w mit w € R. Dann gilt fiir x € D(A):

||B|| < af|Az|| + b][ Bz|| < al[(A = w)z[| + (aw + b)[|2]],

Also ist B ebenfalls beziiglich A — w beschriankt mit demselben ag. Wir wahlen w > v wobei
~ nach Lemma 2.24 so gewihlt ist, dass ||W(z)|| < Mel*17 gilt. Dann ist A —w der Erzeuger
einer beschrankten analytischen Halbgruppe und wir kénnen den ersten Teil des Beweises
anwenden. Die gesuchte Halbgruppe ist also (e**Wayp—u(2))ze5;- O
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