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1 Einleitung, klassische Beispiele

Variationsprobleme sind unendlichdimensionale Minimierungsaufgaben; gesucht sind Funk-
tionen.

Ziel der Vorlesung:

e Vorstellung von typischen Variationsproblemen und Anwendungen;

e typische mathematische Fragestellungen (Existenz, Eindeutigkeit von Lésungen und
deren qualitatives Verhalten);

e typische (analytische) Losungsstrategien.

Die Vorlesung gliedert sich in folgende Themenbereiche:
i) Einleitung mit klassischen bzw. historischen Beispielen; §1.

ii) Klassische Theorie der Variationsrechnung (“indirekte Methode”). Hier ist das Ziel,
notwendige und hinreichenge Bedingungen an Minimierer (des Variationsproblems)
anzugeben; typischerweise sind diese ODEs oder PDEs. In einfachen Féllen (meist
fiir nur ODEs) kann man deren eindeutige Losbarkeit erkennen oder sie sogar explizit
l6sen (im Sinne von ‘ausrechnen’); §§2-4.

iii) Direkte Methode der Variationsrechnung. Hier ist das Ziel, mit funkionalanalyti-
schen Methoden die Existenz und Eindeutigkeit von Minimierern von Variations-
problemen zu beweisen; §5.

iv) Weiterfithrende Probleme: In §§6-7 existiert meist kein Minimierer des betrachteten
Variationsproblems. Daher werden Modifikationen des Ausgangsproblems bzw. des
Losungsbegriffs diskutiert, so dass die neuen Probleme (eindeutig) 1ésbar sind. In
§8 héngen die Variationsprobleme von einem Parameter ab, und es wird die Para-
meterabhingigkeit der zugehorigen Losungen betrachtet.

Viele Anwendungsprobleme sind generisch als Variationsprobleme formuliert. Auch fiir
simple Beispiele ist deren Losung aber oft schwierig (sowohl der Beweis der eindeutigen
Losbarkeit und erst recht das explizite Angeben der Losung).



1 Finleitung, klassische Beispiele

Beispiel 1.1. Isoperimetrisches Problem (= ,Problem der Dido”, 9. Jhd. v. Chr.; isos
(ioos) = gleich, perimetros (mepiueTpos) = Umfang):

Aufgabe: Finde die geschlossene Kurve einer vorgegebenen Lénge mit maximalem Inhalt.
Losung: Kreis

Die Losung muss konvex sein, sonst Gebietsvergrofserung moglich. O]

Beispiel 1.2. Minimalflichen: (z;, T, u(x1,23)), T = (71, 22) € Q sei eine Fliche im R3.

Oberfliche = O(u) = [, /1 + |Vu|? dz

Aufgabe: Finde Flache minimalen Inhalts, die die Randbedingung v = ¢ auf 02 erfiillt
(— Variationsproblem, d.h. Minimierung des Funktionals O(u)).

Anwendung: eingespannte Membran, Seifenblasen

Man kann zeigen: u(x) erfiillt die Minimalflidchengleichung (quasilinear, glm. elliptisch)

: Vu —
div T 0, Q
u = g , ON.
bzw:
(1 + uig)umm — Uy Uy Uy 2y + (1 + uil)umxz =0 (1-1)

. . 1 2 -
Koeffizientenmatrix: A = i, uzluzm >1
—Ugy Uy, 1+ ug,



Dabei ist k(z) := % div (L) die mittlere Krimmung der Flache an = (=Durch-

T2 V14 Vaul]?

schnitt der Hauptkriimmungen d.h. Min./Max. der Normalkriimmungen).
Minimalflachen: mittlere Kriimmung = 0 = lokale Sattelform.

Bem.: Fiir |Vu| klein gilt A = I. In dieser Linearisierung wird aus (1.1) die Laplace Glei-
chung. O]

Beispiel 1.3. Brachistochrone (Bernoulli, 1696; brachistos (8pdxioTos) = kiirzeste,
chronos (ypéros) = Zeit):

Aufgabe: Finde Kurve u = u(z) zwischen den Punkten A = (0,0) und B = (b, by) mit
by > 0, by > 0, so dass ein Korper in dem konstanten Schwerefeld F' = (g,0), g > 0
reibungsfrei mdglichst schnell von A nach B kommt — bei Anfangsgeschwindigkeit 0.

Losung: Zykloidenbogen (Radkurve), obwohl lingerer Weg als Verbindungsgerade

A =(0,0)

(formale) Herleitung der mathematischen Formulierung:

m ... Masse des Korpers
(z(t),u(t)) ... Position des Korpers zur Zeit ¢
s(t) ... zuriickgelegter Weg (Bogenléinge)

2. Newton’sches Gesetz (in tangentialer Richtung), d.h. Masse x Beschleunigung = Kraft:

d?s _ B g
magp = Fralt) =mom—s



1 Finleitung, klassische Beispiele

1 o .
ei(z) = \/ﬁ ( o > ... Einheitstangentialvektor an Kurve

gesucht: ¢(x) bzw. x(t), % = vertikale Geschwindigkeitskomponente

Bogenldngenelement: /1 + u2dx = ds = 1+ u? = j—; = %j—;

d%s Bsdsdt 1 |d [ds\?| dt
=g 1+u’2:———:§ il

T ar dt? dt dx dt \dt) | dr
dv 1d (ds 2Anf.geschvv.:O 1 [(ds\” ds dx
a4 (e - (= V2gr =2 - Ty e
REEFTRSYT (dt) - 9 =35 (dt) - V= T
by
= ﬂ el ‘ / dz
de 2gx

by

1
= Durchlaufzeit = / m\/l + u?dx

0

mathematische Problemstellung;:
Definiere die Funktionenmenge U := {u € C'[0,b;] |u(0) = 0, u(b;) = bo} und das
Funktional

by

1

F:U—R, ]:(u)::/ V14 u?de.
V2

0 g

Finde ug € U, so dass F(ug) minimal wird.

offene Fragen:
e Ist U eine / die geeignete Menge?
e Gibt es ein Minimum von F auf U? eindeutig?

e Wie findet man es? O

Gegenstand der VL:
Untersuchung von Extremalstellen von Variationsintegralen (oder Energie- Funktionalen):

u — F(u) ::/F(x,u(:v), Du(z))dz : U—R

Q Jacobi Matrix

auf Mengen U C {u: Q C R" — RN}, F(z, 2, p) heikt Lagrange Funktion.



Idee: Verallgemeinerung von Extremwertmethoden fiir skalare Funktionen f: U C R —
R:

e notwendige Bedingungen (analog zu f'(zo) = 0 fiir f € C*)

e hinreichende Bedingungen (analog zu f”(x¢) > / < 0 fiir f € C?).
Typischerweise gibt es eine “Liicke” zwischen diesen beiden Bedingungen.

e Existenz globaler Extremwerte (analog zur Annahme der Extremwerte stetiger Funk-
tionen auf Kompakta)

Definition 1.4. Sei F: U — R. Der “Punkt” u € U heifst
a) (globale) Minimalstelle von F, falls F(u) < F(v) Yv e U;
b) strikte (globale) Minimalstelle von F, falls F(u) < F(v) Yv € U\{u};

¢) [strikte| lokale Minimalstelle von F, falls U topologischer Raum ist, und eine offene
Umgebung V' C U wvon u ezistiert, so dass u eine [strikte] Minimalstelle von ]:|v
15t.

Der Wert F(u) € R heifst dann [striktes| Minimum. Analoge Definitionen fiir [strikte/
Mazimalstellen und Extremalstellen.

Beispiel 1.5. Fiir festes 0 < a < % sei
1
F(u) = /(1 +u/(2)))%r  auf U = {u € C*0,1] ‘ uw(0) =0, u(l) =1}.
0
Esist F(u) >1 Yue U, daw #0 fir u € U. Fir

un(x):{ 2 ! 1y nggl_% , neN,
RE—14lp | 1-l<a<]
ist u, € U und
- 1
Fluy,) < /dx—i— /(5n2)ad$=1—ﬁ+5an2al i
0 o1
=u;?

1
verwende im 2. Integral: 1+ 4n*(z — 14+ —)? < 5n?.
—_—

<1/n
Also ist inf,ep F(u) = 1, das Infimum wird aber nicht angenommen. Das Problem
F(u) — min ist also in U nicht lésbar! Die Minimalfolge {u,} ist nicht kompakt (in
geeigneter Topologie).
Die Situation ist dhnlich wie beim Minimierungsproblem f(x) := e * — min auf R. [



1 Finleitung, klassische Beispiele

Beispiel 1.6. Fiir
Flu) = /(u’(:ﬁ)2 —1)%dz auf U={ue C'0,1] | u(0)=u(l) =0}

ist infyep F(u) = 0, das Infimum wird aber nicht angenommen: Fiir jede Zick-Zack-
Funktion w : [0,1] — R mit u(0) = u(1) = 0 und «'(x) = £1 (bis auf endlich viele Aus-
nahmepunkte) gilt F(u) = 0. Und Zick-Zack-Funktionen lassen sich bez. der W14(0, 1)~
Norm, die fiir F relevant ist, beliebig gut aus U approximieren.

Auf dem Raum der lipschitzstetigen Funktionen Lip[0, 1] mit u(0) = u(1) = 0 wird das
Minimum aber angenommen. Die Losung ist dann aber nicht eindeutig.
Bemerkung: Obwohl F' analytisch ist, sind Losungen hier nicht glatt.

Referenzen: [Se| §1, [vB] §1

10



2 Euler-Lagrange Gleichungen

Inhalt: klassische Theorie, “indirekte Methode”, d.h. Zugang mittels Differentialgleichun-
gen (ohne Funktionalanalysis)

Fragen:
Zuerst machen wir die Annahme, dass das Variationsproblem eine Losung (z.B. Minimum)
hat).

e Welche Gleichung erfiillt die Losung?

e Welche Eigenschaften (z.B. Symmetrien) erbt sie vom Variationsintegral?

2.1 Erste Variation

Betrachte Funktional 7 : U — R mit U C X, X linearer Raum iiber R.
Sei ug € U, & € X, sodass {ug + €& } le| < eo} C U fiir ein g > 0 gelte.

o(e) == Flug +€£), |e| < eo.

Definition 2.1. Fualls ¢/(0) ezistiert, heifit §F (ug,§) := ¢'(0) erste Variation von F an
ug tn Richtung €.

Beispiel 2.2. X =R", U C R" offen, ug € U, F € C*(U,R)

—~ OF
= 0F(u0,§) = ) ——(uo)ék = VF(uo) - &,
—1 8uk
also Richtungsableitung von F an ug in Richtung ¢ (=Linearform in &). O

Bemerkung 2.3. Sei U topologischer Raum. Hat F lokales Extremum an ug (mit Um-
gebung V' aus Def. 1.4, so dass {ug + ¢ | || < &} C V fiir ein & > 0); dann hat ¢ ein
lokales Extremum an ¢ = 0.

= O0F(up,§) =0, wenn 0.F (ug, ) definiert ist. (2.1)

(2.1) ist also notwendige Bedingung dafiir, dass ug lokale Extremalstelle von F ist.
|Etwas unprézise formuliert gilt also an einer lokalen Extremalstelle 0.F (ug, &) =0 V.|

11



2 Euler-Lagrange Gleichungen

Definition 2.4. Sei F : U C X — R. ug € U heifst stationdrer Punkt (bzw. kritischer
Punkt) von F, falls

0F (ug,§) =0 V&€ X, fir die 0F (ug, &) existiert.

Bemerkung 2.5. Sei 0F(ug,§) = 0 V¢ € X. Dann ist ug lokale Extremalstelle von F
oder Sattelpunkt (vgl. x = 0 fiir f(z) = z?).

Beispiel 2.6. Sei

F(u) := / \/ 1++de auf U :={ueC'0,b] | u(0)=0,u(b) =0bs}

(vgl. Bsp. 1.3: Brachistochrone).

{uo+e& | |e] <eo} CU (g beliebig) <«
¢eU:={neC0,b]|n0)=mn(b)=0}.

Fiir € € U gilt

by
6() = Flug + =€) = / \/ Lt (“0; P e
0

Mit dem Satz von der dominierten Konvergenz (von Lebesgue) gilt:

by

b1
: 0 1+ (up+eg')? ug () : -
O0F (ug, &) = ¢'(0) = —\/ dz = &' (z)d xistiert.
(w0, ) (0) 0/85 . 9z /] o 4;%(56)2)1 (r)dx existier
=y(z)

Berechnung der Brachistochrone:

Sel ug eine Minimalstelle von F.
Annahme: y € C[0,0,]. (Eine sauberere aber technischere Herleitung ist in [GH| §6.2.3.)
Wahle speziell

&(x) = /y(T)dT— Cz, C= bll/y(x)dx —>¢el.
Aus (2.1)
b1 b1 b1
0=0F(up, &) = /y(x)(y(a:) —C)dz = /y(x)2 —2Cy(x) + C*dx = /(y(a:) —C)*dz,

12



2.1 Erste Variation

b1 bl
da /C’y(m)dx =0,C* = /C’de.
0 0

= y(x) = C, also aus C[0,b] = uy(x) = Dai . fir ein D > by

= up(z) = D arctan 4| Dai i vV Dz — 2?2 (da up(0) = 0; Zykloide),

D kann eindeutig so gewéhlt werden, dass ug(b;) = bo. O

Dieses Beispiel wurde durch einen Trick gelost; in §2.2 entwickeln wir eine systematische
Methode.

Definition 2.7. Sei m € N. Falls 9™ (0) existiert, heift
0" F (up, €) = 6™ (0)

m-te Variation von F an ug in Richtung .

Beispiel 2.8. Sei F € C*(U,R), U C R" offen, ug € U:

" O*F

ou;0u;
ig=1_""""""

52“/—_.(”075) =

(u0)&€; ; quadratische Form in & ]

Bemerkung 2.9. Sei U topologischer Raum. Hat F lokales Minimum (Maximum) an
up, dann gilt:

0°F(uo,€) 20 (<0)
V¢, fiir die 62F (ug, &) definiert ist.

Bemerkung 2.10. “Variation” ist ein “schwacher” Ableitungsbegriff; er benotigt keine
Topologie auf X.

Vergleich mit Gateaux- und Fréchet-Ableitung:

Definition 2.11. Sei X Banachraum und X' sein (topologischer) Dualraum. Sei F :
U—R,UC X offen, ug € U. Es existiere | € X' (abhdngig von ug) mit

a) lim F(ug + €§) — F(ug) — el(§)

e—0 g

=0 V¢elX.

Dann heifst F Gateaux differenzierbar an ug, und dF (ug, -) = [ seine Gateaux Ableitung.
3y oy (Z 0+ €) = Fun) 1)
¢=0 €]

Dann heifft F Fréchet differenzierbar an ug, und DF(ug) = F'(up) = [ seine Fréchet
Ableitung.

=0.

13



2 Euler-Lagrange Gleichungen

Bemerkung 2.12.

a) F Fréchet differenzierbar an uy = F Gateaux differenzierbar an uy = erste
Variation von F an ug existiert fiir jede Richtung ¢ (aber nicht umgekehrt: lim. o
in Gateaux Ableitung muss in ¢ nicht gleichméfig sein).

b) F Fréchet differenzierbar an uy =

c) erste Variation “4hnlich” zu Gateaux Ableitung, aber

o §F(up,&) muss nicht fir alle £ € X existieren; oft z.B. nur fiir Unterraum
£€Z2SX

e {+— 0F (ug,€&) muss nicht stetig und linear sein.

d) Gateaux—Differenzierbarkeit in Literatur nicht einheitlich definiert.

Beispiel 2.13. F:uw— /u(T)dT; F: X :=C0,T] - R.

DF(ug) = F Yuy € X, da linear. O

Beispiel 2.14. F : u +— / 7)dr auf X = C0,T] ist Gateaux (+Fréchet) differenzier-

bar:

T
Flug+ ) = / ud + %% + 2eupé)dr
0

T

1) = 2/u0§d7 =leX

0

’./—"(UO—l—Ef) —.F<U0) —€l(f)‘ €/€Q(T)d7 0

Beispiel 2.15. Fiir die Funktionen

) 0 fiir u =0,
F:R* =R, u— 1 4,2 .
u§+5§ fiir u #0,

und G : R? - R, u— G(u) = (F(u))? gilt:

14



2.2 Stationdre Punkte von Variationsintegralen

1. Die erste Variation 6F(0,&) = £3 /& existiert, aber F' ist an der Stelle u = 0 nicht
Gateaux-differenzierbar.

2. (G ist Gateaux-differenzierbar, aber nicht Fréchet-differenzierbar. n

Referenzen: [GH] §1.1, [Se| §2, [Ju] §1

2.2 Stationare Punkte von Variationsintegralen

generelle Annahmen fiir §2.2:

Sei Q C R™ offen, beschrinkt; u € X := C*(Q,RY)

1-Graph(u) := {(z,u(x),Du(z)) | # € Q_} ... kompakt
S~—— ~

Jacobi kompakt

Matrix

Sei V C R® x RN x RV offen, und sei Lagrange Funktion F' € C*(V,R).
Sei U := {u € X | 1 — Graph(u) C V} (um F(z,u(x),Du(x)) definieren zu kinnen).

Definiere Variationsintegral

F:U =R,
Flu) = / F(z, u(x), Du(z))dz

Lemma 2.16. Yuy € U,V¢ € X gilt: 0F (uo, &) existiert.

Beweis. 1-Graph(ug) ist kompakt, V' offen
=30 >0: 1-Graph(v) CV Vv € Bs(ug; X) :={v € X | [lug — v[|x < 6},

da [wllor @) = sup max(jw(z)], [Dw(z)])

)
= ¢(e) := Flug + €€) ist definiert fiir jedes (feste) £ € X und |e| < gy = T el
X
Da 2 beschrinkt und F' € C1(V,R)
= ¢ e Cl—ep,e0) = OF(ug,&) = ¢(0) existiert. [ |

15



2 Euler-Lagrange Gleichungen

Zo T

Abbildung 2.1: 0-Graph fiir n = N = 1.

Berechnung der ersten Variation:
Mit dem Satz von der dominierten Konvergenz gilt:

OF (ug, &) = i.7-"(u0 + &§)

de e=0
d
= & [ P uole) + <€), Du(e) + eDE () da|
Q -
N N n
oF oF 0&;
= D ; D
| 35 ot @)6(o) + 323 St ala) D)) 52 o)
Q 1= 1= =
(2.2)
— 0F (ug, &) ist (bez. £) lineares Funktional auf X.
1
Beispiel 2.17. Sei N = 1. Dirichlet-Integral F(u) := 5 / |Vu(z)*dz,
Q
1 OF oF
also F($72,p):§’]7|2 %5:07@:%’
B " Ou O B
OF (u, &) = /;a—%a—%dx = /Vu Véda O
Q I= Q

Anwendung: Sei u(x) ein Potential —

—Vu ... Kraftfeld — $|Vu(z)|? ... Energiedichte des Kraftfeldes, F(u) ... totale poten-
tielle Energie des Potentials/Kraftfeldes

physikalische Kraftfelder minimieren die darin gespeicherte Energie, also F(u) — min.

16



2.2 Stationdre Punkte von Variationsintegralen

Beispiel 2.18. Sei N = 1. Oberfliche O(u /\/1 + |Vu|?dz, also

oF oF D;
F%,Z, == 1"— 2 —)—:O,—:—‘]
(z,2,p) = V1+1p| P o, pe
Vu - V¢E
= 00(u, ——dx O
(,8) ) V1+|Vul?

Definition 2.19. Sei C Cc U ¢ X = CY(Q,RY). Dann heifit u € C

a) eine schwache (lokale) Minimalstelle von F in C, falls 36y > 0 mit

F(u) < F(v) Yve CN Bs,(u; X).

b) eine starke (lokale) Minimalstelle von F in C, falls 369 > 0 mit

F(u) < F(v) Vv € Cn Bs,(u; C(Q;RY))

typische Bsp. fiir C":

e (' = U : keine Einschrénkung — natirliche Randbedingung fiir u
o C={uclU|u(x)=g(x) VoecdQ}: Dirichlet Randbedingung

o (= {u eU ‘ %(m) =g(x) Vze 89}: Neumann Randbedingung
v

Bemerkung 2.20. Fiir £ € C5°(Q, RY) gilt auf 99 fiir diese C' (falls V = R" x RY x R™V):

(u+&)(x) = u(z), D(u+¢)(z) = Du(z)
suecC = u+leC VEeCr(QRY)

Lemma 2.21. Sei u schwache Minimalstelle von F in einer Menge C C U C X, und sei
ut+éeC VEeCF(QRY).

= 0F(u,&) =0 Ve Cr(Q,RY) (2.3)

Beweis. Laut Def. 2.19: 36y > 0 mit F(u) < F(v) Vv € C N Bsy(u; X).
Sei £ € C°(QRY) = u+ € € C und 36; > 0 mit [|6:€]|x < do

=¢(0) = F(u) < F(u+e€) = ¢(e) fir |e] <
=¢'(0) = 0F (u, &) =0 (existiert wegen Lemma 2.16) [ |

17



2 Euler-Lagrange Gleichungen

Bemerkung 2.22. Kandidaten fiir Minimalstellen von F sind jene u, die 6F(u,§) =
0 V& e Ce(,RY) erfiillen. Diese notwendige Bedingung kann als Differentialgl. fiir u
geschrieben werden:

F
e CHV).
e (V)

Satz 2.23. Zusdtzlich zu den generellen Annahmen gelte
Fiir eine Funktion u € C%(Q,RY) N CH(Q,RY) gelte
6F(u, &) =0 V&€ CP(Q,RY).

Dann erfillt u die Euler-Lagrange Gleichung (EL-GI.) von F:

o () Dulo) = 3 o | 25 (o). Dule))| =0 2 € @i =1 N

Beweis. Sei ¢ € C3°(§4,R), () == ¢(x)e;.
Aus 0F (u,&) = 0 folgt mit (2.2):

oF "\ OF Oy B

Q

e verwende
0 oF oY OF 0 OF
Ox; (wapiy) "

>, ist div(...)

N 8x]~ 0]92-]- 8!L‘j 0pij 7

e Divergenz-Satz und 1/1‘8 = 0 liefert:
Q

OF <~ 0 OF -
/(azi—za—%api)qux_o Vi) € C°(, R)

Jj=1

e punktweise Gleichung folgt aus nachfolgendem Fundamental-Lemma der Variations-
rechnung. [ |

Lemma 2.24 (Fundamentallemma). Sei Q C R" offen, f € C(Q,R) und

a) /fndeO vn € C5°(Q2),n > 0,
Q

oder

b) /fndx:() Vi € C5°(9).
Q
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2.2 Stationdre Punkte von Variationsintegralen

Dann qilt f >0 bzw. f = 0.
¢) (Du B01S—Reymond Lemma) Sei Q auch zusammenhingend, f € CY(Q,R) und
/f r)de =0, 1<j<n,VneCrQ)

:> f = const auf ().

Beweis. Es gelte (a), aber es existiere zg € Q mit f(xy) < 0.
=  Je,r >0 mit B.(z9) C Qund f(x) < —e Vz € B.(z9).
Wiéhle
P S , T € B.(x
n(x) = { (zo)

0 , sonst

— neCr(),n>0

:>/f77d$— / fndx < —¢ / ndx < 0

B»,»(:L‘()) B (370)

— Widerspruch zu (a), also f > 0.
Wenn (b) gilt, gilt (a) fiir f und —f, also f = 0.

(c) folgt aus (b) mit partieller Integration. [ |

Bemerkung 2.25. Lemma 2.24(a-c) gilt auch fiir f € LL _(Q) (siche |[GH| §1.2.3).

loc

Zusammenfassung:

Sei FeClbue CcUcCX=CYHQ,RY), und seien

Z(u,C):={(€X |Teog>0:u+cf€C V|| <e}

die “zuldssigen Variationsrichtungen”.
bisher gezeigt:
Wenn C5°(Q,RY) C Z(u,C) und u schwache Minimalstelle von F in C' ist, dann 16st u

e die schwache Form der EL-GI:
N aF N n
[ 325 (@.u(o). Duta)) éle) + ZZ
o =1 ¢ i=1 j=1

VE € C°(Q,RY);

Du(a)) 25

Di; Ox;

(x)dz =0

19



2 Euler-Lagrange Gleichungen

OF
e die starke Form der EL-GI. (falls zusétzlich

€ O, u € C2(Q,RY)):
o ( )

mit dem Euler-Operator Lp : C*(,RY) — C*2(Q,RY), s > 2,

(Lpu)i(x)—gi (x,u(x),Du(x))—Za% PF, (zu(z),Du(x))| : i=1,....N

(2.5)

Bemerkung 2.26. (2.4) ist quasilineares Differentialgleichungssystem zweiter Ordnung
fiir w.

Beispiel 2.27. Sei N = 1. Dirichlet-Integral

1 1 Ia
Flu) := 3 / |Vu(gg)|2dx; F(z,z,p) = 5|p|27 g_pj —p,
"L 0 [ou
Lru=—) ——|5—|=-A
- — Ox; {a%} B
EL-GI. = Laplace Gleichung O

Beispiel 2.28. Sei N=n=1, F = F(z,p), 2 =1I.

= EL-GL: [F(z,v/(7))] =0,z €1
kann integriert werden (z.B. Brachistochrone, obwohl dort F & C1). O

Beispiel 2.29. Seien N =3,n =1,

‘FU / <_|U )P - V(U(!E))> dz; m = const

—>F(:L‘,Z7p)=5!p|2— V(2),F. = =V.V(2), F, = mp

= EL-GL: V.,V(u(z))+ %(mu (z)) =0

Variablen-Umbenennung: = — ¢, u — x
= mi=-V,V(x) [mit der Notation & := %

20



2.3 Natiirliche Randbedingungen

Also: Newton’sche Gleichung fir Bewegung x = x(t) einer Punktmasse m in konserva-
tivem Kraftfeld mit Potential V' (z) liefert stationdren Punkt des Wirkungsfunktionals
F = [ Exn(t) — Epot(t)dt (Hamiltonsches Prinzip oder Prinzip der minimalen Wir-
kung). O

Referenzen: [GH] §1.2, [Se] §5, [vB] §1, [vdM] §1.1, [Ju] §2

2.3 Natiirliche Randbedingungen

bisherige Variationsrichtungen ¢ € C5°(Q, RY).

Frage: Welche Zusatzinformation tiber v (im Vergleich zu Satz 2.23) erhélt man, falls
6F(u, &) =0 V&€ CP(Q,RY)? (2.6)

OF

apij

Falls (2.6) gilt, erfillt u auf Q die EL-Gleichungen von F und auf 0 die natiirlichen
Randbedingungen:

Satz 2.30. Sei 0Q € C', F € CY(V,R),

e C'(V), u € C?(Q,RY) N CHQ,RY).

Zyj(x)aa]fj (x,u(z),Du(z)) =0 ;i=1,...,N.

J=1

v(x) ... auferer Normalenvektor an x € 0S).

Beweis.

i) Sei zunichst zusitzlich u € C2(Q,RY). Sei () = ¥(z)e; mit ¢ € C®(Q, R):

OF "L 9F O
OZ&F(U,S):/(aZ'Qﬂ—l—Za %) dz
o 7 j=1 p’L] J

Div-Satz /LF(u)iwdx + /Zy](x) g}f} (x,u(x), Du(z)) Y(x)dS

Q o0 J=1

S

€C(89), da 9QeC

e aus Satz 2.23: Ly(u) = 0, da C°(Q) C C(Q).
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2 Euler-Lagrange Gleichungen

e aus Fundamentallemma auf 9$2:

u F
Z I/jg =0 auf 9N
= Dij

ii) Fiir u ¢ C2(Q,RY): Divergenz-Satz nicht anwendbar.
= approximiere Q: Q;, CC Q, QS Qmit 9Q, € O, 9Q, — 0Q in C! (d.h. die

lokalen Graphen konvergieren); dann: u € C2(€2,,). |
1 oF
Beispiel 2.31. F(u) = - / |Vul?dz, N =1, — = p;
2 0pj
Q

s ou
natiirliche RB = homogene Neumann RB: 0 = v - Vu = s
v

Aufgabe: Minimiere F(u) in der Menge C' = C?(Q)NC*(Q), also ohne Rand-Einschrinkung.

. Au=0 , Q
= g erfullt o
= , 09
= u = const (It. PDGI-VL) O
Beispiel 2.32. Minimalfliche: F(u) = / V1+|Vul2dz, N =1 oF __m
J Op; 1+ |pf?
natirliche RB: & = 0 auf 002

V1+|Vu|?

geometrische Interpretation:

v QCR” v

Sei a@ Winkel zwischen Graph(u) und Zylinder-Wand 09 x R:
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2.4 Erdmannsche Gleichung und Eckenbedingung

o0N

(V) —v-Vu

cosa = n=-———
0 V14 |Vul|?
Glatte Minimalflichen ohne Rand-Einschrankung schneiden 02 x R orthogonal (z.B. Sei-
fenhaut innerhalb eines Zylinders). l

Referenzen: [GH] §1.2, [Se] §11, [vdM] §1.1

2.4 Erdmannsche Gleichung und Eckenbedingung

1

Flu) = /(u’(x)2 —1)*dz hat auf U = {u € C*[0,1] | u(0) = u(1) = 0} kein Minimum,

0
wohl aber auf Lip[0, 1] mit den selben Randbedingungen (vgl. Bsp. 1.6). Minima erfiillen
fii. [/(z)] = 1, aber u & C*(0, 1) erfiillen EL-GI. nicht (iiberall).

Anwendungen: Aufkreuzen beim Segeln (siehe Beispiel 6.1).

Ziel: Fiir n = 1, finde notwendige Bedingungen fiir Minimierer von

FeCY I xRY xRN) I = [a,b], auf

DY (I,RY) :={u e C(L,RY) | uljg; 4, €EC' Vi =0,....k
mit a =ty < t; < ... < tgy1 = b} C Lip[a,d].

D' ... stiickweise C''-Funktionen, differenzierbar bis auf endlich viele Ecken ti,...,t.
Dort existieren zumindest die einseitigen Ableitungen.

Satz 2.33. Seiu € D'Y(I,RY) und F(u) < F(v) Vv € C, fir einr >0, und

C, = {v € D'"(I,RY) | v(a) = u(a),v(b) = u(b),sup |u — v| < r} .
I
Sei xg € (a,b) eine Ecke von u (d.h. u' hat an zo eine Sprungstelle); setze zy = u(x),

paL = (x9g +0),p, :=u'(xg—0).

= folgende zweir Erdmannsche Eckenbedingungen gelten:
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2 Euler-Lagrange Gleichungen

a) VpF (w0, 20,05 ) = VpF (0, 20,7 ),
b) F(I'(), Zo)pa) _pa : va<x07 ZO)pa) = F(I07207p8_) _p(-;_ : VpF(meOapE)'—)

Beweis. a) Laut Erweiterung von Lemma 2.16 auf lokale Minimalstelle v € Lipla, 0]
(= 3 0F(u,§)) und Bem. 2.3:

b
0=6F(u,&) % / V.F(z,u, )€+ VyF(w,uu)-€(x)| de V¢ € CE(LRY).

a ELoo(a7b)

Mit partieller Integration im 1. Integranden:

/ [— /xVZF(t, u(t),u'(t))dt + V, F(z, u, u’)] (r)dr =0 VEe CR(IL,RY).

S

€L>(a,b), st;;kweise stetig
Mit einer Variante vom Fundamentallemma (Lemma 2.24c, Bem. 2.25) folgt: [...] =
konst , also 3c € RV :

x

VoF(z,u(z),u'(x)) =c+ /VZF(t,u(t),u’(t))dt f.i. auf (a,b) . (2.7)

/

g

a €L (a,b)

(2.7) heifst Du Bois-Reymond Gleichung bzw. integrierte Form der EL-Gleichunyg.
Fiir v € Lipla, b] ist rechte Seite von (2.7) stetig, also auch V,F(x,u(z),u'(z)). = (a).
b)

e Sein e C(I) und 7.(z) ==z +en(x),x €1,|e| <eo:= 1+ |7 ]ls) "

= 71.(x)=2x fiir x &€ suppn,
(x)=1+en(x) >1—|e| |7l >0 Vzel

3
= 7. ist C*°-Diffeomorphismus von I; 7o(z) =
e Fiir |¢| klein gilt: v, :==uo7 ! € C,.
RPN (7 (x)

Es gilt vl(z) = u/(7; (x))ﬁ(x) =1 5775(7*1(:6 7

Variablentransformation y = 7. '(z), z = 7.(y) =
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2.4 Erdmannsche Gleichung und Eckenbedingung

e Wegen Minimalitit von u (und mit y = 7, *(z) = z):

b
d

0= g]-—(va) = /Fx(x,u, uyn+ [F(x,u,u') = V,F(z,u,u) - u']n'de
b .
part It / _ / Fult, u(t), o/ (6))dt + F(z,u,u') — (V, F) (@, u,0) - o | ofde
Vn € COZO(I) ' (2.8)
e aus Lemma 2.24c (fiir f € L'(1)): [...] = konst. Also Jc € R, sodass die Erdmannsche

Gleichung gilt:

F(x,u(z), ' (z)) —u'(z) -V, F(z,u(z), v (r)) = c—l—/Fx(t,u(t),u’(t))dt f.i. auf I

a

(2.9)
Fiir u € Lip|a, b] ist rechte Seite von (2.9) stetig, also auch die linke Seite. [ |

Man beachte die unterschiedlichen Variationen von u in Beweisteil (a), (b): In (a) additi-
ve Variation u + ££ (wie in Definition von §F(u,§)). In (b) eine innere Variation (durch
“Verzerrung” von I).

Bemerkung 2.34. a) Satz 2.33 gilt sinngemif auch fiir u,v € Lip(I, R"): Die beiden
Funktionen aus Aussage (a), (b) sind dann auf I stetig.

b) [...] in (2.8) ist erstes Integral, also Erhaltungsgrofe fiir Minimierer.

1

Beispiel 2.35. F(u) = [(/()* ~ e, F = F(p) = (5 ~ 1, F, = 4p(s? — 1.
0

Fir w € Lip[0, 1] mit || = 1 f.4. gilt:

F,(u'(z)) =0, F(u(z)) —u'(x)Fp(u'(z)) =0 auf I . O

Referenzen: |GH] §1.3.3, [Se| §7, [vdM] §1.2
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2 Euler-Lagrange Gleichungen
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3 Zweite Variation, Konvexitat

endlich-dim. Fall:

2

Sei uy € R™ stationiérer Punkt der reellen Fkt. F € C?(R", R). Hesse-Matrix W(uo) >
u
0 = g ist lokale Minimalstelle.

unendlich-dim. Fall:

Sei ug stationdrer Punkt von F(u) := /F(x, u, Du)dz.
Q

Die positive Definitheit von §2F (u, .), d.h.
5 Flug,€) >0 Y0 #¢ € CHQ,RY)
ist nicht hinreichend dafiir, dass ug schwache lokale Minimalstelle ist:

1
Beispiel 3.1. Sei F(u) := /xQu'(aj)Q + 2/ (z)3dz. Es gilt

-1

0F(0,6) =0 V¢ e Cy[-1,1],
S2F(0,6) >0 Y0 #¢eCi[-1,1].

Aber ug = 0 ist nicht schwache lokale Minimalstelle (— Ubung); es fehlt hier die Gleich-
miRigkeit von §2F(0, &) bez. &. O

Es sind also zusétzliche Bedingungen an F nétig. |als Vorgriff auf Folgerung 3.27: sLHB
fehlt.]

Ziel des Kapitels: notwendige bzw. hinreichende Bedingungen bei Minimalstellen

3.1 Konvexe Funktionale

Sei U C X, X linearer Raum iiber R. [In §3.1 muss F nicht unbedingt ein Integral sein.]
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3 Zweite Variation, Konvexitat

Definition 3.2. Fin Funktional F : U — R heifit konvex, falls U konvex ist, und

F(1=Nu+ ) <(1—=NFu)+AF(v) Yu#uv,V0<A<I,;
strikt konvex, falls “<” gilt.

Die folgenden 2 Sétze liefern hinreichende Bedingungen fiir globale Minimalstellen.

Satz 3.3. Sei F : U — R [strikt] konvez, u € U.

a) Zu jedem v € U existiere ein € > 0 mit
Fu) < Flu+Av—u)) VO<A<e

= u ist eine [strikte - also eindeutige] globale Minimalstelle von F.
b) Es existiere 0F (u,v —u) Yo € U. Dann gilt:
w ist [strikte] globale Minimalstelle von F <

F(u,v—u)=0 YoeU

Beweis.  a) Sei v # u und (0BdA) 0 <e <1

konvex

= Fu) < Flu+ew—u)=F((1l—-c)utev) < Flu)+e(F(v)—F(u))
= 0<e(Fv)—F(u) = Fu) < F(v)
(bei strikter Konvexitit “<”)
b) “="1t. §2.1
“<”Seiu#veU :=v—u;0F(u,f) existiert.
= 3J0<eg <1lmitu+t+ef €U V|eg| <ep, da der Differentialquotient existiert.

(1—e)utev
S 0= oF(e D L U+6£€) — F(u) toyes
< (I —e)F () +eFv) = F(u) _ F(v) — F(u)

3

= F(u) < F(v).
Bei strikter Konvexitat ist u strikte globale Minimalstelle; sonst erhielte man mit
einer 2. Minimalstelle v:

u+v
2

F( ) < = F(u),

also einen Widerspruch. |
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3.1 Konvexe Funktionale

Lemma 3.4. Sei U C X, F:U - R, uc U und £ € X, sodass 36 F(u,&) mit k € N
fest.
Dann qult:

a)
68 F(u, pu€) VpeR,

b)
0" F (u, p€) = p* 6" F (u, €) (3.1)

Beweis. -Idee: Sei u # 0 oBdA.

= Flute(us)) = F(u+ (ep)f)
U fiir |e| klein

Satz 3.5. Sei F : U — R mit U konvez. Yu,v € U mit u # v gelte: §>F (u,v—u) existiert,
und

S F(u,v —u) >0 [>0]

= F ist [strikt] konvez.

Beweis. Seien u,v € U mit £ := v — u # 0. Definiere

¢:[0,1] =R,
A= F((1=XNu+ M) (F auf der Interpolationsstrecke)

[Ziel vom Beweis: YAy € (0,1): 3¢"(Xo) und ¢"(Ag) > [>]0; also [strikte] Konvexitét in
Richtung .

e Betrachte fiir festes A\g € [0, 1) die Zwischenstelle @ := u+Xp§ € U und (fiir \g+A € [0, 1])
d(Ao + A) = F(a+ XE).

Mit Lemma 3.4: 0F(a,&) = ﬁé}"(ﬁ,v — 1) und sie existiert It. VS. = ¢ ist an Ag
differenzierbar (ev. nur einseitig). = ¢ € C[0,1] (fiir A\¢g = 1 betrachte ¢(\) = F(v +
(1= M) (u—0))).

e Es gilt sogar ¢ € C''(0,1), da:

s/esi Ao € (0,1) fest. Mit Lemma 3.4: §2F (1, &) = m(ﬁ}"(ﬁ, v — @) und sie existiert lt.

Also: ¢ ist an \g zweimal differenzierbar; \q ist beliebig = ¢ € C*(0,1).
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3 Zweite Variation, Konvexitat

o Weiters:
¢"(No) = 6°F (1, )
(3.1) 1 9 s -
Also: ¢ [strikt| konvex, und daher F [strikt] konvex. |

Beispiel 3.6. Seien X = C'[ay,0,],0 < g € C(ay,by) N LY (a1, by),

by

Flu) = /g(a:)\/ 1+ (x)2dx [Integrand ist strikt konvex in u/|

ai

auf U = {u € X | u(ar) = az,u(b) = by}
Fiir u # v € U existiert 62F (u, &) mit € := v — u,

o ) e o f g
5}'(%@“)_(1/9( ) 1—|-u’(x)2d . 02 F( 75)_(/9( )(1+u/(x)2)3/2d > 0.

& #£ 0, da sonst wegen der RBen u = v folgte.

= 0% F(u,&) > 0, also F strikt konvex It. Satz 3.5.

Lt. Satz 3.3(b): Ein stationédrer Punkt von F(u) ist die eindeutige globale Minimalstelle.
Anwendung: Brachistochrone mit g(z) := (2gx)~%/2, Bsp. 2.6 O

Beispiel 3.7. Betrachte F(u) = /F(w,Du(x))dx mit € C*(V,R), V C R" x RV,

Q

= 827 (u) = [ S5 PF (o Duay 2 g,

S ; 8pijapkl 7 axj oz

Q i,k=1j,l=1
Def.: F heilst superelliptisch, falls
NI 9F

Y ———(a.p)mymu >0 V(x,p) € VY0 # 7 = (m;) € RV (3.2)
i k=1 jl=1 OpijOpw

(3.2) ist dquivalent zur strikten Konvexitéat der Funktion p — F(z,p) Va € Q fest.

Sei F : U — R mit U konvex, und F erfiille (3.2); also §°F(u,&) > 0.
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3.2 Die Legendre-Hadamard-Bedingung

a) F ist dann lt. Satz 3.5 konvex.

b) Sei U so, dass Vu,v € U mit u # v gilt: D(u — v) # 0. [Das ist typischerweise eine
Vorgabe an die Randbedingungen in U]
Dann ist F strikt konvex. [

Referenzen: [Se| §2-4, |GH| §4.2

3.2 Die Legendre-Hadamard-Bedingung

Ziel: notwendige/hinreichende Bedingungen an 6%F bzw. %271; bei Minimalstellen.

generelle Annahmen fiir §3.2:

Q) C R offen, beschriinkt; V C R x RY x RY¥" offen;

Flu) = /F(:c,u(x),Du(x))dx

Q

auf U = {u € X := C'(Q,RY) | 1 — Graph(u) C V} ,F € C*(V,R).
Analog zu Lemma 2.16, 2.21 gilt:

Lemma 3.8. a) Yu € U,V € X gilt: 6°F (u, &) ewistiert und

02 F (u, €) = Q/ ; { 5

0*F

N J/

=:aik(z)
~ O°F 0
Oz; (3.3)

n 2 A
o (z,u, Du) 06 Ok dz.
18 i | &rj (‘9xl

b) Sei u schwache Minimalstelle von F in einer Menge C' C X, und sei u + £ €
C V¢ e CR(Q,RY).

=  PF(u,&) >0 VEeCr(QRY) (3.4)
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3 Zweite Variation, Konvexitat

Diese notwendige Bedingung fiir Minimalstellen wu ist in integraler Form; nun eine punkt-
weise notwendige Bedingung fiir u(x):

Satz 3.9. Sei u € U und es gelte
*Flu, &) >0 VE e CP(Q,RY).

Dann erfillt u auf Q die (notwendige) Legendre-Hadamard-Bedingung (LHB):

N n
0*F
2.2 5 g (L ul@), Du@))xixunm 2 0 Vo € Q,Vx € RY Wy cR".  (35)
i1 =1 PPii 9Pkl

Bemerkung 3.10. Speziell N =1 (d.h. u skalar):

2

O°F
(3.5) < Hesse-Matrix W(SE, u(z), Vu(x)) >0, also F an u konvex bez. p € R";Vz € (2.
DjOP1

Gilt analog auch fiir n = 1.

Beweis. (von Satz 3.9)
Idee: Der 3. Term von (3.3) ist dominant fiir oszillatorische Funktionen £(z).

e Ziel: Wir zeigen (3.5) fiir ein festes zq € 2.
Sei 0BdA zo =0 € Q; sei K = B.(xy) C € fiir ein € > 0.
Fiir £ € Cg°(K,RY) setze

Ex(x) = Al—%a;), 0< A<l

o Aus 02F (u, &) > 0 folgt mit x = \y:

N
0 ¢ 0
| > [v HOwlgg+ A B OnETE + Z () e Sy > 0
J
Q

7=1

N n
/ Y e a& agkd >0 VEeCP(K,RY) . (3.6)

8% ox;
i,k=1 j,l=1

Das ist zunéchst eine Ungleichung fiir reelle &; der Integrand hat die Struktur einer
Vektor-Matrix-Vektor Multiplikation.
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3.2 Die Legendre-Hadamard-Bedingung

o Wegen ¢lf = ¢/ und V2! := o) + ﬁ € C gilt fiir den Integranden:

> D 0z = ZZC aamZZc 0)8:5}

i,k=1j,l=1 i,k=1j,l=1 i,k=1j,l=1

= (3.6) gilt auch V¢ € C5°(K,CV).

€RrR"™

Rt

e wiihle speziell £(z) = t7 p(z)e™ Ty mit 0 # p € CF(K,R), t > 0:
<~

€RN

ik=1jl=1

N n
Op Oy
0< / Z Z AH(0)xixk <t 28_8_ + 902773'771> dz
Q
N n
t—00 )
=% /chdI Z Z Cj];(O)Xianjnl'

a ik=1j,l=1

(Im 1. Integral heben sich die gemischten Terme mit ¢ - Op weg.)
Also gilt (3.5) fir 2o = 0. |

Definition 3.11. u € X erfillt die strikte (oder hinreichende) Legendre-Hadamard-
Bedingung (sLHB), wenn 3\ > 0:

N n 62

2.2,

ik=1jl=1

m(%u(%),Du(@)Xz‘XWﬂ > Ax*n]> Vo eQ,x eRY,neR" (3.7)
ij

Satz 3.12. Sein =1 oder N =1 und F = F(z,p).
u€ X = CHQ,RY) geniige (3.7) fir ein A > 0. = 3§ > 0 sodass:

Flu) < Flu+&) V|E|lx <d, fir die §F(u,&) =0 gilt.
Bem: § kann gleichméfig bez. der £-Richtungen gewéhlt werden.

Beweis. Sei N = 1:

e Laut Lemma 2.16: 3¢ > 0 mit 1 —Graph(v) CV Vv € B.(u; X) und F ist definiert
auf B.(u; X) C U.

e wiahle festes £ 1t. VS.
e fiir § < e definiere ¢(0) := F(u+ 0¢) € C?*[—1,1] (Regularitit folgt erst aus (3.9)).
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3 Zweite Variation, Konvexitat

e da ¢'(0) = 6F(u,§) =0:
1 1

Flu+€) = (1) = 6(0) + / o (H)dt = F(u) + / / o(s)dsdt (3.8)

0
e Laut Lemma 3.8 (a) mit N =1, F' = F(x,p):

¢"(s) = 0°F(u+ s¢,¢)

/Z o 3pl (z) 4+ sVE(x)) a_f- 6_51 da (3.9)
2 / (A = Ke(s,2))|VE(2)|2da
Q
, " | 0°F 0’F
mit Ke(s, z) :;:1 5000 (z, Vu(z) + sVE(z)) — 30 (2, Vu(z))| .

In (x) verwendet: (3.7) fir N = 1,s = 0; und |88_§| < |V¢| im Term mit K¢ (da
Ly

negatives Vorzeichen).
2

. D ist glm. stetig auf folgendem Kompaktum (da beschrankt und abgeschlossen;
p;iopi

Vu glm. stetig auf Q):
{@p) |7 eQIVu@) —pl < S} CR" xR

= AN—Kes,2) >0 V0<s<1undz € Q, falls § > |V{| klein genug =

¢"(s) >0 = Flu+ )>F()aus(38)

n=1: analog |

Folgerung 3.13. Unter den Voraussetzungen von Satz 3.12 gilt:

u ist stationdrer Punkt von F < w ist schwache lokale Minimalstelle von F (siehe

Def. 2.4, 2.19a).
(“<" folgt aus Lemma 2.16 und Bemerkung 2.3).

Beispiel 3.14. Satz 3.12 gilt i.A. nicht fir F = F(z,z,p):
2m
= / (v (z)? — u(z)?) dz,
0
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3.3 Jacobi-Bedingung, konjugierte Punkte

F
n=N=1F(z,p) =p*— 2% — =2>0,
(=) -

also gilt die sSLHB (3.7).
Aber: $*F (u,&) = ... =2F(§) Vu

=  F(u,) <0 zB. fiir {(z) = sing

Also notwendige Bedingung fiir Minimalstelle verletzt. u = 0 ist stationdrer Punkt aber
keine Minimalstelle. O

Referenzen: [Se| §4,8; |[GH] §4.1, [Gr| §2.3

3.3 Jacobi-Bedingung, konjugierte Punkte

Wiéhrend Satz 3.12 nur fiir Funktionale mit F' = F(z,p) gilt, sollen nun hinreichende
Bedingungen fiir lokale Minimalstellen auch im Fall F' = F(z, z, p) gefunden werden.

Konzept: Finde (zusdtzlich zur sLHB) notwendige bzw. hinreichende Jacobi Bedingung
b

fiir Minimalstellen von F(u) = /F(:L’,u(a:), v/ (z))dx (nur fiir n = 1 aber F = F(z, z,p)

zuléssig — im Gegensatz zu Satz 3.12).
generelle Annahmen fiir §3.3:

V C R xRN x RN offen, F € C*(V,R)

Sei u € X := C'([a, b], RY) geg., 1-Graph(u) C V.
Sei Cs := {v € X | v(a) = u(a),v(b) = u(b),||u — v||x < &} fiir § > 0.

Lemma 3.15. Sei u schwache lokale Minimalstelle von F in Cs =
a) 6F(u,) =0 V€ Xg:=Ci([a,b],RY) := {v € C'([a,b],RY) | v(a) = v(b) =0} .
(analog Lemma 2.21)
b) *F(u,&) >0 V&€ X
(analog Lemma 3.8b)

c) (27}; (z,u(z),u' (z)) >0 Vz € [a,b

(analog Bem. 3.10) O
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3 Zweite Variation, Konvexitat

zuerst Strategie der Jacobi-Theorie fiir n = N = 1:

u ist gegeben und erfiille die sSLHB F,,(z, u(z), v/ (x)) > A > 0.

Teilziel 1: Zeige (unter geeigneten Bedingungen), dass §°F(u,£) > [>]0 V¢ € X,.
Das ist namlich notwendig fiir schwache Minimalstelen. Es wird erreicht durch Darstellung
als vollstandiges Quadrat:

e Aus Lemma 3.8 (a) mit partieller Integration:

yn%@:f@{@mmmmv»—%wmmwmww»}

J/

=:a(x)

+ &2 Fp(z,u(z), v/ (z))dz

“eo /5204 +E7F,, — (we)da

b
w a—w'
:/ Fpp [5/2_2F_ffl+ Ia fZ]dl'
~~ pp p
a >A N——
£w2/Fpr

o fiir vollstandiges Quadrat erfiille w die Riccati-Gleichung

w? = Fopla, u(x), v (z))(a(z) —w') auf ganz [a,b] (3.10)

-~

gegeben; >0

b

2
#52F(u,§):/Fpp {5’—%5} de >0 Ve X,

pp
a

~

e Uberpriifung der globalen Losbarkeit von (3.10): Nach Substitution w =: YR
2

erfiillt ¢ die lineare Jacobi-Gleichung:
(¢ Fyp(, (), 4/ (@)] — a(w)p =0 auf [a, ]
= w existiert auf ganz [a, b] unter der Bedingung
o(x) #0 auf ganz [a, b]. (3.11)

Wir suchen also eine Losung ¢, ohne Nullstelle auf [a, b], vgl. Bsp. 3.22. (Solch eine
Nullstelle wére ein “konjugierter Punkt” und soll fiir unser aktuelles Ziel vermieden
werden. )

e Und dann: 8 F(u,&) >0 V¢

36



3.3 Jacobi-Bedingung, konjugierte Punkte

nun Jacobi-Theorie firn =1, N € N:
Teilziel 2: Zeige (unter geeigneten Bedingungen), dass die Jacobi-Bedingung notwendig
ist fiir eine schwache lokale Minimalstelle.

Definition 3.16. Sei u € X fest. Fiir £ € Xo heifst

O(¢) = 8 F(u, &) & / Qe £(), € (x))dz

das akzessorische Integral von F beziiglich u mit der akzessorischen Lagrange-Funktion

Q(z,z,p) = 27 8827];(% u(z), ' (x)) 2
I err—
2 2
+ 227 ?Zap(x, u(z),u'(z))p+p" a_]02(1;, u(x), ul<x)1p’ (3.12)
—:B(x)eRNXN (@) RN AN

also quadratische Form in (z,p).

Definition 3.17. Eine Fkt. o € X heifit Jacobi-Feld lings u, wenn ¢ := BTp+Cy¢' € X,
die Gleichung

V' —Ap — B =0 auf [a,b] erfillt.
also: ¢ erfillt die EL-Gl. von Q, d.h.

1. 1d [0Q N 10Q /
0= §LQSD—§£ {8—])(%%9@)} QGZ(I’SO’QO)

d
=—( BTo+C¢Y | — Ap — BY'. (3.13
dx( ©+ 90) ¢ — By'. (3.13)

(3.13) heifst Jacobi-Gleichung von F bez. u.

Bemerkung 3.18. Ist C'(x) invertierbar Vz € [a, ], so ist Def. 3.17 &quivalent dazu, dass
(i, 1) folgendes lineares DGL-System 1. Ordnung 16st:

{ (,0, — C«—lw _ C’_IBT(,O,

W = (A= BCT1BT)p + BC1. (3.14)

(3.14) immer losbar. = Jacobi-Feld ¢ # 0 existiert (man wéhle eine nichttriviale An-
fangsbedingung).

Definition 3.19. a) Ein Punkt a € (a,b] heifit konjugiert zu a (bez. F und u), wenn
3 Jacobi-Feld 0 # ¢ € X lings u mit p(a) = p(a) = 0.
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3 Zweite Variation, Konvexitat

b) u erfillt die [strikte] Jacobi-Bedingung (JB, [sJBJ), wenn } zu a konjugierter Pkt.
in (a,b), [(a,b]].

Bem: Das ist eine globale Bedingung in x — im Gegensatz zur (s)LHB.

Satz 3.20. u erfiille die sSLHB:

2
%(m,u(w), u'(z)) >0 V€ la,b|. (also C(x) invertierbar; 3o £ 0)
Dann gilt
a) Ist Q(§) >0 VeEe Xy = w erfullt JB.

b) Ist Q&) >0 Y0#E&e€e Xy = w erfullt s/B.
Bem.: Im Satz 3.26 werden wir auch beide Riickrichtungen, also Aquivalenzen zeigen.

Beweis. indirekt: Angenommen 3 Jacobi-Feld 0 # ¢ € X mit p(a) = ¢(a) = 0 fiir ein
a < a <b (also a ist konjugierter Punkt).

Definiere die stiickweise C'-Fkt:
wlxr), a
o) == { (@)

mit dem Ziel Q(&) = 0 zu zeigen:

T
X

=
Y
IA A
IA A
SRR

Fiir a < x < a gilt:

Q(z,&0, &) = @' [A(z)o + Bla)g'] + " [B (2)¢ + C(x)¢]

a
/

=>/<P/T[BTQO+C<PI]C1$ partilnt. LpT[BTip—FCgOI] x; —/(pT[BTLp—FCgO,],dZE

—0, da ¢(a) = (@) = 0

a a
3.13)

/ an ]'
:>Q(§0):/90T{A<P+BSO — [BYp + Oy }dxzi/goTLQ@dx(: 0

a) Sei a < a < b (also: JB gilt nicht). Laut VS in (a):
0= Q(&)) S Q(g) ‘v’f S X(), aber 1.A. 50 ¢ X(). (315)

(3.15) gilt auch V¢ € D§([a,b],RY) := {v € D*([a,b],RY) | v(a) = v(b) =0}, da
Xo = H}((a,b),RY) (Abschluss bez. H}(a,b)-Norm; Q ist stetiges Funktional auf
Hi(a,b) ) und D}([a,b],RN) C H}((a,b), RY).

Also: & € D} ist schwache lokale (+ sogar globale) Minimalstelle von Q in D{.
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3.3 Jacobi-Bedingung, konjugierte Punkte

Laut Satz 2.33 gilt die 1. Erdmannsche Eckenbedingung;:

VoQ(@, (), &(2)) = 2B" (2)&(x) +2C(2)&y(x)
\'—,'—/
1st stetig
ist stetig an = = a,
Laut VS: C~1(z) stetig = & an a stetig, also ¢/(a) = 0.

Laut Def. 3.17: ¥(a) = 0 = Losung von (3.14) ist p = ¢ =0 = Widerspruch
zu ¢ #Z 0.

b) Sei a = b (also: sJB gilt nicht). Es gilt 0 # & = ¢ € Xy und ¢ #Z 0. Aber Q(&) =0
ist Widerspruch zur VS Q(&) > 0 . [ |

Folgerung 3.21. Ist u schwache lokale Minimalstelle von F in Cs, und gilt die sLHB,
so erfillt u die JB; diese ist also notwendig.

Beispiel 3.22. Sei F(u) =

N —

/ W (2)? — u(z)2de (N =1).

0() = F(w,§) = 2F(6), Fla,zp) = 5"~ ), Q(ep) =" — 2

0?F .
A=-1,B=0,C =—= =1 >0, also sLHB erfiillt.
op?
e Jacobi-Gleichung:

1

d
0=—-Lop = —(¢ — 3.16
5Lay dx(s@)ﬂp o+ (3.16)

e Alle Losungen ¢ sind Jacobi-Felder.
e ges: konjugierte Punkte zu a = 0:

Alle Losungen ¢ # 0 mit ¢(0) = 0 sind:
o(x) =asinz, o€ R\{0} (3.17)
kleinster konj. Pkt: a =7

Sei b > [=]m: JB [sJB] ist nicht erfiillt = 1t. (Gegenteil von) Satz 3.20 30 # £ € X, mit
Q&) < [<]o:

Z.B. gilt fir £(z) := sin % (mit y = 5F):

™

[T e b (7 b\TE
Q(f)—...—/bcosy 7Tsmydy—(b 7T)2<O

0
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3 Zweite Variation, Konvexitat

Also: A Minimalstelle u fiir b > .

Sei 0 < b < m: sJB ist erfiillt, da es keinen zu a konjugierten Punkt in (a, b] gibt. Wenn
fir ¢ # 0 gilt: p(a) = 0, dann liegt die ndchste Nullstelle von ¢ auferhalb von [a, b], siche
(3.17).

Durch eine kleine Storung (bzw. Verschiebung) von solch einem ¢ 14t sich eine Losung
von (3.16) erhalten, die gar keine Nullstelle auf [a, b] hat — wie in (3.11) gefordert:
Fiir hinreichend kleines 5 > 0 gilt

P(x) :=sinz + fcosx #0 Vo €|0,b]

el
= w = — st die Riccati-Gleichung (vgl. (3.10)) :
QD

w +1+w?=0 auf[0,b). (3.18)
= Vg € Xop gllt
6,2 _ 52 _ (wa), — 5/2 o 52 _ w/£2 _ 2w§€/

318

2 ¢ L’ — 2uwel = (¢ — we)?

b

b
! 5 ! _
/52 eda 0/52 / we) de > 0,

0

also 02F (u, &) > 0 V¢ € X,. D.i. notwendige Bedingung fiir schwache Minimalitit von u
in Cy (siehe Lemma 3.15 b).

Fu,§) =0 VEe Xy u+u”" =0 (EL-GL) (3.19)

Betrachte F(u) s min, z.B. mit RBen u(0) =0, u(b) = 1 mit 0 < b < 7 (also sJB gilt).

= eindeutige Losung von (3.19): ug(z) = s%nzj.
sin
Laut Satz 3.25 (unten): vy ist strikte schwache lokale Minimalstelle von F. O

Teilziel 3: sSLHB + sJB sind hinreichend fiir strikte schwache lokale Minimalstelle.

Vorbereitung:
Lemma 3.23. Es gebe ein S = S(x,2) € C'([a,b] x RY) und 6§ > 0, sodass

F(z,u(z), o' (x)) = Se(x, u(x)) = (V25)(x, u(x)) - v'(x)
< F(.Q?,Z,p) - Sx(ﬂf,Z) - (VZS)(.CE,Z) "D (320)

Y(z,2,p) € [a,b] x RY x RN mit |z — u(z)| + |p — /()| < 0.
= F(u) < Flu+§) V0#E € Xomit [l + [0 < 0.
Es gilt sogar “<”, falls in (3.20) “<” gilt Vz # u(x).
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3.3 Jacobi-Bedingung, konjugierte Punkte

Beweis. Sei v :=u+ & mit ||€]|oo + [|E||oo < 0. =

F(:B,u(:v),u'(:n))—%S(x,u(x)) (SEO) F(J:,v(a:),v’(:v))—%S(x,v@)) YV € [a,b] (3.21)

Tr=a r=a

= /F(x,u(x),u’(x))dx—S(x,u(x)) = < /F(ac,v(m),v'(m))dx—S(m,v(x)) = , (3.22)

wobei die Randterme wegen ¢ € X, (also u(a) = v(a),u(b) = v(b)) iibereinstimmen =
Behauptung.

Bei der Zusatzannahme “<” in (3.20) und & # 0 gilt in (3.21) “<” auf offenem Teilintervall
und “<” in (3.22). [ |

2
F

Lemma 3.24. u erfille sSLHB (also C' = Z—Q(x,u(x),u/(x)) > 0Vz € [a,b] ) und sJB.
p

Definiere folgende Matrizen aus C([a,b], RN*N):

A=—-Cc'B" |, B:=C"' , C:=A-—BC'B".

= Ja > 0 und 3 punktweise symmetrische Losung W = WT e C*([a,b], RN*N) der
Matrix-Riccati-Gleichung.

W + WA+ ATW + WBW —C = —al auf ganz [a,b].
(Bem: globale Lisbarkeit folgt aus sJB; vgl. (3.18))

Beweis. siehe [Se] §9: Lemma 9.13 + Folgerung 9.14

Der folgende Satz ist das zentrale Ergebnis dieses Kapitels.

Satz 3.25. u erfille 0.F (u,&) = 0VE € Xy, sLHB und sJB.
= 35 € C([a,b] x RY), das (3.20) erfillt (mit Zusatz “<” falls z # u(x)). Also: u ist

strikte schwache lokale Minimalstelle von F.

Beweis. Mit @ > 0, W aus Lemma 3.24 definiere:

m(z) := V,F(z,u(z),u(z)) Wy /VZF(t,u(tLu'(t))dt,

a

S(z,z) :=m(x) 2+ %(z —u(z))" W(z) (2 — u(z)).
(*) ... mit (2.7), d.h. integrierter Form der EL-Gleichung.

= 7'(z) = V.F(x,u(x),d(2)); 7 € X; S € C'([a,b] x RY) (3.23)
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3 Zweite Variation, Konvexitat

laut generellen Annahmen: 39y > 0, sodass

G(z,z,p) == F(x,z,p) — Sp(x,2) — V,S(z,2) - p

= F(x,2,p) —7'(z) - 2z +u(z)" W(z) (2 — u(x))

- %(2 —u(@))" W(2) (z = u(2)) = [r(2) + W(2) (z — u(x))] - p

ist def. V(z, z,p) mit = € [a,b], |z —u(z)| + |p — ' (x)| < do
z.7z: 30 < § < dp mit
G(z,u(z),u(z)) < G(x,z,p) V(z,zp) mit |z —u(z)| + |p — ()] <4, (3.24)
und “<”, falls z # u(x), also VS fiir Lemma 3.23.
Mit Taylorentwicklung von G und Riccati Gleichung fiir W zeigt man, dass G(x, u(x), v/ (x))

lokales Minimum ist:

G(z,z,p) = G(z,u(z), ' (z) + (VipG) (z,u(z),d (x)) - h(z, 2 p)

' 52
+ /(1 —t) h(z, z,p)" 00 ¢

J W (,1-? (1 —t)u(z) +tz, (1 — t)u'(x) + f,p) h(z, z,p)dt,

mit h(z,z,p) = (z — u(z),p — v'(z)) € R*. Da

VipnG=(V.F—1' —=Wp—u) =W (z—u),V,F —1—W(z—u)), (3.25)
gilt:
. (3.23)
(Vi G) (@,u(z),u'(z)) = 0 auf[a,b] (3.26)
Notation:
0?G ,
Ag(z) = 5.2 (x,u(x),u'(x)),
0*°G ,
Bg(z) = azap(.z, u(z),u'(x)),
CAE

Calz) = W(r u(x),u'(r)),

*G , Ac Bg 32s) ((A=W' B-W
= @) = (58 o )0 (5 P
Laut Lemma 3.24:
—al =W + WA+ A™W + WBW —C
=W —A+(B-W)C (BT —W)
= Ag=A—-W'=BsC'BL +al auf [a,b]
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3.3 Jacobi-Bedingung, konjugierte Punkte

= V(&,n) € R gilt:
(78 ) (5)(§)) =068+ Ban.e) + (BEc.0) +
= (BoC™'B&E, €) + alé” + (Ban, €)
+(Bg&,m) + (Cn,m)
= (CTH(B&E + Cn), B&E + Cn) + aléf?

~—1

>0 , (
> B|B&LE+ Cnl? + af¢)?

0°G (
d(z,p)?
Da G e C?: 3§ > 0 mit

= h' z,u(z),u'(z)) h >0 Va € [a,b], VO # h € R*,

0*°G

hr
: d(z,p)?

(z,u(x),u'(z)) h >0 V(z,z,p) mit

|z —u(z)| + |p — W (z)] < 6§ VO # h € R?V.

= aus (3.26) folgt (3.24) = Behauptung folgt aus Lemma 3.23. [ |

Abschliefsend nochmals zuriick zu Teilziel 1 (nun fiir N € N): Zeige (unter geeigneten Be-
dingungen), dass 6%F (u,&) > [>]0 V¢ € X,.

Satz 3.26. u erfille sSLHB. =
a) u erfillt JB< Q(&) >0 VEe X,.
b) w erfillt sJB < Q(§) >0 V0 #E € Xo.

Beweis. “<" schon in Satz 3.20.
(C:>77
b) Analog zu Bsp. 3.22:
0?Q(£=0,¢) =29(C) (=20"F(u,()) V(€ Xo

= Jacobi-Gl. von Q bez. £ = 0 (d.h. EL-GL. von Q) ist EL-GI. von Q (bei festem
u), also (laut Def. 3.17) die Jacobi-Gl. von F bez. u.

= sJB von F gilt auch fir Q. Weiters: sSLHB (wegen (3.12): ‘?;T? =2C = 2%271;) gilt
auch fir 9.

Da

Qt¢) =t°Q(¢) VteR, (3.27)
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3 Zweite Variation, Konvexitat

gilt:

=0
~ =

5Q(0,¢) = i 206) — Q(0)

t—0 t

=0 VCEX().

= Laut Satz 3.25 fiir Q: 46 > 0: 0 ist strikte schwache lokale Minimalstelle von Q,
d.h.

0= Q(0) < Q(C) V0 # ¢ € Xo mit [[Clloo + ¢l < 0.

Aus “Skalierung” (3.27): Q(¢) >0 V0 # ¢ € Xj.

a) Idee: potentieller konjugierter Pkt. b wird “abgeschnitten™:

Sei 0 < € < b— a. Definiere

b—e

F.(v) = /F(x,v,v’)dx; Ue = U

a

[a,b—e]

= F.,u. erfiillen Voraussetzungen von (b).

bre Teil (b)
= 0.(0) = / Q.C.¢)dz > 0 V(e Cab— e, RY)

Sei £ € Xy. Definiere die lineare Verzerrung (.(z) = £(a + 7 b ; ¢ (x —a)) €
—c—a

C&([avb - E]aRN)'

=0 < Q:(¢) =3 Q) u

Folgerung 3.27 (aus Satz 3.25, 3.20). u erfille 6.F (u,&) = 0 V€ € Xo, sSLHB, §*F(u, &) >
0 V0 +# ¢ € Xog= u ist strikte schwache lokale Minimalstelle von F (vgl. Bsp. 3.1: dort
“fehlte” sLHB, als Zusatz zu den Bedingungen im Endlichdimensionalen).

Referenzen: [Se| §9, [vB] §10.4-10.6.1, [GH] §5
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4 Variationsprobleme mit
Nebenbedingungen

generelle Annahmen:

Sei Q C R™ offen, beschriinkt; u € X := C*(Q,RY).
Sei V C R™ x RY x RM" offen mit 1 — Graph(u) C V.
Lagrange Funktionen F,G € C*(V,R).

betrachte Probleme:

fmy:/F@m@pm@mw»mm (@1)

Q

in einer Menge Cs mit festem § > 0 und festem v € X:

Cs:={u€ X |v=uauf 0, |lu — v||xy <§, Nebenbedingung fiir v }

Ziel: finde notwendige Bedingungen fiir einen Minimierer u, fiir verschiedene Arten von
Nebenbedingungen

4.1 lIsoperimetrische Nebenbedingungen
Integral-NB: G(u) := /G’(x, u(z), Du(x))dx ¢ cER geg.
Q

Beispiel 4.1. klassisches isoperimetrisches Problem:

Gesucht: Minimale Bogenldnge einer Kurve bei gegebenem Flacheninhalt:

Sei Q = I = (a,b),

F(u) = / V14 v (x)?dx — min!
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4 Variationsprobleme mit Nebenbedingungen

in C3(I) :=={ueC'(I) | u‘al =0} mit

Die Einschrankung 0 < ¢ < W(b%a)z folgt aus der geometrischen Annahme u > 0, und dass
der Graph (I, u(I)) hochstens die Flache eines Halbkreises einschliefen kann.

Es gilt FF = +/14p? G =z.

Duales Problem: Maximaler Flacheninhalt bei gegebenem Umfang. [

Satz 4.2. Sei u € X schwache lokale Minimalstelle von F in Cs, und sei
6G(u,.) nicht das Nullfunktional auf Cg°(€2,RY). (4.2)

[Sonst wiirde die NB nicht “wirken”.]
a) = X € R (skalarer Lagrange Multiplikator ), sodass

6F(u, &) + A5G (u, &) =0 V& € C°(Q,RY).

b) Sei ferner u € C?(2,RY).
= Fs gelten die EL-Gleichungen:

5 "9 [(OF  0G
PGl e), Dule) -3 [ (5 4452 ) (o ute). Duto)| =

rei=1,...,N

Beweis.

Bem: In §2 waren alle Storungsrichtungen ¢ € X zuléssig. Wesentlicher Aspekt hier (und
in §4.2) ist die Konstruktion von zulédssigen Variationen, die die NB erfiillen.

e Laut Voraussetzung 3o € C5°(, RY) mit G (u, ») = 1 (da §G homogen in ). Sei
£ € Cg°(Q, RY) beliebig; definiere

o(e,t) = Flut+e+tp), V(e t):=Gu+el+ty)

fiir |e| < eo, [t| < to; €0, to hinreichend klein. [Der Term t¢ dient zur Kompensation,
um in der Mannigfaltigkeit der NB G(v) = ¢ zu bleiben.|

= W(0,0) = ¢, ¥,(0,0) = 6G(u, ) = 1.

Gesucht: t = 7(¢), sodass U(e,t) = ¢ fiir u+ e +tp € Cs. Also ist ¥(e,t) = ¢ lokal
nach ¢ aufzuldsen.
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4.1 Isoperimetrische Nebenbedingungen

e laut Satz iiber implizite Funktionen:

Fiir |e| < ey < &g : 37 =7(¢) € CY(—¢e1,&1) mit 7(0) = 0und ¥(e,7()) = ¢ V|| <
£1.

e Das sind Variationen in der Mannigfaltigkeit der NB G(v) = c.

= %@(8,7’(6)”5:0 = W.(0,0) + ¥,(0,0) 7.(0) = 0

=1

= 7.(0) = —¥.(0,0) = —0G(u, &)

e Berechnung der 1. Variation von ¢ an Minimalstelle u: Wegen der Minimalitat von
u gilt:

#(0,0) < ¢(e,7(e)) Vel < e

= 0= g r(2)]_, = 6:(0,0) + ¢4(0,0)7(0)

de
=:AeR

und (a) folgt. A ist unabhéngig von ¢ (It. Def.) und eindeutig, sonst fithrt Differenz
von (4.3) fiir A\, Ay zu Widerspruch mit (4.2).

(b) folgt aus Satz 2.23 fiir das Funktional F + A\G. [ |

Beispiel 4.1 (Fortsetzung).
e Laut Bsp. 1.1: Losung u ist konkav (fiir u > 0).
e Annahme u € CY(I) N C?(1)

d

1 4.2 : —— [F,(u =

= laut Satz (b): A G, dx[ »(u'(x)] =0
=1

d u'(z)
= ——" =)\ (<0

dz \/1 + o/ (z)? (<0)

:Krﬁmr:ung k()

= Kreisbogen mit Radius —%:

u(zx) = —i\/l — (1 + A\x)? + ¢

c12 durch Anpassung an RBen u(a) = u(b) = 0, A aus gegebener Fléche c.

Folgerung: isoperimetrische Ungleichung fiir jedes beschrinkte Gebiet Q C R? mit (ge-
schlossenem) C!-Rand:

1
Flécheninhalt von 2 < 4—(Léinge von 09)?,
7r

da genau fiir Kreise Gleichheit gilt. O]
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4 Variationsprobleme mit Nebenbedingungen

Beispiel 4.3. Eigenwertproblem fiir eingespannte (vibrierende) Membran:

Betrachte F(v /|VU|2dx — min! in C}(Q) mit NB G(v /\v )[2dz = —1 zur

L>-Normierung der Eigenfunktion v. Also F = [p|?, G = —
[Bem.: Ohne NB erhielte man u = 0.]

Ein schwacher Minimierer u € C?(Q) erfiillt die EL-GL.:

0= AG,( Z 8% F,,(Vu)] = =2(Au+Au), z€Q .. EW-Gleichung fir —A

Multiplikation mit u, [ ...dz und partielle Integration liefern:

/|Vu|2dm = A/qux NB
0 0

— min

= Lagrange Multiplikator A > 0 ist kleinster EW von —A mit homogenen Dirichlet-RBen
auf 2, und v ist zugehorige Eigenfunktion. O

Referenzen: [GH] §2.1, [vdM] §1.3, [Se] §12

4.2 Holonome Nebenbedingungen

e punktweise NB(en): G(z,v(x)) =0 Vz € Q (also G = G(z, 2)); Anwendungen oft
aus der Mechanik

e Sei G =(Gy,...,G,) eR" 1 <r <N —1, sodass fiir jedes feste g € Q G(xg,2) =
0 eine (N — r)-dim. Untermannigfaltigkeit M (xy) von RY definiert. = (4.1) ist
Minimierungsproblem fiir Abbildungen v : Q — M.

Beispiel 4.4. Betrachte auf I = (1, 2):
= / |0(t)|dt — min!
T
in C:= {u e CYI,R®) | u(ty) = P1,u(tz) = P} mit G(z) = |2|*— R? und | P, o| = R geg.

Minimum w(t) ist kiirzeste Verbindung von P, und P, auf Sphére mit Radius R — Geo-
déatische, Grofskreisbogen. O
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4.2 Holonome Nebenbedingungen

Sei nachfolgend G € C?(R™ x RY R") mit r < N,

Rg((;G(x 2)=r Y(z,2) € R" x RN mit G(z,2) = c:=0. (A1)
= Vaz € Qfest gilt: M(z) := {z € RV | G(z,2) =0} ist (N — r)-dim. C'—Fliche in
RV,

span{ V.G (x,2), ..., V.Gyl,2)} = T.M(z) *, (4.4)

Tg. R
g. Raum

der Normalraum (mit Dimension r) an M (z) im Punkt z € M (x).

Satz 4.5. Seiu € X NC?*Q,RY) schwache lokale Minimalstelle von F in
Cs :={v e X | supp(u—v) CQ,|lu—v|x <3Gz, v(x)=0VrcQ}

= 3 eindeutig bestimmte Funktionen Ai,..., \. € C(Q2) (Lagrange Multiplikatoren),
sodass die EL-Gleichungen gelten:

F—i—Z/\l ] (z,u(x Z . o, [apu u(z), Du(x))| =0;

=1

0
0%z
reWi=1,... N (45)

Beweis. Umformulierung von (4.5) mit Euler-Operator Lg (2.5):
(RY3) (Lru)(z Z)\l NV.G)(z,u(x)) VreQ. (4.6)

Ve € Q fest: {\(x)} ist eindeutig, sonst liefert das einen Widerspruch zu (Al). Aus
Lpu, V.G))(.,u) € C(Q) wird dann auch A, € C(Q2) folgen.

(4.6) bedeutet, dass (Lpu)(x) eine Linearkombination der (V,G))(x,u(x)) ist, also laut
(4.4) in (Tu(x)M(:zc))l liegt. Also ist Vo € Q2 zu zeigen:

(BY3)  (Leu)(w)LTunM(z), (47)

dem Tangentialraum an M (z) im Punkt u(x) € M (x).
indirekt: Sei (4.7) falsch = Jx¢ € Q und t5, € Tyyme)M (7o) mit

[(LFU)(wO)] ’ taco 7é 0 (48)

Schritt 1: Beh: 3 Tangentialvektorfeld t € C*'(Q, RY), also t(z) € TynM(z) Va € Q mit
t(zg) = ta,; wihle z.B.

t(z) = (I — P(x)) tn,
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4 Variationsprobleme mit Nebenbedingungen

oG
mit J(x) := g(as,u(m)) € RN und dem Projektor P := J7(JJT)~1J.

J(x) : RY — R" ist surjektiv wegen (A1), also JT(z) : R" — RY injektiv.

Aus JJTy =0 folgt [JTy|* = (JJTy,y) =0, alsoy =0. = JJT : R" — R" ist injektiv,
also bijektiv.

Da P? = PT = P, ist P orthogonaler Projektor. Weiters ist ker P(z) = ker J(z) =
Ty M(zx), da die Zeilen von J(z) eine Basis von T, M (z)* bilden (laut (4.4)). Also,
I — P(z) ist Orthogonalprojektor von RY auf T, )M (z).

Lokalisierung von ¢t um zo: Fiir skalares ¢ € C{°(R™) mit ¢(0) = 1 gilt fiir das Tan-
gentialvektorfeld £(z) := ¢ (a: — xo) t(x) fiir hinreichend kleines € > 0: £ € C3(Q, RY),
&(xg) = t(xp), und

(7w =) [ (Lro@)- s £0

Q

(folgt aus Vorzeichen von (4.8) und Stetigkeit des Integranden).

Schritt 2: Tm 3. Schritt werden wir eine Familie von zuldssigen Variationen v € C*(Q x
(—¢,¢), RY) konstruieren, mit

v(.,0) = u, (4.9)
v(z,7) = u(x) Vo € Q\supp&, V|r| <e (4.10)
G(z,v(x,7)) =0 Vo € Q,V|7r| < e (also NB OK) (4.11)
%(m, 0) =&(2) Vz € ) (also tangentiale Variation an M(z)) (4.12)
d mit (4.12
= LRG| Y 5w = [ (e @) - ga)ds £ 0:

Q
Widerspruch zur Minimalitét von u unter der NB (4.11)!

Schritt 3: Definiere w : Q@ x R x R” — R,

w(x, T, &) =u(z) + 7E(x) + Z@l(szl)(aE, u(x)).

[Der letzte Term dient zur Kompensation, um die NB zu erfiillen.|

Ziel: Konstruktion der Kompensations-Koeffizienten 6.

e G(z,w(x,0,0)) = G(z,u(x)) =0,

0 oG dw
o %G(x,w(:c,o,@)) = B (z,u(x)) - 50 (x,0,0)
oG oG* .
= % o)) 07 e = J) ()

50



4.2 Holonome Nebenbedingungen

Diese r x r-Matrix ist invertierbar (It. Schritt 1).

e Laut Satz iiber implizite Funktionen zur Auflésung von G(z,w(z,7,0)) = 0 nach 6 =
O(z,7) (also gilt laut Konstruktion (4.11)):

310 € CY(Q x (—¢,¢),R"), sodass (4.9)-(4.11) gelten fiir v(z, 7) := w(z, 7,0(z,7)): Wegen
der Eindeutigkeit von 6 impliziert 7&(z) = 0 (z.B. auf Q\ supp¢): 6(z,7) = 0.

e Verifikation von (4.12):

0 ow 00
EUQI?T) I - f(ZE) + %(I, 0, 0) ) E(x7 0)
oG" a0
=¢(z) + 52 (2, u(z)) - 5(%0)‘ (4.13)
: oG :
Es gilt a(m,u(x)) - &(x)  =0,daf(x) € TyuM(x) (It. Schritt 1) und (4.4).
, N
. T Tang.Vektor
Zeilen (V,G;)" sind ~ von M(x)
Normalvektoren.
(411) O _0G ov
=0 = 0TG(I‘,U($,7’)) =0 - Oz (xau(w)) aT(an)
190G 0G0

(@.u(2) - 5 (w,u(@) -5-(@.0)

'

0z

= J-JT .. invertierbar

= ?(w,O) =0 = Aus (4.13) folgt ?(1’,0) = {(x), also (4.12). [ |
T T

Beispiel 4.6. Pendelgleichung; N =2, n =1

Punktmasse m bewegt sich im R? unter holonomer NB G(z(t)) := |z(t)]* — [* = 0; also
r = 1. Trajektorie x(t) = (z1(t), z2(t)).

X2

T
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4 Variationsprobleme mit Nebenbedingungen

kinetische Energie ... B, = 2[@(t)]?
potentielle Energie ... E,o = mgxa(t)
Wirkungsfunktional (vgl. Bsp. 2.29; dort und hier ev. nur Stationdrer Punkt):

t1
F(x) = m/%|x(t)\2 — gxo(t)dt — min !
to

Flep)=m(B —g2), G =) -2
EL-Gleichung (4.5):
0.[F + NHG](t,2) — BFy, (+()] = 0

bzw.:

—mg + 2A\(t)x2(t) — mis =0

Wegen NB 22 + x3 = [? liefert die Substitution z;(t) = Isin 0(t), z5(t) = —lcos (t):

2/\sin0—m[écosg—é281n0] =0
—24 —2Xcosf — m[fsin 6 + 6% cos ] = 0

Elimination von A(f) [In beiden Zeilen nach 2\/m auflosen.| liefert die Pendelgleichung:
. g . .
0+ 7 sin =0 O

Beispiel 4.7. harmonische Abbildung in eine Sphéare; n = N

1
F(u) = 5/ |Du|®*  dr — min! (4.14)

Q :Ei,j(aiuj)2
inU:={ue H(QGR") | ulga=g; |u/=11d }, gmit |g] =1 geg.
Es gilt M = S"~! C R" (=Einheitssphére).

Anwendung in

e Modellierung von Flissigkristallen: u(x) ist die Richtung der Molekiile an x. Paral-
lelausrichtung der Molekiile (d.h. Du = 0) minimiert zwar die Energie F(u), erfiillt
aber die RB nicht.
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4.2 Holonome Nebenbedingungen

e Mikromagnetismus: u(z) ist Magnetisierung in Ferromagneten; Elementarmagnete
haben variable Ausrichtung aber konst. Stirke = |u(z)| = 1.

Schwierigkeiten (analytisch + numerisch):
e NB |u| = 1 nicht konvex;
e Minimierer typischerweise unstetig (siehe Folie “Magnetisierungsmuster”);

e Minimierer nicht eindeutig

Satz 4.8. (EL-Gleichung in schwacher Form)
Ein Minimierer u € U von (4.14) erfillt

/Du : Dvdx = / |Dul?u-vdx ¥ Testfunktionen v € Hg(Q; R™)NL>®(Q;R™) (4.15)
0 QO

Bem:
1. Notation:
A, BeR"™™ A:B:= z": aijby; = Tr(ABT)
ij=1
2. (4.15) ist die schwache Formulierung von

—Au = =Az)u , Q,
u = g , ONQ.

Die Funktion —\(x) = |Du(x)|? ist der Lagrange-Multiplikator zur NB |u| = 1.

e Vergleich zu (4.5): F(p) = %]p|2, p e R G(z) = \ZI;I

= V.[\z) G(z)] — div, [%—F(Du(x))} =0
—_—— D

3. Man beachte, dass in (4.15) der Raum der Losungsfunktion und der Raum der
Testfunktionen verschieden sind.

Beweis. 1. Sei v € H}(Q) N L>(Q) fest (sowohl als Stérungsfunktion als auch als
Testfunktion).
Fir kleines 7 gilt |u 4+ 7v| # 0 (da |u] = 1).

- U+ TU
a |u + 1|

= w(7) : € U ... zulédssige Variationsfamilie (4.16)
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4 Variationsprobleme mit Nebenbedingungen

2. Fiir ¢(7) := F(w(7)) = 3 [, Dw(7) : Dw(r)dz gilt:

aus (4.16): w'(0) = ... =v — (u-v)u

= 0= /Du :Dv—Du: D((u-v)u)de (4.17)

Zur Vereinfachung von (4.17):

NB: lul* = 1 |A
=  Au-u+|Duf=0

/ |Dul?u - vdr = — /(Au cu)u - vde partihlt/ Du: D((u-v)u) dz ;

einsetzen in (4.17) liefert Ergebnis.
Wegen Auw ist eigentlich noch ein Dichtheitsargument nétig.

Referenzen: [GH] §2.2, [Se| §12, [vB] §6.1, [Ev1] §8.4.3

4.3 stationare Stokes Gleichung

e Grundmodell fiir homogene, inkompressible, viskose (Fliissigkeits-)Stromung: Navier-
Stokes-Gleichungen fiir Geschwindigkeitsfeld u(-,¢) : © € R® — R? und Druck
p(-,t) : Q2 C R?* — R; v = Viskosititsparameter; f(x,t) = geg. dukere Kraft:

aus + fu-Du—vAu = —Vp+ f
{ divu = 0 ... Inkompressibilitatsbedingung = NB
Spezialfélle:
v=0 .. Euler Gleichungen (nicht viskos)
B=0 .. Stokes Gleichungen (Linearisierung fiir u, Du ,klein”,
d.h. fiir langsame viskose Stromungen, z.B. in Adern)
a=0 .. stationdres Problem

e sei ) C R3 beschrinktes, einfach zusammenhingendes Gebiet.
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4.3 stationédre Stokes Gleichung

stationdres Stokes Problem (linear; oBdA: v = 1):

—Au = =Vp+f , Q
divu = 0 . Q (4.18)
u = 0 , 092 (Haft-Randbedingung),

wobei p als Lagrange-Multiplikator zur NB divu = 0 betrachtet werden kann.
Andere Schreibweise:

(ﬁim(z)(é)

Matrix-Operator (*) ist symmetrisch aber indefinit = entspricht Sattelpunktproblem.

e Losung durch Minimierungsproblem (nur fiir © — ohne p !):

1
F(u) == / §|Du|2 — frudr —» min mit f € L* (S, R?) geg., (4.19)
Q

in U = {ue H(QR?) | dive = 0in Q} ... Hilbertraum mit innerem Produkt
(u,v) := [, Du: Dvdz.

e (4.19) hat eindeutigen Minimierer v € U (— Ubung)

e divu(z) = 0ist eine punktweise, nicht-holonome NB (allgemeiner: G(z, u(x), Du(zx)) =

0)

Satz 4.9.

1. Der Minimierer uw € U wvon (4.19) erfillt folgende schwache Formulierung von

(4.18):

/Du:Dv—fmdx:/pdivvda: Vv € HY(Q), mit supp v CC Q, (4.20)
Q 9)

wobei eine geeignete skalare Funktion p € L7, () (Lagrange Multiplikator zur Ne-
benbedingung divu = 0) existiert.

2. Die folgende (andere) schwache Formulierung von (4.18):

/Du:Dvd:c—/f-vdm, VoeU (d.h. dive=0)
Q

Q
———
ev’

hat eine eindeutige Losung u € U.
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4 Variationsprobleme mit Nebenbedingungen

Beweis-Idee. 1. Zunéchst fiir spezielle Testfunktionen v € U und unter der Annahme,
dass u € U N H?*(Q). Sei (1) := F(u+ 1v):
€U

#'(0) =0F(u,v)= | Du:Dv— f-vdr=— (Au—l—f)-vdxéo
/ /

Q

= Au+ f=Vpfirenp, da — [Vp-vde = [ pdivodz = 0.
(Details recht technisch, inkl. Glattung von w: [Ev1])

2. [ f-vdx ist stetiges lineares Funktional auf U; Satz von Riesz.

Referenzen: [Evl]| §8.4.4
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5 Existenztheorie fur Minimierer

5.1 Funktionalanalytische Hilfsmittel

5.1.1 Sobolev Riume W*?(Q)

Sei 2 C R™ durchwegs (in ganz §5) ein beschranktes Gebiet mit Lipschitz Rand; k € Ny,
1 <p< oo

Definition 5.1. (Sobolev Riume):
1.

WHhP(Q) = {u € LP(Q)| Yoy €LP(Q) Va| <k}

als Distrib.

Norm:

1

(o7 p P
[ullwrroy = <Z|a\ﬁk Y UHLP(Q)) y P <0
> taj<k IV Ul 2o () , p=00

2. WIP(Q): ist Abschluss von CS°(Q) in WEP(Q), fir 1 < p < co.

Notation: W*2(Q) = H*(Q), We?(Q) = HE(Q).

Es gilt:
o WHP_Funktionen sind Aquivalenzklassen von Funktionen, die f.ii. iibereinstimmen.
o WHP(Q) ist Abschluss von C*°(Q) bez. || - [[ywraq), 1 < p < 0.
o WHEP(Q), WiP(Q) sind Banach Riume; reflexiv < 1 < p < oo.
(Bem.: LP(Q) = L1(Q2), 1<p< oo, 11)4— % =1)
e u e WH(Q) & ue Wh(Q) und V]a| < k — 1 gilt:
V%u|sq = 0 ,im schwachen Sinn”

e Randspur fir 1 < p < oo und 99 sei C': u € WHP(Q) = ulspg € LP(IQ) mit
|lu||ra0) < Cllullwir) (C ist unabhéngig von u)

o stetige Einbettungen (auch fiir @ C R™ unbeschrinkt):
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5 Existenztheorie fiir Minimierer

1. HY(Q) — LI1(Q), 2 < g < 2% =:2* ... kritischer Sobolev Exponent

(bzw. 2 < g<oofirn=2,2<¢g<oofirn=1)
mit [|ullpe < Cyllullm  Yu € HY(Q) (5.1)

bzw. (Sobolev Ungleichung, Gagliardo-Nirenberg Ungleichung)

—« « . n 2
fullr < Gyl ulfy mit o = 5 (1-2) (5:2)

2. WhP(Q) — Cp(Q), p>n (Cp(Q) ... stetige, beschriinkte Funktionen auf Q)

mit HUHO(Q) < CPHUHWLP Yu € Wl’p(Q).

e kompakte Einbettungen (fiir Q beschrinkt):
1. Satz von Rellich-Kondrachov:

Hl(Q)<—><—>Lq(Q),2§q<% 2<g<oofirn=22<q¢g<oofirn=1)
(5.3)

2. WhP(Q) —— LP(Q), 1 < p < c0.
daher: [lug|lw1r» < C  Vk € N= 3 Teilfolge {uy,} mit
ug, — u in LP(Q) (vgl. PDGI-Skript, Satz 5.10).

Lemma 5.2. (Poincaré-Ungleichung): V1 < p < oo : 3¢ > 0 (unabhingig von u), so dass

ul| o) < el VUl Yu € WyP(Q).

Bew: [Evl], vgl. PDGI-VL: Satz 4.11 fir p = 2.

5.1.2 Schwache Konvergenz

Sei X BR = X’ = { stetige, lin. Funktionale auf X} ist BR

Definition 5.3. Die Folge {ux} C X konvergiert schwach gegen u € X (ur, — u), wenn

(vyug) = (v,u) Yve X'

Es gilt:

1. upy > u=up —u
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5.1 Funktionalanalytische Hilfsmittel

2. jede schwach konvergente Folge (uy — w) ist beschriankt, und
||| < liminf |Jugl|.
k—o00

(Beweis mit Banach-Steinhaus)

3. Sei up, = win X und v, — v in X’
k—o0
= (vk, up) — (v, )
(wichtig fiir Konvergenz von quadrat. Termen in PDGI.)

4. Fir dim X < oo gilt: up — u & up — u

5. Sei K ein kompakter Operator auf X, dann gilt:
up = u = Kup - Ku

Bsp: ug(z) = sinkz "2 0 in L2(0,7), aber luell 20 = /5 Vk €N
(aber uy konvergiert weder punktweise noch f.i. !)

Bsp: weitere typische Beispiele mit ||ug|[z2®) = const, aber up — 0 (also {u} nicht
kompakt):

o w, =k V2p(L) mit ¢ € L* N L>. uy — 0 in L*(R) ... lokales Verschwinden der
Folge

o up = kY?p(kx) ... Konzentration an x = 0 (blow-up)

o u, = ¢(x — k) ... Translation

Achtung: Nichtlinearitdten sind i.A. nicht stetig bez. schwacher Konvergenz

Bsp: uip = sin? kz ¥ % # (w—limuy)? = 0;
aber: wy — w in L*(Q) = wi — w? in LP(Q)

Satz 5.4. (schwache Kompaktheit; Satz von Alaoglu):

1. Sei X ein reflexiver BR (d.h. X" = X)), und {uy} C X beschrinkt.
= 3 Teilfolge {ur,} C {ur} und Ju € X mit up, — u .

2. Der BR X habe einen Prd-Dualraum, und {uy} C X beschrinkt.
= 3 Teilfolge {uy,} C {uy} und Iu € X mit u, > u .

5.1.3 Unterhalbstetigkeit

Motivation:
In co—dim. Funktionenrdumen sind “viele” Funktionale nicht stetig bez. glm. Konvergenz
der Funktionen:
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5 Existenztheorie fiir Minimierer

Beispiel 5.5. Lange von Zick-Zack-Kurven:

Sei u(z) := 3 — |z — 1|, z € [0, 1] mit periodischer Fortsetzung auf R.

up(z) == 27*u(2¥r), 2 €[0,1], k€ Ny.

= Linge L(uy) = v/2 Vk, aber glm. Limes: uq(z) = 0
= 1 = L(us) < liminfy o L(ug) = V2

u(x), u(x)

Definition 5.6. Sei X ein BR, F': X — R eine (nichtlineare) Abbildung, {ux} C X eine
beliebige Folge. F' heifst

1. unterhalbstetig, wenn

up — w in X = F(u) <liminf F(ug);

k—o0

2. schwach (folgen)stetig, wenn

up = win X = F(u) = lim F(uyg).

k—o0

(stirkere Eigenschaft als (Folgen-)Stetigkeit !)
3. schwach (folgen) unterhalbstetig (SUHS), wenn

up — u in X = F(u) <liminf F(uy).

k—o0

Bsp 1: F': [a,b] — R aus Graphik ist unterhalbstetig:
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5.2 Direkte Methode der Variationsrechnung

I 5 u

Bsp 2: Jedes lineare Funktional in X' ist schwach (folgen)stetig (ist triviall).

Bsp 3: F(u) = ||u||x ist SUHS (siche Bem. (2) nach Def. 5.3).
ug(z) = sin kx P20 = w(x) in L*(0,7)
O = ||u||L2(O,7r) < ||uk||L2(O,7r) = \/g Vk' € N

Referenzen: [Evl] §8.2, [Jo| §11.4.1-2

5.2 Direkte Methode der Variationsrechnung

Aufgabe: Seien N = 1 und €2 beschréankt mit Lipschitz-Rand. Finde, bzw. zeige Existenz
einer globalen Minimalstelle von

Flu) = /F(Lu(x),Vu(x)) de, U —R
Q

fiir u in einer Funktionenmenge U # {} mit der Dirichletrandbedingung u/|,, = g und
gegebenem ¢ : 002 — R.

e notwendige Bedingung fiir Losbarkeit: F ist nach unten beschrinkt; reicht aber nicht,
vgl. f(x) =e* auf R

Strategie fiir Existenz eines Minimierers: (Programm von Tonelli ~1911)
4 Voraussetzungen an F und U:

1. F sei nach unten beschrdinkt

= Jinf F(u) = m;

uclU
wahle Minimalfolge {u} C U mit
F(uyg) .

— 4 Fragen:
(a) Ist {ur} beschrankt (vgl. e=®)?7
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5 Existenztheorie fiir Minimierer

(b) Konvergiert {ux} gegen ein u (da U oco-dimensional)?
(c) ueU?
(d) F(u) =m?

2. eine Kompaktheitsbedingung (fiir (a)+(b)): Seien die Sub-Level-Sets {u € U | F(u) <
A} schwach kompakt® in einem BR X D U (z.B. durch Beschriinktheit der Level-Sets
in reflexivem BR).
= J schwach konvergente Teilfolge {u,} mit uy, — v in X.

3. Fir (c): Fiir den Limes aus (2.) gelte u € U C X; spezieller sei U schwach abge-

schlossen?.

4. Fir (d): F sei schwach unterhalbstetig in X:

= F(u) < liminf F(ug,) = lim F(ug,) = m; also: F(u) = m,

j—00
=  ist Minimierer.

Bem: Beschriinktheit und schwache Kompaktheit der Sub-Level-Sets {u € U | F(u) < A}
in (2) ist leichter zu erhalten in grober (d.h. schwécherer) Topologie (da F(u) ||ulx
“kontrollieren” muss); aber SUHS in (4) leichter in feiner (d.h. stérkerer) Topologie (da
dann stdrkere Voraussetzungen an uy, — u gelten) — gegenldufige Erfordernisse. Wahl
von X oft schwierig.

konkrete Beispielklasse:
Annahmen an F (fiir ein beliebiges aber dann festes ¢ € (1,00)):
e Jda >0, 8 >0 mit

F(z,z,p) > alp|! =B, Ve, ze€R, peR". (Koerzivitit von F') (A2)

= F(u) > af|Vul|T,q) — 7 (Koerzivitit von F) (5.4)

mit v = B|Q|, und F(u) — oo fir | Vul|p« — 0.
= F auf ganz U definiert mit Werten in [—~, +00].

Fiir obiges ¢ wihlen wir X := W(Q), U := {u € X | wulspg = g} mit 1 < ¢ < oo, und
g : 02 — R sei so gegeben, dass U # {}. |Dafiir ist z.B. g € L(0f2) notwendig.]

Wegen Koerzivitit (5.4) = Minimalfolge {uy,} ist beschriankt in Wh9(Q)
= 3 schwach konvergente Teilfolge {uy,} und ein v € U C W4(Q) mit:

U, — U in L9(Q),
Vu, — Vu in LI(Q,R")

— Problem: F nichtlinear & (nur) schwache Konvergenz von V.
= F: WH(Q) — R i.A. nicht schwach stetig.

'D.h., jede beschriankte Menge hat eine schwache konvergente TF.
2D.h.: Sei {ug} C U mit uy —u. = u € U.
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5.2 Direkte Methode der Variationsrechnung

. F sei schwach unterhalbstetig auf W4(() (A3)

(folgt z.B. aus Konvezitit von F bez. p — siehe Satz 5.7)

Laut notwendiger LHB (Lemma 3.8(b) + Satz 3.9 fiir N = 1):
g—;F(as, u, Vu) > 0 (d.h. lokale Konvexitét bez. p an u(z)) notwendig fiir Minimum an u.

Konvexitat liefert auch SUHS:

Satz 5.7. (Tonelli) Sei F' glatt, nach unten beschrinkt, und F(z,z,-) : R" — R konvex
Ve e, zeR.
= F ist schwach unterhalbstetig auf W14(Q), 1 < ¢ < cc.

Bewess.

1. Sei up — u in WH(Q).
Definiere [ := liminf,_o F(ux) > —o00, bzaw. [ = lim;j_, F(ug,) fiir eine Teilfolge.
Sei | < oo, sonst Folgerung trivial. z.z.: F(u) <.

wegen kompakter Einbettung: uy, — u in LI(€).

= fiir (ev. weitere) Teilfolge gilt uy, — u f.ii. in Q.
(1t. Korollar von Weyl zu Satz von Riesz-Fisher {d.h. L' ist vollstindig}, [RS1] §I.3)

2. lt. Satz von Egoroft:
Da uy, — u f.ii. in 2 =
Ve > 0 3 mekbare Menge R. C Q2 mit |2 — R.| < e und

ug, — u glm. auf R, (5.5)

o def. 5. :={z € Q| |u(z)| + |Vu(z)| < 1}
= 0-5]=%0
e def. T.:=R.NS. = |Q—T.] =30

3. da F nach unten beschrinkt, sei oBAA F' > 0 (andernfalls betrachte FF = F+§ > 0)
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5 Existenztheorie fiir Minimierer

—
: p
Vu Vg,
F>0
= F(ug) = /F(x, ug, Vug) de > /F(sc, ug, Vuy) dx
Q T.
<z
F konvex =
> /F(w,uk, Vu) dx +/VPF(x,uk,Vu) (Vup — Vu) dx
S—— N ~ 4
T: konv. glm. auf T, T konv. glm. auf T,
k=Fkj — o0 1 wegen (5.5) | (5.6)
= [ = lim F(uy) > /F(m,u,Vu) dex + 0

T:

da: V,F(x,ug, Vu) — V,F(x,u, Vu) glm. auf 7., also in LY (7%); und Vau, — Vu
in LY(T,).

Trick:

o F(x,uy, Vuyg) ist nichtlinear in Vug mit Vury — Vu in L9 = keine Konver-
genzinformation.

e (5.6) (=Tangente an der Stelle Vu liegt ,unter” F, da F konvex) ist linear in
Vuy = Grenziibergang in linearer unterer Schranke moglich.

also Ve > 0: [ > fTE F(z,u,Vu) de = [, F.(z,u, Vu) dz.
e mit monotoner Konvergenz fiir F.(z) := F(z,u, Vu)xr.(z) > 0, da 7. ~ Q:

I > / Fla,u, V) dz = Fu).

Q
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5.2 Direkte Methode der Variationsrechnung

Bemerkung 5.8. 1. Satz 5.7 gilt analog fiir N > 1: [Evl] §8.2.4

2. Umkehrung von Satz 5.7: Sei n = 1 (also Q = I) und N € N. Sei F SUHS auf
Wha(I) fiir ein ¢ € (1, 00). )
= F(z,2z,+): RN — Rist konvex V(z,2) € I x RY (Beweis: [vdM] §4).

Satz 5.9. (Ezistenz von Minimierern)

Sei F glatt, koerziv (d.h. (A2)) und konvex in p und U # {}.
= Ju € U mit F(u) = mingep F(w).

Bewess.

1. def. m :=inf, ey F(w) < oo (sonst Aussage trivial).
Sei {ux} C U Minimalfolge:

F(ug) = m. (5.7)

2. Beschrianktheit von {uy}:
oBdA sei § =0 in (A2), sonst betrachte F=F+§

= F(w) 2 of| V|7,

Mit (5.7) folgt:

SL;p | Vg o) < o0 (5.8)

e wihle w € U beliebig = uj, — w € Wy(9)

= (mit Poincaré-Ungleichung):
lukllze < fluk — wllze + [[w]| Lo

(5.8)
< |Vu, —Vwllpa+¢ < ¢ VkEeN

= {ug} beschrinkt in WH9(Q)
3. Laut Satz von Alaoglu: 3 Teilfolge mit uy,, — u in Wh9(Q2).

z.z.: u € U, d.h. u|gpg = g.

up, —w € Wy 4(Q) ... abgeschlossener Teilraum von W'4(2), und auch schwach ab-
geschlossen (da laut Satz von Mazur: Eine konvexe, abgeschlossene Teilmenge vom
BR X ist schwach abgeschlossen.)

= u—weE Wol’q(Q) = ulsg = wlon = ¢
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5 Existenztheorie fiir Minimierer

4. Laut Satz 5.7: F ist SUHS, d.h. F(u) < liminf; o F(ug,) = m
e DauecU:F(u)=m=min,ey F(w).

|
Eindeutigkeit des Minimierers, falls F' (nur) strikt konvez in p (aber nicht notwendi-
gerweise glm. konvex, d.h. %271; >0 >0) ist:

Satz 5.10. F sei stetig und erfiille Vo € §Q :

F(z,(1 =Xz + Azo, (1 = N)p1 + Ap2) < (1 =AN)F(x,21,p1) + AF(x, 22, p2) (5.9)
YA € (0,1);V(z1, 1), (22, p2) € R™™ mit py # p,.

= Ein Minimierer u € U = {u € W"(Q) | u|po = g} von F ist eindeutig.

Beweis. Seien uy # uy € U Minimierer mit F(uy) = F(ug) = m.

= 30 C Q mit p(y) > 0, so dass Vuy(x) # Vug(x) fiir fa. 2 € Oy (andernfalls wére
U = uy wegen ujlgg = Uslaq)-

Auf © gilt in (5.9) f.i. die strikte Ungleichung, auf Qy := Q\; aber nur “<:

F((1 = Nug + Aug)
_ / Fla, (1= M (2) + Aia(2), (1 — \)Var () + AVua(2)) da

Q1UQ
<(1=2X) /F(x,ul(x),Vul(x)) dx + )\/F(.I,UQ(.I), Vus(x))de =m
Q Q
Widerspruch zu “u; 5 sind Minimierer,” da (1 — X)uy + Aug € U. [ |

Beispiel 5.11.

F(u) := / |Vul? + fudzx ~ min in HY(Q) mit f € L*(Q) geg.
Q

[vel. (4.19) fiir stationéres Stokes-Problem; dort u € R3]

Poincaré || f||2 2
Flu) = Cllulzy = [ flleellullmg >~ 4CL,

also F nach unten beschrénkt; Minimalfolge beschréankt in Hj(Q) = u, — u in Hy(Q).
F(x,z,p) = |p|*> + f(z)z erfiillt VSen von Satz 5.7 nicht (da f(x)z nicht nach unten
beschrankt);

aber F(u) SUHS, da [, |Vu|? dz SUHS laut Satz 5.7 (bzw. = ||ul|3,) und [, fudz schwach
stetig. ’

Eindeutigkeit des Minimierers laut Satz 5.10. ]
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5.3 Minimalfldchenproblem

Beispiel 5.12. F(p) := |p|? (¢ > 1 fest) ist strikt konvex im Sinn von (5.9), erfiillt Koerzi-
vitét (A2). = F hat eindeutigen Minimierer in U = {u € W'(Q) | u|sq = g} falls U # {}.

zugehorige Euler-Lagrange-Gleichung:

{—diva(Vu):O , €

u=g , x &) (5.10)

mit a(p) := VF(p) = qlp|*~*p.

(5.10) ist degenerierte elliptische Gleichung fiir ¢ > 2.

Wihrend in §2 die Euler-Lagrange-Gleichung fiir ein gegebenes Variationsproblem herge-
leitet wurde, kann auch die auch die umgekehrte Perspektive relevant sein: Zur Existenz-

analyse der nichtlinearen PDE (5.10) bietet sich die Umformulierung als Variationspro-
blem an. 0

Referenzen: [Evl] §8.2, [St] §1.1, [Gr| §3, [vdM]| §4-5, [Jo] §11.4.1-2

5.3 Minimalflachenproblem

Sei Q0 C R? beschrinkt, 0 glatt. Minimiere

Flu) = / V14 |Vu|? dx (5.11)
0

mit ulgn = g.

Probleme:
e F nicht koerziv in W'4(Q), 1 < ¢ < oo, da F(p) = /1 + |p|? nur linear in [p|
wachst.

e F ist koerziv in Wh1(Q), aber W11(Q) ist nicht reflexiv (nicht einmal ein Dualraum)
— Satz 5.4 von Alaoglu nicht anwendbar

e fiir Q) nicht konvex hat (5.11) nicht immer eine klassische Losung u € C?(Q)NC(Q).

e Problem: Minimalflichengleichung (1.1) zwar glm. elliptisch, aber Koeffizientenma-
trix des Hauptteils

A:< l—l—ufc2 — U, Uy > >

2
—Ugy Uy, 1+ ug,

kann unbeschrénkt sein (z.B. bei €2 mit einspringender Ecke)
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5 Existenztheorie fiir Minimierer

Bem: Fiir © konvex und g mit ,beschrankter Steigung” (in geeignetem Sinn) kann man
zeigen (|Ze| §52):

(5.11) hat einen Minimierer u € W1(Q) = C%1(Q2) = betrachte folgendes leicht modifi-
ziertes Problem:

Satz 5.13. Sei (fir R > 0 fest)
0 = {u e W) ullws =@ < Fs u = g auf 92} # {}
= Jup € U mit F(ug) = min, 5 F(w)

Beweis. 1. da F(u) > 0: withle Minimalfolge {u,} C U, also F(uz) — m. Das alleine
impliziert aber nicht die Beschranktheit von {uy}!

e laut Problemmodifikation:

[urllcoriy == m§(§<|uk($)| + Lip(ux) = [|urllwi=@) < R,

{uy.} also gleichgradig stetig auf Q.

e laut Satz von Arzeld—Ascol_i: )
3 Teilfolge {uy, }, die auf 2 gleichméfig gegen ein up € U konvergiert (wegen
der GleichméfRigkeit erfiillt ug auch die RB ur = g.).

= 3 (weitere) Teilfolge mit uy, — ug in H' ().

F(p) =+/1+|p|* > 0, konvex

e lt. Satz 5.7 (Tonelli):

F(ugr) < lim Flug,) =m

j—00

= up ist Minimalstelle.

Bem:
1. Die Losung des modifizierten Problems in U ist laut Satz 5.10 eindeutig.

2. Man kann zeigen [Hul: Falls |[ug||w1.@) < R, dann ist up sogar Minimalstelle auf
U:={ueW>(Q)|u=gauf 9Q}.

Existenzresultat fiir allgemeinere 2 (also nicht notwendigerweise konvex) [Hul:
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5.3 Minimalfldchenproblem

Satz 5.14. Sei Q2 C R" ein beschrinktes Gebiet mit 0§) € C?, und O habe nicht negative
mittlere Krimmung. Sei g € C*(Q). = 3 schwache Lisung u € WH>*(Q) der Euler-
Lagrange Gleichung

Vu - Vv J
V1+[Vul?
Q

mit u = g auf 0S2.

r=0 Yove Q) (5.12)

Bem: Die Kriimmungsbedingung ist hinreichend und notwendig dafiir, dass (5.12) Vg €

C?(Q) 16sbar ist.
Beispiel 5.15. Sei Q := {z € R?*|§ < |z| < 1}; an |z = § ist also die Kriimmung
negativ. Sei
—a <0, |z|]=1
g(r)z{ ! |

0, x| =
Beh: Fiir « hinreichend grofs gibt es keine Minimalstelle.

Bew, dass es keine Minimalstelle u = u(r) gibt:
Die radialsymmetrische EL-Gleichung

d ru'(r) 1
— | ————1] =0, —-<r<l1
dr 1+ u/(r)? 2

ru'(r)

1+ u'(r)? B
Es gilt ¢ > 0, da u'(ro) > 0 fiir ein 79, und damit auch «/(r) > 0 auf (3,1).

ru'(r) =cy/ 1+ (r)? > ci(r)

impliziert r > ¢ Vr € (3,1) = 0 < ¢ < 1. Auflésen nach v’ liefert

liefert

u' = % mit der Randbedingung u(1) = 0.
—c

= 0> (1)> (1) 11 !
Ue(=) 2 Ups(z) = =z In = -
5 052 5 2+\/§ 0

Die RB an r = % kann also fiir o grof nicht erfiillt werden.

anschauliche Begriindung: uf;(3) = oo = Fiir @ > ag verlduft die “Lésungsfliche” zu-
nachst vertikal entlang des Zylinders r = % bis zur Hoéhe u = —ag. u ist dann aber keine
Funktion mehr. n

Referenzen: |Ze| Problem 52.1; [Hul]
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5 Existenztheorie fiir Minimierer

5.4 Polykonvexitat

e LHB (3.5) ist notwendige Bedingung fiir Minimum an u (Lemma 3.8b + Satz 3.9);
e N =1 oder n = 1: notwendige LHB < F ist an u konvex in p (Bem. 3.10);

e N > 1und n > 1: notwendige LHB viel schwécher als Konvexitdt von F' in p; diese
war VS fiir Satz von Tonelli.
= SUHS von F fiir N > 1 auch unter schwécheren Bed. als p-Konvexitat moglich.

Anwendung: nichtlin. Elastizitét
Q C R®... (beschrinktes) Gebiet des unverzerrten Korpers, “Referenzkonfiguration”

u : Q — R®... Deformationsfeld beschreibt Auslenkung jedes inneren Korperpunktes
x € Q zur neuen Position u(x). v muss injektiv sein; werden wir aber nicht benutzen.

Randbedingung: u o g ... geg.: Deformation der Oberfliche bewirkt Deformation des
Q

Inneren.

u ou(x)

|

Referenzkonfiguration deformierte Konfiguration

e Jacobi-Determinante det Du(z) gibt lokale Volumsinderung an; det = 1: keine An-
~——r
€R3><3
derung.

Annahme: det Du(x) > 0, d.h. keine Spiegelungsdeformation (da physikalisch sinn-
los)

e lineare Elastizitdtstheorie: Spannung(stensor) hingt linear vom Deformationsgradi-
enten Du ab (vgl. Hooksches Gesetz); Deformationsenergie quadratisch in Du.

e (nichtlineare) hyperelastische Materiale: 3 Funktion F = F(z, Du(z)) zur Beschrei-
bung der gespeicherten Energiedichte

— Gleichgewichtszustand ist Minimum des Energiefunktionals

F(u) := /F(x,Du(x))dx, ueU.

(Annahme: keine thermischen oder “Memory-Effekte” der Deformation)
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5.4 Polykonvexitat

e Extrem grofe/kleine Volumsverzerrungen benétigen oo viel Energie =

F — oo fiur det Du — 0 oder det Du — oo

= F ist nicht konvex in Du (— Ubung), aber polykonver (geeignete VS fiir viele
elastische Anwendungen).

Definition 5.16. Sein = N und F = F(z,z,p,detp) : Q@ x R” x R™" x R — R glatt
mit:

die Abbildung (p,r) — F(x,z,p,r) ist konvex Vx € Q, Vz € R". (A4)

Dann heifit F polykonvex. [Das ist ein schwacherer Begriff als p-konvex.|

Lemma 5.17 (schwache Stetigkeit von Determinanten). Sein < g < oo und up — u in
Wha(Q,R™) mit Q C R™ beschrinkt.

= det Duy, — detDu  in L= (Q).

Dieses Resultat ist bemerkenswert, da det ja n—fache Produkte enthélt, Nichtlinearitaten
aber i.A. nicht stetig bez. schwacher Konvergenz sind.

Bewers. Schritt 1:
Notation: Sei A € R™*". Die Cofaktor-Matriz cof A € R™*"™ hat die Elemente

(cof A)y; == (—1)™ det(AY),

wobei AY € R®=Dx("=1) durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte von A entsteht.
Es gilt

(det A)I = A(cof A)T. (5.13)

Sei w € C*(,R™). Da

n

5 —(cof Dw)y; =0 Vi=1,...,n (— Ubung) |, (5.14)
Lj

j:

git Vi=1,...,n

(5.13) ow;
det Dw Z 6% (cof Dw);; Z o, [w;(cof Dw);;] . (5.15)

Jj=1 Jj=1
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5 Existenztheorie fiir Minimierer

— Jacobi-Determinante det Dw hat Divergenz-Struktur! In der Anwendung w := uy, gilt:
Der 1. Faktor des Vektorfeldes [w;(cof Dw);;] hat keine Ableitung (— starke Konvergenz),
der 2. Faktor ist ein (n — 1)-faches Produkt mit Determinanten-Struktur.

Fir v € C3°(92) gilt:

/vdet Dwdx = Z/ [w;(cof Dw);;]dx Vi=1,. (5.16)

Schritt 2:
It. VS: up — win Whe esey L9 [

-7
1+qg—n

= up — u in L*(Q)
Schritt 3:

<q.

Induktion fiir schwache Konvergenz der m x m-Subdeterminanten:

e m =1: 1t. VS gilt ja: (Duy);; oo (Du);j in LY(2) VI<i,j<n. V

e z.B. Schritt m=n—1— n:

Also gelte Ym x m-Subdeterminanten Mj von Duy:

M, "2 M in L (Q),

q

n—1

e Sei v € C°(Q2). Durch Standardapproximation von wuy durch w € C*(Q,R") in
(5.16) gilt Vi =1,...,n;k € N:

also: cof Duy == cof Du in L(Q),s =

/'Udet Dukdx = Z/ (cof Duk)” dx

Q Acof Du in L%’
—)Ux u; in LS

n

oo —Z/—ul (cof Du),;dz
=19

16) / v det Dudx
Q

also:  det Duy — detDu  in D'(Q) (5.17)
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e Laut VS: det Du € L= (); {Duy} glm. beschréinkt in L9(Q), da schwach konvergent
= {det Duy,} glm. beschrinkt in L= (Q) = 3 schwach konvergente Teilfolge (aber
ev. mit “falschem” Limes).

Wegen (5.17): det Duy, — det Du in L7 (Q). [ |

Bemerkung 5.18. Lemma 5.17 liefert schwache Konvergenz von nicht-linearen Termen
(n-fache Produkte in det Du), ermdoglicht durch die Divergenz-Struktur von det Du. Das
ist Anwendung der kompensierten Kompaktheits-Methode von Murat, Tartar [Tal.

Satz 5.19. Sein < g < oco. Sei F' glatt, nach unten beschrinkt und polykonvex. = F ist
SUHS in Wh(Q, R™).

Beweis. Idee:
Sei uj, — w in WH4(Q,R"). Lt. Lemma 5.17:

det Duy — det Du in L= (Q).

analog zu Satz 5.7 (von Tonelli):
Sei oBdA F > 0:

F>0
F(ug) :/F(x,uk,Duk,detDuk)dx > /F(a:,uk,Duk,detDuk)dm

Q T:
F polykonvex

> /F(w, ug, Du, det Du)dx

Te
/ (x, ug, Du,det Du) : (Dug — Du) dx
Op N
konv. gh’n auf T. —0in L1
oF
+ ar — (x, ug, Du, det Du) (det Duy, — det Du) dx.
= konv. glm. auf Tt —0in La/7
Letzte 2 Integrale — 0 fiir £ — oo. |

Folgerung 5.20. Sein < q < oo. F erfille die Koerzivititsungleichung (A2) und sei
polykonvex, glatt. Sei {} # U C Wh1(Q,R").

= Ju e U mit F(u) = mi(rjl}"(w).
we

Referenzen: [St| §1.3, [Ev1] §8.2.4, [RR] §10.2.1, [Ev2]
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5.5 Hindernisprobleme / Variationsungleichungen

Beispiel 5.21. Variationsungleichung fiir skalare Funktion:
ges: Minima der glatten Funktion f : [a,b] — R

— 3 Moglichkeiten:
(i)  fl(zg) = 0 , fiirxzg € (a,b);
i) fl(xo) > 0 , firzo=gq
(iii) f'(zo) < 0 , firazo=0».

Zusammenfassung:

f(xo)(x —20) >0  Va € [a,b] (5.18)

Beachte: Fiir innere Punkte xo € (a,b) gilt: (z — o) kann beide Vorzeichen haben, und
daher: (5.18) = f(x) = 0. O

e Sei f € L*(Q). Lt. PDGI-VL (+ Bsp. 5.11): u € H}(Q) ist (eindeutiger) Minimierer
von

F(u) = /%|Vu\2 — f(z)udz

Q

& u € HY(Q) ist (eindeutige) Losung der Variationsgleichung

/Vu -Vodr = /fv dr Vv e Hy(Q), (5.19)
Q Q

also schwache Losung der Fuler-Lagrange Gleichung:

-Au = f , Q
u = 0 , 0.

e Wir betrachten nun ein konkretes Beispiel fiir ein Hindernisproblem:

1
F(u) := / §]Vu|2 — fudz —> min (5.20)
Q
inU = {u € H}(Q)|u > hfiiin Q}, mit gegebenem, glatten Hindernis h: Q — R;
2 C R” sei beschrankt mit 02 glatt. U ist dann konvex und (schwach) abgeschlossen.

Satz 5.22. Sei f € L*(Q) und U # {} =
1. (5.20) hat eine eindeutige Losung u € U,
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5.5 Hindernisprobleme / Variationsungleichungen

2. w erfillt die Variationsungleichung

/Vu~V(w—u)dx2/f(w—u)dx Yw e U. (5.21)
Q Q
3. (5.21) hat eine eindeutige Losung u € U. Die Abbildung f — w ist Lipschitz, d.h.
Je >0 mat
Jur — szl ma ) < cllfi = follz2)- (5.22)

Bem: vgl. (5.22) mit Losungsabschétzung fir —Au = f (siche PDGI-VL).

Bewess.

1. Existenz und Eindeutigkeit ist analog zu Bsp. 5.11 (dort ohne Hindernis).
Schwache Abgeschlossenheit von U:

up — win Hy(Q) = uj, — v in L*(Q);
up > hfi. =u>hfi =uel.
2. a) sel w € U beliebig
=u+7(w—u)elU VY0<7<1(daU konvex)
Fir ¢(7) :== F(u+ 7(w — u)) gilt:
6(0) < 6(r) 0 <7 <1; also ¢/(0) >0

Bem: Wegen der NB u > h wurden hier nur einseitige Variationen von u
verwendet!
b) sei nun 0 < 7 < 1:

¢(1) — 6(0)

T

:...:/VU-V(w—u)—l—g]V(w—u)]Q—f(w—u) dz.

Mit 7 — 0 folgt:
0 < ¢'(0) —/Vu-V(w—u)—f(w—u)dx
Q
3. Seien (u;, f;);i = 1,2 Losungen von (5.21).

Wiéhle w = usy fiir u;-Ungleichung:

/Vu1 - V(ug —uy) de > /fl(UQ —uy) dz
Q Q

I6)



5 Existenztheorie fiir Minimierer

Index-Vertauschung, addieren

1 9 Poincaré 9
= ol —ualy " 900 - ) o
Q

IN

/(fl = f2)(ur — up) d

< A = Blleellen — usllm

Bemerkung 5.23.

1. Typischerweise gibt es eine (relativ abgeschlossene) Ubereinstimmungsmenge C :=
{r € Q| u(z) = h(x)} mit dem freien Rand 0C N .

2. (5.21) ist schwache Formulierung von u > h, —Au > f, f.i. in Q; v = 0 auf 09.
Begriindung: Sei v € C§°(2), v > 0, 0 < 7 < 1. Verwende w := u+7v € U in (5.21).

3. Auf der (offenen) Menge O := {z € Q | u(z) > h(z)}? gilt —Au = f, f.ii.; d.h. die
Nebenbedingung v > h ,wirkt” auf O nicht.
Begriindung: Fiir 99 glatt gilt u € H?*(Q), siehe [KS]|. Sei v € C5°(O) fest.

= fur |7| klein gilt: w :=u+7v > h; alsow € U

(5.21) = T/(Vu -Vv — fv)dz >0, fur 7 pos. und neg.!
)

ﬁ/Vu-Vv—fvdx:() Vv e C5°(0) .
0

,Penalty”’-Methode fiir Hindernisprobleme:

Problemstellung: Wahrend die Variationsgleichung (5.19) ein geeigneter Ausgangspunkt
fiir eine numerische Losung (z.B. mittels FEM) ist, trifft das auf die Variationsungleichung
(5.21) nicht zu.

Ziel: Approximation der Losung u € U := {H}(Q) | v > 0} von (5.20) durch nichtlineare
elliptische Probleme (¢ > 0, H ... Heaviside Fkt.):

—Aug—k%uaH(—ua) = f, Q

W — 0 o0 (5.23)

Der Term tu.H(—u.) “bestraft” das lokale Verhalten u.(z) < 0.

3Die Ungleichung u(z) > h(x) “im H!-Sinn” ist in [KS, Def 11.6.7| durch lokale GleichmiRigkeit (also
um jedes x € O) definiert. Diese Gleichméfigkeit gilt wegen der endlichen Teiliiberdeckbarkeit (Satz
von Heine-Borel) auch VK CC O.
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5.5 Hindernisprobleme / Variationsungleichungen

Satz 5.24. Sei f € L*(Q), Q C R™ beschrinkt mit glattem Rand. Sei u. € H(Q) die
(eindeutige) schwache Lisung von (5.23). 4
= u. — u in HY(Q) fir e — 0, wobei u die Lisung von (5.21) ist.

Beweis.

1. a-priori Abschétzungen:

multipliziere (5.23) mit w. ; [, ... dz

1
:>/|Vu€|2 dac—kg/uf dx:/fu6 dx (5.24)
Q Q

Qo

mit Q- :={z € Q | u.(z) <0}

a)

Poincaré

= luclliz < COlVuelfzg) < C/fus dz < O\ fllr2@) l|uel 2@
Q
= ||u5||L2(Q) < C”f”LQ(Q) Ve >0

aus (5.24): ||Vu5||i2(9) < C’||f||%2(m Ve >0
also: {u.} glm. beschrankt in H}(€2).

= (mit Satz von Alaoglu): 3 Teilfolge mit u. — w in H(Q) und u. — w in
L*(Q).

aus (5.24):

1
E/ugdmg/fuadeC'HfH%Q(Q) Ve >0
Q

Qg
0 .. .
= u_ 5 01in L?(Q); mit Konvergenzordnung %

= w > 0 f.i. in ; also w € U.

2. Identifikation des Limes:

u. erfiillt laut Def. (5.23):

/VUE - Vo + éuEH(—ug)v dx = /fv dr Yv € Hy(Q) . (5.25)
0 Q

‘Die Existenz folgt z.B. mit dem Fixpunktsatz von Schaefer in L?(2) |[Ev1]; die Eindeutigkeit aus der
Monotonie von b(u) := uH (—u).
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5 Existenztheorie fiir Minimierer

speziell fir v = u,:

/Vug - Vu, + éugH(—us) dx = /fuE dx . (5.26)
Q Q

(5.25) minus (5.26); speziell gilt Vv € U C H}():

>0

1 >
/VuE V(v —u.)+ EueH(—ua)( v —u ) dr = /f(v —u.) dx (5.27)
Q —_— >0 auf Q7 Q

<0

e wegen schwacher Konvergenz in H} (2) gilt (||V-]|z2 ist Norm in H} () und SUHS)
— ev. fir weitere Teilfolge von {u.}:

[Vl > 1 [ Vel 32

aus (5.27):
—/(|Vu5|2—Vu5-Vv) de > /f(v—ue) dx
ye—=0 le—=0
— / (|Vw]* = Vw - Vo) dz > /f(v —w)dzx YveU [= (5.21)]

It. Satz 5.22: w = u € U ist eindeutige Losung von (5.20).

3. Konvergenz der ganzen Folge:
folgt aus Eindeutigkeit des Limes (generelles Prinzip!):

Annahme: nicht die ganze Folge konvergiert

= 3 2 Haufungspunkte, da {u.} beschrénkt.
= Widerspruch zur Eindeutigkeit des Limes.

Anwendungen:

1. Membran oberhalb des ,Hindernisses” {(z, z,11)|zn11 = h(z), x € Q}:

}"(u):/\/1+|Vu\2dx—!>min in U= {ue Hy(Q)u>h}
Q
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5.5 Hindernisprobleme / Variationsungleichungen

// i///(m”l ‘ \

\\\\\k\\

W

Minimalflache iiber Quaderhindernis

2. Biegung eines Stabes (vgl. Splines):

a) ohne Hindernis: betrachte RWP [wobei f proportional zum Biegemoment ist.|

(= s

1 ,O0<z<1
u(0) = wu(l) = 0

Variationsgleichung:

ges: u € H}(0,1) mit
1
/(u’v’ — fv)dr =0 Vo€ Hy(0,1).
0
Losung:

b) Stab soll unter dem Hindernis h(z) := ¢(1 —x), ¢ > 0 liegen, also u(z) < h(z).
Lange des Stabs nicht vorgegeben; Realisierung z.B. durch eine Ose an x = 0.

0 1 0 =0 1

Elastischer Stab ohne und mit Hindernis
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5 Existenztheorie fiir Minimierer

Hindernis-Problem:

—u" = 1, € (0,29) =0
u(0) = u(l)=0
u(z) = h(z), x € [ry,1) =C ... Ubereinstimmungsmenge

T ... freier Rand, durch uw € H?*(0,1) < C'[0,1] bestimmt (Regularitit von u
in [KS]).

Variationsungleichung (analog zu (5.21)):

ges:u € U :={ue Hj(0,1) | uw<h} mit

1

1
/u’(w’—u')d:cz/f(w—u)dw Yw e U
0

0

J]OZ\/%

Bem: C' muss die Form [z¢,1) haben; andernfalls wiirde die Bedingung u|,,
konkav die Erfiillung der RB u(1) = 0 unmoglich machen.

Referenzen: [DL6] §XIX.1.2, [Evl] §8.4, |GH] §1.2, [KS] §IL.6
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6 Nichtkonvexe Probleme

Beispiel 6.1. (vgl. Bsp. 1.6; dort ohne u?)

1

/u(x)2 + (u/(z)? — 1)*dx s min

0

F(u) :=

(6.1)

mit der Randbedingung u(0) = u(1) = 0.

mogliche Anwendung: Aufkreuzen gegen Wind in Fluf mit quadratischem Strémungsprofil
(Abb. 6.1), Ferromagnetismus, Materialwissenschaften (— Mikrostrukturen [Mii])

Abbildung 6.1:

Minimalfolge (Zick-Zack-Funktionen mit u, = +1):

iti .
Jr—, r<wr< -2 i=0,1,...,n—1 6.9
un(x) =4 h . (6.2)
’Ll_x7 2<x<2+1
n n - - n
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6 Nichtkonvexe Probleme

" 12n2 u€Lip[0,1]

1
1 n—oo .
f(un)Z/u2d$= 0= inf F(u), daF(u)>0.
0
Obwohl u,, — 0 (glm. auf [0,1]), gilt

F(lim u,) =F(0)=1%# lim F(u,) =0

n—oo n—oo

Also: F ist unstetig, nicht unterhalbstetig [im Gegensatz zum Langenfunktional in Bsp.

5.5]
Grund: F(z,p) nicht konvex in p

Minimum u von F miisste erfiillen:

ou =10
NURTER
ou — L1 } — unmoglich !
= Problem 6.1 unlésbar; A Minimierer [

mogliche Auswege:

1) Finde (modifiziertes!) Problem bzw. Funktional, das durch Grenzwert(e) der Mini-
malfolgen (des Originalproblems) erfiillt /minimiert wird (— relazierte Funktionale).

2) Verallgemeinere den Losungsbegriff; definiere z.B. eine “Funktion”, die 0 ist aber mit
“Ableitungen” +1 (— Young Mafe).

6.1 Relaxierte Funktionale

Definition 6.2. Sei X ein topologischer Raum, F : X — R := RU {#o00}. Die unter-
halbstetige (UHS) Einhiillende oder das relaxierte Funktional sc=F wvon F ist Vu € X
definiert durch:

(s¢”F)(u) :=sup{®(u) | ®: X = R ist UHS und ®(v) < F(v) Yve X}  (6.3)

Das ist wohldefiniert, da ® := inf F tmmer in obiger Menge liegt.

Es gilt: sc™F ist UHS, und zwar das grofste UHS Funktional “unterhald” von F. F st
UHS & F = sc F.

Definition 6.3. 7 : X — R heifit koerziv, falls jede Folge {u,} C X mit F(u,) <
C  Vn €N (also Folge in einem Sub-Level-Set) einen Haufungspunkt (HP) hat.
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6.1 Relaxierte Funktionale

Satz 6.4. Sei X topologischer Raum, F : X — R.
=
a) Jeder HP einer Minimalfolge von F ist Minimalstelle von sc™ F.

b) Fir F koerziv gilt: sc- F nimmt sein Minimum an:
min s¢” F = inf F
X X

Beweis.  a) Sei {u,} C X Minimalfolge mit HP wuo, und {u,,} Teilfolge mit u,, — uo.

sc” F...UHS
= (sc” F)(uw) < liminf(sc™ F)(un,)
j—00
sc” F<F
< liminf F(u,,)
J—00
Un , + Min.folge
fong RIS e F () (6.4)

veX

Sei ®(u) := inf F(v) konst. Funktional; es ist UHS, < F.

veX
(6.3)
= O(u) = 12)f( Fv) < (sc F)(u) Yue X (6.5)
(6.4) (6.5)
= (s¢” F)(ug) < 12)f( Fv) < (sc F)(u) Yue X.

Also ist ug Minimalstelle von sc™ F.

b) F koerziv = Minimalfolge von F hat HP; der ist laut (a) Minimalstelle von sc¢~F.
|

Idee: Falls F nicht minimierbar (da nicht UHS), ist Minimierung von sc¢~F bestmégliche
Alternative.

In Anwendungen entspricht das oft dem Ubergang zur Modellierung von effektiven /
gemittelten / makroskopischen Grofen. Die (infinitesimale) Mikrostruktur wird dann ev.
nicht mehr aufgelost.

Darstellung des relaxierten Funktionals mit konvexer Einhiillender:

Definition 6.5. Die konvexe Einhiillende einer reellen skalaren Fkt. f,

Cf(p) :=sup{g(p) ‘ g ist konver, g < f},

st die “grofite” konvexe Fkt. < f.
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6 Nichtkonvexe Probleme

Satz 6.6. Sei Q C R" offen, ug € Wh4(Q) fiir ein ¢ € (1,00), F : R® — R stetig mit
colpl* < F(p) < calp|* + ¢ Vp € R™ (6.6)

F(u) = /F(Vu(m))dx

0
fiir skalares u € U == {u € W™(Q) | u —ug € W ()}

= relaziertes Funktional von F bez. der schwachen W'-Topologie ist:

(sc= F)(u) = / (CF)(Vau(z))de.

Q

Beweis. sehr lang: [Jo| §I1.5.2

Beispiel 6.1 (Fortsetzung).

=F>(u)

1 ——
F(u) := /u2 +@? - 1)%dz  auf W,*(0,1)
0 =F2(u)
~——
=F1(u)

Fi(u) ist stetig bez. starker L?-Konvergenz, also auch bez. schwacher W'4-Konvergenz
(wegen kompakter Einbettung W'4(0,1) < L*(0,1) — L*(0,1)).

Satz 6.6 fiir F» ((6.6) impliziert die Wahl ¢ = 4) liefert mit

G(p) = CF(p) = {(p2 R
0 , sonst
1
(sc™F)(u) = /u2 + G(u')dx
0
u =0 (= Limes der Minimalfolge (6.2)) minimiert sc”F (laut Satz 6.4 (a)). O

Beispiel 6.7 (Anwendung in nichtlinearer Elastizitdtstheorie).
Q=0 x(0,L); QY C R?... Referenzkonfiguration (vgl. §5.4)
u:Q — R3... Deformationsfeld

Betrachte Scher-Deformation

u(z1, T2, 3) = (71, T, T3 + (1, T9))7,
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6.1 Relaxierte Funktionale

F2<p)7 G(p)

SN,

1 0

0
mit Du = 0 1 0

9o 9p 4
o1 Oxo

; mit Randbedingung ¢ = ¢ auf 0€'.

det Du = 1 zeigt Inkompressibilitéat.
Betrachte hyperelastisches Material mit Energiedichte der Form

F(Du) = Fi(sp[Du - Du']) = F(|Vp(z)]),

sp(Du-Du’) =3 + ¢ 24— Gl 2—3+\V 2
P N 8951 8.1’2 N v

In Anwendung: F(0) = 0, F’(\) > 0 aber F' nicht konvex, z.B.:

relaxiertes Problem:

(sc= F) () = / CF(|Ve(x)))dz -5 min

Referenzen: |[RR] §10.2.2, [Gr] §3.4, [Jo] §IL.5, [Da] §A.2.1
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6 Nichtkonvexe Probleme

6.2 ['-Konvergenz

[von De Georgi, 1975]

Ziel: Einfiihrung eines “niitzlichen” Konvergenzbegriffs fiir eine Folge von Funktionalen.

Frage: Es gelte F,, — F in geeignetem Sinn.

Welcher Konvergenzbegrift “F,, — F 7 impliziert Konvergenz der Infima m,, := in)f( Fo(u) —
ue

m = in}f{ F(u) bzw. der Minimalstellen u,, — u (falls existent) 7
ue

2 mogliche Antworten:
o F, — F glm. auf X = m,, —» m.

o Sei F,, = [, Fu(x, Vu(z)) de; Q@ C R™ beschrénkt; fiir f.a. 2 € Q: F,(x,-) konvex auf
R™ Vp € R" gelte: F,(.,p) — F(.,p) punktweise f.ii. in € (+ technische Bed.)
= U, — u, m, — m (Details: Th. 5.14, [DM]).

Beide Konvergenzbegriffe fiir viele Anwendungen zu stark, trotzdem m,, — m moglich:
Beispiel 6.8. Q2 = (0,1), F,,(z,p) = (24sinnz)p* = F(p) = 2p*, U := {u € H'(0,1) | u(0) =
0, u(l) =1}.

Aus expliziter Losung der EL-Gleichungen:
m, "= /3 aber m = F(u=x) =2 [ (u)?dz = 2.

Richtiger “Variationslimes” des Homogenisierungsproblems {F,} berechenbar (Details:
Ex. 25.4, [DM]; vgl. Satz 6.20):

Flu) =+/3 fol(u’ )2 dr = Konvergenz der Minima und Minimalstellen. O

Definition 6.9. Sei X topologischer Raum, der das 1. Abzihlbarkeitsaziom ' (AA) erfillt.
Sei F,: X = R, (n € N) eine Folge von Funktionalen. F, heifit T-konvergent gegen F,

F=I—- lim F,,
n—roo

wenn

(i) ¥V Folgen {u,} mit u, — u € X:

F(u) < liminf F, (uy,);

n—oo

(ii) Yu € X : 3 Folge u, — u mit

Flu) = nh—>nolo Fuluy) (“recovery sequence”).

Yz € X : 3 abzihlbare Umgebungsbasis, d.h. 3 Folge U;,j € N von offenen Umgebungen, sodass V
offenen Umgebungen U mit x € U gilt: U; C U fiir einen Index j € N.
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6.2 I'-Konvergenz

Bem: Laut (i) ist F eine “gemeinsame asymptotische untere Schranke” fiir die F,; (ii)
garantiert deren Optimalitét.

Lemma 6.10. Der I'-Limes ist (falls existent) eindeutig.

Beweis. Seien F,G 2 I'-Limiten von {F,} mit F(u) < G(u) fir ein u € X.

Laut (ii): 3 Folge u,, — u mit

F(u) = lim Fp(u,) < G(u) (_2 lim inf F, (uy,)

n—00 n—00
Widerspruch. |
Bemerkung 6.11. Die schwache Topologie auf beschrinkten Mengen von LP(S2), W*P(Q),
1 < p < oo erfiillt das 1. Abzéhlbarkeitsaxiom. Aber: co-dimensionale Banachraume (mit

der schwachen Topologie) erfiillen es nicht (siche §1 in [DF|, §8 in [DM]; §11.6.1 in [Jo]).

Beispiel 6.12. F, : R — R

1 , T 2%
Fulr) =qnz , —Lt<z<-<
-1 ) x S _%
1 x>0
= Flz) = (T — lim F,)(z) = ’
(@) = (0~ m 7)) {_1 S
da 2, := -1 — 0 = z, lim F,(—%) = —1 = F(0). Man beachte den Symmetriebruch,

schon in Def. 6.9 )
Aber punktweiser Limes: F(z) = sgn(z).

O

Beispiel 6.13. 7, : R — R, F,(z) = sinnz = (I' = limF,)(z) = —1; aber F,
konvergiert nicht punktweise; schwacher Limes = 0.

It. Def.
(i) F(z) = =1 < liminf F,(x,) v

n—o0

—_————
>—1

. 3+ 4k
(i) Ful( o m)=—-1 VkeZ

—

=Tk,n

Jedes x € R kann in {z,} bel. gut approximiert werden; also

F(z)=—1= lim F,(z,) fiir geeignete Folge x,, — x. O

n—oo
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6 Nichtkonvexe Probleme

ST+

Beispiel 6.14. X erfiille das 1. Abzahlbarkeitsaxiom. Sei
Fo=F: X =R

eine konst. Folge = T —limJF, = sc F, die relaxierte Fkt., also ev. anders als F!
(siche Satz 6.19) O

Definition 6.15. Sei F: X — RU {oo} mit in)f( F(v) > —o0.
ve
Sei e > 0 fest. u € X heifit (ein) e-Minimierer von F, falls

F(u) < inf F(v) +e

veX

Bemerkung 6.16. e-Minimierer 4 immer. v ist Minimierer < u ist e-Minimierer Ve > 0.

Satz 6.17. X erfiille das 1. Abzihlbarkeitsaziom. Seien
F.Fo: X >R und F=T—1limF,.

Sei weiters in)f( Fn(v) > =00 Vn eN.
vE

Sei u, ein e,-Minimierer von F,, mit €, — 0, u, — u € X. Dann gilt:
1. u ist Minimalstelle von F,

2. F(u) = li_}rn Fo(un).

Beweis. (1) Sei v € X beliebig. Nach Definition (ii) der I'-Konvergenz existiert eine Folge
{vp} mit v, - v und F(v) = lim, o0 Fn(vn). Da u, ein ,-Minimierer von F, ist, gilt
Fo(vy) > Fo(u,) — €, und damit

F(v) = lim F,(v,) = liminf F,(v,) > liminf(F,(u,) — €,) = iminf F,, (u,).

n—o0 n—oo n—oo n—o0
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6.2 I'-Konvergenz

Andererseits gilt wegen Definition (i) der I'-Konvergenz, dass F(u) < liminf,, o Fp(u,) <
F(v). Also ist v Minimalstelle von F.

(2) Nach Definition (ii) der I'-Konvergenz existiert eine Folge {v,} C X mit v, — u und

F(u) = lim F,(v,) = limsup F,(v,) > limsup(F,(u,) — &)

n—0o0

n—oo n—oo
= limsup F,(u,) > liminf F,(u,) > F(u) (It. (i) von Def. 6.9).
Nn—00 n—0oo
= lim sup F,, (uy,) = liminf F, (u,) = F(u),
n—00 Leaas s
woraus die Behauptung folgt. [ |

Korollar 6.18. X erfiille das 1. Abzihlbarkeitsaziom. Seien F,F, : X — R und F =

I' — lim F,,. Sei u,, Minimierer von F,.

Falls u,, »uw = u minimiert F und F(u) = lim F,(uy,).

n—oo
Satz 6.19. X erfille das 1. Abzdihlbarkeitsaziom. Seien
F.Fo: X >R und F=I—lmF,.

= F ist UHS.

Beweis. Andernfalls Ju € X und eine Folge u,, — u mit

lim F(uy,) < F(u). (6.7)

m—0oQ

. . , n—00 .
Wegen I'-Konvergenz: Vm gilt: 4 Folge u,,, — u,, mit

lim F(tUmpn) = F ().

n—o0

Der Einfachheit halber sei —oo < lim F(u,,), F(u) < 0.

N 1 (6.7)
Sei § := —(F(u) — lim F(up)) =0
«l m—0o0
VYm € N : dn,,, mit
Fom Umn) — F () < 6, (6.8)
lim up, p,, = u, lim n,, = oo.
m—r0o0 m—0o0

= \V(\,gon 1“-K0nv0rg011z von {fnrm }:

F(u) <liminf F,  (tmn,,) (6.9)

m—00
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6 Nichtkonvexe Probleme

Aus (6.7): wihle m so grofs, dass

F(um) < F(u) — 30, (6.10)
und aus (6.9):

Fo, (Wi ) > F(u) — 4. (6.11)
(6.8), (6.10), (6.11) liefern Widerspruch:

(6.11) (6.8) ~(6.10) )
Flu) < Fo,(Uin,)+0 < Fluzm)+20 < F(u)—9

= F ist UHS. [ |

Referenzen: [Jo] §11.6.1, [DM]

6.3 Anwendung der [-Konvergenz: Homogenisierung

Ziel: Variationsproblem auf (perforiertem) Gebiet mit vielen kleinen Lochern durch Ho-
mogenisierung (d.h. € — 0) lésen (z.B. pordses Medium)

Abbildung 6.2: Loch M C (0,1)? auf Lingenskala 1

sei Q CRY; Q== Q\(M.NQ)... beschriinktes Gebiet mit vielen kleinen Lochern

sel

0 , zeR\M,
o0 s IEMl

T
= «a(=)...“charakteristische” Funktion von R%\ M,
£
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6.3 Anwendung der I'-Konvergenz: Homogenisierung

2 D D |2
2 D 2 |2

Abbildung 6.3: M, := U e(M + m) ... periodisches Gitter von Lochern der Skala e

meZd

Fo(u) = %/\Vu(x)\zdx—l—/&(g)'ﬁ(x) dr, u€ Hy(Q)

Bem: Die Skalierung €2 des ersten Terms wird erst a-posteriori dadurch gerechtfertigt,
dass diese einen nicht-trivialen Limes liefert. Der einzige Zweck des zweiten Terms ist,
u = 0 f.i. auf den Lochern M, zu erzwingen.

Sei f € L*(Q) geg. =

Die Minimierer u, von
0.(u) = Fw) - [ fuda
Q

erfiillen die Poisson Gleichung auf perforiertem Gebiet:

Au, = -4 Q
uE 2 Y S (612)
U = , 09, .
Dabei ist 092, = 0Q U (OM. N Q). Aus (6.12) folgt
()
lellZ20,) < Q) VUelzaq,y < FZ= I 2@l - (6.13)

Mit ¢,(€2.) = O(e) folgt die gleichmiRige Beschrinktheit von . in L?*(€2). Daher kann im
folgenden Satz eine beschrinkte Teilmenge von L?(f2) als topologischer Raum zugrunde
gelegt werden, der das 1. AA erfiillt (siehe Bemerkung 6.11).

Die RB auf 092 folgt aus u € Hy(Q), die RB auf 0M. wird durch a(%)u?(x) im Funktional
erzwungen.
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6 Nichtkonvexe Probleme

Satz 6.20. Bez. der schwachen L?(Q)-Konvergenz gilt

I~ limF. =F

e—0

Flu) = — / W2(2)dx,

2p(M)
Q
part. Int,
: (6.14) 5
mit p(M) := / n(z)de = / |Vn(x)|*dx > 0.
(0,1)¢ 0,)N\M

n >0 [ost:

_An =1 ) (07 1)d\M

n=0 . M (6.14)

periodische RBen auf 9(0,1)4

n wird Z4-periodisch auf R? fortgesetzt, n € L= (R?).

Beweisidee.

n.(z) := n(g) Xy = / n(x)dz = pu(M) in L*() (detaillierter Bew.: §11.5.2, [Jo|)
(0,1)4

Teil (ii) der I'-Konvergenz-Def:

Sei u € L?(Q2) =: X.

zz: 3 Folge we =2 in L2() mit lim._ Fu(w.) = F(u).
Durch Approximation sei sogar u € H*(Q) N C(Q).

1 e—0 . 2
W, == ———n.u — w in L*(€)
(M) &

und w, = 0 auf M..

g2 )
Fe(we) = B |Vw|“dx
Qe
1
p(M)?

2

€

Limes vom 1. Term:
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6.3 Anwendung der I'-Konvergenz: Homogenisierung

Sei Q C Q offen:

€ klein, n....period. IQ £ —Subst. IQ
[ 1wnan et Q[ gy pae TR [ o

gd g2
Q (0,e)d\ M. (0,1)A\ M
= lim / V. [2dz = vol(€) / Vn|2dz = vol () (M) (6.15)
e
Q (0,1)A\ M

Sei u (It. AN stetig) durch Stufenfunktion approximiert (u jeweils const. auf Mengen ;).

o2 9 21 i 22 2 21 _ 5\ 2 2
:>£1_r>r(1)5 /u %A d:L‘—ll_I)I(l)& Zuj/|V7}6| dx = u(M) Zvol(Qj)uj —,u(M)/u dz
Qe J Q; J

Limes vom 3. Term:

lim52/77§|Vu|2dx =0, (6.17)
e—0
Qe
dan. € L*™ (glm. in €).
Limes vom 2. Term:

Mit Cauchy-Schwarz und (6.16), (6.17):

lim £ /UVT]E -Vun.dzr =0

e—0
Qe

insges:
1

lii% Feo(we) = 25000 wldr = F(u) (6.18)
Q

Teil (i) der I'-Konvergenz-Def:

Sei Folge v. so, dass v.|,. =0 und v. — w in L*(Q) (v. € H}(Q) ist hier nicht vorausge-

setzt).

[

7.7..

1 2 o
= < .
25(0) u dr = F(u) < lllsn_gglf Fe(ve) (6.19)
0

Durch Approximation sei sogar u € C§°(£2).
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6 Nichtkonvexe Probleme

1

Sei (wie oben) w, 1= ———=n.u.
( ) p(M)

2 2
= F.(v.) +F.(w.) = %/|Vv6|2dx+%/|vwa|2dx > gQ/Vva.ngdx

~——v
€[0,00]
52
= an neVou. - Vu+uVu, - Vi )dz
(M) / ( )
()50

Mit (6.18) fiir F(w):

2

ulde > hm mf ° /quE - Vn.dx,
/ 0 (M) !

Q Qe

lim inf F_(v.)
e—0

da (*) gegen 0 geht, weil:

() part. Int. ,u(gM) /fuE (V1. - Vu+n.Auldx
Qe

(&

g

(**)

Fiir (**) gilt mit Cauchy-Schwarz und (6.15) [mit Q = QJ:

SIS

62/U€Vu-V77€d:C <e /\Vu\2 v dw 52/\V77€|2dx —0
——
Q. Qe €L° glm. beschr.
in L'
lim<vol(Q)u(M)

Fiir den 2. Term von (*) gilt:

2
€ v Ay dz — 0.
/ € TNe N ,
Q. glm. beschr. glm. beschr. €L2
in L2 in L

Aus (6.14) folgt

—2An. =11in Q. .
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6.4 Young Make

Partielle Integration in (6.20) liefert:

2

1
ligglf Fe(ve) + W/Ude > lim inf __c /Ua(Vu - Vne + ulAn.)dx

&0 p(M)
—F(u) ]
(621),622) 1 . .
= o) hran_gonf / vudx

Qe

il
vee L / 2da = 2F (u)
— u Tr = u
M
( )Q

= (6.19) folgt. |

Bem: [ fudz ist schwach stetig. Daher darf der konstante Term von lim F, abgezogen
werden (vgl. Bsp. 6.14). = G. LA G mit

G(u) = F(u) — /fudx = ZMSM) /[u — (M) f]*dz — @/ﬁdx — min
0 0

Q

G ldsst sich in L?*() minimieren (aber i.A. nicht in HJ()):  umin(z) = p(M) f(x).

Korollar 6.21. Sei f € L*(Q). Unter den Voraussetzungen von Satz 6.20 gilt fir die
Minimierer von G. und G:

Ue — Unin 0 L*(Q) llg(l) Ge(u:) = G(Umin) - (6.23)

Beweis. Aus (6.13) folgt fiir eine Teilfolge u. — @ € L*(€2). Aus Satz 6.20 und Korollar
6.18 folgen: & = Uy, (schwache) Konvergenz der ganzen Folge (da Limes uy,;, eindeutig),
und (6.23). O

Referenzen: [Jo| §11.6.2, [Bral §6.1

6.4 Young MalRe

Anwendungen: Phaseniibergénge und Mikrostrukturen in Kristallen [Mii]; Wirtschafts-
wissenschaften (Nash Equilibria); Stromungsmechanik (Turbulenzmodelle)

Ziel: beschreibe makroskopische Limes-Eigenschaften von Minimalfolgen w, : Q@ — R,
aber ohne “unnétige (mikroskopische) Details”, bzw. makroskopische (durchschnittliche)
Eigenschaften oder Verhalten von Systemen mit Feinstrukturen, die aber nicht im Detail
modelliert werden sollen.
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6 Nichtkonvexe Probleme

Forderung an “Grenzobjekt” (— Young Maf): richtige Darstellung der Limiten von

/f(wn)dx V stetigen f, ¥V messbaren Q C Q.
Q

Motivation: Seien {w,} C L>(2) beschrankt und f € C(R). Dann ist auch {f(w,)} C
L>(Q) beschrankt und 3 TF {w,, }:

p = w, flwy,) = f i L¥(Q). (6.24)
Problem: L.A. gilt nicht f = f(w).
Ausweg: Verallgemeinere “ f(w)”, so dass f = f(w) gilt (— Young Maf).

Bem: Wenn {w,} Cc L>*(Q), f € C(R) und w, — w fi., dann gilt f(w,) — f(w) f.i.
und damit wegen f(w,,) — f in L=(Q): f = f(w).

. . * . . .
Wir haben jedoch nur w,, — w, was schwécher als w,, — w f.ii. ist.

W,

Notationen:
Co(R) ... stetige Funktionen mit kompaktem Tréager (Alternative: deren L*°-Abschluss);
M(R) ... signierte Radon Mafe ? mit endlicher Masse; kénnen mit Cy(R)’ identifiziert
werden - mit Dualitdtsklammer (u, f) = / fdu (siehe [Bre|, Kommentare zu §IV).

R

Definition 6.22. Die Abbildung p : Q@ — M(R) heifit schwachx messbar, wenn x +—
(u(x), f) messbar ist Vf € Cy(R).

Satz 6.23 (Fundamentalsatz fiir Young Mafke). Seien Q C R", K C R beschrinkt und
offen, sei w, : Q — K eine Folge von L>(Q))-Funktionen.

= 3 Teilfolge w,,,3 schwachx messbare Abbildung v (das Young Maf): Q — M(K) mit

i) v(z) >0, /dy(x) =1 fiur fa. x € Q (also Familie von Wahrscheinlichkeitsma-

K

Ben)
i) Vf € C(K) C Cy(R) gilt:

flw,,) = f in L>=(Q) mit f(z) = (v(z), f) = /fdu(x), fir f.a. x € Q (6.25)

dh g € N9 s [ glo)fwn@)de 5 [ g(@iFa)da
Q Q
2Ein Ma® p auf einer o-Algebra von Borel Mengen eines topologischen Hausdorff Raumes ist Radon
Maf3, wenn es innen reguldr (d.h. V Borel Mengen B gilt: (1(B) = SUpg 5k kompakt #4(K)) und lokal
endlich ist (d.h. jeder Punkt hat eine Umgebung mit endlichem Ma#).
Ein signiertes Maf kann auch negative Werte annehmen.
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6.4 Young Make

Bemerkung 6.24. 1) Die Abbildung v : Q@ — M(R) heifst das durch {w,, } erzeugte
Young Mafs. Das ist ein parametrisiertes Maf (mit Parameter x € Q).

2) TF {w,, } und “Limes” v i.A. nicht eindeutig.

3) Die Funktionen w, haben Werte in R, deren “Limes” aber in M(R) - also nur
Wahrscheinlichkeitsverteilungen von Werten.

4) v(xg) ... Wahrscheinlichkeit(sverteilung), bestimmte Werte in der Folge w,, (z), z €
B,(xy) zu finden, im Limes k — oo, — 0.

5) In (6.25): Durch ein (einziges) v kann der richtige Limes von allen nichtlinearen
Funktionen f einer oszillatorischen/schwach konvergenten Folge {w,, }, also von
{f(wp,)}, dargestellt werden — im Gegensatz zu (6.24). Das ist hier moglich, da der
“Limes” v in einem “hher dimensionalen Raum” liegt als {w,, }. v hat also mehr
Information als w, der schwach Limes von {wy, }.

6) fin (6.25) héngt von der (nichtlinearen) Funktion f ab.

Beweis-Idee von Satz 6.25: Definiere Wy, (x) 1= 6y, ) € M(R), fiir fa. x € Q.

Das ist eine Einbettung von einwertigen Funktionen in Mafe.
e W (@) i) = /de(:c) “ 1 20 fest (6.26)
R
x € Q fest: (W, (x), f) = /den(x) = f(wp(z)) ... messbar auf Q@ V f € Cy(R)
R
(6.27)

Also: {W,} € LX2(Q; M(R)) ... schwach® messbare Abbildungen, die (essentiell) be-
schrénkt sind.

Es gilt: L°(; M(R)) = L' (Q; Cy(R))" mit Dualitét

((u, 0)) = /(u(x),<p(:c))dx.

Q

It. Satz von Alaoglu in L°(2; M(R)): wegen (6.26) 3 Teilfolge

W, = 0w, () — v in Ly (4 M(R)) . (6.28)

Norm ist schwach™ UHS = ||v(2)||mm) < 1 fiir fa. 2 € Q.
Es gilt sogar ||v(x)||p(x) = 1 (siehe Ref. in [Mii] Th. 3.1, [RR] §10.2).

Konkretisierung der schwach-* Konvergenz: Seien g € L'(Q), f € Cy(R).
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6 Nichtkonvexe Probleme

Bezeichne® g @ f € LY(Q; Co(R)), mit = — g(z) f.

[ o ftwn, @)z 2 (W9 1) 2 [ gla) pla). 1) do (6.29)
e Q =:f ()

also gilt (ii).

Betrachte (6.29) V f > 0, g > 0: Linke Seite ist > 0, und damit auch der Limes rechts.
= v(z) > 0 f.i. (aus Variante des Fundamentallemmas der Variationsrechnung). |

Bem.: Lineare Hiille von ¢ ® f mit g € L'(Q2), f € Co(R) ist dicht in L'(Q; Cyh(R)) =
(6.29) ist dquivalent zu W,, — v in L(; M(R)).

Korollar 6.25. Die Folge {w,} C L>®(Q),w, : Q — K erzeuge das Young Maff v : Q —
M(K). w: Q — K sei eine Funktion. Dann gilt:

w, = w im Maft & v(x) =y foi.

[Die Idee ist also, dass {wy,} dann ein ein-punktiges Young Mafl v(x) generiert.]

Beweis. = : Sei w, — w im Maf = f(w,) — f(w) im Mak V f € Cy(R) (da jedes f
glm. stetig auf supp f).

Andererseits liefert (6.25): f(w,,) — (v(.), f) in L=(Q) .

Gleichheit der Limiten ergibt V f € Co(R) : (v(x), f) = f(w(z)) £i. in Q = v(2) = dua) -

< : M| Cor. 3.2 |

Bemerkung 6.26. 1) Sei {w,} C L*(Q; K) und zusitzlich w, — w im Maf. Dann:
V() = du(z) (also ein triviales Young Maf) und fir f € C(K):

flw,,) = fin L®(Q) mit  f(z) = / fdv(x) = / fdow@) = flw(z)).
K K

Das obige Ziel, f mit f(w) zu identifizieren, ist also (trivialerweise) erreicht.

2) Sei {w,} C L=(; K). Dann: w,, — w in L>®(Q) und nach dem Fundamentalsatz

fir f :=d:

Wy, = f(wy,) — f=1id, id(x):= /id dv(z) = /pdz/,r(p),

K K

3Fiir Tensorprodukte, zumindest von Hilbertriumen, siche [RS1, §11.4]
n—oo

fw, — w im MaR: < Ve > 0: vol {z € Q| |w,(z) — w(z)| > e} =3 0.
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6.4 Young Mafe

wobei v, = v(x) € M(K). = Limes w(x) = = [&pdr.(p).
Andererseits fiir f € C(K):

f(wn,) N f, f(l) = / fdv(z) = / f(p)dv.(p).

In diesem Sinne definieren wir

flw(z)) = / | f(p)dv.(p), motiviert durch w(z) = / | pdu,(p).

K K

Also: f(wy,,) = f(w) in L=(£2), aber “f(w)” geeignet definiert (nicht punktweise) !

Beispiel 6.1 (Fortsetzung).

1

Flu) = / @ 4 (2 — 1)2de

0

Sei {u,} beliebige Minimalfolge mit:

F(un) = 0,u,(0) = u,(1) =0. (6.30)

Ziel: identifiziere Young Mafs (fiir die Ableitung)
Sei w, := v/, = {w,} glm. beschrinkt in L*(0,1).

Sei zusétzlich {u,} so, dass {w,} glm. beschrinkt in L>°(0, 1); zB Zick-Zack-Funktionen
(6.2) mit K = (—2,2). [Deren schwacher Limes w = 0 beinhélt aber keine Information.]

Diese Annahme kann durch Verallgemeinerung von Satz 6.23 (fiir messbare {w,, }) entfernt
werden (siehe [Mii]).

= 3 TF {w,, }, die ein Young Mak v erzeugt.
Sei f(p) == (p? —1)% also f € O(K) =

1
F(uy,) = /ufZ + (w2 —1)%*dz > /f(wn) dz =30 . (6.31)
-0 0 0 >0

Andererseits aus Satz 6.23: f(w,,) — f > 0in L=(0, 1), also speziell mit g = 1:
/f Wy, (2))dz — /f z %20 (6.32)

99



6 Nichtkonvexe Probleme

= Fiir fa. z € (0,1): 0

T@) = (o). ) = [ favta).
Da f(p) > 0 fiir [p| # 1: suppv(x) C {—1,1} fiir fa. z.
= v(z) = ANz)d_1 + (1 — A\(z))o, L.

Identifikation von \:
wihle f(p) := p in Satz 6.23:

also speziell mit g = x(0,0) € L*(0,1), a € (0,1) beliebig:

a

/1 WAz = up, (@) — /a1 (1 - 2\())de

0

1
Aus (6.30): u,, — 0:=w in L?(0,1) und TF u,, — 0 f.i. = \(z) = 5 f.4.

= {wy, } erzeugt das eindeutige (homogene) Young Maf
1 1
=—0_1+ =01.
v(x) 50-1 + 501

Wegen Eindeutigkeit des Limes (hier moglich, da {u,} Min.Folge von F) = ganze Folge
{w,} erzeugt v.

Bem: v beschreibt eine wesentliche Eigenschaft der Minimalfolgen: deren Ableitungen sind
(nahe bei) £1, zu gleichen Teilen, in immer feinerer Mischung.

Das Paar (u, ) kann als verallgemeinerte Losung von F(u) — min gesehen werden; (u, v)
kann aber nicht direkt in F eingesetzt werden. Mit f(p) := (p? — 1)? erhiilt man aber

/ w(@)? + (w(x), f)dz = 0 = inf F(u) (6.33)
0 —f(r)=0

wobei /() durch das Wahrscheinlichkeitsmaf v(x) ersetzt wird, und f(u') durch (v(x), f).
Die Kopplung von v an u erfolgt via

U (z) = (v, id), (6.34)

mit der Notation v, = v(z) (siehe Satz 6.26). (v,,id) ist der Massenschwerpunkt von
Vy. L]
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6.4 Young Make

Anwendung: Langenberechnung eines Funktionsgraphen (vgl. Bsp. 5.5):

L(u) ::/\/l—l—(u’(x))zda: ;also f(p) =1+ p?

0

Fiir Zick-Zack-Folge (6.2): L(u,) = v/2,n € N; aber fiir glm. Limesfunktion: £(0) = 1.

Sei nun w,, := v}, und L(u,) = fol g(x) f(w,) dr mit g = 1.
Ziel: Die richtige Lange des infinitesimalen Zick-Zack-Limes soll mit Young Maf erhalten

werden. Wie in Bsp. 6.1: v(z) = $0_; + 16, und f(w,) — f in L>(0,1) mit

(a) :/\/1 T Rdn(p) = V2, we(0,1)

Erweiterung des Funktionals £ fiir Young Mafe liefert (wie in (6.33)):

1

“LClu,v)” = /g z) f(z) dv=v2 v O
0 =1 =(vg.f)

Fiir eine vektorwertige Verallgemeinerung von Satz 6.23 betrachten wir

F(u) ::/(fl(Vu) + fo(u)) dz, uweWhHe(Q), QcCR".

Sei {u,} € W eine Minimalfolge mit u,, — u in W1*=(Q). Dann generiert {Vu,,}
das Gradienten Young Maf§ v: @ — M(R").

M(R") kann wieder mit dem Dualraum der skalaren Funktionen von Cp(R™) identifiziert
werden. Mit einem kleinen Missbrauch der Notation werden wir die Dualitatsklammer
aber auch fiir vektorwertige Funktionen f = (fi, ..., f,)7 € (Co(R"))" verwenden, mit:

<Vac;f> = (<Vacaf1>7 XX <Vx7fn>)T .

Frage: Gibt es einen Zusammenhang zwischen Vu und v?
Ja (siehe [Cal, Th. 2.5; [Mii], § 4):

Satz 6.26. Seien (1) ty, — u in W>(Q) (fir m — 00),
(2) Vi, = M im Mafs, mit M C R"™ kompakt,

d.h.: ¥ U D M offen: vol {z € Q| Vu,(z) ¢ U} =3 0.
[Idee: vol {Vu,,(x) € M} — 0; M umfasst die Wertemenge Vu,,(£2) im Limes.]

= suppv, C M, Vu(z)= (v,,id) fir f.a. x € Q.
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6 Nichtkonvexe Probleme

Bem.: Letzte Formel ist mehrdimensionales Analogon von (6.34).

Beweis. (1) analog zu Korollar 6.25 (Dort ist der Limes einpunktig und v(z) = 6y ().):
Vi, — M im Maf = supprv, C M (M, als Menge im Wertebereich von Vu,,, kann auch
“zu grok” gewéhlt sein).

(2) Seien By C B, offene Kugeln in R” mit M C By C B; C B,. Sei f € Co(R™;R?), f =
idin By, f=0 in R*\ By und

|f(p) —pl <|p| VpeR” (6.35)

Sei w C Q messbar, wy, == {x € w| Vun,(z) & Bi}. Aus (2) folgt volw,, —% 0.

Laut (vektorwertigem Analogon von) Satz 6.23 (da Vu,, — Vu in L>®({; R") und daher
beschréankt in L>(2; R™)):

f(Vuy,) = fin L®(Q;R™) mit f;(x) == (vs, f;) ;5 =1,...,n  [Konvergenz fiir jede Komponente]

also mit skalarer Testfunktion g := y, € L'(Q):

im [ f(Vuy)de = / (v, f)da (6.36)

m— 00
w w

Es gilt: Vu,, = f(Vu,,) in w \ wy,; denn dort ist Vu,, € Bj.

‘/ Vi, — f[(Vuy))

/|Vum — f(Vuy,)| dz

(6 35) m—s00
/|Vum| dr < vol(wn) [Vt gy "5 0
\q,_/
wWm beschr.
(6.36) ..
= /<l/x,f> de =" lim ([f (V) — Vup] + Vu,) do
= lim Vi, dr = /Vu dx mit g = x,, -
m—00

w
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6.4 Young Make

Da w beliebig = (v,, f) = Vu(z). Dasuppr, C M C By = (v,,id) = Vu(z). [ |

Referenzen: [Mii| §3.1-2, [RR] §10.2, [Ev2] §1.5.3
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7 Sattelpunktprobleme

Sattelpunktprobleme in Anwendungen:

e instabile Equilibria in physikalischen Systemen
e Variationsformulierung der stationéren Stokes Gleichung (§4.3)

e periodische Trajektorien von Hamiltonschen Systemen als SPP des Wirkungsfunk-
tionals (z.B. wenn nicht nach unten beschrinkt) [St|

generelle Annahmen fiir §7:
Sei H Hilbertraum mit innerem Produkt (.,.), F : H — R nichtlineares Funktional.

Sei F € C*(H,R), d.h. Vu € H : F ist Fréchet differenzierbar an u (siche Def. 2.11) und
DF : H — H (mit Riesz-Identifikation des lin. Funktionals) ist stetig.

Notation:
1. C:= CIIO’CI(H, R), also DF lokal Lipschitz stetig
2. Sei c € R:

Ac:={ueH | F(u) <c} ... sub-Niveaumenge (sub level set),
K.:={u€H | F(u)=c,DF(u) =0}

Definition 7.1. (a) ug € H heifst kritischer Punkt von F, wenn DF (ug) = 0.

(b) ¢ € R heifst kritischer Wert von F, wenn Juy € Hmit DF(ug) = 0 und F(ug) = ¢

(also K. # {}).
(c) up € H heifit Sattelpunkt, wenn DF (ug) = 0 und fir jede Umgebung U (ug) gilt: 3
ur2 € Ulug), sodass F(ur) < F(ug) < F(ug).

kritische Punkte: lokale Extrema oder Sattelpunkte.
7.1 “Mountain-Pass”’ Theorem

Satz 7.2 (endlich-dim. MPT). Sei F € C*(R™,R) koerziv (im Sinn von Def. 6.3: jede
Folge in A. hat HP). F habe 2 strikte lokale Minimalstellen x1 # x5.
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7 Sattelpunktprobleme

= F hat einen 3. kritischen Punkt x3, der keine lokale Minimalstelle ist und durch das
Minimax Prinzip charakterisiert ist:

F(z3) = inf max F(z)

gell’ xeg
mil
I'= {g C R" ‘ X1, Ty € g; g ist kompakt, zusammenhdngend}

die Menge der Pfade von x1 nach x,.

Beweis. [St] §II.1; Spezialfall von Satz 7.8 |

e MPT ist eines der wenigen Ergebnisse iiber Existenz von Sattelpunkten.

e Startpunkt fiir robusten numerischen Algorithmus (“Mountain-Pass Algorithmus”)

Beispiel 7.3. F(z,y) := e™¥ — 2% Ay := {(z,y) | F(z,y) < 0} nicht zusammenhéngend.

3 Pfadfolge g,,, die beide Komponenten von Ag verbindet, und fallendem Max: max F(z) =
Z2€E9Gm

F(zm), 2m = (0,m),

Flem) =™ =0, DF(zm) = (_eom) 0

Also ist {z,,} kritische Folge (d.h. |F(z,)| < C, DF(2,) — 0), aber A “Mountain Pass”
der minimalen Hohe 0.

Grund: fehlende Kompaktheit von {z,,} bzw. fehlende Koerzivitét von F. O
Kompaktheitsbedingung fiir kritische Folgen fiir dim H = oo:

Definition 7.4. F € C'(H,R) erfillt die Palais-Smale Kompaktheitsbedingung(PS),
falls jede Folge {u,} C H mit

(i) {F(u,)} beschrinkt und
(i) DF(u,) — 0 in H
in H prakompakt ist (also eine konvergente Teilfolge enthdlt).

Bemerkung 7.5. 1. Sei uy Limes solch einer TF = DF(uy) = 0 (also kritischer
Punkt), wegen Stetigkeit von D.F.

2. (PS) viel schwécher als Koerzivitédt: Prakompaktheit wird nur fiir viel speziellere
“Palais-Smale Folgen” gefordert.

Lemma 7.6. F € C'(H,R) erfille (PS). = Vc € R gilt: K. = {F(u) = ¢, DF(u) = 0}
st kompakt.
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7.1 “Mountain-Pass” Theorem

Bewess. trivial aus Def. 7.4 [ ]

Idee vom Deformationssatz:

Falls ¢ kein kritischer Wert von F ist, kann die Sub-Niveaumenge A.,s stetig in A._;
deformiert werden.

Niveaulinien von F:

\8,{4}5/?:6

Sattelpunkt
aAc—i—é
K. = {} : 3 stetige Deformation
von A. s in A._s K. # {} : A stetige Deformation

Deformationsabbildung: n(t,u),t € [0,1] : n(0,u) = u.
Deformation jeweils in Gradientenrichtung —DJF (n(t))
= Pfade mit steilstem Abstieg

Satz 7.7 (Deformationssatz). F € C := CL!(H,R) erfille (PS). Sei K, = {}. = Ve > 0

loc

hinreichend klein: 30 < 6 < e,3 Fkt. n =n(t,u),n € C([0,1] x H, H) mit
(1) n(0,u) =u Yue H,
(ii) n(1l,u) =u Yu € H\F ' ([c—¢,c+¢]),
(111) F(n(t,u)) < F(u) Yue H,0<t<1,
(iv) n(1, Acys) C Aces.

Bewess. Schritt 1:
Beh: Da K. = {}, 30 > 0 und ¢ € (0,1) mit

IDF(u)|| >0 Vue€ A \Ac_. (gleichméRige untere Schranke an DJF) (7.1)
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7 Sattelpunktprobleme

Gegenannahme: 3 Folgen o, — 0, e, — 0 und uy, € Apye, \Ae—e, mit ||DF (ug)| < o.

VS fiir (PS)
Laut (PS): Ju € H, 3 Teilfolge uy, — uin H.

Da F € C'(H,R) : F(u) = ¢,DF(u) = 0= K. # {} = Wid.

2
Schritt 2: Wahle § € (0,¢), sodass § < (f—

A:={ue H|F(u) <c—eoder Fu) >c+e},
B:={u€H|c—0<Fu)<c+d}

Da DF beschrankt auf beschr. Mengen: Abb. u + dist(u, A) + dist(u, B) nach unten
beschr. durch pos. Konst. V beschr. Menge von H.

dist(u, A)
0 , Vue H
g9(u) dist(u, A) 4 dist(u, B) e

erflillt: 0 < g<1l,g=0auf A,g=1auf B
Sei

h(T) =

N =

(7.2)
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7.1 “Mountain-Pass” Theorem

def. Vektorfeld in Abstiegsrichtung, V : H — H,
V(u) == = g(wh(|DF(v)[[) DF(u) ., VueH.
<1

V... nichtlin. beschrinkte Abb. (da DF beschr. auf beschr. Mengen)
Schritt 3: Konstruktion von n(t) = n(t,u): Betrachte Yu € H die GDGI:

FO=V) , t>0

n(0) = u.
da V' beschr, Lip.-stetig auf beschr. Mengen (da F € C): 3! Losung V¢ > 0.

n e C([0,1] x H, H) erfillt (i), (ii), da V =0 auf A (da g L= 0).
Schritt 4: Mit n = n(t,u):
7o = (DF, )
= (DF(n), V(n))
=—gmr(DFm)]) IDF@m)* <0,0<t<1

J/

>0
= (i) .

Schritt 5: fiir (iv) wihle u € A. s fest.

z.z: n(l,u) € A._s, also F(n(l,u)) <c—9.
Sei u € B C A.ys, sonst nichts z.z.

AN: Sei ganze Trajektorie in B (also insbes. F(n(1,u)) > ¢ — §), sonst nichts mehr z.z.
Dort ist g = 1, also

SF) = ~hIDF@DIDFOIZ, 0<t <1, (7:3)

(a) fir jene n auf Trajektorie, mit ||[DF(n)|| > 1 gilt:

d (7.2) (7.1) o<1
7 = —IDF)| < —o < =0’ (7.4)

(b) fiir jene n auf Trajektorie, mit |[DF(n)|| < 1 gilt:

d (7.2)
37 m = —IDFm)|* < -0’ (7.5)

aus (7.3)-(7.5):

Fn(liu) <Fu)—oc*<c+d—0> < ¢c—§ V [ |
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7 Sattelpunktprobleme

Satz 7.8 (Mountain-Pass Theorem; Ambrosetti-Rabinowitz 1973). F € C erfiille (PS).
Weiters gelte

(1) F(0)=0
(i) 3 Konstanten r, a > 0 mit F(u) > a fir ||u|| =,

(11i) Juy € H mit ||uy|| > r, F(uy) <O0.

= ¢ := inf max F(g(s)) > a >0
gel 0<s<1

ist kritischer Wert, mit der Menge der Pfade von 0 nach u;:

[:={geC([0,1],H) | g(0) = 0,9(1) = u}.

Bemerkung 7.9. MPT liefert nur einen kritischen Punkt mit Funktionalwert ¢; muss
nicht notwendigerweise Sattelpunkt sein.

Beweis. Klarerweise ¢ > a.

AN: Sei ¢ kein kritischer Wert von F, also K. = {}. Wéhle 0 < ¢ < g hinreichend klein.

Laut Satz 7.7: 30 < § < ¢ und eine stetige Abbildung n = n(t = 1,-) : H — H mit
N(Acts) C Acs und

n(u) =u Yue€ H\}"_l([g:,_g,c—i— el). (7.6)

>0

Waihle einen Pfad g € ' mit

max F(g(s)) <c+9 . (7.7)

0<s<1

Fiir folgenden weiteren Pfad gilt:

g :=mnogeTl, dan(g(0)) =n(0) = 0und F(0) =
1(g(1)) = nlur) = ur wegen J‘"(ul) 0, (7.6).
) C

Aus (7.7) folgt g C Acys. Wegen n(Aeqys) C Aes gilt § C A._s; also

max F(g(s)) <c—90 .

0<s<1

Daher: ¢ = inf max F(g(s)) < c¢—¢ ... Widerspruch. |

g€l 0<s<1

Referenzen: [Evl]| §8.5, [St| 11.1-2, 1.6, |Gr] §4
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7.2 Anwendung des MPT: semilineare elliptische PDGI

7.2 Anwendung des MPT: semilineare elliptische
PDGI

Wir suchen nichttriviale Lésungen von

—Au = |u|"?u =: f(u), Q (7.8)
u =0, 01}
mit 2 C R™ beschrénkt, und 2 < m < =:2" (bzw. 2 < m < oo falls n = 1,2).
n E—
Bem: Fiir m = 2: 3 nicht-triviale Losung < 1 ist Eigenwert von —A auf H} ().
Diese Losung u # 0 wird erhalten als kritischer Punkt (via MPT) von
1 2 1 m 1
F(u) == [ |Vul*de — — [ |u|"dzx = Fi(u) — Fa(u), u€ Hy(Q) (7.9)
2 m —— N~
Q Q >0 >0

(wohldefiniert wegen Sobolev Einbettung (5.1): |F(u)| < c0). (7.8) ist zugehorige EL-GL.

Bemerkung 7.10.

inlf F =—00, supF =0, (durch Skalierung; verschiedene Homogenitéten)
Hy H}

also kann F auf H; nicht minimiert werden.

Satz 7.11. 3 schwache Losung 0 % u € H}(Q) von (7.8) (und damit auch —u).

Beweis. Sei H = H}(Q) mit |lul|3 = / |Vul*dz und
Q

(u,v) :/Vu-Vvdx. H = H Q).
Q

Schritt 1: z.z: F € C := C2'(H,R).

loc

Zunéchst gilt DF(.) : H — H'. Mit der Riesz-Identifikation gilt aber auch DF(.): H —
H, und damit kann einfacher gerechnet werden.

DFi(u)(v) = (u,v) Yve H (: —/Auvdx falls u € Hy N H2) .

Also: DFi(u) = v € H (mit Riesz-Identifikation bez. (.,.) ). = F; € C.
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7 Sattelpunktprobleme

Fy ist Fréchet differenzierbar, und DFy(.) : H — H’ hat die Darstellung

DFs(u)(v) = / lu|"2uvdr Vv € H < L*¥ (zundchst nur formale Rechnung).
——

=f(u)
(7.10)
nun Rechtfertigung:
Vu € H — L* (Q), wobei 2* = 2% der kritischer Sobolev Exponent ist.
2n n+2 2n
- W 1 < : — o 711
egen (m )n+2 n—2 n-+2 (7.11)

gilt: |f(u)| = [u|™ 1 € Ln%(fl) = L)'(Q). Die rechte Seite von (7.10) ist also wohldefi-
niert (mit Holder), und DFy(u) € H'.
Die Inklusion H{(Q) < L* (Q) impliziert fiir die Dualrdume:

flu) e LE(Q) — HYQ) . (7.12)

Wir definieren die Abbildung K : H=1(Q) — H}(Q), H () 3 v* +— v = Kv* € H als

eindeutige schwache Losung von
—Av =v*, Q
v=0, 0.
Es gilt also (v, w) = (v*,w)y-1 Vw € H}, und mit Riesz ist K eine Isometrie.

Also DF, : H — H mit DFy(u) = K(|u|"2u) € H (mit Riesz-Identifikation), da:

(K@,v) = /V(Kf(u)) -Vodr = — /A(Kf(u))vdm = / @ vdx = DFa(u)(v).

H—l

m

2n
eLn+?

K Tsometri (7.12)
IDF(uw)llz = "E N fw)la < Cllf ()]

2n
— Ln+2

(7.11) el Sobolev m—1
< Cllulpz <0 Cllullg ™

also ist DJF;, eine beschréinkte (nichtlineare) Abbildung (d.h. beschrinkte Mengen werden
auf beschrinkte Mengen abgebildet).

Analog: DF; : H — H ist lokal Lipschitz.

Schritt 2: zz: F erfiillt (PS).

Sei {ux} C Hy () eine kritische Folge, d.h. {F(ux)} beschréinkt und

DF(ug) — 0 in Hy (). (7.13)
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7.2 Anwendung des MPT: semilineare elliptische PDGI

Es ist also zu zeigen, dass {u;} prakompakt ist.

Aus (7.13):

Durch Anwenden von (.,v) gilt Ve > 0:
(7.13)
/Vuk Vo — flug)vdz| = [(DF (ug),v)| < el||v||g

fiir k£ grok genug (glm. in v € H).

Setze v = uy,. =

/ Varl? - flunyurde| < ellullm,  k grob.

Sei speziell ¢ = 1:

/f(uk)uk de < el + [usllw, & gro. (7.15)
——
Q =lug™
Lt. VS gilt
1 1 o
Flug) = §||uk||%1 - E/|uk| dz < <oo VkEN
Q

) ) o (115) 2 )
= llunllsy < C+ — [ Jun|"dz < C 4+ — (|fuellzr + [[uell )

2
Da — < 1: {uy} beschrankt in H.
m

Lt. Alaoglu: 3 TF {uy, } mit up, —u € H.

Lt. Rellich-Kondrachov (5.3): ug; — w in L™(Q), da m < 2*.
= (mit (7.11), (7.12)): f(ug,) — f(u) in Latz C H-Y(Q),
K(f(ur,)) = K(f(u)) in Hy(Q)
= (mit (7.14)): wp, — K(f(u)) in Hy (),

also (PS) v

Bem: Es folgt auch K(f(u)) = v € H, was unserem Ergebnis in Schritt 4 gleicht. Die
Existenz einer kritischen Folge mit Limes u # 0 ist aber offen!
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7 Sattelpunktprobleme

Schritt 3: weitere VSen fir MPT:
F0)=0 v

Sei u € H mit ||u|lg =7 > 0; r wird unten gewéhlt.

T2

1 m m<2*, Sobolev m m
Folw)l = —fulfe < Cllullfy =Cr
r2 2<m r2
= F(u) = 5 cr™ > 7 e> 0 fiir  klein genug und Vu mit ||ul|g = 7.

Wihle ein 0 # v € H. Sei u; :=tu, t > 0.

m

t
= F(uy) = *Fi(u) — — / |u|™dx < 0 und ||ui||g >r firt grok, da 2 < m.
m
Q

Schritt 4: Lt. MPT (Satz 7.8): 3 kritischer Wert ¢ > a > 0, also 30 # u € H}(Q) mit
DF(u) =u— K(f(u)) =0,d.h.

/Vu -Vudz = /f(u)vd:v Vv € H ().
Q Q
Also, u # 0 ist schwache Losung von (7.8). [
2
U 9 erfiillt F (PS) nicht. Folgt aus ndchstem Satz

n—2

mit A = 0 (sonst gébe es auch fiir m =

Bemerkung 7.12. Fiir m =

nicht-triviale Lésung von (7.8)).
n p—

Satz 7.13. Sei A > 0; Q C R"™ (n > 3) beschrankt, sternformig bez. 0 € R™ (d.h. x-v(x)>
0, Vx € 0Q) mit O glatt. =

—Au+ I = |u|ﬁ u, Q
{ P, o (7.16)

hat nur die schwache Losung u = 0.
Beweis. aus elliptischer Regularitit: u ist glatt auf ; das rechtfertigt folgende Rechnung:

0 = (Au—)\u—%]uﬁu)qu

A -2 2n_
= div |Vu(z - Vu) — % ]Vu|2j§$ \u|2 + nzn x |U’"2_i
—0, 90
-2 A -2 2
P2 g A g - P [

Q
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7.2 Anwendung des MPT: semilineare elliptische PDGI

oul?
ov

n 1
d %dx—l—§ z-vdS =0.

J

Vv
Randterm zu ersten beiden
Termen innerhalb von div

(7.17)
Das gilt, da u{m =0 (also 9Q Niveaufliche von u); Vu||v, |[Vu| = | 2| auf 0Q .
ou x 9 1 |oul?
= z-Vu=ux- Voo = [Vu(x-Vu)—§|Vu| ] V=35 g T auf 0f2.

Multipliziere (7.16) mit u:

/|vuy2 dx+/\/]u|2 dx—/|u|»3—"2 dz=0. (7.18)
Q Q Q

Linearkombination von (7.17), (7.18):

2\ |u| dx—i—/

Falls A >0 = u:O
Falls A =0 = ‘89 = 0. Mit u‘m = 0 l&sst sich u =0 zeigen.

Details: [Jo|] Th. 11.9.3.4, [St| §III.1 [ |

dS—O

Referenzen: [Evl]| §8.5.2, [Gr| §4, [St] §IL.6
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8 Parameter-abhangige
Variationsprobleme,
Verzweigungstheorie

Inhalt: parameter-abhéngige Euler-Lagrange Gleichungen; Verzweigungstheorie
Frage: Ausgehend von einem parameter-abhéngigen Variationsproblem studieren wir die
Struktur der Losungen fiir die Euler-Lagrange Gleichungen.

Bsp: Eulerscher Knickstab

Stable

0.5
Stable Unstable

-1.0 -0.5 0.5 1.0 1.5 2.0

—0.5

Stable

vertikale Kraft A = F;

Stab knickt fir A > Ag Heugabelverzweigung mit Parameter r := X\ — X\

Fiir A < )\ ist die vertikale Position des Stabs stabil, fiir A > Ay die nach links bzw. rechts
ausgelenkte Position.

8.1 Verzweigungsprobleme in der Variationsrechnung

Definiere das Variationsintegral

F:UxAN — R,

b
(u, A) = Flu,\) ::/F(m,u(x),u’(x),)\) dz,
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8 Parameter-abhangige Variationsprobleme, Verzweigungstheorie

welches nun vom Parameter A € A abhéngt.

Generelle Annahmen fiir §8.1:

e Sei [a,b] C R ein beschriinktes Intervall; u € X := C*([a, b], RY) und

1—Graph(u) := {(z,u(z),u(z)) |z € [a,b]} ... kompakt.

e Seien V C R x RY x RY und A C R! offene Teilmengen. Die Lagrange Funktion
erfiille F € CY(V x A,R) und U := {u € X |1—Graph(u) C V}.

Satz 8.1. Zusdtzlich zu den generellen Annahmen sei g—; eC(VxA),i=1,...,N. Sei
o € A und ug € C?*((a,b),RY) N C*([a,b],RY) eine Funktion, sodass

(S.F<UO,>\0,€) =0 Vf € C’go((a,b),RN) .

(i) Dann erfillt der stationdre Punkt uy die Euler-Lagrange Gleichungen (EL-GI.) von
F

LF(UO,)\O) =0 (81)

mit dem Euler-Operator Lz(.,\o) : C*((a,b),RY) — C*72((a,b),RY), s > 2:

(Lp(u,Xo))i(x) = gi (m,u(m),u/(x),/\g)—% {g—g (x,u(z), v (), )\0)] , 1=1,...,N.

(i1) Im Falle det (agjgpj (x,u(x),u(x), /\o)> # 0 fiir alle v € [a,b] kann die EL-Gleichung

nach u"(z) aufgelost werden:

PF\' [ F o OF OF
" !/ !/
i = (= —_ —- = A
= fi(z,u(z),u (z), \) . (8.2)
Beweis. siehe Satz 2.23 und die nachfolgende Zusammenfassung. ]

Ziele: Studiere die Parameterabhéngigkeit der Losungen von (8.1) mittels Verzwei-
gungstheorie.
Identifiziere Verzweigungspunkte von A, d.h. Werte fiir A, fiir die sich die Struk-
tur der Losungsmenge dndert und studiere diese Struktur (z.B. Anzahl der
stationdren Punkte).

Zusammenhang zwischen Verzweigungstheorie und Jacobi-Theorie aus §3.3:
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8.1 Verzweigungsprobleme in der Variationsrechnung

Sei A\ € A und wuy ein stationdrer Punkt von F(u,\g), sodass die strikte Legendre-
Hadamard Bedingung (sLHB) gilt:

2
dk>0: %(I,UO(I),UZJ(.T), Xo) >kl Yz € [a,b]. (8.3)

Laut Satz 3.25! entscheidet die strikte Jacobi-Bedingung (sJB) iiber die Minimierungsei-
genschaft von wuy.

Unter der Annahme der sLHB (8.3) ist die sJB dquivalent zur positiven Definitheit der
zweiten Variation, d.h. §2F (ug, Ao, &) > 0 fiir alle 0 # £ € X, (Satz 3.26).

Wir definieren analog zu den Definitionen 3.16 und 3.17:

Definition 8.2. Sei \g € A und uqg ein stationdrer Punkt von F(u, Ag).

1. Das akzessorische Integral von F beziglich ugy ist fir & € Xy := {v € X‘v(a) =
v(b) = 0} definiert als

Q(6) = 6 Flup, &) / Q(z,£(x), € (x))de

mit der akzessorischen Lagrange-Funktion

7 O*F )
Q(-T727p) =z W(gf’UO(x)’uO(aj)’Ao)z
°F , O°F ,
- QZTazap(x,uo(x),uo(g:), Ao)p +pTa—p2($,Uo($),uo(m), o) -

2. Fine Fkt. ¢ € X heifit Jacobi-Feld lings ug, wenn ¢ die Jacobi-Gleichung von F
bez. ug erfillt, d.h.

1d [o 10
=54 [8—5(%%@’)} - 58—?(%% ') . (8.4)

1
O = —éLQ(UO, /\0)@
Bemerkung 8.3. Der (lineare) Jacobi-Operator L ist die Linearisierung des (i.A. nicht-
linearen) Euler-Operators Lp an ug, d.h. Lg(ug, Ao)p = DyLp(ug, Xo)p = LLp(uo +
8¢, Ao)|s=o- Er hilft daher bei der Analyse von stationdren Punkten von F in Umgebung
von (ug, Ag).

e Rolle von Jacobi-Feldern ¢ # 0 fiir die Analyse des Bifurkationsproblems:
In endlich-dimensionalen Problemen deutet die Existenz einer nicht-trivialen Lésung von
der Linearisierung einer parameter-abhéngigen Gleichung L(u, \g) = 0 entweder

L5 F (ug, &) = 0 V€, sSLHB, sJB = ug ist strikte schwache lokale Minimalstelle.
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8 Parameter-abhangige Variationsprobleme, Verzweigungstheorie

a) auf die Existenz einer parameterisierbaren Familie von Losungen fiir L(u, A\g) = 0
(fiir Umkehrung siehe Lemma 8.4) oder

b) auf ein Verzweigungsphinomen in Umgebung von \g hin.

Unter bestimmten Bedingungen bleibt dieser Zusammenhang im unendlich-dimensionalen
Kontext bestehen. Das Verzweigungsproblem wird in diesem Fall durch eine Lyapunov-
Schmidt Reduktion? auf ein endlich-dimensionales Problem zuriickgefiihrt (méglich wegen
Lemma 8.11).

Lemma 8.4. Sei u(x, 1), 7 € R, eine differenzierbare Familie von Lésungen fir (8.1),

mit \g fest. Dann ist die Funktion g—’;(TO) ein Jacobi-Feld lings u(x, ), V1o € R.

Beweis. Die Funktionen u(x, 1) erfiillen die EL-Gleichung Lg(u(z, 7)) = 0. Die Ableitung
der EL-Gleichung nach 7 liefert

_ 9 _ ou Bem. 8.3 ou
0= = Li(u(z, 7)) = DuLp(u(w, 7)) 52 P52 Lo(u(z, ) 5.
= 2 ist Jacobi-Feld. [ ]

or

Referenzen: [Jo| §11.8.1

8.2 Funktionalanalytischer Zugang zur
Verzweigungstheorie

Definition 8.5. Se: Z ein Vektorraum. Wir bezeichnen Z als die direkte Summe, Z =
Zo @ Zy, der abgeschlossenen Teilraume Zy C Z und Zy C Z, falls fiir jedes z € Z
eindeutige zg € Zy und z1 € Zy existieren, sodass z = zg + 2.

Definition 8.6. Sei Z ein Vektorraum und Y ein Teilraum von Z. Der Quotientenraum
ZY ist definiert als die Menge der Aquivalenzklassen Z [~ mit der Aquivalenzrelation ~
auf 7, sodass fir x,y € Z qilt x ~ vy, fallsx —y €Y.

Aquivalenzklassen fiir v € Z werden durch [x] = {x +vy |y € Y} oder [z] = 2 +Y
bezeichnet.

Lemma 8.7. Sei Z ein Banachraum und Y ein abgeschlossener Teilraum von Z. Dann
ist der Quotientenraum Z /Y mit der Norm ||[z]||z/y = infyey ||z + |z ein Banachraum.

2Entspricht einer Erweiterung des Satzes iiber implizite Funktionen zur Losung von nichtlinearen Glei-
chungen.
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8.2 Funktionalanalytischer Zugang zur Verzweigungstheorie

Definition 8.8. Seien Z, W Banachrdume. Fin stetiger linearer Operator T : Z — W
heifst Fredholm Operator, falls

(i) dim(ker(T")) =: nx < o0
(7i) codim(ran(T")) = dim(W/ran(T)) =: nex < 00 |[= ran(7) ist abgeschlossen.|

Der Index des Fredholm Operators ist als Differenz ng — neox definiert.

Beispiel 8.9. Iy = {(z;)ien | x; € R} ist ein Hilbertraum mit Norm ||z||; = (Z;’il 9512)1/2.
Der Shift-Operator T' : ly — Iy, = (21, 29,...) — (T2, 23,...) ist eine surjektive Abbil-
dung mit ein-dimensionalem ker(7) = {{z;}ien |21 € R; ;11 =0, j € N}.

= Der Shift-Operator T ist ein Fredholm Operator mit Index 1.

Satz 8.10. Seien Z, W Banachriume und T : Z — W ein Fredholm Operator.
= Zu den abgeschlossenen Teilriumen Zy:=ker(T)C Z bzw. Wy :=ran(T) C W existie-
ren abgeschlossene Komplemente Zy C Z bzw. Wy CW , sodass die Zerlegungen

Z:ZQ@Zl bzw. W:WO@Wl

gelten.

Der eingeschrinkte Operator T : Zy — Wy st ein Isomorphismus, d.h. der inverse Ope-
rator T—1 ist ein stetiger linearer Operator.

Lemma 8.11. Sei F € C*(V x A, R), A\g € A, ug ein stationdrer Punkt von F(u, \o), und
es gelte die sSLHB (8.3). Dann bilden die Jacobi-Felder ldngs uy einen endlich-dimensionalen
Vektorraum.

Beweis. Die Jacobi-Gleichung Lg(ug, A\o) ¢ = 0 ist eine lineare Differentialgleichung
fiir .

Aus den Annahmen (8.3) und F € C*(V x A,R) = Jacobi-Gleichung nach ¢” auflosbar,
ist also dquivalent zu
90” _g(gjvanug)@?gp,vAO) = Oa (85)

mit ¢ linear in ¢ und ¢’ und stetig in jeder Variable. = Lo&sungen bilden einen 2D-
Vektorraum. [

In der folgenden Analysis werden wir annehmen, dass der Jacobi-Operator ein Fredholm
Operator mit Index Null ist. Das erste Resultat bezieht sich auf Jacobi-Operatoren mit
trivialem Kern:

Satz 8.12. Sei ' € C*(V x A), \g € A, ug € Z := C?[a,b] ein stationdrer Punkt von
F(u, o) und es gelte die sSLHB (8.3). Der Jacobi-Operator Lg(ug, Ao) : Z — W = C|a, b]
sei ein Fredholm Operator mit Index 0 und ker(Lg(ug, Ao)) = {0}.%

3Beschriinktheit von Lg(ug, Ao) folgt aus der Wahl von Z, W.
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8 Parameter-abhangige Variationsprobleme, Verzweigungstheorie

= 3 Umgebungen U(\g) von Ao in A und U(ug) von ug in Z, sodass fir alle A € U(\o)
eine eindeutige Losung u(\) € U(ug) von Lp(u,\) = 0 existiert.

Also: Ny ist kein Verzweigungspunkt.

Beweis. Die Abbildung Lp: Z x A — W, (u,A\) = Lp(u,\) erfillt Lp(up, o) =0 und
Dy Lp(u, Ao)lu=uy = Lg (1o, Ao)-

Laut Annahme an Lg(ug, Ao): g = Neox = 0. Satz $.10 Lg(ug, \o) ist ein Isomorphismus.

Laut Satz iiber implizite Funktionen (Banachraum Version, [De| Th. 15.1, [Jo| Th. 11.2.4.1):
3 Umgebungen U(\g) C A und U(ug) C Z und eine eindeutige Losung u : U(Xg) —
U(ug), A = u(A) fiir Lp(u, A) = 0 mit u(Ag) = up. [

Im néchsten Schritt betrachten wir fiir \y € A einen stationdren Punkt ug € Z, wobei
der Jacobi-Operator ein Fredholm Operator mit Index 0 und dim(ker(Lg(ug, Ao)))=1 ist

(das ist die typische Situation bei Variationsproblemen).

Satz 8.13. Sei FF € C?(V xA), \g € A, ug € Z ein stationdirer Punkt von F(u, \g) und es
gelte die sSLHB (8.3). Der Jacobi-Operator Lg(ug, Xo): Z — W sei ein Fredholm Operator
mit Index 0.

Es soll existieren: Zerleqgungen
Z=K&Z mit K:=ker(Lg(ug, o)) und Z, CZ
bzw.
W =Wy W, mit W;:=ran(Lg(up,Xo)) und Wy =spanw,] C W
fiir ein wy # 0. Wir definieren die Projektionen
II: Z=KpZ1 > K, z=z4+z— 2
bzw.
My : W=WopW; =Wy, w=wy+ w;+— wp.

Set dim K =1 und Wy = K, dann ist Iy oll: Z — K eine wohldefinierte Projektion.
Weiters soll existieren: 0 # & € K mit

d2
—IIy (@ Lp(ug+ s, \o) 0> =:aywy und0#a; €ER, (8.6)

sowie 3ji € R, sodass \g + i € A und

)

d
—Ily <£ Lr(uo, Ao + st) tag wo  mit 0# ag € R. (8.7)
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8.2 Funktionalanalytischer Zugang zur Verzweigungstheorie

= Fir ¢ > 0 hinreichend klein und 0 < t < ¢ existieren Umgebungen U(ug) von wug
in Z, sodass die Anzahl der Losungen u € Uy(ug) von Lp (u,Ao+ti) = 0 der Anzahl
der reellen Léosungen der quadratischen Gleichung ag + ay7 = 0 entspricht (also 0 oder
2 Lésungen).

Also: An Ny gibt es eine Verzweigung, da fi — —ji das Vorzeichen von ag umdreht.

Beweis. Es sei oBAA g = 0, ansonsten betrachte L(@, ) := L(ug— @, A) mit L(0, \g) =
L(U07 )\0) = 0.

1. Reduktion der EL-Gleichungen auf ein endlich-dimensionales Problem:

Lemma 8.14. Die Abbildung Ay, : Z — W, u+— Lp(u, \o) + Hu (mit K 2 Wy, C W)
ist ein lokaler Diffeomorphismus, in Umgebung von u = 0.

Beweis. Die Ableitung von Ay, an uy = 0 ist ein linearer Operator
D, A\ (0): Z = W, v Lg(0,\o)v+ITv.

Satz 8.10 = Lg(0, ) : Z; — W ist Isomorphismus.
Annahme Wy = K = Projektion H’K K CZ — K CW ist Isomorphismus.

= D,A,,(0) ist Isomorphismus zwischen Z und W.
= A, (u) ist Diffeomorphismus an u = 0.

Lemma 8.15. Seien Y| und Yo Banachriume, T € L(Y1,Ys) und bijektiv, und S €
L(Y1,Ys) mit |T — S| < HT—LH . Dann ist S notwendigerweise bijektiv mit stetiger Um-
kehrabbildung S~*.

Beweis. siche [Jo, Lemma 11.2.3.4]. [ |

Betrachte Abbildung

A ZxN — W
(u,\) = A(u,\) :== Lp(u, \) + u

Aus Lemma 8.14, Lemma 8.15 und der stetigen Abhéngigkeit des Operators Ly von A
= 3 hinreichend kleine Umgebung U(\) von )¢ in A, sodass VA € U()\g) die Abbildung

A(u, \) lokaler Diffeomorphismus an u = 0 ist.

Betrachte implizite Funktion

A(u,\) =w e W mit A(0,\) =0 und D,A(0,)\) ein Isomorphismus.
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— Laut Satz iiber implizite Funktionen:

3 Umgebungen U(0) von u =0 in Z und Uy (0) von w =0 in W, sodass Y\ € U(\)
und w € Uy (0):

ANu: Uy (0) x U(No) = U(0), (w,A) = u(w, \) mit u(0, g) =0 und A(u(w,\),\) = w.
= Losungen u(w, \) mit Lp(u(w, A), A) = Oerfillen Hu(w, \) = w. (8.8)

X—>K

II:
= we K.

Das unendlich-dimensionale Problem
“Gegeben A € U(\g), finde v € Z mit Lp(u, \) =0." (8.9)
wurde auf ein endlich-dimensionales Problem

“Gegeben A € U()\), finde w € K mit [Tu(w,\) = w.” (8.10)

reduziert.
2. Analyse des reduzierten Problems (8.10):

Annahme dim(K) =1 = 3wy € K mit K = span{wy}

— Betrachte w = awy mit a € R und u(a, \) = u(awp, ) = u(w, A).

Asymptotische Entwicklung von
Mu(awy, A) = awg (8.11)
in hinreichend kleiner Umgebung von a =0, A=), =

w=oawy = II(u(awy, Ao+ tu))

—— 3 8/\

=0

+5 L (222(0 o) ) +1I (aaQaA@ )\O)au> +-1I (2;(0 o) (K, u)) +

+ Terme héherer Ordnung in o und p.

e Behauptung:
ou
)6

Differenziere

(0, /\0) = Wo

Lr(u(awg, \), A) + Hu(awg, A) = awy
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8.2 Funktionalanalytischer Zugang zur Verzweigungstheorie

nach a an (a,\) = (0,)) =
ou ou

Lo(0,Mg)=—(0, A IT—(0, \g) = wy.
Q( 5 0>aa( ) U)+ aa( 5 O) Wo
Es gilt auch Lg(0, A\g)wo + ITwy = wy.
———— =
=0 =wo

Lemma 8.14 = Lg(0, Ag) +1I ist Isomorphismus = Eindeutigkeit der Losung =

ou

%(0, )\0) = Wo

e Behauptung:

82 d2
HW (a 2(0 )\0)) = —Hw(DuLQ(O, )\0)(1110,100)) = —HW (ELF(OHUO, )\0)| 0>
Differenziere

Lp(u(awg, A), A) + Hu(aw, ) = awg

zweimal nach « an (a, A) = (0, Ag).

erste Ableitung:

ou ou
L MI— =
Q(u7 )\) da + oy Wo
zweite Ableitung ausgewertet an (o, ) = (0, \p):

DuLo(0, o) (g“ g“) (0, M) + Lo(0, Ao)gzz(o o) + I, (g:(o A)) 0

Wende Projektion Iy : W — K mit Il oIl =11 an

ou Ou 5%u 82
Iy D, Lq <8 e ) (0, o) +HWLQ8 2(0 o) + 8 2(0 A =0
Iy oLg(0,A0)=0 82
o —TwDuL(0, ) (w0, wo) = TT52(0, )

Bemerkung 8.16. In der Variationsrechnung leitet sich Lg von der zweiten Variation
und D, Ly wiederum von der dritten Variation des Funktionals F(u, \) ab.

Behauptung: Sei Ao+ ¢ € A. Dann gilt

1 (gz(o o) ) =11 (% u(0, AOH#)L:O) -

—Ilw (DALp(0, Ao)p) = —Ily (i Lp(0, 0 + t’u)’t:o)

dt
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8 Parameter-abhangige Variationsprobleme, Verzweigungstheorie

Beweis. Menge A ist offen = Je > 0 hinreichend klein, sodass V0 < |t| < &
A =X+t €A

und
Lr(u(w, Ae), \) + Hu(w, \y) = w

Differenziere beziiglich ¢ an ¢t =0, w =0

au

B (0, Xo)pt — DaLp(0, Ao)p

= II (%(07 /\O)M> = —DuLp(0, Ao)

Wende die Projektion Ily : W — K an

DyLp=Lo,loLo=0
rlofltte= (o
O\

Ty olT=I1 (0, /\o)u) = —ILywD\Lp(0, Xo)pt

Die asymptotische Entwicklung von (8.11) vereinfacht sich durch

%(0, Ao) = wp und oll %(O,)\O) = allwy = awy = w

da 16

zu

2
0 = II (%(o, /\o)u) + %H <%(0, /\o)az)
+ Terme hoherer Ordnung in «

. (5’2_“@ o) )
Daar

+ Terme hoherer Ordnung in p und a.

Die Annahmen (8.7) und (8.6) stellen mittels der Behauptungen sicher, dass die ersten
beiden Koeffizienten der Taylorentwicklung nicht verschwinden.

Die Reskalierung

ou 1 0%*u
Q= 1T, K= t2_7 ap = I (5(07 )‘0)> f # 07 ap = ;11 (aag (07)\0)) # 0
fithrt zu
0 = agt® + ait*r* + 2S¢, 7, i) (8.12)

wobei fiir festes 7, i die Funktion (¢, 7, 1) = O(¢) fir ¢ — 0.
Fir t # 0, ist (8.12) dquivalent zu

0=ag+ a7 + X(t, 7, i) (8.13)
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8.2 Funktionalanalytischer Zugang zur Verzweigungstheorie

Es bleibt zu zeigen, dass fiir hinreichend kleine ¢ die Struktur der Losungen (Verzwei-
gungsverhalten) der Gleichungen (8.13) und

0=ag+ a7 (8.14)

gleich sind.

Die Koeffizienten ag und a; sind laut Annahmen verschieden von Null und es gilt die
Félle ag/a; > 0 und ag/a; < 0 zu unterscheiden. Die Gleichung (8.14) hat fiir ag/a; > 0
keine reellen Losungen und fiir ag/a; < 0 genau zwei verschiedene reelle Losungen.

Wir halten g # 0 fiir den Moment konstant und schreiben (8.13) als
0=ag+ a7+ 3(t, 7, 1) = O(t, 7). (8.15)

Im Fall ag/a; < 0, bezeichnen wir die reellen Losungen von (8.14) mit 71 # 75. Aufgrund
von (0,7, 1) =0 gilt

®(0,7;) =0 fir 1=1,2
und aus (8.7), (8.6) und den Eigenschaften von ¥ folgt

0
a—(O,Ti) #0 fir i=1,2.
or

Aus dem Satz iiber implizite Funktionen folgt die Existenz von ¢ > 0 und lokal eindeutiger
Losungen

T (—e,e) = R, t > 7(t) fir i=1,2,
sodass
O(t,7(t) =0, fir 0<|t <e,

und insbesondere 7;(0) = 7; fiir i =1, 2.

Damit haben wir zwei Losungen 7(t), 7o(t) fiir (8.15); somit fiir (8.12); somit fiir (8.11);
somit fiir (8.10); somit fiir (8.9) mit \; = A\g + t*z und 0 < |¢| < & gefunden.

Im anderen Fall, ag/a; > 0, existieren keine Losungen fiir (8.14) und aufgrund von den
asymptotischen Eigenschaften von ¥ fiir hinreichend kleine |¢| auch keine Losungen fiir
(8.15) und damit (8.9). Daraus folgt die Behauptung, dass unter den Annahmen die Lo-
sungsstruktur von (8.9) vollstdndig der Losungsstruktur von (8.14) entspricht.

Im Fall von —f dndern sich die Vorzeichen von ag bzw. ag/ay, die Schlussfolgerung bleibt
davon unberiihrt. [ |

Referenzen: [Jo] §I1.8.1 — §I1.8.2, [AP] §5
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8.3 Katenoid als Beispiel eines Verzweigungsprozesses

Ein Katenoid ist eine Flache mit mittlerer Kriimmung null, die durch die Umdrehung einer
Kurve u(z) um die z-Achse entsteht. Die Oberfliche eines Katenoids, generiert durch u(x),
ist gegeben durch

Flu) = / Fla, u(z), o (2))dz = / ()T + w(2)da,

also mit F'(z,z,p) = z4/1 + p?. Das Ziel dieses Abschnitts ist es, die Bifurkationstheo-
rie und insbesondere Satz 8.13 aus §8.2 auf die stationdren Losungen anzuwenden. Wir
skizzieren die Rechnungen nur, Details in [Jo| I1.8.3.

1. Die Euler-Lagrange-Gleichungen sind gegeben durch

d d uu
0= “F —F =2 ) Vitu2
i dw(\/l—i-u’Q) T

Eine Rechnung zeigt, dass dies dquivalent ist zu
w —u?*—1=0, x€(-1,1), (8.16)

und die allgemeine Losung lautet

u(z) = Acosh (x _Amo)

mit zwei Parametern A, zp € R. Wir konnen 0.B.d.A. zy = 0 (wegen der Translation) und
A > 0 (wegen der Symmetrie) wéhlen. Wir zeigen unten, dass A der Bifurkationsparameter
ist. Wir schreiben

up(z) = )\coshg, ze(—1,1).

Dann ist ug ein stationdrer Punkt von F.

2. Wir definieren die Operatoren

Lp: VXA =W, Le(u,A) = | (1) = Acosh(1/))
u(—1) — Acosh(1/X)

mit V = H*(—1,1), A = (0,00) und W = L?(—1,1)xR?. Der Jacobi-Operator Lg(ug, \) =
D, F(up) berechnet sich zu

/ / v
(COSh;}(I/A)) + A2 cosh?(z/\)
LQ(U(),)\)U = U(l)

v(=1)
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8.3 Katenoid als Beispiel eines Verzweigungsprozesses

3. Berechnung des Kerns von Lg: Sei Lo(u,A\)v = 0. Man kann zeigen, dass die
Losung dieser Gleichung gegeben ist durch

A
v(x) = coshx — Xsmh N v(l) =v(—-1) = 0.
Die Randbedingungen sind erfiillt, wenn cosh(1/A) — (1/A) sinh(1/A) = 0, und dies ist der
Fall, wenn

1
tanh — = A\
anh +

Diese Gleichung hat in (0,00) genau eine Losung Ag > 0. Damit ist die Dimension von
K = Lg(ug, Ao) gleich eins.

4. Berechnung des Cokerns: Der Cokern ist gerade W, = W\ranLg(ug, Ag). Man kann
K und W} identifizieren, aber wir fiihren die etwas technische Rechnung hier nicht aus.

5. Parameter ag und a;: Durch explizites Berechnen von ;]s—kkLF(U(),)\O + S71)|s=0 mit
k = 1,2 kann man zeigen, dass

1 d?

d
a; = —§de—82LF<U0, Ao + Sﬁ)|5:0 >0, ap= _HW_LF<u0a Ao + Sﬁ)|8:0 7é 0.

ds
Die Berechnung von aq ergibt, dass in einer Umgebung von A¢ gilt: ag > 0 (agp < 0) ist
dquivalent zu u(1) = u(—1) < Agcosh(1/A) (u(1) = u(—1) > Agcosh(1/X)).

Damit sind die Voraussetzungen von Satz 8.4 erfiillt, und wir kénnen auf das Bifurkations-
verhalten von wug(z) = Agcosh(z/\g) in einer Umgebung von A, schliefen. Wenn ay > 0
gilt, haben wir ag/a; > 0, und es gibt keine reellen Lésungen, wihrend fiir ap < 0 gilt
ap/ay < 0, und wir erhalten zwei Losungen.

Wir fassen zusammen:

1
u(1) = u(—1) < Ag cosh e existiert keine Losung von (8.16),
0
1
u(1) = u(—1) > Ag cosh oo existieren zwei Losungen von (8.16).
0

Im Fall, dass keine Losung existiert, bricht die Oberflaiche des Katenoids, und es bilden
sich Kreisscheiben.

Referenzen: [Jo| §11.8.3
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Magnetisierungsmuster einer Eisen-Mikrostruktur (1um x 2um x 20nm) ohne
externes Magnetfeld; inkl. 2 Wirbel- und 1 Antiwirbel-Unstetigkeit



Minimalflachen uber nicht-konvexem Gebiet

Die Minimalflachengleichung

(1 + uig)umm - Qumuxzuxwz + (1 + uil)ufczxz

hat bei nicht-konvexem Gebiet nicht immer eine klassische Losung v € C?*(Q) N C(

Minimalflachengleichung
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Minimalflache mit Sinus-Randbedingung

Regularitatsverlust bei einspringender Ecke
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Minimalflachen mit Hindernis
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Minimalfliche mit Sinus-Randbedingung
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Minimalfliche mit Sinus-Randbedingung {iber Quader-Hindernis.
Die Ubereinstimmungsmenge ist a-priori unbekannt und von der Hohe des Quaders
abhéngig. Ev. besteht sie nur aus einer Umgebung der Quaderecken — freier Rand.
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Hindernisproblem, “Penalty”-Methode

F(u) ::/%|Vu|2 — fudr — min

Q

in U :={uec Hy(Q) | u>0}, Q= K,(0),

flz) =
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“Penalty”-Approximation: u® — u in H} () fiir & — 0:

—Auf + %uEH(—u‘S)

solution with & = 0.1
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freies Minimum in H{](£2)
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solution with & = 0.01

mit Strafterm, ¢ = 0.01

solution with £ = 0.0001

mit Strafterm, ¢ = 0.0001
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“Penalty”- Approximationen — Querschnitte

cross section of u(x,y) at y=0
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mit Strafterm, € = 0.001
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0ss section of u 0.01(X'y) aty=0

mit Strafterm, e = 0.01

cross section of u l,_Wm(x,y) aty=0

mit Strafterm, e = 0.0001

Fiir Minimum an x = 0 (bzw. ‘inneres Plateau’) gilt: u.(0) =~ —2¢



“Penalty”-Methode, asymptotisches Verhalten

“Penalty”-Approximation in u°:

—Aw 4+ wH(—u®) = f , Q
° 0 , 00

u =

Ubereinstimmungsmenge (d.h. ug(z) =0) C C K%(O)

asymptotische Entwicklung in C"

u?(x) R up(z) +eur(z) <0 = H(—u) =1

einsetzen in (B.1), Koeffizientenvergleich:
1
1
o) : —Aug+ —-cuy = f
€
= u=f=>u(r)~ -2, x€C
e numerische Losung am Ursprung:
5 u(0,0)
0.1 - 0.0954511
0.01 - 0.0188197

0.001 | - 0.0020001
0.0001 | - 0.0002005

(B.1)



endlich-dimensionales “Mountain Pass Theorem”
i
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“Mountain Pass” in der F-Landschaft [St]

T

kein “Mountain Pass” wegen fehlender Koerzivitéit von F(x,y) = e ¥ — 2% [St]



unendlich-dimensionales “Mountain Pass Theorem”

Bergring um lokales Minimum von F an u = 0 [St]



Katenoid

Katenoid, als Minimalflache, die zwischen 2 Kreisen eingespannt ist




