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1 Einleitung / Beispiele

Ziel der Vorlesung:

• Vorstellung von einigen typischen nichtlinearen PDGl’en. Im Gegensatz zu linearen
PDGl’en gibt es keine kanonische Stoffauswahl. Die Themen “hyperbolische Erhal-
tungsgesetze”, “vollständig integrable Systeme”, “Variationsmethoden” werden aus-
gelassen, da diese in Parallel-Lehrveranstaltungen enthalten sind.

• typische mathematische Fragestellungen (Existenz, Eindeutigkeit von Lösungen und
deren qualitatives Verhalten)

• typische (analytische) Lösungsstrategien

Einige einfache Beispiele:

1.1 Bewegung von Elektronen in einem Halbleiter

- + -
- ++

NW¶

DW¶ DW¶
WElektronen

feste positive Ionen

(Dotierung mit Dichte C(x) ≥ 0)

n(x, t) ≥ 0 ... Dichte der Elektronen in Ω

Φ(x, t) ... elektrostat. Potential







nt = div(∇n)
︸ ︷︷ ︸

Diffusion

− div(n∇Φ)
︸ ︷︷ ︸

Drift

∆Φ = n− C(x) ... Poissongleichung für Potential

(nichtlineares parabolisch-elliptisches System)

• stationäre Gleichung im thermischen Gleichgewicht:

∆Φ = α2eΦ
︸︷︷︸

=n(x)

−C(x), x ∈ Ω nichtlineare Poissongleichung

+ RB: Φ |∂ΩD
= Φ0(x) (Kontakte);

∂Φ

∂ν

∣
∣
∣
∣
∂ΩN

= 0 (isolierter Rand)
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1 Einleitung / Beispiele

1.2 Flüssigkeit in einem porösen Medium

feucht

Deich

trocken

Wasser

u(x, t) ≥ 0 ... Dichte der Flüssigkeit

ut −∆(uα) = 0, α > 1
+RB, AB

• Grundwasser- oder Erdölströmung in porösem Gestein

(klassische) poröse Mediumgleichung:

ut = α div(uα−1
︸︷︷︸

Diffusionsrate ≥ 0

∇u)

• degeneriert (bzw. ausgeartet) parabolisch

⇒ nur endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit (im Gegensatz zur Wärmeleitungsgleichung)

x
0

t=0
u0

x
0

t>0
u(x,t)

freier Rand

Herleitung der porösen Mediumgleichung:

• für polytropes Gas (def. durch Zustandsgleichung p = p0u
γ ; z.B. ideales Gas)

1. Massenbilanz: ρut + div(uv) = 0
u(x, t) ... Dichte
ρ ∈ (0, 1) ... Pososität = Volumenanteil der “Löcher”
v(x, t) ... Geschwindigkeitsfeld

2. Darcy-Gesetz (= empirisches Gesetz für Strömung durch poröses Medium):
µv = −k∇p
µ ... Viskosität
k ... Permeabilität = Durchlässigkeit des Materials für Gas/Flüssigkeitsströmungen
p(x, t) ... Druck

3. Zustandsgleichung: p = p0u
γ; isentroper Index: 1 ≤ γ ≤ 2

p0 ... Referenzdruck = const
monoatomares Gas: γ = 5

3
; diatomares Gas (z.B. Luft): γ = 7

5
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1.3 Diffusionsfilter in Bildverarbeitung

ρut = − div(uv) =
k

µ
div(u∇p) = k

µ
p0γ div(u

γ∇u)

⇒ ut = c∆(uα), α = 1 + γ, c > 0

1.3 Diffusionsfilter in Bildverarbeitung

Perona-Malik Modell: zur Glättung von verrauschten Bildern

u(x) ∈ [0, 1] ... Grauwert; Ω ⊂ R2

skalare Diffusivität g(|∇u|2) > 0 mit

g(s) ց ; g(0) = 1, g(s)
s→∞−→ 0

z.B.

g(s2) =
1

1 + s2/λ2
(mit Parameter λ > 0) (1.1)

also:

{

ut − div(g(|∇u|2)∇u) = 0 ; x ∈ R2, t > 0

u(x, 0) = f(x) ... Ausgangsbild
(1.2)

Motivation: wenig Diffusion bei Kanten, da dort |∇u(x)| groß.

Kantenverschärfung:

1D-Variante von (1.2) mit Flussfunktion Φ(s) := sg(s2):

ut = ∂x(Φ(ux)) = Φ′(ux)uxx (1.3)

Für g aus (1.1) gilt:

Φ′(ux) ≥ 0 für |ux| ≤ λ ⇒ (1.3) ist vorwärts parabolisch,

Φ′(ux) < 0 für |ux| > λ ⇒ (1.3) ist rückwärts parabolisch

(d.h. Indiz für Schlechtgestelltheit von (1.3)).
Für sg(s2) monoton wachsend ist (1.2) aber sachgemäß gestellt.

Referenzen: [Ma] §10
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1 Einleitung / Beispiele

1.4 Reaktion von Chemikalien

W

u

u(x, t) ≥ 0 ... Konzentration der Chemikalie

ut − ∆u
︸︷︷︸

Diffusion

= f(u)
︸︷︷︸

Reaktionsterm

,Ω× (0,∞) (1.4)

RB: ∂u
∂ν

= 0, ∂Ω× (0,∞)
AB: u(x, 0) = u0(x),Ω

Reaktions-Diffusionsgleichung (semilinear);
f meist Polynom (zB quadratisch für binäre Reaktion)

Bsp. 1: (1.4) hat für f(u) = u2 i.A. keine globale Lösung (vgl. ut = u2), wohl aber für
f(u) = −u|u|.

Bsp. 2: Wir suchen wandernde Wellen für Ω = R:

f : R → R habe „kubische Gestalt” mit
∫ 1

0
f(u) du > 0 :

0 a 1

f(u)

u

Man kann zeigen ([Ev] § 4.2):

∃! σ < 0 mit u(x, t) = v(x− σt) löst

ut − uxx = f(u), x ∈ R, t > 0, (1.5)

wobei

lim
x→−∞

v = 0, lim
x→+∞

v = 1.

8



1.5 Oberflächenwellen in Wasser

Idee: Die Konstanten 0, 1 sind stabile Lösungen von (1.5)
(da f ′ < 0); a ist instabil (da f ′ > 0).

• Gleichung für v(x): v′′ + σv′ + f(v) = 0

mit lim
x→−∞

v = 0, lim
x→+∞

v = 1, lim
x→±∞

v′(x) = 0

• Phasenraumanalyse für (v, w) := (v, v′):

→ autonomes DGl-System 1. Ordnung:

{
v′ = w
w′ = −σw − f(v)

(1.6)

mit

lim
x→−∞

(v, w) = (0, 0), lim
x→+∞

(v, w) = (1, 0)

• (0, 0), (1, 0) sind kritische Punkte von (1.6); Sattelpunkte (der Linearisierung von (1.6))

zB an (0, 0):

(
v
w

)′
=

(
0 1

−f ′(0) −σ

)(
v
w

)

(0,0) (1,0)

w

v

instabil

stabil

-

0e

+

0e

-

1e

+

1e>

>

>

>

>
x

x

x

Für genau ein σ < 0 ∃ heterokliner Orbit von (0, 0) nach (1, 0).

1.5 Oberflächenwellen in Wasser

u(x,t)

x
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1 Einleitung / Beispiele

u(x, t) > 0 ... Wassertiefe (recht seicht; lange Wellen)

Korteweg–de Vries (KdV) Gleichung:

ut + 6uux + uxxx = 0, in R× (0,∞)
+ AB

•
∫

R
u(x, t)dx ist Integralinvariante (const. in t); ∃∞ viele.

• ∀σ > 0, ∀c ∈ R ist

u(x, t) =
σ

2
cosh−2

(√
σ

2
(x− σt− c)

)

spezielle Lösung von KdV („Soliton”, Geschwindkeit σ hängt von Höhe ab) → einsetzen!
Trotz Nichtlinearität gibt es eine Art Superpositionsprinzip: 2 Solitonen können einander
ohne Änderung durchdringen (nur Zeitverzögerung bei Interaktion).

Hohes Soliton ist schneller und „überholt” tiefes Soliton; beide laufen nach rechts.

1.6 Geometrische Optik

Betrachte ausbreitende (Licht-)Wellenfront in homogenem, isotropen Medium (0 < c =
Lichtgeschwindigkeit):

10



1.6 Geometrische Optik

c

c

0

t

u = const

Ausbreitungsstrahl ⊥ Wellenfront (zu jeder
Zeit t)

ges: u(x), x ∈ Ω ⊆ Rn, mit

u = const = t (Niveaulinien) ... Wellenfront zur Zeit t.
u(x) = Zeitpunkt, an dem die Wellenfront (erstmals) durch x geht.

u erfüllt die Eikonal Gleichung (voll-nichtlinear!)

|∇u| = 1

c
.

• spezielle Lösungen:

Kugelwelle um Ursprung: u(x) = 1
c
|x|+ b, b ∈ R

ebene Wellen: u(x) = a · x+ b; a ∈ Rn, b ∈ R, |a| = 1
c

• zeitabhängige Formulierung

S(x, t) := t− u(x) ... “Level-Set-Funktion”

⇒
{
St = c|∇xS|, t > 0
S(x, 0) = S0(x)

(1.7)

Wahl der AB: S(x, 0) = 0 ∀x ∈ C0 (geschl. Hyperfläche)
S(x, 0) := Distanz von x zu C0 (S < 0 aussen, S > 0 innen)

ges: Evolution der Niveaulinie Ct mit S(x, t) = 0 ∀x ∈ Ct (=Front zur Zeit t)

S < 0(> 0) ... vor (hinter) der Front

•(1.7) besser für Numerik → Level-Set-Methoden. Front kann sich vor und zurück bewegen.
• beschreibt auch Entwicklung von Kaustiken (Bild aus [Wh])
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1 Einleitung / Beispiele

1.7 Hamilton-Mechanik

Hamilton-Jacobi-Gleichung (voll-nichtlinear!) für ein mechanisches System:

{
ut +H(∇u, x) = 0, x ∈ Rn, t > 0
AB: u(x, 0) = u0(x)

(1.8)

geg: H(p, x) ... Hamilton Funktion, zB

H̃ =
1

2m
|p|2

︸ ︷︷ ︸

kin. Energie

+ Φ(x)
︸︷︷︸

pot. Energie

u hat Dimension einer Wirkung

• Lösung mit Hilfe von Charakteristiken:







ẋ(s) = ∇pH(p(s), x(s))
ṗ(s) = −∇xH(p(s), x(s))

}

Hamilton Gleichungen

ż(s) = ∇pH(p(s), x(s)) · p(s)−H(p(s), x(s)),

mit z(s) := u(x(s), s) ∈ R (Verifikation durch Einsetzen in (1.8)).

→ 2n+ 1 gekoppelte DGl. Bem: t = s wählbar.
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1.8 Minimalflächen

• Unterschied zur Charakteristikenmethode für quasilin. Gl. 1. Ordnung:
p(x) := ∇u(x(s)) ∈ Rn wird hier als zusätzliche Variable eingeführt.

• speziell für H̃(p, x):







ẋ = 1
m
p

ṗ = −∇xΦ(x)

}

mẍ = −∇xΦ... Newtonsche Bewegungsgl.

ż = 1
2m

|p|2 − Φ(x) =: L(p, x)... Lagrange Funktion

1.8 Minimalflächen

(x1, x2, u(x1, x2)), x = (x1, x2) ∈ Ω sei eine Fläche im R3.

Oberfläche = O(u) =
∫

Ω

√

1 + |∇u|2 dx

Aufgabe: Finde Fläche minimalen Inhalts, die die Randbedingung u = g auf ∂Ω erfüllt
(→ Variationsproblem, d.h. Minimierung des Funktionals O(u)).

Anwendung: eingespannte Membran, Seifenblasen

Man kann zeigen: u(x) erfüllt die Minimalflächengleichung (quasilinear, glm. elliptisch)

{

div ∇u√
1+|∇u|2

= 0 , Ω,

u = g , ∂Ω.

bzw: (1 + u2x2
)ux1x1 − 2ux1ux2ux1x2 + (1 + u2x1

)ux2x2 = 0

Koeffizientenmatrix: A =

(
1 + u2x2

−ux1ux2

−ux1ux2 1 + u2x1

)

≥ I

Dabei ist 1
2
div

(

∇u√
1+|∇u|2

)

die mittlere Krümmung der Fläche (=Durchschnitt der Haupt-

krümmungen d.h. Min./Max. der Normalkrümmungen).

Minimalflächen: mittlere Krümmung = 0 ⇒ lokale Sattelform.
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1 Einleitung / Beispiele
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2 nichtlineare elliptische Gleichungen

Ziel: Lösung von nichtlinearen elliptischen Gleichungen der Form:

−∆u+ b(u) = f(x) ; −∆u+ b(∇u) + µu = f(x) ... semilinear ;

− div a(∇u) = f(x) ... quasilinear ,

da

div a(∇u) =
n∑

i=1

∂xi
ai(∇u) =

n∑

i,j=1

∂ai
∂zj

(∇u)∂xi
∂xj

u

Methoden:

• Fixpunktsätze: Umformulierung der PDGl als S(u) = u

• a-priori Abschätzungen: Ungleichungen an S(u), die unabhängig von u sind

• Galerkin-Methode für Approximationsfolge um in endl. dim. Räumen

2.1 Vergleichsprinzip für quasilineare

Differentialoperatoren

Betrachte den quasilinearen Differentialoperator

L(u) =
n∑

i,j=1

aij(x,∇u)uxixj
+ b(x, u,∇u)

für x ∈ Ω ⊂ Rn (beschränktes Gebiet)

Annahmen:
• b(x, ·, p) : R → R sei monoton fallend ∀x ∈ Ω, ∀p ∈ Rn.
• aij, b seien C1 bez. p.

Satz 2.1 (Vergleichsprinzip für klassische Lösungen): Seien u, v ∈ C(Ω̄)∩C2(Ω) gegeben,
L sei elliptisch bez. u oder v (gleichmäßig in x ∈ Ω), und

L(u) ≥ (>)L(v) in Ω

u ≤ v auf ∂Ω.

⇒ u ≤ (<)v in Ω.

15



2 nichtlineare elliptische Gleichungen

Bew:
• oBdA sei L elliptisch bez. u, glm. bez. x (d.h. A(x,∇u(x)) = [aij(x,∇u(x))]ij ≥ λ >
0 ∀x ∈ Ω).

(a)

L(u)− L(v) =
∑

ij

=:aij(x)
︷ ︸︸ ︷

aij(x,∇u) ∂2ij(u− v)

+
∑

ij

[aij(x,∇u)− aij(x,∇v)]∂2ijv + b(x, u,∇u)− b(x, u,∇v)
︸ ︷︷ ︸

=:
∑

i bi(x)∂iw (mit 2x MWS)

+ b(x, u,∇v)− b(x, v,∇v)
︸ ︷︷ ︸

≤0,falls u(x)≥v(x),da bց

≥ 0 ; mit w := u− v

⇒ L̃w :=
∑

ij

aij(x)∂
2
ijw +

∑

i

bi(x)∂iw ≥ 0

auf Ω+ := {x ∈ Ω | w(x) ≥ 0}

und w|∂Ω ≤ 0 (lt. VS), also auch w|∂Ω+ ≤ 0.

• lt. schwachem Maximumsprinzip auf
o

Ω+: w ≤ 0 in Ω.

(b) Für L(u) > L(v) (d.h. L̃w > 0 auf
o

Ω+) kann w kein nicht-negatives Maximum haben
(siehe Beweisteil 1 von Satz 5.26 (lin. PDGl): an Max. würde L̃w ≤ 0 gelten) ⇒ w < 0
auf Ω.

�

Anwendung: Eindeutigkeit von klassischen Lösungen des Dirichlet-Problems
{
L(u) = f(x) , Ω

u = uD(x) , ∂Ω
(2.1)

Korollar 2.2 Sei L elliptisch bez. u oder v. Seien u, v ∈ C(Ω̄) ∩ C2(Ω) Lösungen von
(2.1) ⇒ u = v.

Definition 2.3
(a) ū ∈ C(Ω̄) ∩ C2(Ω) heißt obere Lösung von (2.1), wenn

L(ū) ≤ f in Ω,
ū ≥ uD auf ∂Ω.

16



2.1 Vergleichsprinzip für quasilineare Differentialoperatoren

(b) u ∈ C(Ω̄) ∩ C2(Ω) heißt untere Lösung von (2.1), wenn

L(u) ≥ f in Ω,
u ≤ uD auf ∂Ω.

Korollar 2.4 Sei L elliptisch bez. u oder (u und ū). Für eine klassische Lösung u von
(2.1) gilt:

u(x) ≤ u(x) ≤ ū(x), x ∈ Ω

Vergleichsprinzip für schwache Lösungen:

betrachte L(u) = div a(∇u) + b(u, x) und

{
L(u) = 0 , Ω

u = 0 , ∂Ω
(2.2)

Annahmen:

• a : Rn → Rn glatt und streng monoton
(d.h. ∃Θ > 0 mit (a(p)− a(q)) · (p− q) ≥ Θ|p− q|2 ∀ p, q ∈ Rn)

• b(·, x) : R → R sei monoton fallend ∀x ∈ Ω

Definition 2.5 1. u ∈ H1
0 (Ω) heißt schwache Lösung von (2.2) wenn

∫

Ω

−a(∇u) · ∇v + b(u, x)v dx = 0 ∀v ∈ H1
0 (Ω). (2.3)

2. ū / u heißt schwache obere /untere Lösung, wenn
∫

−a(∇ū/∇u) · ∇v + b(ū/u, x)v dx ≤ / ≥ 0 ∀v ∈ H1
0 (Ω), v ≥ 0 f.ü. (2.4)

Zusätzlich gelte: a(∇u/∇ū/∇u), b(u/ū/u, x) ∈ L2(Ω).

Satz 2.6 Seien ū, u ∈ H1(Ω) schwache obere und untere Lösungen von (2.2) mit u ≤
0, ū ≥ 0 f.ü. auf ∂Ω.

⇒ Jede schwache Lösung von (2.2) erfüllt:
u(x) ≤ u(x) ≤ ū(x) f.ü. in Ω.

Bew:

17



2 nichtlineare elliptische Gleichungen

(2.4) für ū minus (2.3):
∫

Ω

[a(∇u)− a(∇ū)] · ∇v ≤
∫

Ω

[b(u, x)− b(ū, x)]
︸ ︷︷ ︸

≤0 für u(x)≥ū(x)

v ≤ 0 für v := (u− ū)+.

Es gilt v ≥ 0, v
∣
∣
∂Ω

= 0.

Bem: w ∈ H1
0 (Ω) ⇒ w+ ∈ H1

0 (Ω) und

∇(w+) =

{
∇w , f.ü. auf {w ≥ 0}
0 , f.ü. auf {w ≤ 0}

⇒ 0 ≥
∫

{u≥ū}

[a(∇u)− a(∇ū)] · ∇(u− ū) dx

str. mon.

≥ Θ
︸︷︷︸

>0

∫

{u≥ū}

|∇(u− ū)|2 dx = Θ

∫

Ω

|∇ (u− ū)+
︸ ︷︷ ︸

∈H1
0

|2 dx

⇒ (u− ū)+ = 0, wegen Poincaré Ungleichung ⇒ u ≤ ū .

�

Referenzen: [GT] § 8.5, 9.2, [Ev] § 9.3

2.2 Fixpunktmethoden

2.2.1 Fixpunktsatz von Banach

für streng kontraktive Abbildungen (bei stationären Problemen muss ein „Parameter”
klein sein):

Satz 2.7 Sei X BR, S : X → X eine (nichtlin.) Abbildung mit

‖S(u1)− S(u2)‖ ≤ λ‖u1 − u2‖ ∀u1, u2 ∈ X, λ < 1

⇒ S hat eindeutigen Fixpunkt u und Sk(u0)
k→∞−→ u ∀u0 ∈ X.

18



2.2 Fixpunktmethoden

Beispiel 2.8 Seien f ∈ L2(Ω), Ω ⊂ Rn beschränkt, b : Rn → R Lipschitz mit Lip(b)
hinreichend klein (konkret: Lip(b)< (c2p(Ω) + 1)−1). Dann hat die semilineare Gl.

{
−∆u+ b(∇u) = f(x) , Ω

u = 0 , ∂Ω,
(2.5)

eine eindeutige schwache Lösung u ∈ H1
0 (Ω). Für ∂Ω ∈ C2 gilt ferner u ∈ H2(Ω).

Bew:

Betrachte S : H1
0 (Ω) → H1

0 (Ω),
v 7→ u = S(v)

als eindeutige schwache Lösung von −∆u+ b (∇v) = f(x), Ω, d.h.:

ges. u ∈ H1
0 (Ω) :

∫

Ω

∇u · ∇ϕ dx =

∫

Ω

(f − b (∇v))ϕ dx

︸ ︷︷ ︸

=: F (ϕ)

∀ϕ ∈ H1
0 (Ω) (2.6)

• b Lip. ⇒ |b(y)| ≤ |b(0)| + β
︸︷︷︸

= Lip(b)>0

|y| ∀y ∈ Rn

⇒
∫

Ω

b2(∇v) dx ≤ 2 |b(0)|2 vol(Ω) + 2 β2

∫

Ω

| ∇v
︸︷︷︸

∈L2

|2 dx <∞

⇒ F ∈ H−1(Ω) ⇒ ∃! schwache Lösung u ∈ H1
0 (Ω) von (2.6)

(S ist wohldefiniert)

• Kontraktivität von S:
∫

Ω

∇(u1 − u2) · ∇ϕ dx = −
∫

Ω

[
b (∇v1)− b (∇v2)

]
ϕ dx

⇒ ‖u1 − u2‖H1
0 (Ω) ≤ 1

κ
‖b (∇v1)− b (∇v2)‖L2(Ω)

≤ β

κ
‖∇v1 −∇v2‖L2(Ω) ≤

β

κ
‖v1 − v2‖H1

0 (Ω)

Koerzitivitätskonstante κ = (c2p(Ω) + 1)−1.

• H2–Regulalität lt. Satz 5.25 lin. PDGl.

�
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2 nichtlineare elliptische Gleichungen

2.2.2 Fixpunktsatz von Schauder

für kompakte Abbildungen:

Satz 2.9 Sei X BR, {} 6= K ⊂ X konvex und S : K → K eine stetige Abbildung (bez.
‖.‖X). Ferner sei
(a) K kompakt,
oder
(b) K abgeschlossen und S(K) ist präkompakt in X.

⇒ S hat einen Fixpunkt in K.

Bew: (nicht konstruktiv) mit FPS von Brouwer (siehe [Ev]).
Bem: keine Aussage über Eindeutigkeit.

Bsp:

{
−∆u+ b(u) = f(x) , Ω ⊂ Rn beschränkt

u = 0 , ∂Ω

(mit b monoton wachsend, lokal Lipschitz und bijektiv auf R) hat eindeutige schwache
Lösung.

Wähle X = L2(Ω); K = {u ∈ L∞(Ω)
∣
∣
∣u ≤ u(x) ≤ u f.ü. in Ω} ⊂ X, konvex, abgeschlos-

sen; f ∈ L∞(Ω) (siehe Übung).

Achtung: Wahl von K mit S : K → K oft trickreich.

typische Anwendungsstrategie für FPS von Schauder:

1. für klassische Lösungen:

a) (optional) Eindeutigkeit der klassischen Lösung: Korollar 2.2 (durch Maximum-
sprinzip)

b) obere/untere Lösung als a-priori Schranken für klassische Lösung: Korollar 2.4
(durch Maximumsprinzip)

c) Existenz einer schwachen Lösung (FPS von Schauder, Schranken aus (b) sind
Hinweis für Wahl der konvexen Menge)

d) Regularität : schwache Lösung ist klassische (§5.4, lin PDGl)

2. für schwache Lösungen:

a) obere/untere Lösung als a-priori Schranken für schwache Lösung: Satz 2.6

b) Existenz einer schwachen Lösung (FPS von Schauder)
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2.2 Fixpunktmethoden

c) (optional) Eindeutigkeit, z.B. mit L2-„Energiemethode”, Max. Prinzip
(vgl. Bew. (a) von Satz 2.25)

Anwendung des FPS von Schauder auf semilin. Gl.

L(u) := − div(A∇u) + c u = f(x, u), Ω; u = 0, ∂Ω (2.7)

mitA = (aij(x)) ... symm., glm. pos. def.:A(x) ≥ α > 0, aij ∈ L∞(Ω); 0 ≤ c ∈ L∞(Ω); Ω ⊂ Rn

beschr.

Definition 2.10 f : Ω× R → R heißt Carathéodory-Fkt., wenn

1. ∀u ∈ R : x 7→ f(x, u) ist messbar,

2. für f.a. x ∈ Ω : u 7→ f(x, u) ist stetig.

Einschub: Sobolev Einbettungen

Satz 2.11 Sei Ω ⊂ Rn beschr., ∂Ω Lipschitz. ⇒ Die Einbettung

H1(Ω) →֒ Lp(Ω), p ∈ N∗

mit N∗ = [1,∞] für n = 1, N∗ = [1,∞) für n = 2, N∗ = [1, 2n
n−2

] für n ≥ 3 ist stetig
und (außer für n ≥ 3, p = 2n

n−2
) sogar kompakt.

Notation:

N∗ :=
{

q ∈ [1,∞) |p ∈ N∗ mit
1

p
+
1

q
= 1
}

... Hölder konj. Indexmenge (ohne q = ∞)

Satz 2.12 (Existenz für semilin. Gl.) Sei f Carathéodory-Fkt. mit

|f(x, u)| ≤ h(x) ∀x ∈ Ω, u ∈ R; h ∈ Lq(Ω) für ein q ∈ N∗

⇒ ∃ schwache Lösung u ∈ H1
0 (Ω) von (2.7); ∃ Konst. C = C(A, c,Ω) > 0:

‖u‖H1
0 (Ω) ≤ C ‖h‖Lq(Ω) (2.8)

Definition 2.13 u ∈ H1
0 (Ω) ist schwache Lösg. von (2.7), wenn

∫

Ω

(∇uTA∇w + c uw) dx =

∫

Ω

f(x, u)w dx ∀w ∈ H1
0 (Ω)

︸ ︷︷ ︸

=: Fu(w)

(2.9)
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2 nichtlineare elliptische Gleichungen

rechte Seite wohldef., da w ∈ H1
0 →֒ Lp, p ∈ N∗ und |f(·, u)| ≤ h ∈ Lq, q ∈ N∗

⇒ ‖f(·, u)w‖L1(Ω) ≤ C ‖h‖Lq(Ω) ‖w‖H1
0 (Ω) (2.10)

Bew:

1. Def. von S: SeiK :=
{
v ∈ L2(Ω)|‖v‖H1(Ω) ≤ M

︸︷︷︸

>0

}
, undM wird später fixiert.K ist

kompakte, konvexe Teilmenge von X := L2(Ω) [lt. Rellich-Kondrachov; zusätzlich
abgeschlossen in X, da ‖vk‖H1 ≤ M ⇒ Teilfolge vkj ⇀ v in H1 (Banach-Alaoglu)
⇒ ‖v‖H1 ≤ lim inf ‖vkj‖H1 ≤M (schwach unterhalb stetig)].

Betrachte S : K → H1
0 (Ω),

v 7→ u = S(v)

als eindeutige schwache Lösung des linearen Randwertproblems

L(u) = f(x, v), Ω; u = 0, ∂Ω. (2.11)

Laut (2.10): Fv ist stetiges lineares Funktional auf H1
0 (Ω) (zunächst für v ∈ K; geht

auch für v ∈ L2(Ω) – für (3.) ).

2. S : K → K: zentraler Schritt!

betrachte (2.11) mit Testfunktion w := u ∈ H1
0 :

α

1 + c2p
‖u‖2H1

0

Poincaré

≤ α ‖∇u‖2L2

L glm. ell.

≤
∫

Ω

[
∇uTA∇u+ c u2

]
dx =

∫

f(x, v)u dx

(2.10)

≤ C ‖h‖Lq ‖u‖H1
0

⇒ ‖u‖H1
0 (Ω) ≤ C

1 + c2p
α

‖h‖Lq(Ω) =:M

also: S ist Selbstabbildung auf K; (2.8) gilt, falls ∃ FP u.

3. S ist stetig auf L2(Ω):

für schwache Lösung von (2.11) gilt mit h̃(v) := f(., v) ∈ Lq(Ω):

‖u‖H1
0
≤ C1 ‖h̃‖H−1

(2.10)

≤ C2 ‖h̃‖Lq ,

also h̃ 7→ u ist linear, stetig von Lq → L2.

Lemma 2.14 Sei f Carathéodory-Fkt. mit

|f(x, u)| ≤ C |u|r+h(x) für f.a. x ∈ Ω, u ∈ R; 1 ≤ q, q r <∞; C ≥ 0; 0 ≤ h ∈ Lq(Ω)

Def. h̃(u) := f(., u(.)) für u ∈ Lqr(Ω).

⇒ h̃ ist stetig von Lqr(Ω) → Lq(Ω).
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2.2 Fixpunktmethoden

Anwendung des Lemmas mit C = 0, r = 2
q
: v 7→ h̃(v) ist stetig von L2 → Lq.

Also: v 7→ u = S(v) ist stetig von L2 → L2.

4. lt. Schauder: ∃ FP u ∈ K mit S(u) = u, (2.8) gilt.

�

Einschub: dominierte Konvergenz

Satz 2.15 (dominierte Konvergenz) Sei Ω ⊂ Rn offen, {fk} ⊂ L1(Ω).

(i) Es gelte fk → f f.ü. in Ω, und ∃ Fkt. g ∈ L1(Ω) mit |fk| ≤ g f.ü. in Ω ∀k.
⇒ f ∈ L1(Ω), fk → f in L1(Ω).

(ii) (Umkehrung) Es gelte fk → f in L1(Ω).

⇒ ∃ TF {fk′} mit fk′ → f f.ü. in Ω, und ∃g ∈ L1(Ω) mit |fk′ | ≤ g ∀k′.

Bem: Satz gilt auch für Lp(Ω) mit 1 ≤ p <∞ für (i), 1 ≤ p ≤ ∞ für (ii).
Beweis von (ii) in [Br], Th. IV.9

Bew. von Lemma 2.14:

Sei {uk} ⊂ Lqr(Ω) mit uk → u in Lqr(Ω).
lt. Satz 2.15 (ii): ∃ TF {uk′} mit uk′ → u f.ü. in Ω, und |uk′ | ≤ u∗ ∈ Lqr(Ω) ∀k′.

⇒ h̃(uk′) → h̃(u) f.ü. in Ω

|h̃(uk′)| ≤ C |u∗|r
︸︷︷︸

∈Lq

+h ∈ Lq(Ω)

lt. Satz 2.15 (i): h̃(uk′) → h̃(u) in Lq(Ω).
Da Limes h̃(u) eindeutig (∀ Teilfolgen) ⇒ gesamte Folge {h̃(uk)} konvergiert. �

2.2.3 Fixpunktsatz von Schaefer

für kompakte Abbildungen. Dieser ist meist leichter anwendbar als der FPS von Schauder
und ein Spezialfall vom FPS von Leray-Schauder.

Satz 2.16 Sei X BR und S : X → X eine stetige, kompakte Abbildung. Sei die Menge

{u ∈ X | u = λS(u) für ein 0 ≤ λ ≤ 1} (2.12)

23



2 nichtlineare elliptische Gleichungen

beschränkt.

⇒ S hat einen Fixpunkt.

Bew: mit FPS von Schauder (siehe [Ev]).
Bem: 1) keine Aussage über Eindeutigkeit

2) Vorteile gegenüber FPS von Schauder: keine konvexe, kompakte Menge festzu-
legen. Gleichmäßige Abschätzung nur für die FP-Menge (2.12) nötig, aber nicht für ganz
S(K).

Idee: a-priori Abschätzung für mögliche Fixpunkte von λS, 0 ≤ λ ≤ 1 liefert Existenz
eines Fixpunktes von S.

Bsp:

{
−∆u+ b(∇u) + µu = 0 , Ω

u = 0 , ∂Ω
(2.13)

mit Ω ⊂ Rn beschränkt, ∂Ω ∈ C2; b : Rn → R glatt und Lipschitz, daher

∃c > 0 : |b(p)| ≤ c(1 + |p|) ∀p ∈ R
n. (2.14)

Satz 2.17 Für µ > 0 hinreichend groß hat (2.13) eine eindeutige Lösung
u ∈ H1

0 (Ω) ∩H2(Ω).

Bew: betrachte S : u 7→ w auf X := H1
0 (Ω), definiert durch Linearisierung

{
−∆w + µw = f(x) := −b(∇u) , Ω

w = 0 , ∂Ω
(2.15)

1. S : X → X:
sei u ∈ H1

0 (Ω) ⇒ f ∈ L2(Ω), wegen Ungleichung (2.14).
w = S(u) ∈ H1

0 (Ω) ist eindeutige schwache Lösung von (2.15).

Laut Satz 5.25 (lin. PDGl):

‖w‖H2(Ω) ≤ C‖f‖L2(Ω) (2.16)

2. S ist stetig und kompakt:

• u 7→ b(∇u) : H1
0 (Ω) → L2(Ω) ist Lipschitz,

• f 7→ w: L2(Ω) → H1
0 (Ω) ist stetig ⇒ S ist stetig.
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2.2 Fixpunktmethoden

• Laut (2.14): u 7→ b(∇u) bildet beschränkte Mengen von H1
0 (Ω) auf beschränkte

Mengen von L2(Ω) ab.

• Laut (2.16) f 7→ w bildet beschränkte Mengen von L2(Ω) auf beschränkte
Mengen vonH2(Ω)∩H1

0 (Ω) ab; sind präkompakt inH1
0 (Ω) (lt. Satz von Rellich-

Kondrachov / komp. Einbettung) ⇒ S ist kompakt.

3. Beschränktheit von (2.12) in X: zentraler Schritt !
• Sei u ∈ H1

0 (Ω) Lösung von u = λS(u) für ein 0 < λ ≤ 1 (da λ = 0 ⇒ u = 0),
also w := u

λ
= S(u) mit u ∈ H2(Ω) ∩H1

0 (Ω), d.h.

f.ü. in Ω: −∆
(u

λ

)

+ µ
(u

λ

)

= −b(∇u)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

·λu,
∫

Ω

dx

⇒
∫

Ω

|∇u|2 + µu2 dx = −
∫

Ω

λb(∇u)u dx

(2.14),λ≤1

≤
∫

c(1 + |∇u|)|u| dx
Young

≤ 1

2

∫

|∇u|2 dx+ c1

∫

(u2 + 1) dx

⇒ für µ > c1: 1
2

∫
|∇u|2 + (µ− c1)

∫
u2 ≤ c1|Ω| (unabh. von 0 ≤ λ ≤ 1)

4. laut Satz 2.16: S hat Fixpunkt u ∈ H1
0 (Ω) und u ∈ H2(Ω)

5. Eindeutigkeit der Lösung:
betrachte (2.13) für die Differenz zweier Lösungen v := u1 − u2 :

−∆v + b(∇u1)− b(∇u2) + µv = 0
∣
∣
∣ · v,

∫

Ω

... dx

0 =

∫ {

|∇v|2 + [b(∇u1)− b(∇u2)
︸ ︷︷ ︸

|...|≤L |∇v|

]v + µv2
}

dx

≥
∫ {

|∇v|2 − L|∇v| |v|+ µv2
}

dx

=

∫
(
|∇v| − L

2
|v|
)2
dx+

(
µ− L2

4

)
∫

v2 dx

⇒ v = 0 falls µ > L2

4
. �

Referenzen: [Ev] § 9.2, [GT] § 10, [Jü] § 2.1-2.2, [Br]
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2 nichtlineare elliptische Gleichungen

2.3 monotone Operator-Methode

Betrachte quasilineare Gleichung für u : Ω̄ → R:

{
− div a(∇u) = f , x ∈ Ω

u = 0 , x ∈ ∂Ω
(2.17)

mit f ∈ L2(Ω); a = (a1, ..., an) ist „glattes” Vektorfeld Rn → Rn;
Ω ⊂ Rn beschränktes Gebiet mit „glattem” Rand.

• Anwendung : quasilin. poröse Medium Gleichung, stationär (quasilinear → flussabhän-
gige Durchlässigkeit)

• Bedingungen an a:

Definition 2.18 Ein Vektorfeld a : Rn → Rn heißt

1. monoton, falls

(a(p)− a(q)) · (p− q) ≥ 0 ∀p, q ∈ R
n.

2. streng monoton, falls es ein Θ > 0 gibt mit:

(a(p)− a(q)) · (p− q) ≥ Θ|p− q|2 ∀p, q ∈ R
n (2.18)

Bsp:
1) Sei Φ : Rn → R (gleichmäßig) konvex ⇒ a := ∇Φ ist (streng) monoton, da:

(a(p)− a(q)) · (p− q) =
n∑

i=1

(∂iΦ(p)− ∂iΦ(q))(pi − qi)

=

1∫

0

∑

i,j

∂ijΦ(p+ t(q − p))(pj − qj)(pi − qi) dt ≥ 0 da
∂2Φ

∂p2
≥ 0 (bzw. ≥ Θ > 0)

z.B.: Φ(p) =
√

1 + |p|2 konvex, a(p) = p√
1+|p|2

(vgl. Minimalflächengleichung)

2) Sei die skalare Funktion aj bez. xj nicht monoton wachsend ⇒ a ist nicht monoton.

• weitere Annahmen:

(A1) |a(p)| ≤ c(1 + |p|) (liefert a(∇u) ∈ L2(Ω) für u ∈ H1(Ω))

(A2) a(p) · p ≥ α|p|2 − β (verallgem. Koerzivitätsbedingung)

für c, α > 0, β ≥ 0; ∀p ∈ R
n
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2.3 monotone Operator-Methode

• schwache Formulierung von (2.17):

ges: u ∈ H1
0 (Ω) mit:

∫

Ω

a(∇u) · ∇v dx =

∫

Ω

fv dx ∀v ∈ H1
0 (Ω). (2.19)

Ziel: (2.19) hat eindeutige Lösung u ∈ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)

Strategie:

(i) konstruiere Approximationsfolge um in endlich dimensionalem Teilraum von H1
0 (Ω)

(Galerkin Methode)

(ii) u = lim
m→∞

um löst (2.19) ⇒ Existenz einer schwachen Lösung

(iii) Eindeutigkeit, u ∈ H2(Ω)

Schritt (i):

• {wk} sei ON-Basis von H1
0 (Ω) mit IP 〈u, v〉1 =

∫

Ω
∇u · ∇v dx

• suche um =
∑m

k=1 d
k
mwk ∈ H1

0 (Ω), als Lösung von

∫

a(∇um) · ∇wk =

∫

fwk; k = 1, ...,m Galerkin Gleichungen (2.20)

Lemma 2.19 Sei v : Rm → Rm stetig mit

v(x) · x ≥ 0 für |x| = r und ein r > 0.

⇒ ∃x0 ∈ Kr(0) mit v(x0) = 0.

Bew: mit Fixpunktsatz von Brouwer; nicht konstruktiv; x0 nicht eindeutig ([Ev] § 9.1).
Bsp.: v(x) = (x1, 0, ..., 0)

⊤

Satz 2.20 ∀m ∈ N : ∃ Lösung um ∈ H1
0 von (2.20).
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Bew:
def. stetige Funktion v = (v1, ..., vm) : Rm → Rm durch

vk( d
︸︷︷︸

∈Rm

) :=

∫

Ω

a(
m∑

j=1

dj∇wj

︸ ︷︷ ︸

wird ∇um,

wenn v(d)=0

) · ∇wk − fwk dx; k = 1, ...,m (2.21)

⇒ v(d) · d =

∫

a
(∑

dj∇wj

)

·
(∑

dj∇wj

)

− f
(∑

djwj

)

dx

(A2)

≥
∫

α
∣
∣
∣

∑

dj∇wj

∣
∣
∣

2

− β − f
(∑

djwj

)

dx

= α|d|2 − β|Ω| −
∑

dj

∫

fwj dx

Young

≥ α

2
|d|2 − β|Ω| − c1

m∑

j=1

〈f, wj〉2L2(Ω)

Für {wj}, m geg. reicht das schon für Anwendung von Lemma 2.19; Abschätzung aber
noch nicht gleichmäßig in m.

• sei y ∈ H1
0 schwache Lösung von −∆y = f auf Ω.

⇒
m∑

j=1

〈 f
︸︷︷︸

=−∆y

, wj〉2L2

part. Int.
=

m∑

j=1

〈y, wj〉21
Bessel

≤ ‖y‖2H1
0 (Ω)

PDGl §5.3

≤ c2‖f‖2L2(Ω) =: c̃ (unabh. von {wj}, m)

⇒ v(d) · d ≥ α
2
|d|2 − c3 ≥ 0 für |d| = r und r hinreichend groß.

• aus Lemma 2.19: ∃d ∈ Rm mit v(d) = 0, also (aus (2.21)):

um :=
m∑

j=1

djwj löst (2.20).

• wichtig: Lemma 2.19 gilt nur für endliche Dimensionen.

�

Einschub: schwache Konvergenz

• Sei X BR ⇒ X ′ = { stetige, lin. Funktionale auf X} ist BR
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Definition 2.21 Die Folge {uk} ⊂ X konvergiert schwach gegen u ∈ X (uk ⇀ u), wenn

〈v, uk〉 → 〈v, u〉 ∀v ∈ X ′.

Es gilt:

(i) uk → u⇒ uk ⇀ u

(ii) jede schwach konvergente Folge (uk ⇀ u) ist beschränkt, und

‖u‖ ≤ lim
k→∞

inf ‖uk‖.

(Beweis mit Banach-Steinhaus)

(iii) Sei uk ⇀ u in X und vk → v in X ′

⇒ 〈vk, uk〉 k→∞−→ 〈v, u〉
(wichtig für Konvergenz von quadrat. Termen in PDGl.)

(iv) Für dimX <∞ gilt: uk → u ⇔ uk ⇀ u

Bsp: uk(x) = sin kx
k→∞
⇀ 0 in L2(0, 1)

(aber uk konvergiert weder punktweise noch f. ü. !)

• Achtung: Nichtlinearitäten sind i.A. nicht stetig bez. schw. Konvergenz
(vergleiche mit (iii)!).

Bsp: u2k = sin2 kx
k→∞
⇀ 1

2
6= (w−lim uk)

2 = 0;
aber: wk → w in L2p(Ω) ⇒ w2

k → w2 in Lp(Ω)

Der folgende Spezialfall vom Satz von Alaoglu liefert schwache Kompaktheit:

Satz 2.22 (Satz von Eberlein-Šmuljan):
Sei X ein reflexiver BR (d.h. X ′′ = X), und {uk} ⊂ X beschränkt.
⇒ ∃ Teilfolge {ukj} ⊂ {uk} und ∃u ∈ X mit ukj ⇀ u

Bem:

(i) Hilbert Räume sind reflexiv.

(ii) Lp(Ω)′ = Lq(Ω), 1 ≤ p <∞, 1
p
+ 1

q
= 1

Lp(Ω) ist reflexiv für 1 < p <∞
(iii) Lp(Ω) ist separabel für 1 ≤ p <∞

Schritt (ii):

• für den Limes m→ ∞ brauchen wir glm. Abschätzungen:
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2 nichtlineare elliptische Gleichungen

Satz 2.23 ∃c (unabhängig von m) mit

‖um‖H1
0 (Ω) ≤ c(1 + ‖f‖L2(Ω)) ∀m ∈ N (2.22)

Bew: aus der Galerkin-Gleichung (2.20) folgt (mit um =
∑m

k=1 d
k
mwk):

∫

Ω

a(∇um) · ∇um dx =

∫

fum dx (2.23)

⇒ α
︸︷︷︸

>0

∫

|∇um|2
(A2)

≤
∫

a(∇um) · ∇um dx+ β|Ω| =
∫

fum dx+ β|Ω|

Young

≤ β|Ω|+ ε

∫

u2m +
1

4ε

∫

f 2

Poincaré

≤ β|Ω|+ εc2p

∫

|∇um|2 +
1

4ε

∫

f 2

• (2.22) folgt für ε > 0, klein genug.

�

Limes von um für m→ ∞

‖um‖H1
0 (Ω) ≤ C ⇒

(i) Laut Satz 2.22 ∃ Teilfolge {umj
}, j ∈ N und u ∈ H1

0 (Ω) mit
umj

⇀ u in H1
0 (Ω).

d.h. 〈v, umj
〉 → 〈v, u〉 ∀v ∈ H1

0 (Ω)
′ =: H−1(Ω).

bzw.

{
umj

⇀ u in L2(Ω)
∇umj

⇀ ∇u in L2(Ω)

(ii) Laut Satz von Rellich-Kondrachov (H1(Ω) →֒→֒ L2(Ω), für Ω beschränkt): umj
→ u

in L2(Ω)

Ziel: Limes m→ ∞ in (2.20) ausführen; dann löst u (2.19)

Problem: a(∇umj
) −→ a(∇u) ?? (Nichtlinearität + schwache Konvergenz von ∇u!)

Rettung: Monotonie von a (Methode von Browder & Minty)
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2.3 monotone Operator-Methode

Satz 2.24 Sei a monoton und erfülle (A1), (A2).
⇒ (2.19) hat eine schwache Lösung in H1

0 .

Bew:

• ‖a(∇um)‖L2(Ω)

(A1)

≤ c(1 + ‖∇um‖L2(Ω))
(2.22)

≤ c

⇒ ∃~b ∈ L2(Ω;Rn) und (ev. weitere) Teilfolge, so dass

a(∇umj
)⇀~b in L2(Ω;Rn)

⇒ (Limes in (2.20)):
∫
~b · ∇wk =

∫
fwk ∀k ∈ N

⇒
∫

~b · ∇v =

∫

fv ∀v ∈ H1
0 (Ω) (2.24)

• zeige ~b = a(∇u) („Limes-Identifikation”) mittels Monotonie von a:
wegen Monotonie gilt ∀m ∈ N, ∀w ∈ H1

0 (Ω):

0 ≤
∫

(a(∇um)− a(∇w)) · (∇um −∇w) dx

(2.23)
=

∫ ∈L2

︷︸︸︷

f um
︸ ︷︷ ︸

↓

− a(∇um) ·
∈L2

︷︸︸︷

∇w
︸ ︷︷ ︸

↓

−
∈L2

︷ ︸︸ ︷

a(∇w) ·(∇um
︸ ︷︷ ︸

↓

−∇w) dx

für m = mj → ∞

0 ≤
∫

fu − ~b · ∇w − a(∇w) · (∇u−∇w) dx

(2.24) mit v = u

=

∫

(~b− a(∇w)) · ∇(u− w) dx ∀w ∈ H1
0 (Ω)

Trick: Konvergenz vom quadr. Term
∫
a(∇um) · ∇um →

∫
~b · ∇u durch (2.23) umgangen.

• setze w := u− λv; λ > 0, v ∈ H1
0 (Ω) fest

⇒ 0 ≤
∫

(~b− a(∇u− λ∇v)) · ∇v dx

mit λ→ 0:

0 ≤
∫

(~b− a(∇u)) · ∇v dx ∀v ∈ H1
0 (Ω)
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2 nichtlineare elliptische Gleichungen

ersetze v durch −v:

0 =

∫

(~b− a(∇u)) · ∇v

⇒
∫

a(∇u) · ∇v =

∫

fv ∀ v ∈ H1
0 (Ω)

aus (2.24), also u ist schwache Lösung

�

Schritt (iii):

Satz 2.25 Sei a ∈ C2(Rn) streng monoton und erfülle (A1),(A2); sei ∂Ω eine C2-
Mannigfaltigkeit.

⇒ (a) schwache Lösung von (2.19) ist eindeutig.
(b) u ∈ H1

0 (Ω) ∩H2(Ω).

Bew (a): seien u1, u2 ∈ H1
0 (Ω) schwache Lösungen

⇒
∫

a(∇u1) · ∇v =

∫

a(∇u2) · ∇v =

∫

fv ∀v ∈ H1
0 (Ω)

sei v := u1 − u2

⇒ 0 =

∫

(a(∇u1)− a(∇u2)) · (∇u1 −∇u2)
(2.18)

≥ Θ
︸︷︷︸

>0

∫

|∇u1 −∇u2|2,

also u1 = u2 in Ω.

(b)

• div a(∇u) =
n∑

j,k=1

∂aj
∂pk
︸︷︷︸

Jacobi-Matrix von a(p)

(∇u) ∂2u

∂xj∂xk
;

Für die eindeutige Lösung u kann ∂aj
∂pk

(∇u) als gegebene Koeffizienten-Matrix betrachtet
werden ⇒ u erfüllt lin. Gleichung

• wähle p = q + hξ, h 6= 0 in (2.18)

⇒
n∑

j=1

aj(q + hξ)− aj(q)

h
ξj ≥ Θ|ξ|2
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2.4 stationäre Navier-Stokes-Gleichungen

h→ 0 :
∑

jk

∂aj
∂pk

(q) ξk
︸ ︷︷ ︸

=∇aj ·ξ

ξj ≥ Θ
︸︷︷︸

>0

|ξ|2, ∀ q ∈ R
n

also: − div a(∇u) = f ist gleichmäßig elliptisch.

• mit kleiner Erweiterung von Satz 5.25 (Regularität bis zum Rand;
aber hier ∂a(∇u) 6∈ C1(Ω̄)): u ∈ H2(Ω), (2.17) gilt f. ü. in Ω.

�

Bem: Satz 2.24 kann nicht auf die Minimalfächengleichung

div
∇u

√

1 + |∇u|2
= f in Ω, u = 0 auf ∂Ω

angewendet werden, da a(p) = p/
√

1 + |p|2 nicht koerziv ist. Aber Eindeutigkeit möglich
→ Übungen.

Referenzen: [Ev] § 9.1, [RR] § 9.3, [Sh2] § II.2

2.4 stationäre Navier-Stokes-Gleichungen

Modell für stationäre Strömung einer homogenen (d.h. Dichte = const.), viskosen, inkom-
pressiblen Flüssigkeit:

− ∆u
︸︷︷︸

komponentenweise

+ (u · ∇) u+∇p = f, Ω ... NS-Gleichung (2.25)

div u = 0, Ω ... inkompressibel (2.26)

u = 0, ∂Ω ... Haft-RB, (2.27)

Ω ⊂ R3 beschränktes Gebiet, ∂Ω ∈ C1.

ges: u : Ω → R3 ... Geschwindigkeitsvektorfeld
p : Ω → R ... Druck

geg: f : Ω → R3 ... (äußeres) Kraftfeld

Problem: p tritt in (2.25) “implizit” auf (in Variationsformulierungen als Langrange-
Multiplikatorfunktion für Nebenbedingung (2.26)).
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2 nichtlineare elliptische Gleichungen

Idee: p eliminieren

Herleitung der schwachen Formulierung:

R3-Skalarprodukt von (2.25) mit v ∈ C
∞
0 (Ω;R3),

∫

Ω
... dx, partielle Integration ⇒

∫

Ω

∇u
︸︷︷︸

Jacobi Matrix

: ∇v dx+
∫

Ω

(
(u · ∇) u

)
· v dx−

∫

Ω

p div v dx

︸ ︷︷ ︸

=0 falls div v=0

=

∫

Ω

f · v dx, (2.28)

∇u : ∇v =
3∑

i,j=1

∂ui
∂xj

∂vi
∂xj

,

(u · ∇) u · v =
3∑

i,j=1

ui
∂uj
∂xi

vj

X :=
{
v ∈ H1

0 (Ω)
3 | div v = 0 f.ü. in Ω

}
ist separabler Hilbertraum mit

‖v‖2X = ‖∇v‖2L2(Ω)3×3 =
3∑

i,j=1

∥
∥
∥
∥

∂vi
∂xj

∥
∥
∥
∥

2

L2(Ω)
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2.4 stationäre Navier-Stokes-Gleichungen

Schwache Formulierung:

ges: u ∈ X mit
∫

Ω

∇u : ∇v dx+
∫

Ω

(u · ∇) u · v dx =

∫

Ω

f · v dx ∀v ∈ X. (2.29)

Gleichung (2.29) ist äquivalent zur Operatorgleichung

A1 u+ A2 u = b in X ′ , (2.30)

mit

A1 : X → X ′ , X′〈A1u , v〉X =

∫

Ω

∇u : ∇v dx (linear)

A2 : X → X ′ , X′〈A2u , v〉X =

∫

Ω

(u · ∇) u · v dx (nichtlinear)

b ∈ X ′ , X′〈b , v〉X =

∫

Ω

f · v dx

Einschub: nichtlineare Abbildungen

Definition 2.26 Seien X, Y Banach Räume. A : X → Y heißt

(i) beschränkt, wenn ∀S ⊂ X:
S beschränkt in X ⇒ A(S) ist beschränkt in Y ;

(ii) demistetig, wenn ∀{un} ⊂ X:
un → u in X ⇒ A(un)⇀ A(u) in Y .

(iii) stark stetig, wenn ∀{un} ⊂ X:
un ⇀ u in X ⇒ A(un) → A(u) in Y .

Bem: A linear und kompakt ⇒ A stark stetig

Definition 2.27 Sei V reflexiver Banach Raum. A : V → V ′ heißt

(i) hemistetig, wenn ∀u, v, w ∈ V :
t 7→ 〈A(u+ tv), w〉 ist stetig (als Fkt R → R);

(ii) schwach abgeschlossen, wenn ∀{un} ⊂ V :
wenn un ⇀ u in V , A(un)⇀ f in V ′

⇒ A(u) = f ;

(iii) vom Typ M, wenn ∀{un} ⊂ V :
wenn un ⇀ u in V , A(un)⇀ f in V ′ und lim

n→∞
sup〈A(un), un〉 ≤ 〈f, u〉

⇒ A(u) = f ;
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2 nichtlineare elliptische Gleichungen

(iv) koerziv, wenn ∀u ∈ V

〈A(u), u〉
‖u‖ −→ ∞ für ‖u‖ → ∞

(Limes glm., d.h. 〈A(u),u〉
‖u‖ ≥ ζ(‖u‖), ζ(R) R→∞−→ ∞)

(v) monoton, wenn ∀u, v ∈ V

〈A(u)− A(v), u− v〉 ≥ 0

(vi) streng monoton, wenn ∀u, v ∈ V

〈A(u)− A(v), u− v〉 ≥ Θ
︸︷︷︸

>0

‖u− v‖2

Bem: Anwendung von “schwach abgeschlossen” bzw. “Typ M-Eigenschaft” zur Limes-
Identifikation beim Lösen von A(u) = f : Approximationsfolge un ⇀ u mit A(un)⇀ f .

Bsp: Der Operator A(u) = − div(a(∇u)) : H1
0 (Ω) → H−1(Ω) von Satz 2.24 ist monoton,

koerziv, stetig.

Lemma 2.28 Sei A : V → V ′

(i) hemistetig und monoton ⇒ A ist vom Typ M

(ii) vom Typ M und beschränkt ⇒ A ist demistetig

(iii) stark stetig ⇒ A ist demistetig ⇒ A ist hemistetig.

(iv) stark stetig ⇒ A ist kompakt.

Bew: [Sh2], Übung

Beispiel 2.29 Sei V = H1
0 (Ω), A(u) = − div(a(u)∇u) : H1

0 → H−1, mit
a ∈ C(R), 0 < δ1 ≤ a(u) ≤ δ2, Ω beschränkt.

• A ist beschränkt, da ∀u, v ∈ H1
0 (Ω):

|〈A(u), v〉| =
∣
∣
∣
∣

∫

a(u)∇u · ∇v dx
∣
∣
∣
∣
≤ ‖a‖L∞(R)‖u‖H1

0
‖v‖H1

0
(2.31)

• A ist koerziv, da

〈A(u), u〉 =
∫

a(u)|∇u|2dx
Poincaré

≥ Cδ1‖u‖2H1
0

∀u ∈ H1
0 (Ω) (2.32)
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2.4 stationäre Navier-Stokes-Gleichungen

stetig

trivial

��

linear monoton
Zeidler, Prop. 26.4

oo

trivial

��

demistetig

Lemma (iii)

��

hemistetig monoton
Zeidler, Prop. 26.4

oo

Lemma (i)

��

hemistetig
+ monoton

Lemma (i)
// vom Typ M

Lemma (ii)

+ beschränkt

hh◗
◗

◗

◗

◗

◗

◗

◗

◗

◗

◗

◗

◗

◗

◗

◗

◗

◗

◗

◗

◗

◗

◗

◗

◗

◗

◗

◗

Abbildung 2.1: Beziehungen zwischen Eigenschaften von Operatoren

• A ist schwach abgeschlossen, also auch vom Typ M, da:
Sei un ⇀ u in H1

0 mit A(un)⇀ f in H−1 und v ∈ C∞
0 (Ω̄)

⇒ un → u in L2(Ω), a(un) → a(u) in L2(Ω) (mit Lebesgue).

⇒ 〈A(un), v〉 =
∫
a(un)∇v
︸ ︷︷ ︸

∈L2(Ω)

·∇un dx→

=〈A(u),v〉
︷ ︸︸ ︷∫

a(u)∇v
︸ ︷︷ ︸

∈L2(Ω)

·∇u dx = 〈f, v〉 (laut VS),

da f ∈ H−1 und C∞
0 dicht in H1

0 : f = − div(a(u)∇u) = A(u)

• A ist demistetig und hemistetig laut Lemma 2.28ii + iii

Eigenschaften der Operatoren A1, A2 aus (2.30):

Lemma 2.30

(i) A1 : X → X ′ ist linear, beschränkt ⇒ stetig, koerziv, monoton und schwach abge-
schlossen

(ii) A2 : X → X ′ ist beschränkt und stark stetig

(iii) A := A1 + A2 : X → X ′ ist beschränkt, koerziv und vom Typ M.

Bew:

(i) A1 ist vektorwertige Variante von −∆ auf H1
0 (Ω), also Spezialfall (mit a(u) = 1)

von Bsp 2.29.

⇒ A1 ist linear, stetig, koerziv und schwach abgeschlossen; monoton direkt aus
Def. von A1.
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(ii) A2 beschränkt, da:

Seien u, v ∈ X:

|〈A2 u , v〉| ≤
∫

Ω

|u| |∇u| |v| dx
Hölder

≤ ‖u‖L4(Ω) ‖∇u‖L2(Ω) ‖v‖L4(Ω)

H1 →֒L4

≤ C ‖u‖2H1(Ω) ‖v‖H1(Ω)

⇒ ‖A2 u‖X′ ≤ C ‖u‖2H1

Poincaré

≤ C ‖u‖2X , also A2 beschränkt.

A2 stark stetig, da:

Sei uk ⇀ u in X, also ‖uk‖X ≤ C. Da H1(Ω) →֒→֒ L4(Ω), uk → u in L4(Ω).
z.z.

‖A2 uk − A2 u‖X′ = sup
v∈X

‖v‖≤1

|〈A2 uk − A2 u , v〉| k→∞−→ 0 (2.33)

Widerspruchsannahme für Teilfolge {uk}:
∃ ε0 > 0, {vk} ⊂ X, ‖vk‖X ≤ 1 mit

|〈A2 uk − A2 u , vk〉| ≥ ε0 ∀k ∈ N. (2.34)

{vk} beschränkt in X; lt. Satz 2.22:

⇒ ∃ TF {vk′} mit vk′ ⇀ v in X ⇒ vk′ → v in L4(Ω)

⇒ |〈A2 uk′ − A2 u , vk′〉| =

=

∣
∣
∣
∣

∫

Ω

(u · ∇)(uk′ − u) · (vk′ − v) + [(uk′ − u) · ∇] uk′ · vk′

+ (u · ∇)(uk′ − u) · v dx
∣
∣
∣
∣

≤ ‖u‖L4 ‖∇(uk′ − u)‖L2
︸ ︷︷ ︸

≤C

‖vk′ − v‖L4
︸ ︷︷ ︸

→0

+ ‖uk′ − u‖L4
︸ ︷︷ ︸

→0

‖∇uk′‖L2 ‖vk′‖L4
︸ ︷︷ ︸

≤C

+

∣
∣
∣
∣

∫

(u · ∇)(uk′ − u)
︸ ︷︷ ︸

⇀ 0 in L2

·v dx
∣
∣
∣
∣

k′→∞−→ 0 (2.35)

Wid. zu (2.34), also A2 uk → A2 u in X ′.
Bem: Wegen des letzten Terms in (2.35) geht ein direkter Beweis nicht; denn dort
wäre Gleichmäßigkeit in ‖v‖ ≤ 1 nötig.

(iii) A beschränkt, da A1, A2 beschränkt.
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2.4 stationäre Navier-Stokes-Gleichungen

A koerziv, da ∀u ∈ X (also div u = 0):

〈A2 u , u〉 =

∫ 3∑

i,j=1

∂ui
∂xj

ui uj dx =
1

2

∫ 3∑

j=1

uj
∂ |u|2
∂xj

dx

= −1

2

∫

(div u) |u|2 dx = 0

Da A1 koerziv:

〈Au , u〉 = 〈A1 u , u〉
(2.32)

≥ α ‖u‖2X .

A vom Typ M (sogar schwach abg.), da:

Sei uk ⇀ u in X, Auk = A1 uk + A2 uk ⇀ b in X ′.

Da A2 stark stetig: A2 uk → A2 u ; also A1 uk ⇀ b− A2 u in X ′.

Da A1 schw. abg.: b− A2 u = A1 u, also b = Au.

�

Bem: Die Methode von Browder & Minty (in §2.3 für − div a(∇u) = f) liefert für Ope-
ratorgleichungen A(u) = b mit A monoton, koerziv, hemistetig eine Lösung ([Sh2] Th.
II.2.2).
Bsp: Operator A(u) := − div(a(∇u)) : H1

0 (Ω) → H−1(Ω) von Satz 2.24 ist monoton,
koerziv, stetig.

Nun Erweiterung um (stark stetige, nicht-monotone) Störungen durch Terme niederer
Ordnung. Typische Beispiele haben die Form A = A1 + A2, mit A1 : X → X ′ ist ein
monotoner hemistetiger Operator, und A2 : X → X ′ ist ein stark stetiger Operator ([Ru]
§3.2, [Sh2], Cor. II.2.2).

Satz 2.31 (Brezis 1968) Sei X reflexiver, separabler Banachraum. Sei A : X → X ′

beschränkt, koerziv und vom Typ M.

⇒ ∀b ∈ X ′ : ∃ Lösung u ∈ X der Operatorgleichung A(u) = b .

Bew. (mit Galerkin Methode, wie in §2.3):

Sei {vk} ein Basis von X.

ges: Lösung um =
∑m

k=1 d
m
k vk von Galerkin Gleichungen:

0 = X′〈A (um)− b , vk〉X =
〈

A
( m∑

j=1

dmj vj

)

− b , vk

〉

=: gk
(
dm
)
; k = 1, . . . ,m (2.36)

mit dm = (dm1 , . . . , d
m
m

)
.

Lt. Lemma 2.28 (ii): A ist demistetig, da beschr. und Typ M.
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⇒ g := (g1, . . . , gm) : R
m → Rm ist stetig.

Sei ‖um‖X = R hinreichend groß, unabhängig von m:

g(dm) · dm =
m∑

k=1

gk(d
m) dmk = 〈A (um)− b , um〉

≥
( 〈A (um) , um〉

‖um‖X
︸ ︷︷ ︸

→∞ für R→∞

−‖b‖X′

)

‖um‖X > 0 ∀ ‖um‖X > R. (2.37)

Wegen der endlich-Dimensionalität gilt g(dm) · dm ≥ 0 auch für ∀ ‖dm‖ = R̃m. Lt. Lemma
2.19: ∃ dm ∈ Rm mit g(dm) = 0. Damit folgt aus (2.37) g(dm) · dm = 0, und für die
Lösungen um gilt die a-priori Abschätzung ‖um‖X ≤ R, m ∈ N.

⇒ ∃ TF mit um′ ⇀ u in X

z.z.: u löst Operatorgleichung A (u) = b .

‖um‖X ≤ R ⇒ ‖A(um)‖X′ ≤ C(R), da A beschränkt.

⇒ ∃ TF mit A(um′)⇀ z in X ′.

Aus (2.36):

0 = lim
m′→∞

〈A(um′)− b , v〉 = 〈z − b , v〉 ∀v ∈ span{v1, v2, . . . } ,

also z = b.

Setze v = um′ in (2.36) (zulässig, da jedes um′ nur endlich dim. Linearkombination)

⇒ 0 = lim
m′→∞

〈A(um′)− b , um′〉

⇒ lim
m′→∞

〈A(um′) , um′〉 = lim
m′→∞

〈b , um′〉 um′⇀u
= 〈b , u〉

Bisher gezeigt: um′ ⇀ u in X, A(um′)⇀ b in X ′, limm′→∞〈A(um′) , um′〉 = 〈b , u〉 .
Da A vom Typ M: A (u) = b �

Satz 2.32 (Existenz für stationäre NS-Gl.) Sei f ∈ L2(Ω)3, Ω beschr., ∂Ω ∈ C1

⇒ NS-Gleichungen (2.25) - (2.27) haben eine schwache Lösung u ∈ X.

Bew:

Lt. Lemma 2.30, Satz 2.31: ∃u ∈ X, das schwache Formulierung (2.29) löst. �
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2.4 stationäre Navier-Stokes-Gleichungen

Mit einer modifizierten schwachen Formulierung lässt sich auch der Druck p finden: Unter
den Voraussetzungen von Satz 2.32 gilt (siehe unten): ∃ (u, p) ∈ X × L2(Ω), so dass
∀v ∈ H1

0 (Ω)
3:

∫

Ω

∇u : ∇v dx+
∫

Ω

(u · ∇) u · v dx−
∫

Ω

f · v dx

︸ ︷︷ ︸

=:〈F ,v〉

=

∫

Ω

p div v dx (2.38)

Bem: Im Gegensatz zu bisherigen schwachen Formulierungen ist hier eine Asymmetrie
zwischen den Räumen der gesuchten Lösung (u, p) und der Testfunktionen v.
Mit u aus Satz 2.32 ist F aufX definiert (und es verschwindet dort identisch). Der folgende
Satz zeigt, dass das Funktional F so von X auf H1

0 (Ω)
3 erweitert werden kann, dass (2.38)

gilt:

Satz 2.33 (De Rham 1960) Sei F ∈ (H1
0 (Ω)

3)′ mit

〈F , v〉 = 0 ∀v ∈ X = {v ∈ H1
0 (Ω)

3 | div v = 0}. (2.39)

⇒ ∃! p ∈ L2(Ω) mit
∫

Ω

p dx = 0 , so dass 〈F , v〉 =
∫

Ω

p div v dx ∀v ∈ H1
0 (Ω)

3.

(Die Integralbedingung ist nur zur Normierung der Konstanten in p. Eindeutigkeit mittels
Du Bois-Reymond Lemma.)

Das ist inhaltlich sehr ähnlich wie die Helmholtz-Zerlegung von Vektorfeldern:

Lemma 2.34 Sei w ∈ L2(Ω)3 ⇒ ∃! L2−orthogonale Zerlegung w = u+∇p mit

u ∈ H(div) :=
{
u ∈ L2(Ω)3 | div u ∈ L2(Ω)

}
, div u = 0, u ·ν = 0 auf ∂Ω; p ∈ H1(Ω).

Bew: [DL3] §IX.1.3

Bem: u ist L2–Orthogonalprojektion von w auf div-freie Felder, die am Rand tangential
sind; ∇p auf die Gradientenfelder.

“Anwendung” auf F (mit −F =̂w):
Wegen (2.39): −F⊥X, also auf die div-freien Felder ⇒ ∃ p mit −F = ∇p bzw. 〈F, v〉 =
−
∫
∇p v dx ∀ v ∈ H1

0 (Ω)
3 (vgl. (2.38)).

Referenzen: [Ru] § 3.2, [Jü] § 4.1, [Sh2] § II.2, [Ze], [Te] § II.1
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3 nichtlineare parabolische
Gleichungen

3.1 H−1 und „parabolische” Sobolev Räume

sei Ω ⊂ Rn ein Gebiet.

Definition 3.1 H−1(Ω) := H1
0 (Ω)

′ mit der Dualitätsklammer

〈 f
︸︷︷︸

∈H−1

, u
︸︷︷︸

∈H1
0

〉 ∈ R

und der Norm

‖f‖H−1(Ω) = sup
u∈H1

0 (Ω); ‖u‖=1

〈f, u〉.

Wegen D(Ω) ⊂ H1
0 (Ω) gilt: H−1(Ω) ⊂ D′(Ω).

Satz 3.2 (Charakterisierung von H−1) Sei f ∈ H−1(Ω).⇒
(i) ∃ Funktionen f 0, f 1, ..., fn ∈ L2(Ω) (nicht eindeutig!) mit

〈f, v〉 =
∫

Ω

f 0v +
n∑

j=1

f jvxj
dx ∀v ∈ H1

0 (Ω), (3.1)

also f = f 0 −∑n
j=1 f

j
xj

(Ableitung im distributionellen Sinn)

(ii)

‖f‖H−1(Ω) = inf
fj∈L2(Ω)







√
√
√
√

∫

Ω

n∑

j=0

|f j|2 dx (3.1) gilt







Bew: [Ev]

Banachraum-wertige Funktionen:

Wir betrachten Lösungen u(x, t) von Evolutionsproblemen als Funktionen von t ∈ [0, T ]
mit Werten im Banach Raum X.
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3 nichtlineare parabolische Gleichungen

Definition 3.3
C([0, T ];X) := {u : [0, T ] → X | u stetig in [0, T ]};
Lp(0, T ;X) := {u : (0, T ) → X messbar |

∫ T

0
‖u(t)‖pX dt < ∞}, 1 ≤ p < ∞ ( “Bochner-

Lebesgue Räume”);
L∞(0, T ;X) := {u : (0, T ) → X messbar | ess sup0<t<T ‖u(t)‖X <∞};
W 1,p(0, T ;X) := {u ∈ Lp(0, T ;X) | u′ ∈ Lp(0, T ;X)}, wobei u′ die zeitliche Ableitung (im
distributionellen Sinn) ist; 1 ≤ p ≤ ∞.

mit den Normen

‖u‖C(X) = max
0≤t≤T

‖u(t)‖X ;

‖u‖Lp(X) =





T∫

0

‖u(t)‖pX dt





1
p

; 1 ≤ p <∞;

‖u‖L∞(X) = ess sup0<t<T ‖u(t)‖X ;

‖u‖W 1,p(X) =





T∫

0

‖u(t)‖pX + ‖u′(t)‖pX dt





1
p

; 1 ≤ p <∞;

‖u‖W 1,∞(X) = ess sup0<t<T (‖u(t)‖X + ‖u′(t)‖X)

Bem: u ∈ C(X) := C([0, T ];X) muss in x nicht stetig sein.

Satz 3.4 (i) C(X);Lp(X); W 1,p(X), 1 ≤ p ≤ ∞ sind Banach Räume.

(ii) L2(X) := L2(0, T ;X) ist ein Hilbert Raum mit Skalarprodukt

(u, v) =

T∫

0

(u(t), v(t))X dt,

wenn X ein Hilbertraum ist.

(iii) sei X separabel, und 1 ≤ p <∞ ⇒ Lp(X) separabel.

(iv) sei X reflexiver, separabler Banach Raum, 1 ≤ p <∞ und 1
p
+ 1

q
= 1.

⇒ Lp(0, T ;X)′ = Lq(0, T ;X ′) (Bew: [Ze]).

Satz 3.5 (Pettis): Sei X separabler Banach Raum, dann gilt:
Die Funktion f : [0, T ] → X ist messbar ⇔ ∀u ∈ X ′ : t 7→ 〈u, f(t)〉 ist messbar (als
skalare Funktion).

Satz 3.6 (Sobolev Einbettung, vgl. Satz 5.9)
Sei u ∈ W 1,p(X) für ein 1 ≤ p ≤ ∞.
⇒ u ∈ C(X) mit

‖u‖C(X) ≤ c‖u‖W 1,p(X),

und c hängt nur von T ab.
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3.2 schwache Formulierungen

3.2 schwache Formulierungen

Sei Ω ⊂ Rn ein beschränktes Gebiet, ΩT := Ω× (0, T ] für festes T > 0.

Ziel: Analyse von nichtlinearen parabolischen Gleichungen (in formaler Notation):







ut + L(u) = f(x, t) , ΩT

u = 0 , ∂Ω× [0, T ]
u(x, 0) = u0(x) , x ∈ Ω

Bsp: ut −∆(uα) = ut − α div(uα−1∇u) = 0 ... poröse Medium Gleichung.
αuα−1 ... Diffusionsrate ≥ 0.

• Unterschiede zur Eigenfunktionsentwicklung von § 6.3 bzw. zur schwachen Formu-
lierung von § 6.6 (lin PDGl):
Operator L (bzw. Diffusionsrate) ist über u implizit t-abhängig. L kann degeneriert
sein (im Bsp. für u = 0); Lösung i.A. nicht glatt.

Vorstudie: lineare Gleichungen mit zeitabhängigem Operator, d.h. L(u) = L(t)u (vgl. §
6.6, lin PDGl).

Beispiel 3.7 ut − a(t)∆u = f(t) mit f ∈ L2(H−1(Ω)) geg. und 0 < α ≤ a(t) ∈ C[0, T ].

(1. Idee für) schwache Formulierung:

T∫

0

(ut, v)L2(Ω)
︸ ︷︷ ︸

noch vage

dt+

T∫

0

a(t)

∫

Ω

∇u·∇v dxdt =
T∫

0

H−1〈f(t), v(t)〉H1
0
dt ∀ v ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω))

(3.2)

schwache Lösung muss erfüllen: u ∈ L2(H1
0 (Ω))

⇒ ut = a(t)∆u+ f(t) ∈ L2(H−1(Ω))

Also fordern wir auch: ut ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)) und erstes Integral in (3.2) wird ersetzt
durch

∫ T

0 H−1〈ut(t), v(t)〉H1
0
dt.

Für die abstrakte Formulierung von allgemeineren Problemen machen wir
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3 nichtlineare parabolische Gleichungen

Definition 3.8 Sei H ein separabler Hilbert Raum und V ein separabler, reflexiver Ba-
nach Raum, wobei die Einbettung V →֒ H stetig und dicht sei; H werde mit H ′ identifiziert
(Riesz-Abbildung!). ⇒ Die Einbettung H ′ →֒ V ′ ist stetig und dicht, und es gilt

V ′〈 u
︸︷︷︸

Funktional ∈H′⊂V ′

, v〉V = ( u
︸︷︷︸

Funktion ∈H
, v)H ∀u ∈ H, ∀ v ∈ V .

⇒ V →֒ H ≃ H ′ →֒ V ′ .

Das Tripel (V,H, V ′) heißt dann ein Evolutionstripel (bzw. Gelfand-Tripel).

schwache Formulierung des Ortsoperators:
sei L(t) ∈ C([0, T ];B(V, V ′)) (d.h. L(t) ist beschränkter linearer Operator von V nach V ′

und L(t) hängt stetig von t ab).

Zugehörige Bilinearform (vgl. §5.3, lin. PDGl):

a(t; u, v) = V ′〈L(t)u, v〉V ∀u, v ∈ V

Betrachten für gegebenes u0 ∈ H, f ∈ L2(0, T ;V ′):






ut + L(t)u = f(t) , ΩT

u = 0 , ∂Ω× [0, T ]
u(0) = u0

(3.3)

Bsp: H = L2(Ω), V = H1
0 (Ω), V

′ = H−1(Ω)
L(t) = −a(t)∆; a(t; u, v) = a(t)

∫

Ω
∇u · ∇v dx

Definition 3.9 u ∈ L2(0, T ;V ) mit u′ ∈ L2(0, T ;V ′) heißt schwache Lösung von (3.3),
wenn

(i) ∀v ∈ V gilt:

V ′〈u′(t), v〉V + a(t; u(t), v) = V ′〈f(t), v〉V f.ü. in (0, T ). (3.4)

(ii) u(0) = u0

Bem:

(i) Punktweise Definition bez. t in (3.4) mit v ∈ V ist äquivalent zur integralen Defini-
tion in (3.2) mit v ∈ L2(V ).

(ii) Wegen V ⊂ V ′ und Satz 3.6 gilt für schwache Lösungen: u ∈ H1(0, T ;V ′) →֒
C([0, T ];V ′). D.h. der Anfangswert u0 ∈ H wird (zumindest) im V ′-Sinn angenom-
men.
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3.2 schwache Formulierungen

Es gilt sogar mehr (vgl. PDGl. Satz 6.24):

Lemma 3.10 Sei p ∈ (1,∞) und p′ = p
p−1

, und sei u ∈ Lp(V ) mit u′ ∈ Lp′(V ′) ⇒
(i) u ∈ C([0, T ];H) mit

‖u‖C(H) ≤ c
(

‖u‖Lp(V ) + ‖u′‖Lp′ (V ′)

)

, (3.5)

und c hängt nur von T ab.

(ii)

d

dt
‖u(t)‖2H = 2〈u′(t), u(t)

︸ ︷︷ ︸

∈L1(0,T )

〉 f.ü. in (0, T )

Bew:

(i) Sei zunächst zusätzlich u ∈ C1(H) ⇒

∀t, t∗ ∈ [0, T ] : ‖u(t)‖2H = ‖u(t∗)‖2H + 2

t∫

t∗

(u′(s), u(s))H ds (3.6)

wähle (lt. MWS) t∗ so, dass:

‖u(t∗)‖2H =
1

T

T∫

0

‖u(s)‖2H ds

Für fast alle s ∈ [0, T ] gilt u(s) ∈ V . Wegen Identifikation von H und H ′:

(u′(s), u(s))H = V ′〈u′(s), u(s)〉V ≤ ‖u′(s)‖V ′‖u(s)‖V (3.7)

aus (3.6):

‖u(t)‖2H ≤ 1

T

T∫

0

‖u(s)‖2H ds+ 2

T∫

0

‖u′(s)‖V ′‖u(s)‖V ds

Hölder

≤ 1

T
‖u‖2L2(H) + 2‖u′‖Lp′ (V ′)‖u‖Lp(V )

︸ ︷︷ ︸

≤‖u‖2
Lp(V )

+‖u′‖2
Lp′ (V ′)

∀t ∈ [0, T ] (3.8)

Falls p ≥ 2: Lp(V ) →֒ L2(V ) →֒ L2(H)

⇒ aus (3.8): max
0≤t≤T

‖u(t)‖2H ≤ C(T )‖u‖2Lp(V ) + ‖u′‖2
Lp′ (V ′)

. (3.9)

Falls 1 < p < 2: verwende folgende Interpolationsungleichung (folgt aus Hölder) von
L2 zw. Lp und L∞:

1

T

T∫

0

‖u(t)‖2H dt ≤ ε‖u‖2L∞(H) + C(ε)‖u‖2Lp(H) .
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3 nichtlineare parabolische Gleichungen

Hier folgt (3.9) aus (3.8) für ε < 1.

(3.5) folgt mit Dichtheitsargument.

(ii) folgt aus (3.6), 1. Teil von (3.7) mit t∗ → t. �

Satz 3.11 Sei (V,H, V ′) ein Evolutionstripel, und die Bilinearform a(t; ·, ·) ∀ t ∈ [0, T ]
stetig und koerziv auf V sowie stetig in t ∈ [0, T ] (d.h. a ∈ C([0, T ];B(V × V ;R))). Sei
u0 ∈ H, f ∈ L2(V ′).

⇒ (3.3) hat eine eindeutige, schwache Lösung u ∈ L2(V ) ∩H1(V ′) ∩ C(H).

Bew-Idee: (Details in [RR]):

(i) Eindeutigkeit:

Wähle Testfunktion v = u(t) ∈ V in Def. 3.9,
∫ T

0
... dt.

⇒ (mit Lemma 3.10(ii)):

1

2

(
‖u(T )‖2H − ‖u0‖2H

)
+

T∫

0

a(t; u(t), u(t)) dt =

T∫

0

〈f(t), u(t)〉 dt (3.10)

a koerziv, d.h. a(t; u, u) ≥ κ‖u‖2V ⇒

κ

T∫

0

‖u(t)‖2V dt ≤
T∫

0

‖f(t)‖V ′‖u(t)‖V dt+
1

2
‖u0‖2H

Hölder

≤ ‖f‖L2(V ′)‖u‖L2(V )+
1

2
‖u0‖2H

Mit x2 ≤ ax+ b2(a, b ≥ 0) ⇒ x ≤ a+ b folgt (für x = ‖u‖L2(V )):

‖u‖L2(V ) ≤ C
(
‖f‖L2(V ′) + ‖u0‖H

)
, (3.11)

wobei C nur von κ abhängt.
Das ist a-priori Abschätzung ⇒ Eindeutigkeit für lineare Gleichung.

(ii) Existenz (mit Galerkin Methode):
Sei {ϕj}j∈N Basis von V . Betrachte die Galerkin-Gleichungen
für un(t) :=

∑n
j=1 αj(t)ϕj ∈ V ⊂ H:

(u′n(t), ϕj)H = −a(t; un(t), ϕj) +

∈L2(0,T )
︷ ︸︸ ︷

V ′〈f(t), ϕj〉V ; j = 1, ..., n

un(0) = Pnu0 (= Orthogonalprojektion von H auf span[ϕ1, ..., ϕn])

Lineares ODE-System für {αj(t)} hat eindeutige Lösung in H1(0, T ;Rn).
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3.3 Reaktions-Diffusionsgleichungen

• un erfüllt a-priori Abschätzungen analog zu (3.10), (3.11) – unabhängig
von n:

1

2
(‖un(T )‖2H − ‖Pnu0‖2H

︸ ︷︷ ︸

≤‖u0‖2H

) +

T∫

0

a(t; un(t), un(t)) dt =

T∫

0

〈f(t), un(t)〉 dt (3.12)

⇒ ‖un‖L2(V ) ≤ C ∀n ∈ N

⇒ ∃ Teilfolge mit unk
⇀ u in L2(V ).

• u ∈ L2(V ) ∩H1(V ′) ist schwache Lösung von (3.3).
(vgl. Bew. von Satz 3.22i)

�

Bem: Abgesehen von der Zeitabhängigkeit von L ist das ein Spezialfall von Satz
3.17, 3.20.

Bsp: Sei H = L2(Ω), V = H1
0 (Ω),

L(t)u := −
n∑

i,j=1

(aij(x, t)uxi
)xj

+
n∑

i=1

bi(x, t)uxi
+ c(x, t)u;

mit aij, bi, c stetig und (aij) gleichmäßig positiv definit.

Gleichung für ũ(x, t) = u(x, t)e−βt (β groß genug) erfüllt Voraussetzungen von Satz
3.11. Insbesondere ist ã(t; ·, ·) = a(t; ·, ·) + β (·, ·)L2 koerziv auf V (siehe Übung).

Referenzen: [RR] §10.1, [Ev] § 7.1, [Sh2] § III.1-2

3.3 Reaktions-Diffusionsgleichungen

betrachte für festes T > 0:






ut −∆u = f(u) ,ΩT

u = 0 , ∂Ω× [0, T ]
u(0) = u0 ∈ L2(Ω)

(3.13)

Definition 3.12 u ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)) mit u′ ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)) ist schwache Lösung

von (3.13), wenn (analog zu Def. 3.9):
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3 nichtlineare parabolische Gleichungen

(i) ∀v ∈ H1
0 (Ω) : 〈u′(t), v〉+ a(u(t), v) = 〈f(u(t)), v〉 f.ü. in (0, T ),

wobei a(u, v) =
∫

Ω
∇u · ∇v dx;

(ii) u(0) = u0.

Satz 3.13 Sei f : R → R Lipschitz (mit Konst. CL) ⇒ ∃! schwache Lösung von (3.13)

Bew: Idee: Linearisierung + FPS von Banach in X := C([0, T1];L
2(Ω)) (wegen Lemma

3.10(i)) für T1 ∈ (0, T ] hinreichend klein.

(i) Definition des Fixpunktoperators A:

f Lipschitz ⇒ |f(z)| ≤ C(1 + |z|) (3.14)

sei u ∈ X ⇒ h(t) := f(u(t)) ∈ C([0, T1];L
2(Ω)) ⊂ L2(0, T1;L

2(Ω)).

laut Satz 3.11: Das lineare Problem






wt −∆w = h ,ΩT1

w = 0 , ∂Ω× [0, T1]
w(0) = u0

(3.15)

hat eindeutige schwache Lösung

w ∈ L2(H1
0 (Ω)) ∩H1(H−1(Ω)) ∩ C(L2(Ω)) (3.16)

⇒ A(u) := w ∈ X

(ii) Kontraktivität von A:

Seien w = A(u), w̃ = A(ũ), h = f(u), h̃ = f(ũ).
w − w̃ erfüllt ∀v ∈ H1

0 (Ω):

〈w′ − w̃′, v〉+ a(w − w̃, v) = (h− h̃, v)L2 f.ü. in (0, T1)

wähle v = w(t)− w̃(t)
︸ ︷︷ ︸

∈H1
0 f.ü.

(bzw. mit Lemma 3.10 (ii)) ⇒ f.ü. in (0, T1) gilt:

d
dt

‖w − w̃‖2L2(Ω) + 2‖∇(w − w̃)‖2L2(Ω = 2(h− h̃, w − w̃)L2

≤ ε‖w − w̃‖2L2(Ω) +
1

ε
‖f(u)− f(ũ)‖2L2(Ω) (3.17)

Poincaré, (3.14)

≤ εC2
p‖∇(w − w̃)‖2L2(Ω) +

C2
L

ε
‖u− ũ‖2L2(Ω)

wähle εC2
p = 2 ⇒

‖w(s)− w̃(s)‖2L2(Ω) ≤
C2

L

ε

s∫

0

‖u(t)− ũ(t)‖2L2(Ω) dt ≤
C2

L

ε
T1‖u− ũ‖2X ∀s ∈ [0, T1]
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3.3 Reaktions-Diffusionsgleichungen

(3.18)

⇒ Für T1 klein genug (hängt nur von Cp und CL ab!) ist A kontraktiv.

⇒ FPS von Banach: FP-Problem A(u) = u hat eindeutige Lösung u ∈ X. Wegen
(3.15) und (3.16) ist u auch eind. schwache Lösung von (3.13).

(iii) Fortsetzung der Lösung:

u ∈ X ⇒ u(T1) ∈ L2(Ω) ⇒ Lösung kann auf [T1, 2T1] usw. fortgesetzt werden. �

Beweisalternative: An ist kontraktiv auf C([0, T ];L2(Ω)) für n = n(T ) groß genug
(→ Übung).

Bem: Satz 3.13 gilt analog für Systeme, d.h. u ∈ Rn (siehe [Ev]). Lipschitz-Annahme an f
ist mathematisch wichtig, aber für chemische Anwendungen eine wesentliche Einschrän-
kung: Dort ist f meist ein Polynom (z.B. quadratisch bei binärer Reaktion).

Definition 3.14 Seien X, Y Banach Räume. f : X → Y heißt lokal Lipschitz, wenn
∀R ≥ 0: ∃L(R) mit

‖f(u1)− f(u2)‖Y ≤ L(R)‖u1 − u2‖X ∀u1,2 ∈ X mit ‖u1,2‖X ≤ R.

Bem: f muss hier keine skalare (d.h. punktweise) Funktion von u(x) sein; kann Differential-
, Integraloperatoren beinhalten.

Bsp: f(u) = ±u2

⇒ f : L2(Ω) → L1(Ω) 6⊂ L2(Ω), aber L1(Ω) ⊂ H−1(Ω) in 1D. (3.19)

‖f(u1)− f(u2)‖H−1(Ω) ≤ C‖(u1 − u2)(u1 + u2)‖L1(Ω)

≤ 2RC
︸︷︷︸

=:L(R)

‖u1 − u2‖L2(Ω) für ‖u1,2‖L2(Ω) ≤ R

Satz 3.15 Sei f : L2(Ω) → H−1(Ω) lokal Lipschitz ⇒
(i) ∃tmax ∈ (0,∞], und ∀T < tmax gilt: (3.13) hat eindeutige schwache Lösung auf [0, T ].

(ii) falls tmax <∞, dann:

lim
tրtmax

‖u(t)‖L2(Ω) = ∞.

(analog zu ODEs)

51



3 nichtlineare parabolische Gleichungen

Bew:

(i) Verwende FPS von Banach auf Kugel

KR := {u ∈ X = C([0, T1];L
2(Ω)) ‖u‖X ≤ R}

mit R = R(‖u0‖L2(Ω)) := 2max(‖u0‖L2(Ω), 1).

a) Definition des Fixpunktoperators A wie in Satz 3.13:

Sei u ∈ KR ⇒ h(t) := f(u(t)) ∈ C([0, T1];H
−1(Ω))

⇒ A(u) := w ∈ X löst (3.15).

b) A : KR → KR:

auf KR gilt:

‖f(u)‖H−1 ≤ ‖f(0)‖H−1+‖f(u)−f(0)‖H−1 ≤ ‖f(0)‖H−1+L(R)‖u‖L2 (3.20)

Sei u ∈ KR; wähle Testfunktion w(t) für (3.15) (analog zu (3.17)).

⇒ f.ü. in (0, T1) gilt:

d
dt

‖w(t)‖2L2(Ω) + 2‖∇w(t)‖2L2(Ω) = 2 H−1〈f(u(t)), w(t)〉H1
0

(3.21)

≤ 1

ε
‖f(u(t))‖2H−1(Ω) + ε‖w(t)‖2H1

0 (Ω)

Poincaré

≤ 1

ε
‖f(u(t))‖2H−1(Ω) + ε(C2

p + 1)‖∇w(t)‖2L2(Ω)

mit ε(C2
p + 1) = 2 und (3.20) ⇒ ∀s ∈ [0, T1]:

‖w(s)‖2L2(Ω) ≤ ‖u0‖2L2(Ω) +
2

ε

T1∫

0

‖f(0)‖2H−1(Ω) + L(R)2‖u(t)‖2L2(Ω) dt

≤ ‖u0‖2L2(Ω) +
2

ε
T1

[

‖f(0)‖2H−1(Ω) + L(R)2R2
]

Für

T1 ≤ δ(‖u0‖L2) :=
3

4(C2
p + 1)

R2

‖f(0)‖2H−1 + L(R)2R2

gilt: ‖w(s)‖L2(Ω) ≤ R, also w ∈ KR.

Bem:

(1) Wenn f(u) nur lokal Lipschitz, dann: L(R)
R→∞−→ ∞, δ(‖u0‖) → 0. Idee: Je

größer die AB, desto kürzer das Existenzintervall.
(2)‖w(0)‖L2 = ‖u0‖L2 ≤ R

2
; ‖w(t)‖L2 stetig ⇒ für T1 klein, bleibt w in KR.
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c) Kontraktivität von A:

Analog zu (3.18):

‖w(s)− w̃(s)‖2L2(Ω) ≤
L(R)2

ε
T1‖u− ũ‖2X ∀s ∈ [0, T1]

⇒ für T1 ≤ δ(‖u0‖L2) ist A kontraktiv.
⇒ (3.13) hat eindeutige schwache Lösung auf [0, T1].

d) Fortsetzung der Lösung:

u(T1) ∈ L2(Ω) ⇒ Lösung kann auf [T1, T1 + δ(‖u(T1)‖L2)] (mit δ > 0) usw.
fortgesetzt werden. Wenn ‖u(t)‖ wächst (und f(u) nur lokal Lipschitz), wird δ
immer kleiner. ⇒ max. Existenzintervall [0, tmax)

(ii) Annahme: tmax <∞, und limtրtmax ‖u(t)‖L2(Ω) <∞ oder Limes 6 ∃.

⇒ ∃ Folge tn ր tmax mit ‖u(tn)‖L2(Ω) ≤ C ∀n.

Für tn „nahe genug bei” tmax kann u(t) auf [tn, tn + δ] fortgesetzt werden (wobei
δ = δ(C), unabhängig von tn), mit tn + δ > tmax.

Widerspruch zur Def. von tmax.

�

Bsp. 1:

ut −∆u = f(u) := u2, u(t = 0) = u0 (3.22)

Gegenlaufende Effekte: ∆u glättet, während u2 die Lösung „aufblasen” lässt (vgl. ut = u2).

⇒ (3.22) hat nicht für alle u0 ∈ L2(Ω) eine glatte, zeitlich globale Lösung (siehe [Ev] § 9.4).

Bsp. 2: (3.22) mit f(u) = −u|u|; entspricht Verbrauch der chemischen Substanz mit Dich-
te u(x, t) ≥ 0 (→ Dissipation).

f : R → R ist monoton fallend ⇒ −f
∣
∣
H1

0
ist in 1D auch monoton im Sinn von Def. 2.27

(d.h. 〈−f(u) + f(v), u− v〉 ≥ 0; lt. (3.19): f : L2 → H−1).

Satz 3.16 Sei f : L2(Ω) → H−1(Ω) lokal Lipschitz und −f |H1
0

monoton ⇒
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3 nichtlineare parabolische Gleichungen

(i) (3.13) hat eindeutige schwache Lösung auf [0,∞).

(ii) Sei zusätzlich f(0) = 0 ⇒

‖u(t)‖L2(Ω) ≤ ‖u0‖L2(Ω)e
−C−2

p t; t ≥ 0,

mit Poincaré-Konstante Cp.

Bew:

(i) Ziel: a-priori Abschätzung für ‖u(t)‖L2(Ω) ∀t ≥ 0 ⇒ schließt tmax < ∞ aus (laut
Satz 3.15ii).

Sei u die schwache Lösung von (3.13) auf [0, tmax). Analog zu (3.21) gilt f.ü. in
[0, tmax) (mit u0 ∈ H1

0 (Ω)):

d
dt

‖u‖2L2(Ω) = −2‖∇u‖2L2(Ω) + 2〈f(u), u〉
−f monoton

≤ −2‖∇u‖2L2(Ω) + 2 H−1〈f(0), u〉H1
0

(3.23)
Poincaré

≤ −2‖∇u‖2L2(Ω) + 2‖f(0)‖H−1(Ω)

√

1 + C2
p‖∇u‖L2(Ω)

vollst. Quadrat

≤ C = C(‖f(0)‖H−1 , Cp)

⇒ ‖u(t)‖2L2(Ω) ≤ ‖u0‖2L2(Ω) + Ct ∀t ∈ [0, tmax)

⇒ tmax = ∞

(ii) aus (3.23) folgt für f.a. t ≥ 0:

d
dt

‖u‖2L2(Ω) ≤ −2‖∇u‖2L2(Ω)

Poincaré

≤ −2C−2
p ‖u‖2L2(Ω)

�

Referenzen: [Ev] §9.2, [Pa] § 6.1
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3.4 quasilineare parabolische Gleichungen

Bsp 1:






ut − div(|∇u|p−2∇u)
︸ ︷︷ ︸

p–Laplace Op.

= 0 ,ΩT ; 2 ≤ p <∞

u = 0 , ∂Ω× [0, T ]
u(0) = u0 ∈ L2(Ω)

mit T > 0 fest, Ω beschränkt.
degenerierte quasilin. Gl., ähnlich zu poröser Medien Gleichung, bzw. nichtlin. Diffusions-
filtern in der Bildverarbeitung

allgemeinere Probleme (abstraktes Cauchy-Problem)

{
u′(t) + A(u(t)) = f(t), 0 < t < T

u(0) = u0
(3.24)

Sei V ein separabler, reflexiver Banach Raum, H ein Hilbert Raum, V ⊂ H ⊂ V ′ ein
Evolutionstripel, und A : V → V ′ (zB: V = H1

0 (Ω), A = −∆):

Suchen Lösung u ∈ X := Lp(0, T ;V ) (für ein p ∈ (1,∞) fest) mit u′ ∈ X ′ = Lp′(0, T ;V ′).
f ∈ X ′, u0 ∈ H geg.

Laut Lemma 3.10 ⇒ u ∈ C([0, T ];H)

schwache Formulierung:

{
〈u′(t), v〉+ 〈A(u(t)), v〉 = 〈f(t), v〉 ∀ v ∈ V f.ü. in (0, T ),

u(0) = u0 in H.

äquivalente Operator-Formulierung:

Sei A : X → X ′ (als Orts-Zeit-Interpretation), f ∈ X ′, u ∈ X:
{
u′ + A(u) = f in X ′

u(0) = u0 ∈ H
(3.25)

Satz 3.17 Der Ortsoperator A : V → V ′ habe eine Orts-Zeit-Interpretation mit:
A : X = Lp(V ) → X ′ = Lp′(V ′) ist (für ein festes p ∈ (1,∞)) vom Typ M, beschränkt
und koerziv mit

X′〈A(v), v〉X ≥ α‖v‖pX ∀v ∈ X (für ein α > 0) (3.26)

⇒ (3.25) hat (mindestens) eine schwache Lösung u ∈ X.
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3 nichtlineare parabolische Gleichungen

Bew:

(i) Galerkin-Methode:
Sei {ϕj}j∈N Basis von V und Vn := span[ϕ1, ..., ϕn].
Laut Lemma 2.28(ii): A : X → X ′ ist demistetig (da Typ M + beschr.).

Sei {vn} ⊂ V . Wähle vn := const in t ⇒ {vn} ⊂ X; also:
A : V → V ′ ist Typ M + beschränkt ⇒ demistetig

⇒ Einschränkung von A : Vn → V ′
n ist stetig (da V ′

n endlich-dim. und Vn ⊂ V ⊂
H ⊂ V ′ ⊂ V ′

n)

Galerkin-Gleichungen für un(t) ∈ Vn sind nichtlineares ODE-System:

(u′n(t), ϕj)H + V ′〈A(un(t)), ϕj〉V = V ′〈f(t), ϕj〉V ; j = 1, ..., n; t > 0 (3.27)

mit un(0) = Pnu0
n→∞−→ u0 in H (Pn = Orthogonalprojektion von H auf Vn)

Lösung un(t), t ∈ [0, tmax) existiert laut Existenzsatz von Carathéodory (= Erwei-
terung vom Satz von Peano für 〈f, ϕj〉 ∈ Lp′(0, T )); aber nicht notwendigerweise
eindeutig.

a-priori Abschätzung von un (analog zu (3.12) in Satz 3.11):

1

2
‖un(t)‖2H+α

t∫

0

‖un(s)‖pV ds

︸ ︷︷ ︸

=‖un‖pX für t=T

≤ 1

2
‖Pnu0‖2H+

t∫

0

‖f(s)‖V ′‖un(s)‖V ds, 0 ≤ t ≤ tmax ≤ T

(3.28)

Wir verwendeten dabei die Testfunktion un(s) ∈ Vn in (3.27),
∫ t

0
... ds und Koerzi-

vität (3.26).

Folgerungen:

a)

‖un(t)‖2H ≤ ‖Pnu0‖2H + Cn

t∫

0

‖f(s)‖V ′

︸ ︷︷ ︸

∈L1(0,T )

‖un(s)‖H ds

(V –, H–Normen für un ∈ Vn äquivalent)
Gronwall ⇒ max. Existenzintervall für alle un ist [0, T ].
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3.4 quasilineare parabolische Gleichungen

b) mit t = T in (3.28):

‖un(T )‖2H + α‖un‖pX
Hölder

≤ ‖u0‖2H − α‖un‖pX + 2‖f‖X′‖un‖X
p>1

≤ ‖u0‖2H + C(α, f)... unabh. von n (3.29)

(ii) Existenz eines Limes:

• aus (3.29): {un} beschränkt in X (und L∞(0, T ;H) für §3.5), und {un(T )}
beschränkt in H
⇒ ∃ Teilfolge {un} mit un ⇀ u in X, un(T )⇀ u∗ in H

• {A(un)} beschränkt in X ′ (da A beschränkt)
⇒ A(un)⇀ z in X ′

(iii) Identifikation der Limiten u, u∗ = u(T ):
Sei ψ ∈ C1[0, T ]; integriere (3.27) in t; partielle Integration in t nötig, da keine
Konvergenz von u′n:

−
T∫

0

(un(t), ψ′(t)ϕj
︸ ︷︷ ︸

∈X′=Lp′ (V ′)

)dt+

T∫

0

〈A(un)−f, ψ(t)ϕj
︸ ︷︷ ︸

∈X=Lp(V )

〉dt = (un(0), ϕj
︸︷︷︸

∈H

)ψ(0)−(un(T ), ϕj
︸︷︷︸

∈H

)ψ(T )

(3.30)

↓ n→ ∞

−
T∫

0

(u(t), ψ′(t)ϕj)dt+

T∫

0

〈z− f, ψ(t)ϕj〉dt = (u0, ϕj)ψ(0)− (u∗, ϕj)ψ(T ) ; j ∈ N

• Partielle Integration in t “zurück”; C1[0, T ] dicht in Lp(0, T ) und {ϕj} ist Basis
von V.
⇒ Für u ∈ X gilt:

{
u′ + z = f in X ′

u(0) = u0 , u(T ) = u∗ in H
(3.31)

Bem: Man wählt zuerst ψ ∈ C∞
0 [0, T ], also Problem ohne RBen. Dann werden mit

ψ die RBen getrennt.

(iv) Identifikation von z = A(u):
aus (3.30) mit Testfunktion un ∈ Lp(0, T ;Vn) (statt ψ(t)ϕj):

X′〈A(un), un
︸︷︷︸

∈X

〉X = X′〈f, un〉X +

=−
∫ T
0 (u′

n,un) dt
︷ ︸︸ ︷

1

2
‖un(0)‖2H − 1

2
‖un(T )‖2H , ∀n ∈ N

lim
n→∞

sup ↓ ↓ ↓
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3 nichtlineare parabolische Gleichungen

lim
n→∞

sup〈A(un), un〉 ≤ 〈f, u〉 +
1

2
‖u0‖2H − 1

2
‖u(T )‖2H

da ‖u(T )‖H ≤ lim inf ‖un(T )‖H (‖ · ‖ schwach unterhalb stetig), bzw. −‖u(T )‖H ≥
lim sup(−‖un(T )‖H)

• Laut Lemma 3.10(ii) für u ∈ X, u′ ∈ X ′:

d
dt

‖u(t)‖2H = 2 V ′〈u′(t), u(t)〉V , f.ü. in (0, T );

integriert in t:

1

2
‖u(T )‖2H − 1

2
‖u0‖2H =

T∫

0

〈u′(t), u(t)〉 dt (3.31)
= X′〈f − z, u〉X

also:

un ⇀ u in X
A(un)⇀ z in X ′

lim sup〈A(un), un〉 ≤ 〈z, u〉






⇒ A(u) = z, da A Typ M

• aus (3.31): u′ + A(u) = f in X ′

�

Bem. zu Voraussetzungen für Satz 3.17:
Vergleich von A : V → V ′ und A : X → X ′ (d.h. Orts- bzw. Orts-Zeit-Interpretation)

Lemma 3.18 Sei A : V → V ′ und

(i) demistetig ⇒
∀ messbare Funktionen u : [0, T ] → V ist A(u(·)) : [0, T ] → V ′ messbar;

(ii) demistetig und beschränkt mit

‖A(u)‖V ′ ≤ C‖u‖p−1
V , u ∈ V für ein p ∈ (1,∞) (3.32)

⇒ A : X → X ′ und ist demistetig.

Lemma 3.19 Sei A : V → V ′ und A : X → X ′ und

(i) V -monoton ⇒ A ist X-monoton;

(ii) beschränkt mit (3.32) und V -hemistetig ⇒ A ist X-hemistetig

(i)+(ii) ⇒ A ist X–Typ M laut Lemma 2.28 (i)

Bew: [Sh2]

Eindeutigkeit der Lösung von (3.25) nur unter Zusatzannahmen:
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3.4 quasilineare parabolische Gleichungen

Satz 3.20 Sei A : V → V ′ monoton (zusätzlich zu Bed. von Satz 3.17).
⇒ ∃! schwache Lösung u ∈ X von (3.25).

Bew: Seien u1,2 ∈ X schwache Lösungen mit u′1,2 ∈ X ′. Mit Lemma 3.10(ii) gilt f.ü. in
[0, T ]:

d
dt

‖u1(t)− u2(t)‖2H = 2 V ′〈u′1(t)− u′2(t), u1(t)− u2(t)〉V
= −2 V ′〈A(u1(t))− A(u2(t)), u1(t)− u2(t)〉V ≤ 0

�

Bsp 1:







ut − div(|∇u|p−2∇u) = 0 ,ΩT ; 2 ≤ p <∞
u = 0 , ∂Ω× [0, T ]

u(0) = u0 ∈ L2(Ω)

Diese degenerierte quasilin. Gl. (ähnlich zu poröser Medien Gleichung) hat eindeutige
schwache Lösung mit V = W 1,p

0 (Ω), H = L2(Ω), da:

A : V → V ′, da ∀u, v ∈ W 1,p
0 (Ω):

| V ′〈A(u), v〉V | =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∫

Ω

|∇u|p−2∇u · ∇v dx

∣
∣
∣
∣
∣
∣

Hölder

≤ ‖∇u‖p−1
Lp ‖∇v‖Lp ≤ ‖u‖p−1

W 1,p
0

‖v‖W 1,p
0

A : V → V ′ ist demistetig, beschränkt, monoton, koerziv (→ Übung).
A : X → X ′ ist beschränkt, Typ M, koerziv ⇒ Satz 3.17 und 3.20 anwendbar.

Bsp 2:







ut = div(a(u)∇u) =: −A(u) ,ΩT

u = 0 , ∂Ω× [0, T ]
u(0) = u0 ∈ L2(Ω)

(3.33)

mit T > 0 fest, Ω beschränkt, a ∈ C(R), 0 < δ1 ≤ a(u) ≤ δ2 ∀u ∈ R

(d.h. gleichmäßig parabolisches Problem). a(u) ≤ δ2 kann auch durch u0 ∈ L∞(Ω) ersetzt
werden (wegen Maximumsprinzip für ut = div(a(x, t)

︸ ︷︷ ︸

a(u)≥δ1

∇u) ).

z.B.: a(u) = |min(u,M)|m−1 + δ, m > 1, M > δ (modifizierte poröse Medium Gleichung)
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Sei V = H1
0 (Ω), X = L2(H1

0 ) (p = 2 wegen Beschränktheitsabschätzung für A, mit
|a(u)| ≤ δ2: (2.31); (3.32))

A : V → V ′ ist i.A. nicht monoton.
A : X → X ′ ist zwar beschränkt (da δ2 < ∞) und koerziv (da δ1 > 0) (→ Übung), aber
i.A. nicht vom Typ M (wurde in Satz 3.17 zur Identifikation vom w−limA(un) verwendet).

⇒ Satz 3.20 kann nicht angewendet werden und Satz 3.17 muss etwas modifiziert werden.
Für den Existenzbeweis brauchen wir folgendes Kompaktheitsresultat für Funktionen von
x und t:

Lemma 3.21 (von Aubin; Bew. [Sh2], S. 106f bzw. [Ru], §3.3.6)
Seien B0, B,B1 Banach Räume (B0, B1 reflexiv) mit
B0 →֒→֒ B →֒ B1. Sei 1 < p <∞, 1 < q <∞.

⇒ Die Einbettung

W := {u ∈ Lp(0, T ;B0) | u′ ∈ Lq(0, T ;B1)} →֒ Lp(0, T ;B)

ist kompakt. In W wird die Norm ‖u‖Lp(B0) + ‖u′‖Lq(B1) verwendet.

Bem: Auch für B0 →֒→֒ B ist die Einbettung Lp(0, T ;B0) →֒ Lp(0, T ;B) i.A. nicht kom-
pakt. Eine Zusatzinformation an u′ ist nötig.

Anwendungsbeispiel: Sei Ω ⊂ Rn beschränkt,

{un} glm. beschränkt in L2(0, T ;H1
0 (Ω)) und

{u′n} glm. beschränkt in L2(0, T ;H−1(Ω))

⇒ für eine Teilfolge gilt unk
→ u in L2(0, T ;L2(Ω))

Diese starke Konvergenz hilft oft, den Grenzwert in Nichtlinearitäten durchführen zu kön-
nen.

Satz 3.22 Sei a ∈ C(R) mit 0 < δ1 ≤ a(u) ≤ δ2.
⇒ ∃! schwache Lösung u ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω)) von (3.33).

Bew:

(i) Existenz (größtenteils analog zu Satz 3.17):

a) Basiswahl für Galerkin-Methode:
Sei {ϕj}j∈N Orthogonalbasis von V = H1

0 (Ω) (bez. ‖u‖H1
0
= ‖∇u‖L2) und

gleichzeitig Orthonormalbasis von H = L2(Ω).
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Wähle z.B. die Eigenfunktionen von L = −∆ in H1
0 (Ω).

Laut Entwicklungssatz (lin. PDGl. §6.2): {ϕj} ist ONB von L2(Ω).

Ferner:

(ϕj, ϕk)H1
0
=

∫

Ω

∇ϕj ·∇ϕk dx = −
∫

Ω

∆ϕjϕk dx = λj

∫

Ω

ϕjϕk dx = 0 , j 6= k

b) a-priori Abschätzung von u′n:

• Galerkin-Gleichungen für un(t) =
∑n

j=1 αj(t)ϕj:

(u′n(t), ϕj)H = − V ′〈A(un(t)), ϕj〉V ; j = 1, ..., n

• Sei v ∈ H1
0 (Ω) beliebig mit ‖v‖H1

0
≤ 1.

v = v1 + v2 mit v1 ∈ Vn = span[ϕ1, ..., ϕn], v2 ⊥L2 Vn.
⇒ ‖v1‖H1

0
≤ ‖v‖H1

0
≤ 1, da {ϕj} OGB von H1

0 .

• da u′n(t) ∈ Vn ⊂ L2(Ω):

V ′〈u′n(t), v〉V = (u′n(t), v)H = (u′n(t), v1)H = −〈A(un(t)), v1〉

⇒ (mit ‖v1‖H1
0
≤ 1)

‖u′n(t)‖H−1 := sup
‖v‖

H1
0
≤1

|〈u′n(t), v〉| ≤ ‖A(un(t))‖H−1 für f.a. t ∈ (0, T )

⇒ ‖u′n‖X′ ≤ ‖A(un)‖X′ ≤ C ∀n ∈ N (3.34)

(laut Satz 3.17 ii, da {un} beschr. in X und A beschr.), mit X ′ = L2(H−1).

• laut Satz 3.17; (3.29):

‖un‖X ≤ C (3.35)

⇒ (mit Aubin-Lemma) ∃ Teilfolge mit

un → u in L2(0, T ;L2(Ω)) = L2(ΩT ) (3.36)

Bem: ohne Aubin-Lemma hätten wir nur schwache Konvergenz bez. t ⇒
dann keine Info über a(un).
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c) Ersatz für „Typ M-Eigenschaft” (zur Identifikation A(u) = z):
(analog zum Bew. von A : V → V ′ ist Typ M; siehe Bsp. 2.29)

• aus (3.34): für eine Teilfolge gilt A(un)⇀ z in X ′

• aus (3.35): für eine Teilfolge gilt ∇un ⇀ ∇u in L2(ΩT )
• aus (3.36): a(un) → a(u) in L2(ΩT ) ! (mit Lebesgue)

• sei v ∈ C∞
0 (Ω× (0, T ))

⇒ X′〈A(un), v〉X =

∫ ∫

ΩT

a(un)∇v · ∇un dx dt

n→∞−→
∫ ∫

ΩT

a(u)∇v · ∇u dx dt = X′〈z, v〉X

⇒ A(u) = z
⇒ analog zu (3.30), (3.31) aus Satz 3.17: u′ + A(u) = 0 in X ′.

(ii) Eindeutigkeit (mit “dualer Methode”):

Schreibe ut = div(a(u)∇u) als

ut = ∆b(u) in L2(H−1(Ω)) (3.37)

mit b(z) :=
∫ z

0
a(w) dw ⇒ b(0) = 0; b ∈ C1(R), streng monoton wachsend, |b(z)| ≤

δ2|z|.

Seien u1,2 ∈ L2(H1
0 (Ω)) zwei schwache Lösungen, also

(u1 − u2)t = ∆(b(u1)− b(u2)). (3.38)

Wähle für (3.38) die spezielle (trickreiche) Testfunktion

v(x, t) :=

T∫

t

b(u1(x, s))− b(u2(x, s)) ds ∈ H1(0, T ;H1
0 (Ω))

mit

v(T ) = 0,

vt = −b(u1) + b(u2) ∈ L2(H1
0 ),

∇v =

T∫

t

∇[b(u1(s))− b(u2(s))] ds ∈ H1(L2).
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3.5 transiente Navier-Stokes-Gleichungen

⇒ 0 ≤
T∫

0

∫

Ω

(u1 − u2)[

=−vt
︷ ︸︸ ︷

b(u1)− b(u2)]
︸ ︷︷ ︸

≥0, da bր (streng monoton)

dx dt (3.39)

part. Int.
=

T∫

0

V ′〈(u1 − u2)t, v〉V dt [mit (u1 − u2)(0) = 0, v(T ) = 0]

(3.38), part. Int.
= −

T∫

0

∫

Ω

∇[b(u1(t))− b(u2(t))]
︸ ︷︷ ︸

=:f(t)

·
T∫

t

∇[b(u1(s))− b(u2(s))] ds

︸ ︷︷ ︸

=∇v

dx dt

(∗)
= −1

2

∫

Ω

∣
∣
∣
∣
∣
∣

T∫

0

∇(b(u1)− b(u2)) dt

∣
∣
∣
∣
∣
∣

2

dx ≤ 0

⇒ aus Vorzeichen vom Integranden in (3.39) : u1 = u2 f.ü. in ΩT .

(∗) gilt da

T∫

0

f(t)

T∫

t

f(s) ds dt =
1

2

T∫

0

T∫

0

f(t)f(s) ds dt =
1

2





T∫

0

f(t) dt





2

�

Referenzen: [Sh2] § II.1-2, III.1, III.4, [Va] § II.2, [Ev] § 7.1

3.5 transiente Navier-Stokes-Gleichungen

Modell für instationäre Strömung einer homogenen (d.h. Dichte = const.), viskosen, in-
kompressiblen Flüssigkeit; semilineares Gleichungssystem:

ut + (u · ∇) u−∆u+∇p = f, ΩT := Ω× [0, T ] ... NS-Gleichung (3.40)

div u = 0, ΩT ... inkompressibel

u = 0, ∂Ω× [0, T ] ... Haft-RB

u(., 0) = u0, Ω

Ω ⊂ Rn (n = 2, 3) beschränktes Gebiet mit ∂Ω glatt.

ges: u : ΩT → Rn ... Geschwindigkeitsvektorfeld
p : ΩT → R ... Druck

geg: f : ΩT → Rn ... (äußeres) Kraftfeld
u0 : Ω → Rn
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3 nichtlineare parabolische Gleichungen

Schwache Formulierung:
Elimination von p wie in § 2.4; durch Testfunktion mit div v = 0:

V :=
{
v ∈ H1

0 (Ω)
n | div v = 0 f.ü. in Ω

}
ist separabler Hilbertraum mit

‖v‖V = ‖∇v‖L2(Ω)n×n ;

H := V̄ ⊂ L2(Ω)n (Abschluss bez. ‖.‖L2), um Dichtheit von V ⊂ H fürs Evolutionstripel
zu garantieren (statt H = L2).
V →֒→֒ H; folgt sofort aus H1

0 (Ω) →֒→֒ L2(Ω).
Es gilt: H =

{
v ∈ L2(Ω)n | div v = 0 f.ü. in Ω; v · ν = 0 f.ü. in ∂Ω

}
([Tar] Lemma 23.2;

[DL3] §IX.1.2)

Definition 3.23 Seien u0 ∈ H, f ∈ L2(0, T ;V ′).
u ∈ X := L2(0, T ;V ) mit u′ ∈ X ′ = L2(0, T ;V ′) ist schwache Lösung von (3.40), wenn

(i) ∀ v ∈ V gilt:

V ′〈u′(t), v〉V +

∫

Ω

(u · ∇) u · v +∇u : ∇v dx

︸ ︷︷ ︸

=:〈A(u),v〉

= V ′〈f(t), v〉V f.ü. in [0, T ] (3.41)

(ii) u(0) = u0

Lemma 3.24 (Gagliardo-Nirenberg Ungleichung, Bew: [GT])
Für u ∈ W k,p(Ω) ∩ Lq(Ω); k ∈ N; 1 ≤ p, q, r ≤ ∞; β ∈ Nn

0 ;

1

r
=

|β|
n

+ λ

(
1

p
− k

n

)

+ (1− λ)
1

q
,

|β|
k

≤ λ ≤ 1, 0 ≤ |β| ≤ k − 1

gilt:

∥
∥
∥
∥

∂|β|u

∂xβ

∥
∥
∥
∥
Lr(Ω)

≤ CGN‖u‖λW k,p(Ω)‖u‖1−λ
Lq(Ω) (3.42)

Bsp: mit n = 2, p = q = 2, r = 4, λ = 1
2
, β = 0, für u ∈ H1

0 (Ω):

‖u‖L4(Ω) ≤ CGN‖u‖1/2L2(Ω)‖u‖
1/2

H1(Ω) ≤ C̃GN‖u‖1/2L2(Ω)‖∇u‖
1/2

L2(Ω) (3.43)

Satz 3.25 Für n = 2 ist schwache Lösung von (3.40) eindeutig.
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3.5 transiente Navier-Stokes-Gleichungen

Bew: Sei w := u1 − u2 Differenz zweier schwacher Lösungen. Wähle Testfunktion v = w
in (3.41); Lemma 3.10 (ii):

1

2

d

dt
‖w(t)‖2L2(Ω)n + ‖∇w‖2L2(Ω)n×n =

∫

Ω

[(u2 · ∇)u2 − (u1 · ∇)u1] · w dx

= −
∫

Ω

(w · ∇)u1 · w dx−
∫

Ω

(u2 · ∇)w · w dx

︸ ︷︷ ︸

=0, da divw=0 (→ Übung)

Hölder
≤ ‖∇u1‖L2(Ω)n×n‖w‖2L4(Ω)n

GN-Ungl.
≤ C̃2

GN‖∇u1‖L2(Ω)2×2‖w‖L2(Ω)2 ‖∇w‖L2(Ω)2×2

Young
≤ 1

2
C̃4

GN‖∇u1‖2L2(Ω)2×2‖w‖2L2(Ω)2 +
1

2
‖∇w‖2L2(Ω)2×2

⇒ d

dt
‖w(t)‖2L2(Ω)2 ≤ C̃4

GN‖∇u1(t)‖2L2(Ω)2×2‖w(t)‖2L2(Ω)2

Laut VS: t 7→ ‖∇u1(., t)‖2L2(Ω) ∈ L1(0, T ).
⇒ Gronwall liefert w(t) = 0 f.ü. auf (0, T ). �

Bem: n = 3: Eindeutigkeit ist offenes Problem (ein “Millenium Problem” des Clay Math.
Inst., Boston). Problem: (3.43) gilt für n = 3 nicht; stattdessen ‖u‖2L4 ≤ C‖u‖1/2L2 ‖∇u‖3/2L2 .
Dann würde ‖∇u1(., t)‖4L2(Ω) auftreten, das aber i.A. nicht in L1(0, T ) liegt.
Für n = 3 wurde die Existenz von verschiedenen schwachen bzw. distributionellen Lösun-
gen gezeigt, siehe [Tar] §25, [Te] §III.3.1+3.2, [Ro] §8.8.4.

Existenz einer Lösung lässt sich für n = 2 mit ähnlichen Methoden wie in §3.4 (Satz 3.17,
Satz 3.22) zeigen:

Eigenschaften des Operators A(u) = (u · ∇) u−∆u aus (3.41):
Laut Lemma 2.30, Lemma 2.28 (ii): A : V → V ′ ist beschränkt, koerziv (mit 〈A(u), u〉 =
‖u‖2V ), Typ M, demistetig (für n = 2, 3).

A ist koerziv auf X, aber nicht beschränkt von X → X ′ !
Aber für n = 2 (→ Übung):

A : X ∩ L∞(0, T ;H) → X ′ ist beschränkt. (3.44)

u ∈ L∞(0, T ;H) bedeutet, dass die kinetische Energie der Trajektorie u beschränkt ist; u ∈
X bedeutet, dass die durch Viskosität im Zeitintervall [0, T ] dissipierte Energie beschränkt
ist, [Tar] §21.
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3 nichtlineare parabolische Gleichungen

Satz 3.26 Sei n = 2, u0 ∈ H, f ∈ L2(0, T ;V ′). ⇒ (3.40) hat eindeutige schwache
Lösung.

Bew-Idee:

• Galerkin-Methode von Satz 3.17, Satz 3.22:

(u′k(t), ϕj)H + V ′〈A(uk(t)), ϕj〉V = V ′〈f(t), ϕj〉V ; j = 1, ..., k

• spezielle Basiswahl {ϕj} wie in Satz 3.22:

Zu A1 = −∆, def. A−1
1 : V ′ ∋ g 7→ u ∈ V als schwache Lösung von

(u, v)V =

∫

Ω

∇u : ∇v dx = V ′〈g, v〉V ∀ v ∈ V .

Einschräkung A−1
1 : H → V →֒→֒ H ist kompakt, symmetrisch

⇒ ∃ Eigenfunktions-ONB {ϕj} von H (mit ‖.‖H = ‖.‖L2);
ist gleichzeitig OGB von V (mit ‖.‖V = ‖∇.‖L2).

• a-priori Abschätzungen (analog zu Satz 3.17, aber dort wird nur ‖uk(T )‖H benö-
tigt):

‖uk‖X ≤ C, ‖uk‖L∞(0,T ;H) ≤ C, ∀ k ∈ N

‖u′k‖X′ ≤ ‖A(uk)‖X′ + ‖f‖X′

(3.44)

≤ C, ∀ k ∈ N

• mit Aubin-Lemma:
∃ Teilfolge mit uk → u in L2(0, T ;H) ⊂ L2(ΩT )

2

• für Limes-Identifikation:
wähle v ∈ C∞

0 (ΩT )
2∩X [nötig für div v = 0] ... ist dicht in X (folgt aus C∞

0 (Ω)2∩V
ist dicht in V ; § 23 [Tar])

�

Referenzen: [Ro] § 8.4, 8.8.4, [Tar] § 20-25, [Te] § III

3.6 Die poröse Medium Gleichung

Betrachte






ut = ∆um = div(mum−1∇u) ,ΩT

u = 0 , ∂Ω× [0, T ]
u(x, 0) = u0(x) ∈ L1

+(Ω)
(3.45)
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3.6 Die poröse Medium Gleichung

mit m > 1, Ω ⊂ Rn beschränkt, ∂Ω ∈ C2+α für ein α ∈ (0, 1) (Hölder-Raum).

u0 ≥ 0 ⇒ u(x, t) ≥ 0 (mit Maximumprinzip); nötig zur Def. von um.

Die PMGl ist degeneriert parabolisch (für u(x, t) ≥ 0).

Bsp:







ut = ∂x(uux) , x > 0, t > 0;
u(0, t) = g(t) := x0 + t; x0 > 0 fest;
u(x, 0) = u0(x) := x0 − x (für 0 < x < x0), = 0 (für x > x0)

⇒ u(x, t) =

{
t+ x0 − x , 0 < x < x0 + t;

0 , x > x0 + t ,

da: ut = 1, ux = −1, ∂x(uux) = 1 für 0 < x < x0 + t.

• “Propagation” wie bei hyperbolischen Gleichungen:
Dieses u erfüllt z.B. ut + ux = 0, utt = uxx !

Definition 3.27 u ≥ 0 heißt schwache Lösung von (3.45), wenn

(i) um ∈ L2((0, T );H1
0 (Ω)), [ ⇒ u ∈ L2(ΩT ) ]

(ii) u erfüllt
∫ ∫

ΩT

∇(um) · ∇ϕ− uϕt dx dt =

∫

Ω

u0(x)ϕ(x, 0) dx (3.46)

∀ϕ ∈ C1(ΩT ) mit ϕ(x, T ) = 0, ϕ
∣
∣
∂Ω×[0,T )

= 0

Bem: Schwache Lösungen von (3.45) sind eindeutig: analog zu Satz 3.22 (ii) für
ut = div(a(u)∇u) (bzw. [Va] § II.2).

Satz 3.28 Sei u0 ∈ Lm+1
+ (Ω) ⇒ ∃! schwache Lösung von (3.45) bis zu T = ∞.

Bew:

(i) glatte Approximationslösungen:

• Sei u0 ∈ C∞
0 (Ω), u0 ≥ 0.

un löse:






(un)t = ∆umn ,Ω∞ := Ω× (0,∞)
un(x, t) = 1

n
, ∂Ω× [0,∞)

un(x, 0) = u0n(x) := u0(x) +
1
n

(3.47)
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3 nichtlineare parabolische Gleichungen

• laut schwachem Maximumsprinzip (§6.7, PDGl):

1

n
≤ un(x, t) ≤M +

1

n
in Ω∞, mit M := sup(u0). (3.48)

⇒ un löst auch die nicht degenerierten (glm. parabolischen) Probleme

(un)t = div(an(un)∇un) (3.49)

mit an ∈ C(R), an(u) = mum−1 auf [ 1
n
,M + 1

n
] und

0 < m
nm−1 ≤ an(u) ≤ m

(
M + 1

n

)m−1
.

• laut Satz 3.22 (für vn := un − 1
n
): (3.49) hat eindeutige schwache Lösung

un − 1
n
∈ L2(H1

0 (Ω)) ∩ C(L2(Ω))

• laut [LSU], § 6 gilt sogar:

un ∈ C∞(Ω∞) ∩ C2,1(Ω∞) (d.h. un, (un)xi
, (un)xixj

, (un)t ∈ C(Ω∞));
un ist also klassische Lösung ⇒ Maximumsprinzip darf angewendet werden.

(ii) a-priori Abschätzungen, Konvergenz:

• aus Maximumsprinzip:

0 < un+1(x, t) ≤ un(x, t) in Ω∞ ∀n ∈ N (→ Übung)

Definiere

u(x, t) = lim
n→∞

un(x, t) ∀(x, t) ∈ Ω∞

⇒ un(t) → u(t) in Lp(Ω) ∀t ∈ [0, T ] ∀1 ≤ p <∞;
un → u in Lp(ΩT ) ∀T > 0 (monotone Konvergenz)

• aus (3.48): 0 ≤ u ≤M in Ω∞

• a-priori Abschätzung für ∇(um):
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3.6 Die poröse Medium Gleichung

Multipliziere (3.47) mit ϕn := umn − ( 1
n
)m;
∫ ∫

dx dt⇒
∫

Ω

T∫

0

|∇umn |2 dx dt =

∫

Ω

(
1

m+ 1
um0n(x)−

1

nm

)

u0n(x) dx

−
∫

Ω




1

m+ 1
umn
︸︷︷︸

≥0

(x, T )− 1

nm



 un
︸︷︷︸

≤M+ 1
n

(x, T ) dx (3.50)

≤ 1

m+ 1

∫

Ω

(

u0(x) +
1

n

)m+1

dx+
1

nm

(

M +
1

n

)∫

Ω

dx

≤ C ∀n ∈ N, ∀T > 0

Im 1. Schritt verwendet man utum = 1
m+1

∂tu
m+1.

• ⇒ {∇umn } glm. beschränkt in L2(Ω∞) ⇒ für eine Teilfolge gilt:

∇umnk

k→∞
−−⇀ ψ in L2(Ω∞)

da auch umn → um in L2(ΩT ), gilt ψ = ∇um.

Limes ist eindeutig ⇒ ganze Folge ∇umn konvergiert:
umn ⇀ um in L2(0, T ;H1(Ω))

aus (3.50):

(m+ 1)

∫ ∫

ΩT

|∇umn |2 dx dt+
∫

Ω

um+1
n (x, T ) dx

≤
∫

Ω

(

u0(x) +
1

n

)m+1

dx+
m+ 1

nm

(

M +
1

n

)∫

Ω

dx ∀T > 0

• lim inf
n→∞

liefert Energieabschätzung :

(m+1)

∫ ∫

ΩT

|∇um|2 dx dt

︸ ︷︷ ︸

≤limn→∞ inf ‖∇um
n ‖2

L2(ΩT )
, da ‖.‖ SUHS

+

∫

Ω

um+1(x, T ) dx ≤
∫

Ω

um+1
0 (x) dx ∀T > 0

(3.51)

• Randbedingung von u:

umn ∈ C2,1(ΩT ), umn |∂Ω×[0,T ] = n−m, ∀T > 0

⇒ umn − n−m

︸ ︷︷ ︸

∈L2(0,T ;H1
0 (Ω))

⇀ um in L2(0, T ;H1(Ω))
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3 nichtlineare parabolische Gleichungen

⇒ um ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)), da H1

0 (Ω) in H1(Ω) schwach abgeschlossen (da kon-
vex und abgeschlossen; Satz von Mazur).

• un ist klassische Lösung ⇒ erfüllt (3.46) mit AB u0n.
Limes n→ ∞ liefert (3.46) für u⇒ u ist schwache Lösung von (3.45).

• Vergleichsprinzip:
Betrachte 2 ABen mit u0(x) ≤ ũ0(x) ∀x ∈ Ω
⇒ u0n ≤ ũ0n ⇒ (mit Maximumsprinzip) un ≤ ũn ∀n
⇒ u(x, t) ≤ ũ(x, t) (durch n→ ∞)

(iii) beschränkte Anfangsdaten:
Sei u0 ∈ L∞

+ (Ω) mit suppu0 ⊂ Ω:
Approximationsmethode und Vergleichspinzip von (i,ii) funktionieren genauso mit
un ∈ C∞(Ω∞) ∩ C2,1(Ω̄ × (0,∞)) (aber un ist an t = 0 nicht unbedingt stetig). u0
beschränkt, ist für Lösung von (3.49) wichtig (M = ess sup(u0) ).

(iv) allgemeine Anfangsdaten:
Sei u0 ∈ Lm+1

+ (Ω).

• Wähle wachsende Folge von (messbaren) Abschneidefunktionen (hinsichtlich
des Trägers) 0 ≤ ζk(x) ≤ 1 mit supp ζk ⊂ Ω, ζk ր 1 (punktweise); supp ζk ր Ω.

Approximation der AB:
u0k(x) := min(u0(x)ζk(x), k) erfüllt die Kriterien von (iii).

⇒ (iii) liefert schwache Lösung uk von (3.45) mit

uk+1(x, t) ≥ uk(x, t) ∀ (x, t) ∈ Ω∞; (3.52)

und umk ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)).

Bem: u0 ∈ Lm+1 konnte nicht direkt durch {u0k} ⊂ C∞
0 approximiert werden

(typischerweise mit Faltung), da dann die Monotonie (3.52) nicht garantiert ist.

• laut (3.51) für uk (statt u):
{uk} glm. beschränkt in L∞(0, T ;Lm+1(Ω)), da ‖u0k‖Lm+1 ≤ ‖u0‖Lm+1 .
{∇umk } glm. beschränkt in L2(Ω∞)

⇒ (mit (3.52)) uk konv. f.ü. gegen u ∈ L∞(0, T ;Lm+1(Ω)) und u ist wegen
Monotonie eindeutig;

uk(T ) → u(T ) in Lp(Ω) ∀ 1 ≤ p ≤ m+1 (obere Schranke aus Norm in (3.51))
uk → u in Lp(ΩT ) ∀ 1 ≤ p ≤ m+ 1, ∀ T (beides monotone Konvergenz)
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3.6 Die poröse Medium Gleichung

ganze Folge: ∇umk ⇀ ψ in L2(Ω∞); ψ = ∇um analog zu (ii)

• lim inf
k→∞

in (3.51) für {uk} liefert: u erfüllt (3.51).

⇒ um ∈ L2(0,∞;H1
0 (Ω)), da ‖∇ · ‖L2 Norm auf H1

0 ist.

• uk erfüllt (3.46) mit AB u0k; u0k → u0 in Lm+1(Ω).

⇒ u erfüllt (3.46), ist schwache Lösung von (3.45).

�

Bem:
Bedingung u0 ∈ Lm+1(Ω) kommt aus Energieabschätzung (3.51); kann ausgedehnt werden
[Va]:

∀u0 ∈ L1
+(Ω) : ∃! Lösung u ∈ C([0,∞), L1

+(Ω)).

PMGl. generiert also eine nichtlineare, stark stetige Halbgruppe auf L1
+(Ω).

Ferner u ∈ C∞(O);O := {u(x, t) > 0} ⊂ Ω∞

Referenzen: [Va] § II
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4 nichtlineare Wellengleichungen

Wir betrachten hier nur semilineare Wellengleichungen (bes. NLW, NLS); diese entwickeln
keine Schocks. Ferner nur Ganzraumprobleme, d.h. Ω = Rn.

4.1 Wellengleichungen als Hamilton’sche Systeme

Definition 4.1 (a) Sei X ein Hilbert Raum (hier meist ∞-dim.) mit innerem Produkt
〈·, ·〉 und J ∈ B(X) ein linearer, schiefsymmetrischer, nicht-degenerierter Operator
(d.h. mit trivialem Kern).
Das Paar (X, 〈·, J ·〉) ist dann ein symplektischer Vektorraum mit der symplekti-
schen (Bilinear-) Form 〈·, J ·〉.

(b) Sei E : X → R ein (nichtlin.) Funktional („Energie”) mit Fréchet-Ableitung (=1.
Variation von E) E ′ : X → X (hier mit Riesz-Identifikation; eigentlich E ′ : X →
X ′).
Die (autonome) Evolutionsgleichung für u(t) ∈ X der Form

ut = JE ′(u).

heißt Hamilton System (oder in Hamilton Form).

⇒ Energieerhaltung (entlang der Lösung u bzw. durch den Hamilton’schen Fluss von E):

dE(u(t))

dt
= 〈E ′(u), ut〉 = 〈E ′(u), JE ′(u)〉 = 0 (4.1)

Bsp 1: u = (x, p) ∈ X = R2n; E(x, p) ... Hamilton-Funktion (z.B. E = |p|2
2m

+ V (x)),
x...Ort, p...Impuls

E ′ =

(
∂E

∂x
,
∂E

∂p

)T

; J :=

(
0 I
−I 0

)

∈ R
2n×2n

⇒ xt =
∂E

∂p
, pt = −∂E

∂x
... Hamilton Gleichungen, klassische Mechanik

Bsp 2: u = u(x) ∈ X = L2(Rn;C);

E(u) :=

∫
1

2
|∇u|2 + F (u) dx mit F : C → R, D(E) ⊂ H1(Rn); J := −i;
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4 nichtlineare Wellengleichungen

Wegen u(x) ∈ C gilt eigentlich E = E(u, ū), und damit ist die Fréchet-Ableitung E ′ nicht
definiert. Stattdessen betrachtet man hier

2
δE(u, ū)

δū
Riesz

= −∆u+ f(u) mit „ f = F ′ ” (vgl. Euler-Lagrange Gleichung) .

Der Faktor 2 kommt daher, dass nur nach einer der 2 Variablen (u, ū) differenziert wird.

⇒ iut +∆u− f(u) = 0 ... nichtlineare Schrödinger Gl. (NLS) (4.2)

Generelle Annahme:

f(u) = g(|u|2)u mit reeller Funktion g, F (u) =
1

2
G(|u|2), G′ = g, G(0) = 0. (4.3)

Besonders wichtiges Bsp. (z.B. für Bose-Einstein-Kondensat; in nichtlinearer Optik/Lasers:
t-Achse = Ausbreitungsrichtung):

f(u) = ±|u|2u ... (de-)fokusierende kubisch-NLS

Bsp 3:

(
u
v

)

∈ X := L2(Rn)× L2(Rn); E(

(
u
v

)

) :=

∫
1

2
v2 +

1

2
|∇u|2 + F (u) dx (4.4)

D(E) ⊂ H1(Rn)× L2(Rn)

⇒ ∂

∂t

(
u
v

)

=

(
0 1
−1 0

)

︸ ︷︷ ︸

=:J

(
−∆u+ f(u)

v

)

︸ ︷︷ ︸

=E′( (u, v)⊤ )

mit F ′ = f : R → R;

bzw. (mit v = ut):

utt −∆u+ f(u) = 0 ... nichtlineare Wellengleichung (NLW) (4.5)

Generelle Annahme (oBdA):
f : R → R mit f(0) = 0, F (0) = 0.

Anwendungen: f polynomial z.B. in nichtlinearer Theorie für Mesonen; f(u) = sin u
(Sinus-Gordon Gleichung) in Geometrie (Flächen mit Gauß-Krümmung ≡ −1), Verschie-
bung in Kristallstrukturen

Spezialfall: f(u) = m2u

utt−∆u+m2u = 0 ... skalierte, freie Klein-Gordon Gleichung der relativistischen Quantenmechanik

(4.6)
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4.2 Abschätzungen und Erhaltungsgrößen

Physikalische Motivation:
Quantisierungsregeln (vgl. Schrödinger Gl. (4.2) mit f ≡ 0, ~ = 1; mit kinetischer Energie
E = p2

2m
):

E −→ i~∂t, p −→ −i~∇

relativist. Energie: E2 = c2p2 + m2c4
︸ ︷︷ ︸

Ruheenergie2

Das gilt für skalare Felder bzw. spinlose Teilchen, z.B. Pionen.

⇒ −~2utt = −~2c2∆u+m2c4u

Bsp 4:

X = L2(R);E(u) :=

∫
1

2
|ux|2 + F (u) dx; J := ∂x; (obwohl unbeschränkt)

D(E) ⊂ H1(R)

⇒ ut = ∂x(−∂2xu+ F ′(u)) ... verallgemeinerte Korteweg-de Vries Gleichung

Für F ′ = 3u2 ... standard KdV

Referenzen: [Stra] § 1; [Ku] § 1.4

4.2 Abschätzungen und Erhaltungsgrößen

... sind wesentlich für Beweis der Existenz von Lösungen und deren strukturellem Verhal-
ten (z.B. für t→ ∞).

Lineare Wellengleichung:







utt −∆u = 0, x ∈ Rn, t ∈ R

u(x, 0) = u0(x)
ut(x, 0) = u1(x)

(4.7)

Lemma 4.2 Sei u0 ≡ 0, u1 ∈ W [n
2
],1(Rn)

⇒ ‖u(·, t)‖L∞(Rn) ≤ c(n)|t|−n−1
2 ‖u1‖W [n2 ],1(Rn)

, t 6= 0 (4.8)

Bew:
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4 nichtlineare Wellengleichungen

• n = 1 aus d’Alembert’scher Lösung (siehe PDGl §7.1):

u(x, t) =
1

2

x+t∫

x−t

u1(y)dy

• n = 3 allgemeine Lösungsformel (siehe [Wh] §7.6); sei t > 0:

u(x, t) =
∂

∂t






1

4πt

∫

|y−x|=t

u0(y) dSy




+

1

4πt

∫

|y−x|=t

u1(y) dSy (4.9)

Div. Satz
=

1

4πt

∫

|y−x|≤t

divy





y − x

t
︸ ︷︷ ︸

=ν

u1(y)




 dy

|u(x, t)| ≤ 1

4πt

∫

|y−x|≤t

|∇u1(y)|+
3

t
|u1(y)| dy ∀x ∈ R

3

ν ... äußerer Normalenvektor (für |y − x| = t)

Ergebnis folgt mit:

∫

|y−x|≤t

1 · |u1(y)| dy
Hölder

≤ ct‖u1‖L 3
2 (R3)

GN(3.42)

≤ ct‖∇u1‖L1(R3)

• Für allgemeines n: [Stra] �

Bem: Grund für das Abklingen in (4.9) ist die Wellenausbreitung entlang von Charak-
teristiken in einer wachsenden Sphäre der Dimension n− 1. Andererseits bleibt ‖u(t)‖L2

beschränkt (→ Übung).

Erhaltungsgrößen, Symmetrien, Noether Theorem:

2 wichtige strukturelle Eigenschaften von Hamilton’schen Systemen (GDGl, PDGl):

(i) ∃ (integrale) Erhaltungsgrößen, z.B. Energie E(u(t)), Masse

(ii) ∃ Symmetrien der Gleichung:
explizite Transformationsgruppe, die Lösungen der Gleichung in andere Lösungen
transformiert, z.B. Translation in x bzw. t, Rotation

Für Hamilton’sche Systeme

ut = JE ′(u) auf X (4.10)
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4.2 Abschätzungen und Erhaltungsgrößen

mit Fluss SE(t) : u0 7→ u(t) hängen (i) und (ii) eng miteinander zusammen:
• Betrachte ein (weiteres) Funktional E : X → R auf dem syplektischen Vektorraum
(X, 〈·, J ·〉), mit zugehörigem Hamilton’schen Fluss SE(t). Wenn SE(t) in t global definiert
ist, bildet es eine Transformationsgruppe auf X: SE(t+ t′) = SE(t)SE(t

′), SE(0) = id.

Satz 4.3 (Noether: hamiltonsche Formulierung. Für einen echten Satz müssten die Vor-
aussetzungen präzisiert werden; siehe §20 [Ar].)
E ist Erhaltungsgröße für (4.10) ⇔ E ist symmetrisch (d.h. invariant) bez. der Gruppen-
aktion SE(t).

Anwendungsidee: Transformationsgruppe oft leichter zu finden als Erhaltungsgesetz, und
auch eine formale Motivation für ein Erhaltungsgesetz ist schon hilfreich.

Bsp 1: u = (x, p) ∈ X = R4; J =

(
0 I
−I 0

)

∈ R4×4; E(x, p) = |p|2
2m

+ V (x) mit

V = Ṽ (|x|), also rotationsinvariant.

E = L(x, p) := x× p = x1p2 − x2p1 ... Drehmoment

Hamilton System von L: ut = JL′(u)

bzw. xt =
∂L

∂p
=

(
−x2
x1

)

, pt = −∂L
∂x

=

(
−p2
p1

)

Fluss: SL(t) =

(
cos t − sin t
sin t cos t

)

⊗
(

1 0
0 1

)

∈ R
4×4

E ist invariant bez. der Rotationen SL(t) ⇒ L ist Erhaltungsgröße für (4.10), bzw. SE(t).

Bsp 2: (4.10) ist t-autonom ⇒ Zeittranslation S(s) : u(x, t) 7→ u(x, t+ s) bildet Lösungen
auf Lösungen ab ⇒ E(u) = const in t, d.h. Energieerhaltung (wähle E = E in Noether
Theorem; vgl. (4.1)).

Zusätzlich zur hamiltonschen Formulierung vom Noether Theorem (in Satz 4.3) gibt es
auch eine Variationsformulierung vom Noether Theorem. Daraus lassen sich (formal) wei-
tere Erhaltungsgrößen herleiten.
Idee: Ist ein Variationsproblem invariant unter einer Transformationsgruppe, so erfüllen
die Lösungen der Euler-Lagrange Gleichung ein (integrales) Erhaltungsgesetz (Details:
[Stra]).

Bsp: Betrachte NLW mit dem Wirkungsfunktional

F(u) :=

∫

Rn+1

∫ [

−1

2
u2t +

1

2
|∇u|2 + F (u)

]

dx

︸ ︷︷ ︸

=E(u,ut) aus (4.4)

dt (4.11)
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4 nichtlineare Wellengleichungen

(rein formales Integral, Konvergenz unklar) mit F (0) = 0; EL-Gleichung ist NLW: F ′(u)
Riesz

=
utt −∆u+ f(u) = 0 (mit F ′ = f).

Bsp 3: Die Streckungstransformation T (s) : u(x, t) 7→ λ
n−1
2 u(λx, λt); λ = 1 + s lässt

F(u) aus (4.11) zumindest für NLW mit F = 0 invariant. Zugehöriger Generator dieser
Transformation(shalbgruppe) ist N = t∂t + x · ∇+ n−1

2
. D.h.

∂

∂s

(
T (s) u(x, t)

)∣
∣
s=0

= Nu(x, t) .

Durch Multiplikation von utt −∆u = 0 mit Nu und partiellen Integrationen erhält man
die Streckungsidentität („dilation identity”); das ist ein Erhaltungsgesetz:

d
dt

∫

Rn

te+ x · ∇uut +
n− 1

2
uut dx = 0

mit Energiedichte e(u) := 1
2
u2t +

1
2
|∇u|2 + F (u).

Verallgemeinerung für F 6= 0:

d
dt

∫

Rn

te+ x · ∇uut +
n− 1

2
uut dx = −1

2

∫

Rn

H(u) dx (4.12)

mit H(u) := (n− 1)uf(u)− 2(n+ 1)F (u).
Auch für f(u) = c u1+

4
n−1 gilt H(u) = 0.

Bsp 4: Die Skalierungstransformation T (s) : u(x, t) 7→ λu(x, t); λ = 1 + s lässt F(u) aus
(4.11) zwar nicht invariant, liefert aber folgende nützliche Identität für die NLW:

⇒ d2

dt2
1

2

∫

Rn

u2 dx =

∫

Rn

[u2t − |∇u|2 − uf(u)] dx ... Skalierungsidentität (4.13)

Das folgt direkt aus Multiplikation der NLW mit u, da Nu = u Generator von T (s) ist.

Bsp 5: Betrachte NLS mit dem Wirkungsfunktional

F(u) :=

∫

Rn+1

∫
1

2
Im (ūtu) +

1

2
|∇u|2 + F (u) dx dt

mit Annahme (4.3): F (u) = 1
2
G(|u|2), G(0) = 0;

EL-Gleichung in R2 (statt C) ist NLS: iut +∆u− f(u) = 0.

(i) Die Streckung u(x, t) 7→ λ
n
2 u(λx, λ2t); λ = 1 + s führt auf die Streckungsidentität :

d
dt

∫

Rn

1

2
Im(x · ∇ūu) + t|∇u|2 + 2tF (u) dx = −1

2

∫

Rn

K(u) dx (4.14)

mit K(u) := nf(u)ū− 2(n+ 2)F (u).
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4.3 globale Lösungen von NLS

(ii) pseudo-konforme Identität (basiert auch auf Noether Theorem; Herleitung [Ca1]):

d
dt

∫
1

2
|xu− 2it∇u|2 + 4t2F (u) dx

︸ ︷︷ ︸

=:α(t)

= −2t

∫

K(u) dx (4.15)

Anwendung: Sei K ≥ 0 und F ≥ 0 (z.B. defokusierende NLS: f(u) = |u|2u, F (u) =
1
4
|u|4, K(u) =

(
n
2
− 1
)
|u|4 ≥ 0 für n ≥ 2) ⇒

a) α(t) ց für t ≥ 0

⇒ 4t2
∫

Rn

F (u) dx ≤ α(0) =
1

2

∫

Rn

|xu0(x)|2 dx ∀t ∈ R

⇒
∫
F (u) dx = O(t−2) ... Einfluss des nichtlinearen Terms verschwindet für

t→ ±∞.

b) Sei xu0 ∈ L2(Rn) ⇒ xu(t)− 2it∇u(t) ∈ L2(Rn).
Falls u(t) ∈ L2(Rn): ⇒ xu(t) ∈ L2

loc ⇒ ∇u(t) ∈ L2
loc ∀ t 6= 0

also: Gewinn einer Ortsableitung für t > 0; gilt unabhängig von F .

(iii) Geschickte Kombination von (4.14), (4.15) liefert die Varianzidentität :

d2

dt2

∫

Rn

|x|2 |u|2 dx = 16E(u) + 4

∫

K(u) dx, (4.16)

mit der Energie E(u) =
∫

1
2
|∇u|2 + F (u) dx.

• Anwendung: Kollaps von Lösungen in endlicher Zeit (siehe §4.5).

Referenzen: [Tao] § 1.4; [Stra] § 1-2, 4; [RS2] § IX.4; [SS] § 1-2; [Ca1] § 7.1

4.3 globale Lösungen von NLS

4.3.1 lineare homogene Schrödinger Gleichung

{
iut = −∆u, x ∈ Rn, t ∈ R

u(x, 0) = u0(x)
(4.17)

• u, u0 ... komplexwertig
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4 nichtlineare Wellengleichungen

(4.17) entsteht aus der Wärmeleitungsgleichung durch formale Substitution t 7→ it

• Lösungsversuch: Transformiere t 7→ it in FL der Wärmeleitungsgleichung.

u(x, t) :=

∫

Rn

u0(ξ)
1

(4πit)
n
2

e
i|x−ξ|2

4t

︸ ︷︷ ︸

FL der Schrödinger Gl. auf Rn

dξ; t 6= 0, x ∈ R
n (4.18)

i
1
2 := e

iπ
4

Lemma 4.4
(a) sei u0 ∈ L1(Rn) ⇒ ∀t 6= 0 : u(·, t) ∈ L∞(Rn) mit

‖u(·, t)‖L∞(Rn) ≤
1

|4πt|n2 ‖u0‖L
1(Rn)

(b) sei u0 ∈ L2(Rn) ⇒ ∀t 6= 0 : u(·, t) ∈ L2(Rn) mit

‖u(·, t)‖L2(Rn) = ‖u0‖L2(Rn) (vgl. Üb.-Bsp.)

Bew:

(a) direkt aus (4.18):

|u(x, t)| ≤ 1

|4πt|n2

∫

|u0(ξ)| dξ

(b) 1. Schritt: Zusatzannahme u0 ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn);
sei t 6= 0 fest:

u(x, t) =
e

i|x|2

4t

(4πit)
n
2

∫

Rn

u0(ξ)e
i|ξ|2

4t

︸ ︷︷ ︸

=:v0(ξ)∈L2(Rn)

e−
ix·ξ
2t dξ

‖u(·, t)‖2L2 =
(2π)n

|4πt|n
∫

Rn

∣
∣
∣

1

(2π)
n
2

∫

v0(ξ)e
−i x

2t
·ξ dξ

︸ ︷︷ ︸

=:v̂0(
x
2t
)

∣
∣
∣

2

dx

= (2t)−n

∫ ∣
∣
∣v̂0(

x

2t
)
∣
∣
∣

2

dx

= ‖v̂0‖2L2(Rn) = ‖v0‖2L2 = ‖u0‖2L2

2. Schritt: approximiere u0 ∈ L2(Rn) durch

{uk} ⊂ L1(Rn) ∩ L2(Rn) (wie in Def. von FT auf L2).

�
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4.3 globale Lösungen von NLS

Satz 4.5 (Riesz-Thorin-Interpolation); Bew: [RS2])
Seien 〈M,µ〉 und 〈N, ν〉 Maßräume und sei T : Lp0(M,dµ) ∩ Lp1(M,dµ) → Lq0(N, dν) ∩
Lq1(N, dν) eine lineare Abbildung mit 1 ≤ p0, p1, q0, q1 ≤ ∞ und

‖Tf‖q0 ≤M0‖f‖p0 , ‖Tf‖q1 ≤M1‖f‖p1

⇒ ∃! Erweiterung T : Lpt → Lqt mit

1

pt
=

t

p1
+

1− t

p0
,

1

qt
=

t

q1
+

1− t

q0
, 0 < t < 1,

‖Tf‖qt ≤M1−t
0 M t

1‖f‖pt .

Weitere Lösungsabschätzungen durch Interpolation in Lemma 4.4:

Lemma 4.6 Sei u0 ∈ Lp(Rn) für ein p ∈ [1, 2]

⇒ ‖u(·, t)‖Lp′ (Rn) ≤ |4πt|n2−n
p ‖u0‖Lp(Rn) ∀ t 6= 0,

1

p
+

1

p′
= 1 (4.19)

Gemischte Raum-Zeit-Abschätzung in Lr(Lp) := Lr(Rt;L
p(Rn

x)):

Lemma 4.7 (Strichartz-Abschätzung) Sei u0 ∈ L2(Rn) ⇒
(a)

‖u‖
L2+ 4

n (L2+ 4
n )

≤ c‖u0‖L2 (4.20)

(b)

‖u‖Lr(Lp) ≤ c‖u0‖L2 (4.21)

mit r = 4p
n(p−2)

, 2 ≤ p < 2n
n−2

(2 ≤ p ≤ ∞ für n = 1 bzw. 2 ≤ p <∞ für n = 2)

Bew: (a) in [Stra], [Ca1]; (b) durch Interpolation zwischen (a) und ‖u‖L∞(L2) = ‖u0‖L2 .

Bem: (4.20), (4.21) bedeutet, dass u für t → ±∞ in gewissem Sinn abklingt; u(t) ist für
f.a. t ∈ R regulärer (d.h. in Lp(Rn

x), p > 2) als die AB u0. Für eine reversible Gleichung
ist das bemerkenswert! Kann daher auch nur für f.a. t ∈ R gelten.

Satz 4.8 (a) Sei u0 ∈ L2(Rn)
⇒ u ∈ C(R;L2(Rn)), u ist schwache Lösung von iut = −∆u
(b) Sei (1 + |x|2)u0 ∈ L1(Rn)

⇒ (4.18) erfüllt iut = −∆u punktweise ∀x ∈ Rn, ∀t ∈ R \ {0}
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4 nichtlineare Wellengleichungen

Bew:
(a) u ∈ L∞(R;L2(Rn)) in Lemma 4.4 gezeigt; Stetigkeit in Satz 4.9.

zz:
∫

R

∫

Rn

u(∆ϕ− iϕt) dx dt = 0 ∀ϕ ∈ D(Rn+1)

∫ ∫

u∆ϕ dx dt =

∫
1

(4πit)
n
2

∫ ∫

u0(ξ)∆ϕ(x, t)e
i
|x−ξ|2

4t dx dξ dt

part. Int. in x
=

∫
1

(4πit)
n
2

∫ ∫

u0(ξ)ϕ(x, t)

[
ni

2t
− |x− ξ|2

4t2

]

ei
|x−ξ|2

4t dx dξ dt

part. Int. in t
= ... = i

∫ ∫

uϕt dx dt

(b) einsetzen von (4.18) in (4.17) (alle Integrale von u, ut,∆u konvergieren) �

Definiere den Lösungsoperator T (t), t ∈ R für (4.17) auf L2(Rn):
u0 7→ u(·, t)

T (t)u0 :=

{
u0 , falls t = 0; also T (0) = I
u(x, t) , falls t 6= 0

Satz 4.9 {T (t), t ∈ R} ist C0-Gruppe (“stark stetige Gruppe”) von beschränkten Opera-
toren auf L2(Rn). T (t) ist Isometrie.
L := i∆ mit D(L) = H2(Rn) ist infinitesimaler Generator.

Bew:

û(y, t) = T̂ (t)u0(y) = û0(y)
︸ ︷︷ ︸

∈L2

e−i|y|2t
︸ ︷︷ ︸

∈L∞

(4.22)

(ohne Beweis, da trickreich; [Ca1] §3), aber Motivation aus FT-Schrödinger Gl.: ût =
−i|y|2û.
aus (4.22):

(a) T (t+ s)u0 = T (t)T (s)u0 ∀t, s ∈ R (Gruppe, aus (4.22))

(b) ‖T (t)u0‖L2 = ‖u0‖L2 ∀t ∈ R (Isometrie)

(c) T̂ (t)u0 ∈ C(R;L2(Rn)) (starke Stetigkeit; mit dominierter Konvergenz)
⇒ T (t)u0 ∈ C(R;L2(Rn))
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4.3 globale Lösungen von NLS

(d) Generator

max. Definitionsbereich: D(L) = {u ∈ L2 | ∆u ∈ L2} = H2(Rn)

z.z.: ∀u ∈ H2(Rn) gilt:

lim
t→0

T (t)u− u

t
= i∆u (in L2(Rn))

bzw.

lim
t→0

T̂ (t)u− û

t
= −i|y|2û (in L2(Rn))

für Lebesgue’s dom. Konvergenz:

(a) lim
t→0

T̂ (t)u− û

t
(y) = lim

t→0
û(y)

e−i|y|2t − 1

t
= −i|y|2û(y) für f.a. y ∈ R

n

(b)

∣
∣
∣
∣
∣
û(y)

e−i|y|2t − 1

t

∣
∣
∣
∣
∣
= |y|2|û(y)|

∣
∣
∣
∣

cosλ− 1

λ
− i sinλ

λ

∣
∣
∣
∣

(mit λ = |y|2t)

MWS

≤ |y|2|û(y)|
(∣
∣
∣
∣
∣

− sin(λ̃) · λ
λ

∣
∣
∣
∣
∣
+ 1

)

≤ |y|2|û(y)| · 2 mit λ̃ ∈ [0, λ],

also gleichmäßig beschränkt (bezüglich t)

�

Referenzen: [Ca1] § 3.1, 3.2

4.3.2 lineare inhomogene Schrödinger Gleichung

{
iut +∆u = h(x, t) , x ∈ Rn, t ∈ R

u(., 0) = u0 ∈ L2(Rn)
(4.23)

Sei T0(s) := eis∆, s ∈ R die Evolutionsgruppe der freien Schrödinger Gleichung auf L2(Rn).

∀s ∈ R ist T0(s) unitär, d.h.

(T0(s)u, v) = (u, T0(−s)v) ∀u, v ∈ L2(Rn)

Definition 4.10 Eine Funktion u heißt (im Sinne der Halbgruppentheorie)
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4 nichtlineare Wellengleichungen

(a) klassische Lösung von (4.23), wenn u ∈ C1(R;L2(Rn)), u(t) ∈ H2(Rn) ∀t ∈ R und
(4.23) gilt ∀ t ∈ R (im L2-Sinn);

(b) milde Lösung von (4.23), wenn für

u(t) := T0(t)u0 − i

t∫

0

T0(t− s)h(s) ds (4.24)

gilt: u ∈ C(R;L2(Rn)).

• (4.24) ist Integralform für Lösung von (4.23) (Duhamel Formel, vgl. Variation der
Konstanten).

Bem:

(a) hinreichende VS für Existenz einer klassische Lösung: h ∈ W 1,1(L2) oder h ∈
L1(H2).

(b) Klassische Lösung ist eindeutig (vgl. homogene Gl.).

(c) Milde Lösung ist per definitionem eindeutig.

Satz 4.11 Sei h ∈ Lr′

loc
(R;L1+ 1

p (Rn)) mit 1 < p < 1 + 4
n−2

(bzw. 1 < p <∞ für n = 1, 2)
und r = 4

n
p+1
p−1

⇒ (4.23) hat eine (eindeutige) milde Lösung u ∈ C(R;L2(Rn)); ist durch
(4.24) gegeben.

Bew:
• T0(t)u0 ∈ C(L2) laut Satz 4.9
• Abschätzung des inhomogenen Terms

v(t) := −i
t∫

0

T0(t− s)h(s) ds :

∀t : ‖v(t)‖2L2 =
(
v(t), v(t)

)

T0(s) unitär
=

t∫

0

t∫

0

(
T0(σ − s)h(s), h(σ)

)
ds dσ

Hölder

≤
t∫

0

t∫

0

‖T0(σ − s)h(s)‖Lp+1‖h(σ)‖
L
1+ 1

p
ds dσ

(4.19)

≤ c

t∫

0

t∫

0

|σ − s|− 2
r ‖h(s)‖

L
1+ 1

p
‖h(σ)‖

L
1+ 1

p
ds dσ

(∗)
≤ c‖h‖2

Lr′ (0,t;L
1+ 1

p (Rn))
(4.25)
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4.3 globale Lösungen von NLS

⇒ v ∈ C(L2) (Details in [Ca1] §3.2).

(*) folgt mit verallgemeinerter Young-Ungleichung und Hölder:

t∫

0

|σ − s|− 2
r ‖h(s)‖

L
1+ 1

p
ds

= |σ|− 2
r

︸ ︷︷ ︸

∈Lr/2
w (Rσ)

∗(‖h(σ)‖
L
1+ 1

p
χ[0,t](σ)

︸ ︷︷ ︸

∈Lr′ (Rσ)

) ∈ Lr(Rσ) ;
2

r
+

1

r′
− 1 =

1

r

�

Lemma 4.12 (verallgemeinerte Young-Ungleichung; Spezialfall) Sei f ∈ Lp(Rn) mit 1 <
p <∞, 0 < q < n; 1

p
+ q

n
− 1 = 1

r
mit 1 < r <∞.

⇒ ‖ |x|−q ∗ f‖Lr(Rn) ≤ C‖f‖Lp(Rn).

Bew: [RS2]

Referenzen: [Ca1] § 2.5, 3.2

4.3.3 nichtlineare Schrödinger Gleichung

{
iut +∆u− f(u) = 0, x ∈ Rn, t ∈ R

u(x, 0) = u0
(4.26)

mit f(u) := g(|u|2)u, F (u) = 1
2
G(|u|2), G′ = g, G(0) = 0;

f
∣
∣
R
∈ C1(R) mit |f ′(u)| ≤ c|u|p−1 (4.27)

für ein p ∈ (1, 1 + 4
n−2

) (bzw. p ∈ (1,∞) für n = 1, 2), und

F (u) ≥ −c|u|2 − c|u|q+1 für ein 1 < q < 1 +
4

n
und ein c ≥ 0. (4.28)

Bsp: n = 1, f(u) = ±|u|2u, F (u) = ±1
4
|u|4: (4.27),(4.28) sind erfüllt.

n = 2 oder 3, f(u) = +|u|2u: Bedingungen sind auch erfüllt.
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4 nichtlineare Wellengleichungen

H1–a-priori-Abschätzung aus Energieerhaltung:

Energie:

E(u) :=

∫

Rn

1

2
|∇u|2 + F (u) dx

laut § 4.1: ‖u(t)‖L2 = ‖u0‖L2 , E(u(t)) = E(u0) ∀t ∈ R

⇒ für F ≥ 0 ist H1–a-priori-Abschätzung trivial; andernfalls:

1

2
‖∇u(t)‖2L2 = E(u0)−

∫

F (u(t)) dx

(4.28)

≤ E(u0) + c‖u(t)‖2L2 + c‖u(t)‖q+1
Lq+1

GN Ungl.

≤ E(u0) + c‖u0‖2L2 + c‖u0‖
q+1−n

2
(q−1)

L2 · ‖∇u(t)‖
n
2
(q−1)

L2

Wegen n
2
(q − 1) < 2 (aus (4.28)):

‖∇u(t)‖L2 ≤ C(u0) ∀t ∈ R, (4.29)

|
∫

F (u(t)) dx| ≤ C(u0) ∀t ∈ R, (4.30)

‖u(t)‖Lp+1 ≤ C‖u(t)‖H1 ≤ C(‖u0‖H1 , E(u0)) ∀t ∈ R, (4.31)

mit Sobolev Ungleichung und p aus (4.27): p+ 1 < 2 + 4
n−2

= 2n
n−2

= p∗.

Satz 4.13 Sei u0 ∈ H1(Rn) und E(u0) <∞.
⇒ (4.26) hat eindeutige milde Lösung u ∈ X := CB(R;H

1(Rn)), d.h. Lösung der zugehö-
rigen Integralgleichung

u(t) = T0(t)u0
︸ ︷︷ ︸

=:v(t)

−i
t∫

0

T0(t− s)f(u(s)) ds =: v(t) +N(u)(t) . (4.32)

Bew:

(a) Eindeutigkeit (sowie ein Modul für Kontraktivität in (b)):
Im Gegensatz zu §4.3.2 ist die Eindeutigkeit der milden Lösung hier nicht (per
definitionem) trivial.
Seien u1,2 ∈ X Lösungen ⇒ (mit Sobolev Einbettung H1 →֒ Lp̃, p̃ ≤ 2n

n−2
) u1,2 ∈

L∞(R;Lp+1(Rn))
⇒ mit Duhamel; r := 4

n
p+1
p−1

> 2:

∀t ∈ R : u1(t)− u2(t) = −i
t∫

0

T0(t− s)[f(u1(s))− f(u2(s))] ds
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4.3 globale Lösungen von NLS

⇒ ‖u1(t)− u2(t)‖Lp+1

(4.19)

≤ c

t∫

0

|t− s|− 2
r ‖f(u1(s))− f(u2(s))
︸ ︷︷ ︸

=f ′(ũ)(u1−u2); ũ zw. u1,u2

‖
L
1+ 1

p
ds

MWS, (4.27), Hölder

≤ c

t∫

0

|t− s|− 2
r

︸ ︷︷ ︸

integrierbar

[
‖u1(s)‖p−1

Lp+1 + ‖u2(s)‖p−1
Lp+1

︸ ︷︷ ︸

≤c(u0)

]
‖u1(s)−u2(s)‖Lp+1 ds

(4.31)

≤ c(u0)T
1− 2

r sup
0≤t≤T

‖u1(t)− u2(t)‖Lp+1

⇒ u1 ≡ u2 auf [0, T ] für c(u0)T 1− 2
r < 1

Gleiches Argument auf [T, 2T ], [2T, 3T ], ... wiederholen, da c(u0) glm. beschränkt
(siehe (4.31)) ⇒ u1 ≡ u2 ∀t.

(b) Existenz:
• betrachte folgende abgeschlossene Teilmenge des Banach Raumes
Y := C([0, T ];L2(Rn)) ∩ Lr((0, T );Lp+1(Rn)) mit der Norm ‖u‖Y := ‖u‖C(L2) +
‖u‖Lr(Lp+1):

Z :=
{
u ∈ Y ‖u‖L∞(H1) + ‖u‖Lr(W 1,p+1) ≤ R

}

Achtung: Kugel ist bez. strikterer Norm als ‖ · ‖Y definiert (Abgeschlossenheit →
Übung)!

• R = R(u0) := 2(2c+ 1)‖u0‖H1(Rn), mit c aus Strichartz-Ungleichung (4.21):

‖v‖Lr
t (L

p+1
x ) ≤ c‖u0‖L2 (4.33)

Analog gilt: ‖∇v‖Lr(Lp+1) ≤ c‖∇u0‖L2 , da ∇ und T0(t) = e−it∆ kommutieren.
Ferner: ‖v(t)‖H1 = ‖u0‖H1

• Insges.: v ∈ Z und

‖v‖L∞(H1) + ‖v‖Lr(W 1,p+1) ≤
R

2

• Bew-Idee (Details in [Stra]):
Für T hinreichend klein ist die Abbildung A : u 7→ v + N(u) (=Picard-Iteration)
eine Kontraktion in der Menge Z bez. ‖.‖Y :

• zu zeigen:

1) für u ∈ Z gilt: N(u) ∈ Z mit ‖N(u)‖L∞(H1) + ‖N(u)‖Lr(W 1,p+1) ≤ R
2
; also

A(u) ∈ Z;
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4 nichtlineare Wellengleichungen

2) ‖N(u1)−N(u2)‖Y ≤ C(T,R)‖u1 − u2‖Y , wobei C(T,R)
T→0−→ 0 (vgl. (a) ).

⇒ (mit FPS von Banach) ∃! Lösung u ∈ L∞((0, T );H1(Rn))

• aus (4.32) folgt sogar u ∈ C([0, T ];H1(Rn))
• T hängt nur von ‖u0‖H1 , E(u0) = E(u(t)) ab, und ‖u(t)‖H1 ≤ C ∀t ∈ R (laut
(4.29)) ⇒ Lösung kann auf [T, 2T ], [−T, 0], usw. fortgesetzt werden. �

Referenzen: [Stra] § 3

4.4 globale Lösungen von NLW

nichtlineare Klein-Gordon-Gleichung (NLKG):

utt −∆u+m2u = −λ|u|p−1u, x ∈ R
n, t ∈ R (4.34)

Reformulierung als Evolutionsgleichung 1. Ordnung:

Φ(t) :=

(
u(x, t)
v(x, t)

)

mit v = ut und f(Φ) =

(
0

−λ|u|p−1u

)

⇒







Φ′ −
(

0 I
∆−m2 0

)

Φ = f(Φ)

Φ(0) = Φ0 =

(
u0(x)
v0(x)

)

∈ X := H1(Rn)× L2(Rn)
(4.35)

• betrachte zunächst lineare Klein-Gordon Gleichung für m > 0:

Φ′ = −iAΦ, Φ(0) = Φ0 ∈ X (4.36)

mit Operator

A := i

(
0 I

∆−m2 0

)

• Operator B2 := −∆+m2 ≥ 0, selbstadjungiert auf L2(Rn) mit (max) Definitionsgebiet
D(B2) = H2(Rn), da ‖B2u‖L2 und ‖u‖H2 äquivalent (betrachte FT)
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4.4 globale Lösungen von NLW

Definiere B :=
√
−∆+m2 ≥ 0 mittels FT:

Bu = F−1
y→x

( √

|y|2 +m2

︸ ︷︷ ︸

Fouriersymbol von B

û(y)
)

mit D(B) = H1(Rn), da:

‖Bu‖2L2

Plancherel
= ‖

√

|y|2 +m2û(y)‖2L2

=

∫

(|y|2 +m2)|û(y)|2 dy

= ‖∇u‖2L2 + m2
︸︷︷︸

>0

‖u‖2L2 ... äquivalent zu ‖u‖2H1

• ‖Φ‖2X := ‖Bu‖2L2 + ‖v‖2L2

• A ist selbstadjungiert auf X mit D(A) = H2(Rn)×H1(Rn)

• laut Satz von Stone ([Pa]: −iA ist infinitesimaler Generator einer C0-Gruppe von uni-
tären Operatoren auf Hilbert Raum H ⇔ A ist s.a. auf H):

W (t) := e−itA =

(
cos tB B−1 sin tB

−B sin tB cos tB

)

(jeder Term via FT definiert) ist C0-Gruppe auf X. W (t)Φ0 ∈ C(R;X) löst (4.36) distri-
butionell. [W (t) kann als Exponentialmatrix für das Fouriersymbol berechnet werden.]

• NLKG in Integralform (Duhamel-Formel, Variation der Konstanten):

Φ(t) = W (t)Φ0 +

t∫

0

W (t− s)f(Φ(s)) ds (4.37)

→ suchen t-globale milde Lösung Φ ∈ C(R;X); reellwertig, falls u0(x) und v0(x) reell.

Satz 4.14 Sei −L infinitesimaler Generator der C0–Halbgruppe T (t) auf dem Banach-
raum X. Sei f : X × [0,∞) → X stetig in t auf R+

0 und lokal Lipschitz stetig in u (glm.
in t auf beschränkten Intervallen). ⇒
∀u0 ∈ X : ∃tmax ≤ ∞ mit:

{
u′ + Lu = f(u, t), t ≥ 0
u(0) = u0

hat eine eindeutige milde Lösung u auf [0, tmax). Falls tmax <∞ ⇒ limtրtmax ‖u(t)‖X =
∞.
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4 nichtlineare Wellengleichungen

Bew: mit FPS von Banach (Details: Satz 6.1.2, Satz 6.1.4 in [Pa]; vgl. auch Satz 3.15 für
semilin. Reaktions-Diffusionsgleichung) �

Energieerhaltung:

laut § 4.1:

E(Φ(t)) :=

∫
1

2
v2 +

1

2
|∇u|2 + m2

2
u2 + F (u) dx = E(Φ0) ∀t, (4.38)

mit

F (u) =
λ

p+ 1
|u|p+1 ≥ 0 (für λ ≥ 0)

Satz 4.15 Die NLKG (4.34) mit m ≥ 0, λ ≥ 0, 1 ≤ p ≤ n
n−2

(1 ≤ p < ∞ für n = 1, 2)
und Φ0 ∈ X hat eine eindeutige milde Lösung Φ ∈ C(R;X).

Bew-Idee: (Details: [R])

(a) t-lokale Lösung für m > 0:
• f : X → X, da für Φ = (u, v)T :

‖f(Φ)‖X = λ‖ |u|p−1u‖L2 = λ‖u‖pL2p

Sobolev

≤ C‖u‖pH1

m > 0

≤ C‖Φ‖pX
mit 2p ≤ 2n

n−2
= p∗ ... Sobolev Index

• also: f lokal Lipschitz in X
• laut Satz 4.14: (4.37) hat eindeutige milde Lösung Φ ∈ C((tmin, tmax);X). Falls
tmax <∞, dann limtրtmax ‖Φ(t)‖X = ∞ (analog für tmin)

(b) t-globale Lösung für m > 0:

E(Φ0)
Sobolev

≤ C(‖Φ0‖2X + ‖Φ0‖p+1
X ) <∞,

da p+ 1 ≤ 2n
n−2

= p∗ ... Sobolev Index für n ≥ 3

Umgekehrt (a-priori Abschätzung an ‖ · ‖X):

‖Φ(t)‖2X = ‖∇u‖2L2 +m2‖u‖2L2 + ‖v‖2L2

(∗)
≤ 2E(Φ(t)) +m2‖u(t)‖2L2

≤ 2E(Φ0) + 2‖Φ0‖2X + 4m2t2E(Φ0) ∀t ∈ (tmin, tmax)

mit u(t) = u0 +
∫ t

0
v(s) ds ∈ L2(Rn).

(*) Wir verwenden hier den Term
∫

m2

2
u2dx von E(Φ) nicht, damit die Abschätzung

auch für (c) funktioniert.
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4.5 „Explosion” von Lösungen

⇒ tmax = −tmin = ∞

•Energieerhaltung bisher nur formal; müsste aber erst für reguläre Lösungen rigoros
gerechtfertigt werden; dann Dichtheitsargument.

(c) m = 0:
Schreibe (4.34) mit einem m0 > 0 (klein) als:

Φ′ −
(

0 I
∆−m2

0 0

)

Φ =

(
0
−λ|u|p−1u+m2

0u

)

=: f̃(Φ)

f̃ ist lokal Lipschitz auf X ⇒ Rest analog zu m > 0 (z.B. B :=
√

−∆+m2
0). �

Referenzen: [Stra] § 3; [R] § 1-2; [Pa] § 1,6; [RS2] § X.13; [Ev] § 12

4.5 „Explosion” von Lösungen

Bsp 1: utt ± u3 = 0
∣
∣
∣ · ut ;

∫
dt

(a) pos. Vorzeichen ⇒ (ut)
2 + u4

2
= E = const in t

⇒ alle Lösungen liegen auf geschlossenen Kurven im (u, ut)-Phasenraum ⇒ existie-
ren für t ∈ R

Modell: Kugel in quartischem Potential V (u) = u4/4 → Oszillationen

(b) neg. Vorzeichen ⇒ (ut)
2 − u4

2
= E = const

Seien u(0) = u0 und ut(0) > 0 gegeben mit E > 0.

dt = (E +
1

2
u4)−

1
2 du⇒ t =

u(t)∫

u0

(E +
1

2
y4)−

1
2 dy

Sei

T :=

∞∫

u0

(E +
1

2
y4)−

1
2 dy

Da T <∞: limtրT u(t) = ∞, d.h. Explosion der Lösung.

im Modell: Kugel läuft in endlicher Zeit nach u = ∞ (im Gegensatz zu V = −u2)
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4 nichtlineare Wellengleichungen

Bsp 2: NLS:

iut +∆u− f(u) = 0, u(0) = u0 (4.39)

Sei

K(u) := nf(u)ū− 2(n+ 2)F (u) ≤ 0 ∀u ∈ C (4.40)

(z.B. fokussierende kubische NLS d.h f(u) = −|u|2u), für n ≥ 2... Gegenstück zu Satz
4.13)

Satz 4.16 Es gelte E(u0) =
∫

1
2
|∇u0|2 + F (u0) dx < 0. ⇒ keine glatte Lösung der NLS

(4.39), (4.40) kann für alle Zeiten existieren. („glatt” heisst hinreichend differenzierbar
und abklingend bei |x| = ∞, so dass alle Terme im Beweis definiert sind.)

Bew: laut Varianzidentität (4.16)

d2

dt2

∫

|x|2|u|2 dx = 16E(u) + 4

∫

K(u) dx ≤ 16E(u0)

⇒
∫

|x|2 |u(t)|2 dx ≤ 8E(u0)
︸ ︷︷ ︸

<0

t2 + c1t+ c0 < 0

für t groß ⇒ Widerspruch.

�

Beispiel einer Explosion:

Sei f(u) = −|u| 4nu (z.B. fokussierende kubische NLS für n = 2; das ist der relevante Fall
in Optik).

Spezielle Lösung von (4.39):

u(x, t) = ϕ̃

( |x|
t∗ − t

)

[4πi(t∗ − t)]−
n
2 e

i|x|2

4(t∗−t)

︸ ︷︷ ︸

FL der freien Schröd. Gl. auf Rn

, 0 ≤ t < t∗

und ϕ(x) = ϕ̃(|x|) erfüllt:

−∆ϕ− 1

(4π)2
|ϕ| 4nϕ = 0, x ∈ R

n

⇒ Explosion für x → 0, t ր t∗ (mit |x|
t∗−t

= const) in L∞(Rn), H1(Rn), aber ‖u(t)‖L2 =
const.
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4.5 „Explosion” von Lösungen

Bsp 3: NLW:

utt −∆u+ f(u) = 0, u(0) = u0, ut(0) = v0 (4.41)

Es gelte für ein ε > 0:

uf(u) ≤ (2 + ε)F (u) ∀u ∈ R;F (0) = 0. (4.42)

Bsp: Für die NLKG-Gleichung, d.h. f(u) = m2u − |u|p−1u (also λ = −1; Gegenstück zu
Satz 4.15) gilt (4.42) ∀p > 1.
Die Energie

E =
1

2

∫

Rn

u2t + |∇u|2 +m2u2 − 2

p+ 1
|u|p+1

︸ ︷︷ ︸

=2F (u)

dx

ist negativ, falls der nichtlineare Term
∫
|u|p+1 dx die anderen Terme dominiert.

Satz 4.17 Es gelte

E := E(t) = E(Φ0) =

∫
1

2
v20 +

1

2
|∇u0|2 + F (u0) dx < 0

und (4.42).
⇒ Keine glatte Lösung von (4.41) (mit u ∈ C([0, T ];H1(Rn)); F (u), uf(u) ∈ L1((0, T )×
Rn)) kann für alle Zeiten existieren.

Bew: Addiere zur Skalierungsidentität (4.13)

d2

dt2
1

2

∫

u2 dx
︸ ︷︷ ︸

=:I(t)

=

∫

[u2t − |∇u|2 − uf(u)] dx

den (verschwindenden) Term (2 + ε)(E(t)− E(0)) ⇒

I ′′(t) = (2 +
ε

2
)

∫

u2t dx− (2 + ε)E(0)
︸︷︷︸

<0

+
ε

2

∫

|∇u|2 dx+
∫

[(2 + ε)F (u)− uf(u)
︸ ︷︷ ︸

≥0 laut (4.42)

] dx

⇒ G(t) := I ′′ − (2 +
ε

2
)

∫

u2t dx+ (2 + ε)E ≥ 0.

Für beliebiges τ > 0 gilt: H(t) := I(t)− (t+ τ)2 E
︸︷︷︸

<0

> I(t) ≥ 0, ∀t ≥ 0.

Für τ hinreichend groß gilt: H ′(0) = I ′(0)
︸︷︷︸

∈R

−2τE > 0

⇒ HH ′′ − (1 +
ε

4
)(H ′)2 = ... = (4 + ε)S(t) +H(t)G(t) ≥ 0, da: (4.43)

93



4 nichtlineare Wellengleichungen

S(t) := [I(t)− (t+ τ)2E]
︸ ︷︷ ︸

=‖a‖2

· [1
2

∫

u2t dx− E]
︸ ︷︷ ︸

=‖b‖2

− [
1

2
I ′(t)− (t+ τ)E]2

︸ ︷︷ ︸

=‖c‖2

≥ 0,

mit Cauchy-Schwarz (also c2 ≤ ‖a‖2‖b‖2 in L2(Rn)× R) für

〈( u√
2

(t+ τ)
√
−E

)

︸ ︷︷ ︸

=:a

,

( ut√
2√
−E

)

︸ ︷︷ ︸

=:b

〉

:=
1

2

∫

uut dx
︸ ︷︷ ︸

=I′

+(t+ τ)(−E) =: c = 〈a, b〉.

Sei J(t) := H(t)−ε/4 ⇒

J(0) = H(0)−ε/4 = (I(0)− τ 2E)−ε/4 > 0

J ′(0) = −ε
4
H(0)−1−ε/4H ′(0) < 0

J ′′(t) = ... = −ε
4
H(t)−2−ε/4[HH ′′ − (1 +

ε

4
)(H ′)2

︸ ︷︷ ︸

≥0 laut (4.43)

] ≤ 0 ∀t ≥ 0

Also: J konkav mit J(t) ≤ J(0) + tJ ′(0)
⇒ ∃T > 0 mit J(T ) = 0, also H(T ) = ∞, also limtրT

∫
u2(t) dx = ∞ (falls Lösung bis T

existiert).
Analoger Beweis für t ≤ 0. �

Referenzen: [Stra] § 4; [SS] § 5.1

4.6 Stabilität von Solitonen

fokussierende NLS mit beliebigem σ > 0:

iut +∆u+ |u|2σu = 0, x ∈ R
n, t ∈ R. (4.44)

spezielle Lösungen als stehende Welle:

u(x, t) = eiλ
2tϕ(x)

mit beliebigem λ > 0 und

∆ϕ− λ2ϕ+ |ϕ|2σϕ = 0, x ∈ R
n; ϕ ∈ R (4.45)

(Lösbarkeit: [SS] § 4.2)
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4.6 Stabilität von Solitonen

für n = 1: (4.45) hat eindeutige reelle (nicht konstante) Lösung (bis auf Translation)

g(x) =
[λ2(σ + 1)]

1
2σ

cosh
1
σ (λσx)

(4.46)

n ∈ N: ∃! positive, radialsymmetrische (z.B. um x = 0) Lösung g („Grundzustand”); klingt
für |x| → ∞ monoton ab. Vgl. Satz 4.16: Also gilt hier E(0) ≥ 0.

Die NLS (4.44) (und auch die freie Schrödinger Gleichung) erfüllen die Galilei-Invarianz.
D.h., für eine Lösung u(x, t) ist auch

ũ(x′, t) := u(x, t)e
i
2
(v·x− 1

2
|v|2t), mit v ∈ R

n, x′ = x− vt

eine Lösung von (4.44): wandernde Wellen („Soliton”)

Frage: Sind diese stehenden/wandernden Wellen stabil?

Lineare Stabilitätsanalyse (Heuristik):

• kleine Störungen von g(x)eiλ
2t, d.h. mit r, s ∈ R klein:

u(x, t) = g(x)(1 + r(x, t))ei(λ
2t+s(x,t))

≈ [g(x) + v(x, t)
︸ ︷︷ ︸

:=gr

+i w(x, t)
︸ ︷︷ ︸

:=gs

]eiλ
2t (4.47)

• Linearisierung der NLS um geiλ
2t: Einsetzen von (4.47) in NLS mit

|g + v + iw|2σ(g + v + iw) = [(g + v)2 +w2]σ(g + v + iw) ≈ g2σ+1 + (2σ + 1)g2σv + ig2σw,

auslassen höherer Terme in v, w, und trennen von Real-, Imaginärteil liefert

∂t

(
v
w

)

=

(
0 L0

−L1 0

)(
v
w

)

(4.48)

mit den selbstadj. Operatoren L0 = −∆+λ2−g2σ, L1 = −∆+λ2− (2σ+1)g2σ in L2(Rn)
mit D(L0,1) = H2(Rn).

• Annahme: “zeitharmonische Störung”:

v(x, t) = v̂(x)eiΩt, w(x, t) = ŵ(x)eiΩt Ω ∈ C.

Aus (4.48) folgt : Ω2v̂ = L0L1v̂ (4.49)
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4 nichtlineare Wellengleichungen

• Da g (4.45) löst, folgt ∀ v̂ ∈ H2(Rn):

⇒ L0v̂ = ... = −1

g
div

(

g2∇
(
v̂

g

))

⇒
∫

Rn

v̂L0v̂ dx =

∫ ∣
∣
∣
∣
∇
(
v̂

g

)∣
∣
∣
∣

2

g2 dx ≥ 0 ⇒ L0 ≥ 0

ferner: L0g = 0, L1(∇g) = ∇(−∆g + λ2g − g2σ+1

︸ ︷︷ ︸

=L0g=0

) = 0

• Spektrum von L0: 0 ∈ σp
︸︷︷︸

diskret

⊂ [0, λ2), σc = [λ2,∞) ⇒ L0 invertierbar auf {g}⊥

• aus Monotonie von g ⇒ ∇g hat einzige Nullstelle an x = 0. Man kann zeigen: L1 hat
genau einen neg. Eigenwert; 0 ist der 2. EW (zum EV ∇g)

• aus (4.49):

Ω2(v̂, g) = (L0L1v̂, g) = (L1v̂, L0g) = 0 ⇒ (v̂, g) = 0 falls Ω 6= 0 . (4.50)
√

L0

−1
auf (4.49) liefert: Ω2(

√

L0

−1
v̂) =

√

L0L1

√

L0
︸ ︷︷ ︸

symmetrisch

(
√

L0

−1
v̂) falls v̂ ⊥ g (4.51)

⇒ Ω2 ist Eigenwert vom symmetrischem Operator, also Ω2 ∈ R

• Wir suchen Vorzeichen-Information über Ω2
m = Minimum von Ω2 in (4.49). Falls

Ω2
m > 0 ⇒ (4.48) hat Moden e±i|Ωm|t ⇒ linear stabil

Lemma 4.18 Unter obigen Annahmen gilt:

sgn(2− nσ) = sgn(Ω2
m)

Beweis:

• Wir betrachten das Minimum von Ω2 auf {v̂ ∈ L2 | v̂ ⊥ g}, da ja für v̂ = g gilt: Ω2 = 0

(siehe (4.50)). Aus (4.51) folgt mit y :=
√
L0

−1
v̂:

Ω2(y, y)L2 = (y,
√

L0L1

√

L0
︸ ︷︷ ︸

symmetrisch

y)

Ω2
m = min

y

(y,
√
L0L1

√
L0y)

(y, y)
= min

v̂

(v̂, L1v̂)

(v̂, L−1
0 v̂)

(Rayleigh Quotient)
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4.6 Stabilität von Solitonen

Auf {g}⊥ gilt: L0 strikt positiv.

⇒ sgn(Ω2
m) wird nur durch sgn(v̂, L1v̂) bestimmt. (4.52)

Wir betrachten daher das Minimum von

1

2
(v̂, L1v̂) =

1

2

∫

|∇v̂|2 + [λ2 − (2σ + 1)g2σ]v̂2 dx

auf {g}⊥ mit ‖v̂‖L2 = 1;
das ist ein (quadratisches) Minimierungsproblem mit den Nebenbedingungen

∫

v̂2 dx = 1,

∫

v̂g dx = 0 .

Zugehörige (modifizierte) EL-Gleichung für das Minimum ṽ:

−∆ṽ + [λ2 − (2σ + 1)g2σ]ṽ = L1ṽ = µ̃ṽ + αg, (4.53)

µ̃, α ∈ R ... Lagrange Multiplikatoren

Wegen ṽ ⊥ g, ‖ṽ‖ = 1 gilt: (ṽ, L1ṽ) = µ̃ . (4.54)

• Widerspruchsannahme: Sei α = 0, d.h. Nebenbedingung g⊥ṽ automatisch erfüllt, d.h.

µ̃ = min
v̂

(v̂, L1v̂)

(v̂, v̂)
;

also µ̃ ist kleinster Eigenwert von L1 und ṽ zugehöriger Grundzustand von L1 (⇒ ohne
Nullstellen). ṽ und g (= Grundzustand von L0) können aber nicht orthogonal sein können
(keine Nullstellen !). ⇒ Widerspruch ⇒ α 6= 0.

• Eigenwerte von L1: µ0 < µ1 = 0 < µ2... ≤ µK ; K ≥ 1. σc(L1) = [λ2,∞).

• Wir betrachten nun die inhomogene Gleichung aus (4.53):

(L1 − µ)ṽ = αg. (4.55)

Da die Inhomogenität g ⊥ ∇g (=EV zu µ1), kann (4.55) für µ ∈ (µ0, µ2) nach ṽ aufgelöst
werden:

ṽ = α(L1 − µ)−1g

⇒ 0
N.B.

= (g, ṽ) = α(g, (L1 − µ)−1g) =: αf(µ) ... und wir suchen die Nullstelle µ̃.
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4 nichtlineare Wellengleichungen

• f : (µ0, µ2) → R hat Nullstelle µ̃ ∈ (µ0, µ2), da f monoton und

lim
µցµ0

f(µ) = −∞, lim
µրµ2

f(µ) = ∞ .

Das folgt aus Monotonie von (µj − µ)−1 und Spektraldarstellung vom selbstadjungierten
Operator L1:

L1v̂ =
K∑

k=0

µk(v̂, vk)vk +






∞∫

λ2

τ dPτ
︸︷︷︸

Spektralmaß




 v̂

f(µ) =
K∑

k=0

(µk − µ)−1 |(g, vk)|2 + ...

In dieser Summe kommt k = 1 nicht vor, da g ⊥ v1 (= ∇g).
• Es gilt sgn µ̃ = − sgn f(0) = − sgn(g, L−1

1 g) .

)0(f

m
0m

)(mf

2m

m~

• Bestimmung von f(0):

g hängt von λ2 ab. Also g = g(λ2), erfüllt L0g = −∆g + λ2g − g2σ+1 = 0.

Differenzieren nach λ2

⇒ −∆
∂g

∂λ2
+ g + λ2

∂g

∂λ2
− (2σ + 1)g2σ

∂g

∂λ2
= L1

∂g

∂λ2
+ g = 0

⇒ f(0) = (g, L−1
1 g) = −

(

g,
∂g

∂λ2

)

= −1

2

∂

∂λ2

∫

g2 dx
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4.6 Stabilität von Solitonen

• Skalierung von (4.45): Sei Φ Lösung von λ = 1 ⇒ ϕ(x) := λ
1
σΦ(λx) ist Lösung für

allgemeines λ.

⇒
∫

g(λ2)2 dx = (λ2)
1
σ
−n

2

∫

g(1)2 dx

⇒ sgn

(
∂

∂λ2

∫

g2 dx

)

= sgn

(
1

σ
− n

2

)

= − sgn f(0) = sgn µ̃
(4.54)
= sgn(ṽ, L1ṽ)

(4.52)
= sgnΩ2

m

⇒ sgn(2− nσ) = sgn(Ω2
m)

�

• Klassifikation (durch heuristische Analyse):

(a) nσ > 2:

∂

∂λ2

∫

g2 dx < 0, µ̃ < 0, Ω2
m < 0

⇒ gestörtes Problem (4.47) hat mindestens eine Mode der Form e±|Ωm|t.
⇒ instabil

(b) nσ < 2:
Ω2

m > 0 ⇒ alle Moden haben die Form e±i|Ωm|t.
⇒ linear stabil

(c) nσ = 2: keine Aussage

also: 1D-Solitonen der fokussierenden kubischen (σ = 1) NLS stabil.

rigoroser Zugang: [SS] § 4.4; [Stra] § 7

Referenzen: [SS] § 4.1.1
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Research demo: Diffusion filtering example - non-Gaussian noise http://cmp.felk.cvut.cz/demos/Diffusion/example_tri.html

1 of 2 06/05/2007 11:00 AM

Diffusion filtering example - triangle and rectangle

Pavel Mrazek
Center for Machine Perception

Czech Technical University
http://cmp.felk.cvut.cz/

Noisy input - non-Gaussian additive noise Filtered - linear diffusion, automatic stoping 
time 

Filtered - isotropic nonlinear diffusion, 
automatic stoping time 

Filtered - anisotropic nonlinear diffusion, 
automatic stoping time 



Poröse Medium Gleichung

ut = (u2)xx, Rx × R
+
t mit m = 2

Fundamentallösung:

u(x, t) = t−
1
3

(

C − 1

12

x2

t
2
3

)

+

, hier für C = 1

−3 −2 −1 0 1 2 3
0

0.5

1  

1.5

2  

2.5

x

u
 (

x,
t  1

, 
2
, 
3
 )

t
1
 = 0.1

t
2
 = 0.3

t
3
 = 0.5



(In-)Stabilität von stehenden Wellen

fokussierende nichtlin. Schrödinger Gleichung:

iut + uxx + |u|2σu = 0, x ∈ R, t ∈ R

stehende Wellen:

u(x, t) = eiλ
2tg(x), g(x) =

[λ2(σ + 1)]
1
2σ

cosh
1
σ (λσx)

stabil für σ = 1 < 2 (alles für λ = 1):
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1

1.2

1.4

x

g(
x)

σ = 1

(exakte) Anfangsbedingung

numerische Lösung bei t = π

numerische Lösung bei t = 2π

instabil für σ = 3 > 2:

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

x

g(
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σ = 3

(exakte) Anfangsbedingung

(„falsche”) numerische Lösung bei t = π

(„falsche”) numerische Lösung bei t = 2π



Streuung in der stationären Wellengleichung

oben:
Realteil einer ebenen Wellen,

aufwärts wandernd

unten:
ebene Welle, an einer Scheibe mit
anderem Brechungsindex gestreut


