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1 Verkehrsflussmodelle —
hyperbolische Erhaltungsgesetze

Ziel der Vorlesung:
Einfiihrung in mehrere anwendungsbezogene Differentialgleichungsmodelle: Diskussion

der Modellierung, von analytischen und numerischen Aspekten.

1.1 Modellierung

Prototyp-Frage: Wie lange sollten Ampelphasen sein, damit sich wihrend der Griinphase
der Stau vor der Ampel auflost?

vereinfachende Modellannahmen:

e cinspurige Strafe ohne Uberholmoglichkeit
e keine Zu-/Abfahrten (bzw. Abzweigungen) vor der Strafe

e stark befahrene Strafse: keine Beschreibung der individuellen Autos, sondern nur
Fahrzeugdichte p(z,t) (z.B. Fahrzeug pro km) am Ort € R zur Zeit ¢t > 0.

Anzahl der Fahrzeuge im Intervall (a, b) zur Zeit t:

b

/p(a:,t)dx

a

e v(x,t) sei Geschwindigkeit der Autos an (x,t)
= Autos, die x zur Zeit t passieren: p(z,t)v(z,t) = J(x,t) ... Flussdichte.
ges.: Bewegungsgleichung fiir Dichte p
Bilanzgleichung ¥(a, b):

&l e
@\Q_
=
s
=
&
N
o,
8

b
/P(I,t)dx = f(a7t)”(aatl—g(b, t)o(b,t) = —

Zufluss Abfluss
N————
Fahrzeuge in (a,b)



1 Verkehrsflussmodelle — hyperbolische Erhaltungsgesetze

= Kontinuitatsgleichung

pet+(pv)e =0, z€RE>0 (1.1)

mit Anfangsbedingung (AB): p(z,0) = po(x), z € R.

ges.: (konstituive) Gleichung fiir v; beinhaltet Modellierungsinformation tiber Verkehrs-
dynamik und Fahrverhalten.

Annahme v = v(p) mit

v(p) monoton fallend (bei dichterem Verkehr fahren Autos langsamer)

V(pmax) = 0 (ab einer max. Fahrzeugdichte bzw. unter einem Auto-Mindestabstand
steht die Autokolonne)

evtl.: v(0) = vpax (auf leerer Strake wird Maximalgeschwindigkeit eingehalten)

Lighthill-Whitham-Richards (LWR) Modell (1955; einfachstes Modell, v(p) linear):

U(,O):vma)((l_ P )70Sp§pmax

Pmax

p

pmax

= aus (1.1) wird: p; + [vmaxp (1 — >] =0,xeRt>0 (1.2)

Greenberg Modell:

U(lo) = Urefln IOH;’LX’O < P S pmax

p>w:0 (1.3)

pmax

-

Kritik am Greenberg Modell: Fiir Dichte — 0 wird die Geschwindigkeit v(p) unbe-
schrankt — ist unrealistisch.

(1.3) sind Erhaltungsgesetze, da die Auto-Gesamtzahl erhalten bleibt. Formale In-

tegration von (1.1) gibt:

S [ etetde == [ ipte ot plds = o.

(1.2), (1.3) sind hyperbolische Gleichungen:

Definition 1.1. Das Gleichungssystem

ur+ 0 f(u) = 0, z€eRE>0

u(z,0) = wuo(z), zekR (1.4)



1.1 Modellierung

mit f : R™ — R™ heifft hyperbolisch, wenn f'(u) € R™ ™ diagonalisierbar ist und nur
reelle Eigenwerte hat (Yu € R™).

Eine Funktion u: R x [0,00) — R™ heifit klassische Losung, wenn u € C*(R x (0,00)) N
C'(R x [0,00)) und (1.4) punktweise erfillt.

Vereinfachung des LWR-Modells:

Transformation von (1.2) auf dimensionslose Form:
L und 7 seien typische Langen- und Zeitskalen, sodass L/T = vpax.

skalierte Variable:

1 max 1
ax |:Umaxp (1 - - )] - _axs Umax p_(l - u) _(1 + u)
pmax L 2 2
—— —
=p
— _pmaxax u_2
2r 7\ 2
u2
:>ut+<7> =0, reRt>0 (1.5)

u(x,()) = uO('x)7 LS Ra

mit ug = 1 — 2pg/pPmax, Index “s” weggelassen.

(1.5) heifst nicht-viskose Burgers Gleichung.

p=0 < u=1;v=1vya ... leere Strafe

P=pPmax <& u=-—1lv=0..Stau

Beispiel 1.2.

1, <0
w(r)=< 1—z, 0<z<l1
0, x>1

Charakteristikenmethode fur u; + uwu, = 0:

dt_1 dz du_

P PR R
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mit ¢(0) = 0,2(0) = o, u(0) = up(zg) = s =t.
= u(t) = up(xo) (also const.) entlang der Charakteristik z(¢) = ug(xo)t + xo, t >0

= Losung fiir x € R, t < 1:

0

Abbildung 1.1: Charakteristiken: keine Trajektorien (= Bewegungskurven) der Fahrzeu-
ge, sondern Ausbreitung der Dichtewerte p(z,t)

Losung wird bei ¢ = 1 an x = 1 unstetig (es entsteht ein Schock). Das passiert auch fiir
eine (leicht) geglittete AB mit ug € C'(R): Eine klassische Losung existiert dann nur fiir
eine endliche Zeit. O

Fragen:
e 1 Losung fiir ¢t > 17

e Welcher Losungsbegrift?

Referenzen: [Ji] §1,3; [LV] §1-3.



1.2 skalare hyperbolische Erhaltungsgleichungen

: i x
3 1
Abbildung 1.2: Loésung (1.6)
1.2 skalare hyperbolische Erhaltungsgleichungen
betrachte das hyp. Erhaltungsgesetz
u+ flu), = 0 , zeRt>0 (1.7)

u(z,0) = wup(z) , xzeR

mit f: R — R.
generelle Voraussetzung: f”(u) >0 Vu € R (“echte Nichtlinearitét”)

Motivation der schwachen Losung: Multipliziere (1.7) mit

® € Cy(R?) := {®@ € C'(R?) | @ hat kompakten Tréiger},

integriere iiber R, x R/ :

0= ]O / (uy + f(u),)Pddt

_ _7/(u<1>t+f(u)(l>w)dxdt— /u(m,O)(I)(x,O)dx

R

Fiir die letzten beiden Integrale nur “u integrierbar” nétig.



1 Verkehrsflussmodelle — hyperbolische Erhaltungsgesetze

Definition 1.3. Sei Ll

e 2 u:RXRY = R mit f(u) € L
von (1.7), wenn

beo- u heift schwache Losung

//(u@t + f(u)®,)dzdt = —/udx)@(z,())dx Vo € Cf(R?). (1.8)

R

Jede klassische Losung ist eine schwache Losung, aber nicht notwendigerweise umgekehrt.

andere schwache Formulierung:

Integriere (1.7) iiber (a,b) x (s,t) fiir beliebige a,b € R;s,t > 0:

b b

/u(x,t)dx—/u(x,s)dx:—/tf(u(b,T))dT—i—/tf(u(a,r))dr (1.9)

a a

Man kann zeigen: Jede schwache Losung (1t. Def. 1.3) erfiillt auch (1.9).

Betrachten nun Erhaltungsgesetze mit unstetigen Anfangsdaten; entsteht z.B. in Bsp. 1.2
zu t = 1. Wegen der Translationsinvarianz von (1.7) in z und ¢ betrachten wir diese
Anfangsunstetigkeit nur an (0, 0).

Definition 1.4. Gleichung (1.7) mit AB

uy o, <0
Ug(x) = 1.10
o(a) {u o (110

mit ug, u, € R heifft Riemann Problem.
Sei u(x,t) Losung von (1.7), (1.10).
= u(azx, at) ist auch Losung Yo > 0.

Das ist ein Indiz, dass u nur von £ = z/t abhéngt, also u = @(§).

Berechnung von u(§):

= 3 Moglichkeiten:
e W()=0 = (&) =const.

e u ist unstetig entlang & = x/t, also Ad/(£).

10



1.2 skalare hyperbolische Erhaltungsgleichungen

o ff(u(&)=¢ = ul€) = (f)1(&); 3 Inverse von [’ (auf f'(R)), da f” > 0 auf R
(1t VS).

Wir betrachten nun 3 Félle von ABen, die diesen 3 Moglichkeiten entsprechen:

Fall 1, u; = u,: w(z,t) =u, =u;, VxR, t>0.

Fall 2, u; > u,:

Vgl. mit Bsp. 1.2 ab t = 1: Fahrzeugdichte fiir x > 1 grofer als fiir x < 1.
= grofere (positive) Geschwindigkeit fiir z < 1 als fiir z > 1.

= Wir erwarten eine Schock-Kurve, d.h. Unstetigkeitslinie der Losung an x = 1) (t)

Lemma 1.5. Die Funktion

(i, t) = {“’ Tt (1.11)

U, , x2>st

ist genau dann eine schwache Losung von (1.7), (1.10), wenn die Schock-Geschwindigkeit
s die Rankine-Hugoniot (RH) Bedingung erfiillt:

5= yf(t) = L) = Slw) (1.12)

Uy — Uy

(Es ist sogar die eindeutige “Entropielésung”, siehe Satz 1.13.)

Beweis. Sei ® € C}(R?). u =const, aufer auf z = st. =

00 0 st e’}
//uq)tdxdt:/ /uCIDtdx—l—/u(IDtdx d¢
0 R 0 o] st
e’} st
Fu=0" / (8t / udPdr — su(st — 0,t)D(st, t)
0 —00

+ 0, / udPdx + su(st + 0,t)P(st, t)) dt

st
e’}

=— /u(x,O)CI)(x,O)dx — s(u; — ur)/é(st,t)dt.

R 0

11
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8

oo splitten,
/ / £ () ®,dadt P
0 R

< - / f(u)o®dz + f(u(st — 0,1))®(st, 1)

Fw)o®de — f(u(st +0,1))D(st, t)) dt

&\8 o\

(e e}

=" ) — f(ur))/cb(st,t)dt.

0

Also folgt

7/(uc1>t b F(u)®,)dadt — —/uo(a:)(I)(x,O)dx,

R
genau wenn (1.12) gilt. |
Bemerkung 1.6. Schwache Losungen von (1.7), (1.10) sind nicht eindeutig! Zusétzlich

zu (1.11) gibt es weitere, die z.B. aus 3 Schocks bestehen (siehe Ubung; vlg. auch Satz
1.13).

Verallgemeinerte Rankine-Hugoniot Bedingung fiir u nicht stiickweise konstant und s
nicht konstant:

s(t) = v'(n) = U =G0 (113)
mit u(t) = mgrﬁt)u(x, t), u.(t) = ml\i{ﬁt)u(x,t).

Beispiel 1.7. Sei f(u) = v*/2,u; = 0,u, = —1.

N 1u? — u? 1
S = — = — —
2 Uy — Uy 2
Charakteristiken sieche Abb. 1.3 O

Fall 3, u; < u,: (1.11) ist auch hier eine schwache Losung:

12



1.2 skalare hyperbolische Erhaltungsgleichungen

Tr = st t

moderate

Dichte, Stau
moderate

(pos.) Geschw.

AN :

w =0, = Pmax/2,V = Umax/2 U = —1, pr = Prmax, v =0

Abbildung 1.3: linkes Stauende an x = st. Charakteristiken sind keine Fahrzeug-
trajektorien.

t

0

1
Charakteristiken von (1.7) fiir f(u) = u?/2,u; = 0,u, = 1,5 = 3"

Losung ist “instabil”, da Charakteristiken in der Schock-Kurve starten. Aus dem Schock
wird “neu generierte” Information transportiert, die also nicht in uy enthalten ist.

Weitere schwache Losung von (1.7), (1.10):

W ;o< fl(w)t
wlwt) =4 () E) L flat <o < Pl (114
U, ;x> f(u)t

13



1 Verkehrsflussmodelle — hyperbolische Erhaltungsgesetze

= f/(u)t v = /()

0

Charakteristiken von Verdinnungswelle (engl: rarefaction wave) us fiir
flu) =u?/2,u =0,u, =1, (f')71(§) = & Also ug(x,t) = £ fir 0 <z <.

3 sogar unendlich viele schwache Losungen!
Losungsbegriff so schwach, dass Eindeutigkeit verloren ging.

Frage: Welche ist die “richtige” bzw. physikalisch relevante Losung?
2 Auswahlmoglichkeiten: erster Zugang iiber eine Entropiebedingung:

Definition 1.8. Fine schwache Losung v : R x Rt — R wvon (1.7), (1.10) erfillt die
Entropiebedingung von Oleinik, wenn entlang jeder Unstetigkeitskurve x = (t) gilt:

> () = ur(t) —v

flu(t) = f(v)
w(t) —wv

Vit € RT, Vv zwischen w(t) und u,(t).

Bem: Losungen ohne Unstetigkeit erfiillen (1.15) trivialerweise. (1.15) wird auch fiir nicht-
konvexe f verwendet.

14



1.2 skalare hyperbolische Erhaltungsgleichungen

f(u)
A
f } } u
Uy v Uuj
Aus RH-Bedingung (1.13) folgt
w) — flv) (1.15) —
o(v) == ) = J(v) > Y =35 R Jlw) = Jlur) = o(u,) Vv zwischen u; und u,.

Uy — v Up — Uy
~———
Sin v, da f>0
(1.16)

Wegen der Monotonie von o(v) ist 0 an v = u, minimal falls w; > u, (das stimmt mit
(1.16) tiberein), und maximal falls u; < u, (keine Ubereinstimmung mit (1.16)).

= w > u, (fir f” >0)

Schock-Losung (1.11) erfiillt im Fall 3 (v, < u,.) die Entropie-Bediungung also nicht. Fiir
ug aus (1.14) ist Entropie-Bedingung trivial, da uy stetig.

Mit v — u;, in (1.15): Ausbreitungsgeschwindigkeit der Charakteristiken erfiillt die Entro-
piebedingung von Lax:

flw) — flur)

Uy — Uy

fi(w) > > f'(u,), da f”">0.

Interpretation: Charakteristiken miissen von rechts und links in den Schock laufen und sie
brechen dort ab. D.h. “mathematische Entropie” bzw. “Information” bzw. Wertebereich
von u(.,t) nimmt im Laufe der Zeit ab (vgl. 2. Hauptsatz der Thermodynamik; physika-
lische Entropie [= - mathematische Entropie| nimmt dort zu).

Zweiter Zugang mit Entropiefunktion / Viskositatslosung:

AN: (1.7) ist nur Idealisierung der Diffusionsgleichung
u+ f(u)y = gy, x€RE>0 (1.17)

mit (kleinem) € > 0. (1.17) hat eindeutige glatte Losung u°.

Konvention: Die Grenzfunktion u := lir% u® sei die physikalisch relevante Losung, Visko-
e—

sitatslosung.
Ziel: Finde eine Bedingung (nur) an die schwache Losung u, dass sie diesen Limes darstellt.

15



1 Verkehrsflussmodelle — hyperbolische Erhaltungsgesetze

Definition 1.9. Das Funktionenpaar n € C*(R) und ¢ € C*(R) heiffen Entropie und
(zugehiriger) Entropiefluss, wenn n” > 0, und fir alle klassischen Losungen u von (1.7)

n(u) +v(u), =0, zeRt>0 (1.18)
gilt. Bem: FEs folgt ' = f'n.

Annahmen zum Limes verschwindender Viskositit (VT > 0):
w8y punktweise f.i. in R x (0,7),

w S win LL(R x (0,T)),

||| Loe mx(0,7)) < comst. V0 < e < 1,

7' (u®)us || L2 (rx 0,1y < const. V0 < e < 1.
Dann gilt (ohne Bew.): u 16st (1.7).

Modifikation der Entropiegleichung (1.18) fiir unstetiges u:
Multipliziere (1.17) mit 7/(u®); wéahle 1, sodass ' = f'n':

() + (u), = enf (u)ug, = ey (u)ug)e — en"(u) (u3)*;

multipliziere mit ® € Cj(R?), ® > 0, integriere iiber R x (0, 00):

/ / [0 + Y(°),] s (1.19)

= —8// Ju, @ dxdt—s//n"(ug) (us)*® dadt
0 >0

>0
e—0

< elln' (u)ug | o @x 00 | Pl Lo @ 0.y — 0 mit T'=T(®).
Da ® > 0 beliebig ist, gilt fiir den Limes v := lim u®:

= nu)+Yu), <0 (fiir glatte Losungen). (1.20)

Fiir schwache Losungen gilt (aus Ungleichung (1.19) nach partieller Integration in x, ¢):

// W), + (u)d,] dad > —/n(uo(x))q)(x,O)dx ¥ € CLR), B > 0. (1.21)

R
Bem: Fiir den (direkten) Limes ¢ — 0 in der linken Seite von (1.19) sind unsere Annahmen
nicht stark genug um (1.20) zu erhalten. Man sollte ihn daher im e-Analogon von (1.21)

durchfithren. Nach dem Riickgédngigmachen der partiellen Integrationen kann man (1.20)
schliefsen.

16



1.2 skalare hyperbolische Erhaltungsgleichungen

Definition 1.10. Sei u : R x RT — R eine schwache Losung von (1.7). u heifit Entro-
pielosung, wenn V strikt konveren Entropien n und die zugehdrigen Entropiefliisse ¢ die
Ungleichung (1.21) gilt.

Bem: 1) Fiir Schockwellen ist die Entropieungleichung (1.21) dquivalent zur Entropiebe-
dingung von Oleinik (1.15) (sieche Th. II.1.1 in [LF]).

2) Laut [DeLellis-Otto-Westdieckenberg, 2003] gilt: Fiir diese Aquivalenz reicht in Defini-
tion 1.10 ein strikt konvexes 7.

3) Verdiinnungswelle u, ist Entropielosung, erfiillt sogar Entropiegleichung (1.18) f.ii. (da
ug stetig, 3 schwache Ableitung) bzw. (1.21) mit “=".

4) Entropielosungen sind i.A. nicht zeitreversibel: Aus einem Schock wiirde eine Verdiin-
nungswelle werden (und umgekehrt).

Beispiel 1.11. Sei f(u) = u—,n(u) = v’ = P(u) = gu?’ (da ¢ = f'1'). Sei @ €
C5(R?),® > 0.

Es gilt: Schockwelle (1.11) ist fiir w; < u, keine Entropielosung, da (mit s = bl —g UT) fiir
(1.11) gilt:
7 2
/ / u? O 4 —u’ &, | dedt
~~ 3
0 R |=nu) ~
=1(u)
00 st 00
= / {(f‘)t / u*®dz — sufd(st, t) + 8t/u2¢)dx+ su®(st,t)
0 —00 st
2 3 2 3
+ Ui O(st,t) — gurq)(st,t) dt
= —/uo(x) O (z,0)dr — 5 (u; —uT)/CD(st,t)dt
R — 0
2 o0
- O (st, t)d
T / ’
0
= /uo(x) O(x, O)dx+ (w — u, 3/@(315,15) dt
N—— ——
R —nuo) o 20
> —/n(uo(x))q)(x,())dx S U > U O
R

Also: (1.11) erfiillt die Entropieungleichung (1.21) genau fiir u; > u,..

17



1 Verkehrsflussmodelle — hyperbolische Erhaltungsgesetze

Ahnlich zum Beispiel folgt fiir v; < u,: Nur Verdiinnungswelle u, ist Entropielésung.

Zusammenfassung:

Satz 1.12. Sei f € C*(R) mit f” >0 in R.
(1) Seiw; > u,:

w o, T <st mit S::f(ul)_f(ur)

U , x> st U — Uy

= u(z,t) = {

ist eine schwache Entropieldsung von (1.7).

(2) Seiu; < u,:uy aus (1.14) ist schwache Entropielosung von (1.7).

Satz 1.13 (Kruzkov, 1970). Sei f € C*(R),up € L'(R) N L>=(R).

= 3! schwache Entropieldsung von (1.7).

Beweis. schwierig, |[LF|, [Wal; fiir f glm. konvex siehe auch §3.4.2 in [Ev]. |
w2
Zusammenfassung fir f(u) = X

(45 _> 077

u + uty =0

U + UUy = EUgy

3! Klass. Losung 3! klass. Losung fiir ¢ < .

fiir alle t>0 3 schwache Losungen
fiir ¢ > to (erfiillen RH-
Sprungbedingung);
aber nicht eindeutig

~+Entropiebedingung
= eindeutige
schw. Losung

e—0
us(z,t) u(z,t)

Referenzen: [Ji] §2, [LV] §3, [Ho| §5.

18



1.3 Ampelproblem

1.3 Ampelproblem

LWR-Modell fiir u = 1 — 2"

pmax

U2

ut—l—(?) =0 , zeR (1.22)

AB:

(z) p>0 , <0
{L’:
po 0 23>0

7= 1= 2/ P € (=1,1)

Ampel an x = 0 schaltet zu ¢ = 0 auf rot; Ampelphase habe die Dauer w > 0.
Frage: Baut sich der Stau in der Griinphase [w,2w) wieder ab?

Schritt 1: Rotphase (0 <t < w)

Lose (1.22) auf (—o0,0) mit Randbedingung (RB) u(z = 0,¢) = —1... modelliert rote
Ampel.

Losung aus (1.11) fiir 0 < t < w:

u , T <st n 71
w+u,  uU-—
u(z,t) =49 -1 , st<z<0; 5= 12 = <0
1 , x>0

Schritt 2: Griinphase (t > w)
Lose (1.22) auf R mit AB

u , T < sw
uwzr,w)=49 -1 , sw<x<0
1 , x>0

also 2 Riemannprobleme:

a) Da w > —1: Schock ¢(t) = st,s =

2
b) Da —1 < 1: Verdiinnungswelle, ausgehend von (0, w)

= Losung fiir t > w:

u , T <st
(2,1) -1 |, st<z<w-—t
u(x,t) =
L w—t<r<t—w
t—w — —
1 , T>t—w

19



1 Verkehrsflussmodelle — hyperbolische Erhaltungsgesetze

2
korrekt solange st < w—t, bzw. t <ty := g — d (sowohl ¢; < 2w als auch ¢; > 2w
s+1 w+1

moglich).
Schritt 3: Griinphase (¢ > t;)
Ab t = t; interagieren Schock und Verdiinnungswelle.

Lose (1.22) auf R mit AB wu(z,t;) und verallgemeinerte RH-Bedingung fiir Schock ab
(Sthtl)l

1
s(t) =v'(t) = §[U(¢(t) +0,t) + u(¥(t) - 0,)]
Z%(%—FE), t >t

also lineare GDGL. fiir ¢(¢) mit AB o(t1) = st; = wgl 1
Losung;:

() =u(t —w) =Vt —wy/w(l —7?), t>t

it

2 Falle:

a) u < 0 (grofe Verkehrsdichte): = ¢; > 2w, also nur fiir langere Griinphasen relevant.

¥(t) 2% —0o = 3 Schock V.
Er bewegt sich nach —oo mit Geschwindigkeit ¢’ (t) =X
u—1
also Reduktion der Schock-Geschwindigkeit von s = UT < 0 auf w mit [a| < |s|.

Tt u Tt oo . o0
Da ja ¢/(t) = bl —1—2u (®) = u—i—; (®) 2% %: Sprunghdhe u — u, () =5 0

b) @ > 0 (geringe Verkehrsdichte): = t; < 2w

W(t) i 00, also Schockkurve (t) geht in positive z-Richtung.
¥(ts) = 0 hat eindeutige Losung to = w/u*:
Dann hat sich Riickstau bzw. Beeintrachtigung hinter der Ampel vollig aufgelost.

Auflésung der Verkehrsbeeintrachtigung (hinter der Ampel) wihrend Griinphase [w, 2w)
&ty < 2w, dh.uw> 1/\/5 bzw.

— pmax 1
< po = 1 ——) = 0.146 ppax,
P = pPo 9 < \/5) P
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1.4 Numerische Methoden

uUu=1u
uUu=1u
U="u T = st u=1

Abbildung 1.4: Schockkurve fiir uw > 0

also unabhéngig von Lénge der Griinphase!
Fiir p > po: Riickstau bzw. Beeintrichtigung wéchst mit ¢.

Zusammenfassung:

® 0 > pmax/2: Schon eine Rotphase stort Verkehr auf Dauer; auch wenn danach immer
griin ist.

e (1—1/v2)pmax — P < Prmax/2: Riickstau akkumuliert sich mit der Zeit; verschwindet
aber bei “Dauergriin” wieder.

e 5 < (1 —1/v2)pmax/2: Einfluss der Rotphase (hinter der Ampel) verschwindet vor
Ende der Griinphase.

e aktuelle Forschung der Verkehrsmodellierung inkludiert: stochastische Modelle, Wech-
selwirkung mit (teil)automatischen Fahrzeugen

Referenzen: [Ji] §3

1.4 Numerische Methoden

1.4.1 Lineare Advektionsgleichung

e nur finite Differenzen Methoden, fast immer explizit
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1 Verkehrsflussmodelle — hyperbolische Erhaltungsgesetze

e zunéchst fiir lineare Advektionsgleichung (mit a > 0):

u+au, =0, zeR,t>0 (1.23)
u(z,0) = ug(x), xe€R.

Fiir ug € Li,.(R) ist die explizite schwache Losung
u(z,t) = uo(z — at) . (1.24)
e hier nur gleichméfiges Gitter (z;,t,) mit

xj=jh (je€Z) , t,=nk (neNy), h, k>0

Approximation u} ~ u(z;,t,)

Definition 1.14 (Differenzenquotienten).

Dtuv: = Ui+l — Y5

2V =T ... Vorwartsdifferenz
- Vj — Uj—1 .. - .

D v; = % ... Riickwirtsdifferenz
Uj+1 — Uj—1 .

Doy = L= ... zentrale Differenz

2h

Vjp1 — 205 + vj_1 . .

D2y; = -2 ) ... zweite Differenz

h?

Es gilt D%v; = %(D;cr + D, )v; und mit Taylorformel:
Dfv; =v'(x;) + O(h) (fiir v € C*(R))
D%; = v'(z;) + O(h?) (fiir v € C*(R)).

Ersetzen der Ableitungen in (1.23) durch entsprechende Differenzenquotienten liefert finite
Differenzen Schemata.

1. Idee: zentrales Schema:

UT-H—I —u” u o —u

J J 7+1 j—1 .
= — >0,5 €
k a 2h Y n — 7] Y
bzw.
uj+1 :u] —%(U]_i_l _uj—l)'

— explizites Schema mit Diskretisierungsstern (“numerical stencil”):
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1.4 Numerische Methoden

n+1

Jg—1 J J+1

Nachteil: Methode ist instabl, d.h. entwickelt im Laufe der Zeit (kiinstliche) Oszillationen
(= Ubung).

2. Idee: implizites Schema:

n+1 n n+1 n+1
uj Ty Ujp1 — Uy -
T:—GT, ,nZO,jGZ,
bzw.
%uml Lot %unﬂ "
2h j+1 J 2h j—1 J-

Nachteil: In jedem Zeitschritt ein lineares Gleichungssystem (tridiagonal) zu l6sen.

Diskretisierungsstern:

j—1 j j+1
. . n+l

3. Idee: Lax-Friedrichs Schema:

Approximation der t-Ableitung (zunéchst fir u(x,t) geschrieben):

! (u(m,t+k) ~ Sl 4, 0) +ufe h,tM) ,

also

k .
u?“ == (ufyy +uj ) — g_h (W —ufy), n=0j€Z (1.25)

N | —

Diskretisierungsstern:
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1 Verkehrsflussmodelle — hyperbolische Erhaltungsgesetze

n+1

Jg—1 J Jg+1

k .
Vorteil: (bedingt) stabil (fiir 7 klein genug — Ubung)

Nachteil: Losung wird stark ausgeschmiert, geglattet.

V Schemata gilt: Exakte Losung (1.24) erfiillt Differenzenschema nicht. Daher:

Definition 1.15. Finsetzen der exakten Lésung ins Differenzenschema U™ = H, U™
liefert lokalen Abschneidefehler (“local truncation error”) — als Residuum.

Notation: U™ = {u;‘, j € Z}; der Operator Hy, ist der Propagator des Schemas bei Zeit-
schrittweite k.

Beispiel: lokaler Abschneidefehler fiir das Lax-Friedrichs-Schema (1.25):

= %(u (x,t+ k) — (u(-,t)QSU))
:% u(z,t+ k) ——[ (;z;—i-h,t)—i—u(a:—h,t)])
+% u(z + h,t) —u(x — h,t)].

Fiithrender Faktor % ist wichtig fiir die richtige Ordnung des Schemas; die globale Ordnung
ist eine Stufe tiefer als die lokale Ordnung.

u(z,t + k) ist die exakte Losung zur Zeit t + k; Hy(u(.,t);x) ist das Ergebnis eines
numerischen Schritts, ausgehend von der exakten Losung zur Zeit t.

Taylor Entwicklung in ¢, x um das kontinuierliche Argument (z,t) fiir u glatt genug:

1 1 1
3
+ o (uh+ O(h )
= + +1 k — h2 +O0(k*) + O i +0(h*)  (1.26)
= Ut AUy 5 Ut k’ k .

=0
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1.4 Numerische Methoden

Aus (1.23):  wy = —aUgy = AUy, -

Sei n = konst (das ist ab nun unsere Standardannahme).

= Li(a,t) = g <a2 - (%) ) Uge (7, 1) + O(h2) = O(k) , (1.27)

also
|Li(x,t)| < Ck Yk < ko

V(x,t), da C nur durch |[(uo)es || Lo r) bestimmt ist.

— “Methode erster Ordnung (in k)”; numerische Losung fiir kleines k& > 0 immer besser.

Definition 1.16. Methode ist konsistent, wenn ||Li(.,t)||z1 @) — 0 fiir k — 0 (V festen
t>0).
2 Zuginge zur besseren Ubereinstimmung zwischen PDE und numerischem Schema:

1. (anderes) Schema hoherer Ordnung fiir die gegebene PDE (siehe 6. Idee);

2. gleiches Schema (1.25), aber modifizierte PDE (h und %k abhéngig!).

Aus (1.27): Lax-Friedrichs ist sogar Methode zweiter Ordnung fiir die modifizierte Glei-
chung:

k(. [(h\’
ut—i-aux:—g i Uge T E€R,E>0. (1.28)

(. S
v~

Dabei suchen wir jene (modifizierte) Gleichung(en), die durch das betrachtete Schema
besser gelost wird als (1.23). Modifizierte Gleichungen sind nicht eindeutig bestimmt.

(1.28) ist eine Advektions-Diffusionsgleichung falls D > 0 (fiir D < 0 wére sie riickwérts
parabolisch und instabil!). Also muss gelten:

h\? k
a® — (E) <0 <<:> % <1... Stabilitétsbedingung) .

Also muss gelten: (max.) numerische Ausbreitungsgeschwindigkeit % > reale Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit |al.

Fir £ — 0 und % =konst geht (1.28) formal gegen u; + au, = 0 (vgl. Limes verschwin-
dender Viskositdt in (1.17)).

Das Lax-Friedrichs-Verfahren fiir (1.23) impliziert also eine kinstliche Diffusion (mit Kon-
stante D > 0) und verhindert damit Unstetigkeiten und Oszillationen.

Stabilitat bedeutet, dass die Fehlerfortpflanzung beschriankt bleibt (fir & — 0).
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1 Verkehrsflussmodelle — hyperbolische Erhaltungsgesetze

Definition 1.17. Fir eine gewdhlte Norm ist die numerische Methode Hy stabil, wenn
VT : dC >0 und kg > 0 mit:

[(He)"| <C Ynk <T, 0<k<ko
2B fir [|[Hel| <140k = ||[(Hp)"] < (14 ak)® < e < eoT.
Definition 1.18. Methode ist konvergent, wenn u} iy u(zj, tn) Vi, n.

Satz 1.19 (Lax-Aquivalenz Satz; Fundamentalsatz der Numerischen Analysis). Fiir li-
neare konsistente Differenzenmethoden gilt: stabil < konvergent.

4. Idee: Downwind Schema:

Ziel: Reduktion der numerischen Diffusion (im Vergleich zum Lax-Friedrichs-Schema)

k
uitt = uy—% (u?yy —u}) [fir @ > 0, sonst Vertauschung von (1.29), (1.30)]  (1.29)

Diskretisierungsstern:

1 n+1
Charakteristik,
a>0

exakte Losung (1.24): rechts laufende Welle

Nachteil: Schema sinnlos (instabil), da Informationstransport in falsche Richtung.

5. Idee: Upwind-Schema:

n+1 =ul — —(u} —ul ), n>0j€ek [fir a > 0] (1.30)

u] J h

Diskretisierungsstern:
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1.4 Numerische Methoden

n+1

n+1

~N

* n \\
J \j+1 AN

mogl. Charakteristiken fiir 2 Werte von a < 0

Vorteil: keine Oszillationen; weniger kiinstliche Diffusion (kleineres D) als Lax-Friedrichs.

lokaler Abschneidefehler:

1
Luont) = (atet + ) = o) + 55 (ulo) = ute — 1,0)
Taylor ak h 2 2 .
= S lo7 ) tee + O(h*) + O(k*) ...Methode 1. Ordnung (in k)

Modifizierte Gleichung zweiter Ordnung (mit k/h = konst):

k h
U + au, = —% (a — E) Uy (1.31)
—— ——
=D
k
(1.31) sachgemif gestellt < D>0 < 0< ‘% <1 (1.32)

D.i. ein Indikator fiir die Stabilitdt vom numerischen Schema, aber kein Beweis.

(1.32) heikt Courant-Friedrichs-Levy (CFL) Bedingung; ist hier Stabilitdtsbedingung (vgl.
Charakteristikensteigung im Diskretisierungsstern).

typischer Wert in Praxis: % ~ 0.8
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1 Verkehrsflussmodelle — hyperbolische Erhaltungsgesetze

6. Idee: Lax-Wendroff-Schema (fiir a € R):

Herleitung iiber Taylorreihe:
k2
u(z,t + k) =u(z,t) + ku(x,t) + Eutt(a:, t) + O(K*);
verwende
_ 2
Ut = —AUyg, Ut = A Ugy
und zentrale und zweite Differenzen Approximation fiir wu,, tz,:

kQ

2—h2a2(u?+1 —2uf +uj )

n+l _ ,n
= U; —’LLj

j a(ufy, —uj_y) +

2h
Diskretisierungsstern:

n+1

j—1 J j+1
k
CFL-Bedingung: % <1.

Lax-Wendroff ist Schema zweiter Ordnung. Die modifizierte Gleichung dritter Ordnung
ist

h* [ k?
U + AUy, = Ea (ﬁQQ — 1) Urrx - (133)

D.i. dispersive Gleichung; keine numerische Diffusion.

numerische Losung fiir unstetige Daten:

1, <0
0, x>0

z.B. up(z) = {

Phanomene:
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1.4 Numerische Methoden

Schemata 1. Ordnung gliatten die Unstetigkeit aus.

Schemata 2. Ordnung entwickeln Oszillationen (vgl. Gibbs Phidnomen).

Alle (besprochenen) Schemata berechnen die richtige "Schock"geschwindigkeit.

Konvergenzordnung reduziert sich von 1 auf % bzw. von 2 auf % (L'-Fehler betrach-
ten, aber nicht L*-Fehler)

Referenzen: [Ji] §4, [LV] §10.

1.4.2 nicht-lineare Erhaltungsgesetze

Betrachte als Beispiel: Burgers Gleichung bzw. LWR-Modell:

{ut—kuux = 0, zeR,t>0 (1.34)

u(z,0) = wup(z)

1. Idee: modifiziertes Upwind-Schema:

z.B. fiir ug > 0:

Wt =l — —uf (uf —ul ), neNy,j €L (1.35)

. L, j<0 : .
Furu?:{o >0 gilt: u) =uj =u?=... Vj €L
= numerische Losung konvergiert gegen u(z,t) = ug(z) !

Aber d.i. keine schwache Lésung von (1.34) bzw. von u; + 3(u?), =0'!

Fiir andere Riemann Probleme: numerische Methode liefert laufende Schockwelle, aber
mit falscher Geschwindigkeit!

= Methode unbrauchbar

Problem: Schema (1.35) diskretisiert (1.34), aber nicht die Burgers Gleichung in Erhal-
1 .

tungsform: u; + §(u2)gC = 0. Vgl. Ubungsbeispiel: u; + 3(u?), = 0, (u?); + 2(u?), = 0

haben unterschiedliche schwache Losungen.
Definition 1.20. (a) Ein Differenzen Schema der Form
U?H =uj — E[F(u” Uy ) = Fu o ul )] (1.36)

mit einer numerischen Flussfunktion I : RPTT! — R heifit konservativ.
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(b) FEin konservatives Schema heifit konsistent (mit u; + f(u), = 0), wenn F lokal
Lipschitz stetig ist, und F(u,...,u) = f(u) Yu € R.

einfacher Fall: p=0,¢=1

n n k n n n n
— ult =l — ﬁ[F(UijH) — F(u}_y,uf)] (1.37)

konservatives Schema = diskrete Massenerhaltung (wegen Teleskopsumme in j) = kor-
rekte Geschwindigkeit von (geglétteten) Schocks.

Interpretation von (1.37):

schwache Losung von u; + f(u), = 0 erfiillt (siche (1.9))

Tjq1/2 Tj+1/2
1 1
7 w(z, ty)de = 7 u(z, t,)dx
Tj_1/2 Tj—1/2
tn41 tnt1

k
" %/f(u(xjﬂ/g,t))dt—%/f(u(xj1/2,t))dt (1.38)

mit Zellmittelpunkten ;.1 := (j £ 3)h.

tn—i—l

Interpretiere uj als Approximation fiir Zellmittelwert von u(z, t):

Tj+1/2
~ul = — u(z, t,)dx
Tj—-1/2

und F'(u},u},,) als Approximation des mittleren Flusses durch w;,/; iiber (t,,t,11):

tnt1

1
F(uj,uj, ) ~ Z / f(u(:EjJr%,t))dt

tn

= Schema (1.37) folgt aus (1.38) .
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1.4 Numerische Methoden

Beispiel 1.21. Upwind-Schema fiir Burgers Gleichung:

Uj+1=Uj -7 §(uj)2—§(uj_1)2 , n>0,j€Z
fir u? >0 Vn,j.
F(uj,uj—1) = 3u?; Schema 1. Ordnung. O

Beispiel 1.22. Lax-Friedrichs Schema:

k

P = G0 ) — g () — £

u

J 2
h 1

ﬁ(uj - uj—H) + §(f(u]) + f(uj+1))7

Schema 1. Ordnung, konservativ, konsistent n

Fuj, ujr) =

Beispiel 1.23. Lax-Wendroff-Schema:.

n+l __  n k n n
;= U; — oh (f(“j+1) - f(%‘—l))
+ % L/ (o) (F () = F(u}) = (o) (f (uf) — f(uf_y))]

mit u”

Je1 = (u;” + u?ﬂ)/Z

Schema konservativ, konsistent, 2. Ordnung. O]

Konvergenz:

vage Idee: num. Losung aus Bsp. 1.21-1.23 konvergiert gegen eine schwache Losung von
ur + f(u), =0 (fir b,k — 0).

Problem: schwache Losung i.A. nicht eindeutig!

Definition 1.24. Totalvariation einer Funktion v : R — R:
N
TV (v) :=sup Yy [v(&) — v(&-1)],
j=1

Supremum tber alle Zerleqgungen (“subdivisions”) —oo =&y < & < ... <&y =00 von R .

Fiir v € C1(R) : TV(v) = / ' (2)|dz

Notwendig fiir TV (v) < oo : Flim, 1 v(x).
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Satz 1.25 (Lax-Wendroff). Sei {w;(z,t), | € N} eine Folge von numerischen Lésungen,

berechnet mit konsistenter und konservativer Methode auf Gitterfolge mit h;, k; — =%

(w sei z.B. konstante Fortsetzung von uj auf den Zellen.)

Es existiere eine Funktion u(x,t) mit:
(1) w =3 win LY(Q) VQ = (a,b) x (0,T),
(2) VT > 0:3R >0 mit
TV(w(.,t)) <R VO<t<T, VieN

= u(x,t) ist eine schwache Losung von u; + f(u), = 0
Beweis. [LV] §12. |

Bemerkung 1.26. Satz 1.25 liefert nicht die Konvergenz der numerischen Approxima-
tionsfolge u;; und auch nicht, dass u die Entropielosung ist.

Satz 1.27. Zusdtzlich zu den Voraussetzungen von Satz 1.25 gelte: (n,1) € C*(R)x C'(R)
mit i’ > 0 sei ein Entropie-Entropicfluss-Paar (siehe Def. 1.9). Sei ¥ : RPTITL — R eine
numerische Entropieflussfunktion, konsistent mit ¢ (d.h. lokal Lipschitz und ¥ (u, ..., u) =
Y(u) Vu € R) und

n(ujH) < 77(“]') - [\Il(ujfp, . ,uﬁq) — \I/(ujflfp, . ,uijq)} Vi, n (1.39)
u(z,t) (aus Satz 1.25) erfillt die (schwache) Entropieungleichung (1.21):

// W), + b(u)d,] dedt > —/n(uo(x))CD(x,O)dx Yo € CL(R?), d > 0. (1.40)

R

u 15t also Entropieldsung.
Beweis. [LV] §12. |
Bemerkung 1.28. 1. vgl. (1.39) mit Entropieungleichung (1.20):

n(w)e +1p(u)e <0

2. Laut [DeLellis-Otto-Westdieckenberg, 2003] reicht in Def. 1.10 fiir Entropielosungen
schon ein strikt konvexes 7.

3. Die Voraussetzung (1.39) gilt z.B. fiir das Godunov Schema, einer speziellen Version

der Upwind Methode (Details in [LV] §13, [Ji] §5).

Referenzen: [Ji] §4, [LV] §12.
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2 Stromungsmechanik

2.1 Euler Gleichungen

Betrachte Strémung eines Fluids (=Fliissigkeit oder Gas) im Gebiet Q C R4, d = 2, 3.

Partikeltrajektorie x(t; X), t > to

Q

Partikel X

p(x,t) ... Massendichte
u(z,t) > 0... Geschwindigkeits(vektor)feld
p(x,t)... Druck

e hier: Beschreibung mit Fuler-Koordinaten, d.h. x ist fester Raumpunkt, durch den
verschiedene Materiepunkte hindurchflieffen.

e alternative Beschreibung mit Lagrange-Koordinaten (meist in §3): X €  ist ein
Materiepunkt (bzw. Partikel), ¢ — z(¢; X') mit x(to; X) = X seine Bewegung bzw.
Trajektorie.

Ziel: Herleitung der 3 Euler Gleichungen:

(a) Massenerhaltung;:

betrachte (beliebiges) zeitlich festes Gebiet R C 2 mit glattem Rand OR und duferem
Normalvektor v:

Bilanzgleichung:
d / (z,1)d / ds
— r,t)dr = — u - v
dt p Y p
Gesamtrr‘;msse in R Massenﬁ‘;ss durch

Oberflache OR
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2 Strémungsmechanik

Divergenzsatz = /pt +div(pu)de =0 VR C
R

= |p+div(pu) =0, € Q| ... Kontinuititsgleichung (2.1)

(b) Impulserhaltung:

aus 2. Newtonschem Gesetz: Masse x Beschleunigung = Kraft,

also Impulsénderung durch externe/Volumenkrifte und Oberflichenkréfte

R C Q... beliebiges (fixes) Teilgebiet

Impuls der Masse in R: / pudz
R

e externe/Volumenkrifte: / pf dz (z.B: Gravitation, elektromagnetisch)
—~—

R Kraftdichte,
geg. Vektorfeld f

e Oberflachenkrifte auf OR mit dukerem Normalvektor v: Spannungsvektor (“stress
vector”) T = 7(x,t,v)

Normalkomponente
(Normalspannung)

OR

Tangentialkomponente
(Scherspannung)

Man kann zeigen:

1. 7(z,—v) = —7(x,v) ... lokales Spannungsgleichgewicht (aus 3. Newtonschem Ge-
setz)

2. 7 héngt linear von v ab, also 7(z,v) = T'(x) - v;
Matrix 7" ... Spannungstensor (aus Impulserhaltung)

3. T =T", Rotationsinvarianz (aus Drehimpulserhaltung)

34



2.1 Euler Gleichungen

ges. Oberflachenkraft:

/T(:c,t, v)dsS = /T(a:,t) N R /didex = /V~de
R

OR OR R

= Kraftdichte auf Fluid: pf +V - T

Sei X € 2 ein Partikel; z(t; X) = (21(t), 22(t), z3(t)) die Partikeltrajektorie
Geschwindigkeit des Partikels X: @(t)

u(z(t),t) |X in Notation ausgelassen]
Beschleunigung des Partikels X:

d
a(t) = &(t) = —u(z(t),t)
dt
. . . Du
= Uy, T Uy, To FUp T3 Yur=u+ (u-V) u=—,
~~~ ~~~ ~~~ N—— Dt

=u1 =u2 =u3 . skalarer
Diff. operator

D
mit der Materialableitung D = O +u-V

Sie beschreibt die zeitliche Anderungsrate einer z- und t-abhéngigen physikalischen Grofe
(z.B. Temperatur) in einem Volumenelement, das in einem Stromungsfeld mit Geschwin-
digkeit u transportiert wird. Sie beschreibt also die Anderung im (mit der Strémung)
bewegten Bezugssystem.

Bsp.: Die Temperaturverteilung éndere sich nur dadurch, dass sie mit der konstanten

Strémung u transportiert wird, also T(z,t) = Ty(x — ut) = DD—:? = 0.

2. Newtonsches Gesetz = Bilanzgleichung fiir Dichten:

D
= .T
POt pf +V

addiere up; + udiv(pu) =0

=0( pu )+  wdiv(pu) + p(u- V)u =pf+V- T
I(Tﬂgﬁlt}:' =V-(pu®u)...V vo;lrImpuls—Flussdichte
= |0(pu) +V-(pu@u—T)=pf| ... Impulshilanzgleichung (2.2)

Spezialfall: reibungsfreies Fluid — keine Scherspannung;:

T(z,v) = —p(z)v, p ... Druck = T = —p(x)I,V-T = —Vp

= O(pu) + V- (pu@u) + Vp = pf (2.3)
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2 Strémungsmechanik

Bem.: keine Tangentialkréifte = Rotation kann nicht gestartet/gestoppt werden.

(c) Energieerhaltung

Bilanz: Energieinderung = Leistung — Wéarmeverlust

——
Kraft - Geschw.

. |u|?
E dichte: —
nergiedicnte p( 9 —+ e
innere Energie
kin. Energie
d Jul® |u?
a - te)dr=- — -vdS
dt/p(2+€x /p o te)uw
R _OR )
Energieﬂu;g durch OR
+/p fu d:c—i—/ Tou o — h dS VR cCQ
i Leist Wi fluss
R Lestung  OR - GLa®  Cdweh of
Vol .krafte Oberfl krifte
/(T~u—h>dS:/y.(T.U_q>dS;
OR OR

mit A(x,t) =v-q(z,t); ¢ ... Warmeflussdichte (=Vektor)

Divergenzsatz = Energie-Bilanzgleichung:

%{P(@Jﬂe)]+div{pU(@+e)+q—T'U]pr'u (2.4)

(2.1), (2.2), (2.4) ... allgemeine Bilanzgleichugen; diese inkludieren bisher keine Physik
bzw. Materialeigenschaften. Sie sind aber Ausgangspunkt fir Euler (mit T = —pl) und
Navier-Stokes Gleichungen (in §2.2). Insgesamt werden wir 2 x 2 Modelle betrachten:
reibungs(frei) x (in)kompressibel.

Spezialfille:

a) Fouriersches Abkiihlungsgesetz: ¢ = —kVT, k... Wirmeleitfahigkeit, T'. .. Temperatur
b) reibungsfreies Fluid: T'= —pl = div(T - u) = — div(pu)
c) reibungsfreies ideales Gas:

T =—pl,p=pRT, R ... eine Konstante (= Gaskonstante / Molmasse)

oft: e = ¢, T + const (fiir polytrope Gase), cy ... spezifische Warme bei konst.
Volumen
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2.1 Euler Gleichungen

d) reibungsfreies ideales Fluid mit f = 0,q = 0:

kompressible Euler Gleichungen (fiir reibungsfreies ideales Fluid):

pr +div(pu) =0
O(pu) + V- (pu@u) + Vp=10
O [p (%—l—e)] + div [pu (%—i—e) +pu} =0
D.i. hyperbolisches Erhaltungsgesetz: 5 Gleichungen (in 3D) fiir 6 Variablen (p, u, p, €).

Man braucht noch eine (physikalische) Zustandsgleichung, z.B. e = ¢y T+ const, p =
PRT.

e) reibungsfreies, inkompressibles Fluid mit f = 0,q = 0:
Stromung u(z, t) ist inkompressibel, wenn V mitbewegten Gebiete R(t) C Q gilt:
vol (R(t)) = / dz = const in t.
R(t)
Das gilt genau fiir divu = 0, da
0= Lvol (R = L [ 4x® (2,t) - vdS = [ divud
= o == T = u(z,t) - vdS = iv udz

R(t) OR(t) R(t)

ID-Tllustration von (*): 4 [7 dz = b(t) — a(t) = u(b(t)) — u(a(t))
(detaillierterer Bew. von (*): [CM] §1.1).

Inkompressibilitét ist gute Ndherung fiir “kleine Geschwindigkeiten” (z.B. Machzahl
Ma := |u|/c < 0.3, mit c ... Schallgeschwindigkeit).

D
Zusétzlich gelte D—j =0 (z.B. e = const):

inkompressible Euler Gleichungen:

pr +div(pu) =0
O(pu) + V- (pu®@u) + Vp=0
divu =0

5 Gleichungen fiir 5 Variable

Energiegleichung ist “automatisch” erfiillt (— Ubung).

Referenzen: [CM] §1.1
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2 Strémungsmechanik

2.2 Navier-Stokes Gleichungen

Ziel: Herleitung der NS-Gleichungen

Scherspannung (“shear stress”) in Fluid (=Gas oder Fliissigkeit) héngt nur von lokalen

. 0 Ju;
Anderungen der Geschwindigkeit u(x) ab, d.h. von o ( 4 )
dx 0%/ ; im12

U2

2

Fluid in Ruhe (d.h. w = 0) oder in homogener Bewegung (d.h. u = const): keine Scher-
spannung, d.h. 7 hat nur Normalkomponente:

T(z,v) = —p(x)v, p... Druck, = T =—p(x)]

allgemein: T = —pl +o
S— ~—
Normalspannungen
Matrix o = (0y)i =123 - .. viskoser Spannungstensor (Scherkrifte durch Reibung, Visko-
sitét)
Annahmen an o — als Funktion von %:

0 )
1. o <c9_u) ist linear, d.h. Newtonsches Fluid (Bsp: Wasser, Ol):
x

oij(z) = Z Cijkla_xl(l’) (3* = 81 Koeffizienten)

nicht-Newtonsche Bsp: Ketchup, Shampoo, Blut, Stérke-Suspension (Viskositét nicht
konstant).

2. Fluid ist isotrop, d.h. A ausgezeichnete Richtung

= 0 ist invariant unter (Starrkérper-)Drehungen, d.h.

o|\U- Ou Ul)=U-o uy | U~! V orthogonalen Matrizen U (2.5)
Oz Ox

Fliissigkristalle sind ein Bsp. von anisotropen Fliissigkeiten.

3. o ist symmetrisch (folgt aus Drehimpulserhaltung)
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2.2 Navier-Stokes Gleichungen

Aus (2.) folgt:

1
oc=0(D) mit D:=—

ou  Ou'
2

— 4+ — ... Deformationstensor (strain tensor
Or Oz ) 4 ( /

Beweis. 0 = 0 fiir Rotationen mit konst. Winkelgeschwindigkeit; z.B. Rotation um x3-

T T oon_ 0 -1 o0
Achse: @ = w(—2,71,0) aax_w<é 0 o

@
ox

analog fir T1-, LEQ—AChSGI Cij23 = Cijgg, Cijl?) = CijSl-

0(5)=0=Cijm =Cyj12 ; 4,j=1,2,3

= 04 = ijll(ul)xl + C’L’j22(u2>x2 + Cl’j33(u3>zg
+ Cijia((U1)zy + (U2)2y) + Cijiz((U1) ey + (U3)a,)
+ Cijz((u2) s + (U3)a,),

also 0 = o(D). |
e 0 = o7 ist eine lineare, isotrope (d.h. (2.5) erfiillende) Funktion von D. Dafiir lisst sich
zeigen, dass o, D kommutieren® (vgl. Satz von Rivlin-Ericksen, [EGK] §5.9).
& 0, D gleichzeitig diagonalisierbar
= 0; (=EWe von o) sind lineare Funktionen von d; (=EWe von D)
Laut Rotationsinvarianz (2.): o; ist symmetrische Funktion bez. Indexvertauschungen
:>O'Z:)\(d1+d2+d3)—|—2ﬂdl ; 221,2,3
Sp D=di
=Sp D=divu

Riicktransformation in Basis von o, D:

=|o = Adivu)l + 2uD (2.6)

nur mehr 2 Koeffizienten; zur Interpretation von A, u:

Beispiel 2.1. isotrope Expansion: v = cx,c > 0
divu =3¢,D =cl
Spannungstensor:

T=—-pl+o0=—pl+Adivu)l +2uD = —(p— (3X\ +2u)c)l
—_—

effektiver Druck

fa == A+ %,u >0 ... Druckviskositit bzw. 2. Viskositdtskoeffizient

— effektiver Druck ist geringer als thermodynamischer Druck. O]

I'M.E. Gurtin, A short proof of the representation theorem for isotropic, linear stress-strain relations; J.
of Elasticity 4, 1974
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2 Strémungsmechanik

NS

N | S

€

/

/ N

Beispiel 2.2. Scherstromung u = (kz,,0,0) ",k = const, p = 0
1 0 ~ 0
:divu:O,Dzé k 0 0
000
010
=T =MNdivu)[+2uD=px | 1 0 0
0 00
X2
L1
Spannungsvektor 7 =T - v = pr(vy, v1,0) "
1 T 0 T
v=1| 0 v=|1 y
0

)

x1 X1
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2.2 Navier-Stokes Gleichungen

T ist reine Scherkraft

1w >0 ... Scherviskositdt, 1. Viskositdtskoeffizient

1
=0 = pa(div )l +2u <D — g(div u)]>

wirkt in Normalenrichtung

~
spurfreier Teil

Sp(D — s(divu)l) =divu — sdivu-3=0
Einsetzen von T' = —pl + ¢ in Impulsbilanzgleichung (2.2):

V-T=-Vp+V(Adivu) + 2V - (uD)

= kompressible Navier-Stokes Gleichungen:

pr +div(pu) =0
O(pu) + V- (pu@u—2uD) + V(p — Adivu) = pf
O [p(@—l—e)] + div [pu(%—ke) +q—T-u} =pf-u

5 Gleichungen fiir 9 Variable (p, p, u, €, q)
Spezialfille:
a) A=pu =0 = kompressible Euler Gleichungen

b) A = const, u = const (ab nun vorausgesetzt):

ou  [ou\ L0 [0y
(QV-D)i—<V-<%+<%) ))._;8@ (axﬁ

= Oy, (divu) + Ay,

(9ui
893']'

= O(pu) + V- (pu@u) +V(p— (A + p)divu) = pAu+ pf

c) inkompressibles, homogenes Fluid: (z.B. Wasser, Ol)

divu = 0, p(z,t) = po = const = Kontinuititsgleichung trivial erfiillt.

=inkompressible Navier-Stokes Gleichungen fiir homogenes Fluid:

divu=0

{ polut + V- (u®u)+ Vp=pAu+pyf (parabolisch fiir u)

4 Gleichungen fiir 4 Variable (u,p) — geschlossenes System

(2.7)

mogliche Randbedingungen: u(x,t) = 0,z € 09) (Haftbedingung, “no slip condition”)
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2 Strémungsmechanik

Falls p1 = 0 (d.h. Scherkrifte, Viskositat vernachlassigbar) =

inkompressible, homogene Euler Gleichungen:

(2.8)

polur + V- (u®@u)]+ Vp=pof (hyperbolisch fiir u)
divu =0

mogliche Randbedingungen: u(z,t) - v = 0,2 € 0N

Lésungstheorie:

in R% 3! Losung V¢ > 0 fiir (2.7) bzw. (2.8)

in R3: 3! Losung fiir “kleine Zeiten” fiir (2.7) bzw. (2.8). Ob eine Losung V¢ > 0
existiert, ist unklar.

Problem in R?: Es kann Turbulenzen oder “chaotisches Verhalten” geben; aber nicht
in R2.

ideales, kompressibles Gas: (z.B. Luft, diinne Gase)

konst. Scherviskositéat p > 0

verschwindende Druckviskositét: pug = A + % pw=0
= 0 =2u[D — 3(divu)]]

Rest analog zu Euler Gleichungen

homogene, inkompressible, “langsame” Strémung;:

Sei f = 0. Falls der nichtlineare Term (v - V)u in (2.7) vernachléssigbar ist:

Ve (u®u)=(divu)u+ (u-V)u=0
=0

= Stokes Gleichungen (linear fiir u, p):

{ Uy = —pion + vlAu, vy:=u/po ... kinematische Viskositdt (2.9)

divu=0

Motivation: Sei ¥ := z/L, @ := u/U, mit typischer Referenzlinge L und Referenzge-
schwindigkeit U.

= (u-Vy)u= %2(11 Vi, vlAzu= VO%AQZ&

Die Vernachlédssigung dieses nichtlinearen Terms ist OK fiir UTQ < 1/0% bzw. fiir Re :=
% < 1 ... Reynoldszahl (dimensionslos)

Bem:
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2.2 Navier-Stokes Gleichungen

e Kigentlich fehlen noch typische Skalen von Vu, Au.

e Es werden nur (u- V)u und Au verglichen, da diese die Strémung “treiben”; Vp ist
nur der Response zur Nebenbedingung divu = 0, siche (2.14).

Stromungen mit gleichen Reynoldszahlen erlauben (hinunter) skalierte Windkanalexperi-
mente.

einige Viskositatszahlen:
Luft = 1.8 x 10~°Pas
Wasser i = 0.89 x 10~3Pas
Olivendl u = 0.8 x 10~ 'Pas

Beispiel 2.3. inkompressible, homogene, stationére Stromung zwischen 2 parallel beweg-
ten Platten (basierend auf Navier-Stokes (2.7)):

Annahmen: f = 0, 2D-Strémung, unendliche Platten, kein Druckabfall in z, also p = p(y).

Y U
d
xr

ou

divu=0,p=py,— =0
= divu P Lo, ot

poV - (u®u) + Vp = pAu
{ divu =0 (2.10)

Suchen spezielle z—unabh. Lésung, da Problem z—unabh.: u(y) = (u;(y), u2(y)) ", p = p(y)
divu = 0yug +0yus =0 = uy =0 (wegen RB u(z,0) = 0)
<~

=0

=V -(u@u)=(divu)u+( u-V Ju=0
=0 w10z +u20y=0
0= pAuy = pdiuy
by = 0

= p = const = py, Dyuy =0

43



2 Strémungsmechanik

Haftbedingung: u;(0) = 0,uy(d) = U
U T
= u=uly) = (%ﬁ)

D.i. reine Scherstrémung, “ebene Couette-Stromung’”.

Y U
d
u(z,y)
x
Kraft auf ruhende (untere) Platte:
U U
Tw)=T v=—pyv+ [LE(VQ, v1)" (vgl Bsp. 2.2 mit k = E)
. T U T
Firv=(0,1)": 7 = (u—, —po) O

d

Beispiel 2.4. wie Bsp. 2.3; beide Platten ruhen (d.h. U = 0) mit Druckabfall p, = —c < 0.
(2.10) ist also weiterhin z-unabhéngig. = suchen z-unabhéngige Losung. = 1. Zeile von
(2.10):

= u(y) = (i@/(d —Y), 0) ,p(r) = —cx + 2o

=const

D.i. eine “ebene Poiseuille-Stromung” (Gleichgewicht zw. Druckabfall und Reibungskraft)

(ev. + Turbulenz)
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2.2 Navier-Stokes Gleichungen

Anwendung zur Messung der Viskositét (in der Praxis Viskosimeter mit 2 konzentrischen
Zylindern):

_ pocd’
- 12u

d
transportierte Masse pro Zeit pro Lange = / pour(y)dy
0

Poiseuille-Strémung wird instabil bei groken Reynoldszahlen; Ubergang zu turbulenter
Stromung.

filament of dye

Laminar (viscous) Transitional

—_

Turbulent

Abbildung 2.1: Rohr-Strémung fiir wachsendes Re: Ubergang von laminarer zu turbulen-
ter Stromung

Referenzen: [CM] §1.3, [EGK] §5.9
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2 Strémungsmechanik

2.2.1 Helmholtz-Hodge Zerlegung

Ziel: Interpretation der inkompressiblen (Navier-)Stokes Gleichungen als Evolutionsglei-
chung fiir v mit p als Lagrange-Multiplikator zur Nebenbedingung divu = 0.

u+ (u-V)u= —piOVp +1Au , Q
divu =0 ., Q (2.11)
u-v=>0 , 09

Physikalisch wére die einschréinkendere RB u‘m = 0 besser, fiir das nachfolgende (rein
analytische) Lemma reicht aber u - v = 0.

Lemma 2.5 (Helmholtz—H_odge Zerlegung). Sei Q C R d > 2 beschrinkt, mit O €
C*(0 < a<1),we CH(Q;RY). 2

= Jlu € CH(Q;RY), p € C?>*(Q) : (p skalar; bis auf additive Konstante eindeutig)
w=u+ Vp (2.12)

mit divu =0 1in Q, u-v =0 auf Q. (u,w ... Vektorfelder)

Beweis. 1. Zeige:
Vu mit dive = 0,u - v = 0 auf 9 gilt: /u -Vpdzr = 0 (d.h. v L Vp in L*(Q)),
Q
denn:

div(pu) = (divu)p+u-Vp=u-Vp

=0 RB /pu cvds = /div(pu)dx = /u -Vpdx v
o9 Q Q

also: (2.12) ist orthogonale Zerlegung in L*(2).
2. Eindeutigkeit: Sei w = uy + Vp; = us + Vpo

= 0= (w3 —u2) + V(p1 — p2), (w1 —uz) - V‘ag =0, div(ug —ug) =0 (2.13)
= (nach 1.) (u; —u2) L V(p; — p2) in L*(Q) und

(2.13)

0" = /[(Ul — ug) +Y(p1 —pa)] - (w1 — U2)d9f = / lur — us|*dx
Q

-~

Q =0

= U] = U2 = Vp1:Vp2 v

2H51der-Seminorm: |f|CO,a(§) ‘= sup M
R ENSY) |z —y|*

Hoder-Norm: || f||gme = || fllen + ma |D? f|co.a,n € Np.
=n

,0<a<;
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2.2 Navier-Stokes Gleichungen

3. Existenz: Wir wollen: w = v + Vp = divw = divu + divVp = Ap und auf
0 :w-v=Vp-v. Lose daher fir p:

Ap=divw inQ, Vpv=wwv auf 92 (= Neumann Problem fiir Poisson Gleichung)

Wegen divw € C%%(Q) und w - v € C1(09) existiert ein p € C%(Q) (s. VL Part.
Diffgl.). Sei u := w — Vp € CH*(Q)
= divu=divw—-Ap=0 V
u-y|6Q:w-V}8Q—Vp-V‘8Q:O. v |
Definition 2.6. Projektionsoperator: Pw := u, wobet w = u + Vp,divu =0 und u - v =
0, 0f2.
P: CY*(Q) — CH(Q) ist nach obigem Lemma wohldefiniert.

Eigenschaften:

(a) P linear

(b) w=u+Vp=Pw+ Vp
()

(d)

0

u=1wu Yumitdivue=0u-v

(Vp) =0.

P o0
P

Gradientenfelder

/

_____ 7,i w
% 7

u = Pw

/

divergenzfreie Felder

Wende P auf (2.11) an:

P (Gtu + inp) =P(—(u-V)u+ voAu)
0
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2 Strémungsmechanik

Wegen div yu = 0, divu = 0 und (Owu) - v = 0y (u - v) = 0:

P(Ou) = o (1t. (c)). [auch wenn sogar uL99 = 0: Pu =]
Laut (d): P(Vp) =0
= O = P(—(u- V)u + ryAu) (2.14)

D.i. Evolutionsgleichung nur fiir u; p eliminiert!

—(u-V)u+ vpAu

Abbildung 2.2: Mannigfaltigkeit M durch divu = 0 bestimmt.

Achtung: div(Au) = A(divu) = 0, aber i.A. (Au) - V‘aa # 0.
= 1.A. P(Au) # Au
(2.14) auch fiir numerische Algorithmen niitzlich.
Bestimmung des Drucks p aus u:

(2.11): Vp = —polut + (u - V)u — vpAuj

(2.14)

=" po(I = P)[—(u- V)u+ oAy

Referenzen: [CM] §1.3

2.2.2 Rotation

Definition 2.7. w := rotu := V x u heifst Rotation oder Wirbelfeld (“vorticity field”)
des 3D-Geschwindigkeitsfeldes u.
In 2D ist w skalar: w = rot u := Oy us — Op,uy (eingebettet in R3).

Beispiel 2.1 (Fortsetzung). u(z) = cx,c € R

85!21 371 0
w=c| O x| 29 | =1 0
813 T3 0
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2.2 Navier-Stokes Gleichungen

Beispiel 2.8. u(r) = Q(—x9,21,0)" = w =rotu = (0,0,20Q) "

o)
Q=1 —]
| | “

w3 = doppelte Winkelgeschwindigkeit um z3-Achse (= Drehachse).
Generell: Richtung von w definiert (als Normalvektor) die lokale Rotationsebene, seine
Lange die lokale Wirbelstéarke. O]

lokale Zerlegung einer Stromung:

Bewegung =~ (starre) Translation + Deformation + (starre) Rotation

Lemma 2.9. Sei u(x) glattes 3D-Vektorfeld.

uly) = u(@) + D(e) - (y — ) + zw(x) x (y —2) + Oy — ) Va,y €

2
Beweis. Laut Satz von Taylor:
u(y) = u(z) + %(ﬂf) (y =) +O(|ly — =)
Weiters:
(2 t=o)+ juox (- m>)1 — Dy (3n — )
+ %(81102 + Oou1) (Yo — 2) + %(811@, + Osuq)(y3 — x3)
+ %[(831“ — O1uz)(ys — x3) — (Oruz — Oau)(y2 — 22)]

=w2 —=w3

= w1 (y1 — 1) + Qoun (Y2 — o2) + Osus(ys — x3)
3
ou
= ;59‘“1(% — ;) = {% (y - 93)}

andere Komponenten analog. |

1

Referenzen: [CM]| §1.3, [MP] §1.2
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2 Strémungsmechanik

2.3 Wirbelmodelle

Ziel: Wirbelformulierung fiir homogene, inkompressible Euler Gleichung

2.3.1 Vektorfelder aus Quellen und Wirbeln

Sei G C RY; d = 2, 3; einfach zusammenhiingendes Gebiet;® sei v € C1(G,R?) (fiir dieses
Kapitel).

Definition 2.10. u heiffit wirbelfrei [irrotational, curl-free|, wenn rotu =0 in G.

u heif$t konservativ, wenn / uds st wequnabhdngig.
c

Satz 2.11. u wirbelfrei < u konservativ < 3 Potential ¢ : u =V
Beweis. Analysis VL. |

Lemma 2.12. Sei u € CY(G) ein Vektorfeld. Dann:
(i) rotu=0 < FJp:u=Vp
(i) divu =0 <« 3 Vektorpotential A : u =rot A (nur in 3D)

(2D-Interpretation nur iber Einbettung in 3D:
JA = (0, 0, Ag)T cu=rotA= (82A3, —81A3, O)T, bzw. u= (32A3, —81A3>T = VJ'Ag )

Ziel: Losung u € C1(G) des Systems

{rotu =w inG (Wirbel von u: w € C1(Q)) (2.15)
divu=f inG (Quellen von u: f € C°(Q)) (2.16)

Losung von (2.15):

Da divrotu = 0: (2.15) ist losbar < divw = 0:
Suchen zuerst spezielle Losung ug = (uq, us, '213)T mit us = 0.

rotug =w <

—03’112 = W
(?3 (5] = W2
()1 Uy — ()2 u; = Ws

3Jeder geschlossene Weg kann stetig auf einen Punkt zusammengezogen werden.
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2.3 Wirbelmodelle

Wihle spezielle Losung

Uy 1= /wg(xl,xg,xg)dxg

Uy = — /wl(l’l./ﬂfg,llfg)dIg + g(x1, x9)
mit 019 = 0y /wldmg + 0, /wgdmg + ws .

Allgemeine Losung laut Lemma 2.12(i):
u=u+Vy , YoeCOG)

in 2D: durch Einbettung in R3:

O Uy 0
rotu= | 0y | x| uy | = 0 (2.17)
0 0 0lug - 82u1
= w; = wy = 0 (notwendige Bedingung an Daten) = uy = (0, /Cdgdl'1>T
Rest analog.
Losung von (2.16):
Allgemeine Losung laut Lemma 2.12 (ii):
T
U= (/ fdxq,0, O> +rot A, VA€ C*(G)
spezielle Losg.
in 2D:
[ fda 0 [ fday + 0ot
u= 0 +rot| 0 | = O vy € C*(G).
0 Y 0

System (2.15), (2.16): Seien f,w geg. mit divw = 0 (da divrotu = 0).

Strategie: Zerlegung u = u, + u,,, wobei u, quellenfrei und u,, wirbelfrei sind.

Lemma 2.13. Sei divw = 0. Losung u von (2.15), (2.16) hat die allgemeine Form u =
Ug + Uy, wobei uy :=10t A, uyy, 1= Vi, und A, ¢ ldsen:

—AA=w und divA=0
bzw. Ap = f.
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2 Strémungsmechanik

Beweis. Lose zuerst

{ divuy, =0

rot u, = w (lsbar, da divw =0
Laut Lemma 2.12 (ii): u, = rot A

= w =rotu, =rotrot A = V(divA) — AA

Sei z.B. divA = 0.

= —AA = w; ist mit div A = 0 kompatibel, da:

—div(AA) = —A(divA) =0 = divw.

Lose nun

{ divu, = f

rot u, =0

Laut Lemma 2.12 (i): u,, = Vo

= divu, =divVe = f, also Ap = f

= Ug 1= U, + U, ist spezielle Losung von (2.15), (2.16).

Allgemeine Losung: u = ug + V@, V¢ mit Ap = 0. |

Bemerkung 2.14. Eine Funktion u = Vi mit Ap = 0 heiltt Laplacefeld. Es ist quellen-
und wirbelfrei, da

rotu =10tV =0 , divu=Ap=0.

In der Strémungsdynamik beschreibt « dann eine inkompressible Potentialstrémunyg.

2.3.2 Die Wirbelgleichung

homogene, inkompressible Euler Gleichung in R?, R3:

ou _ 1
{ St (u-V)u = —-Vp (2.18)

divu=0

Es gilt: (u-V)u = $V|ul> — v X w mit w :=rot u

rot von (2.18) =

1 1
Oy rot u 4= rot(V|ul*) — rot(u x w) = —— rot Vp
~ 2 Po~—~—
—w -0 _
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2.3 Wirbelmodelle

rot(u X w) = (w-V)u—wdivy—(u-V)w+u divw
=0 —div rot u=0

=(w-V)u—(u-V)w

= 0w — (w-V)u+ (u-V)w=0  Hier haben wir p eliminiert.

D
= D—C: = (w-V)u| mit rotu =w,divu=0... Wirbelgleichung in R?

(w - V)u beschreibt die Wirbelstreckung in 3D (mit gleichzeitiger Wirbelverdiinnung und
Erhéhung der Wirbelstérke).

Vereinfachung in 2D:

w = (O, O, 01u2 — 62u1)T, V = (81, (92, 0) = (w . V)U =0

D 0
= D_(': =0| bzw. a—c: +u-Vw=0... Wirbelgleichung in R?

w ist hier eine skalare Funktion! Die Wirbelgleichung ist nichtlinear, da u = u[w].

A-priori Abschétzung an w:

Lemma 2.15. Fiir die Wirbelgleichung in D C R?* mit u-v =0 auf D gilt:

= |lwC t)|lzepy = llwollLrpy 1 <p <00, ¥E>0. (2.19)
Beweis. Fiir 1 < p < oo multipliziere die Wirbelgleichung mit |w[P~! sign(w):

(Opw)|wlP~ ! sign(w) + (u - Vw)|w[?~! sign(w) = 0,

= OwlP +u-V|wff =0

d

£ Py — — . Pdr = — [ & P ' P

dt/|u)| dz /u V|wPdx /dlv(u|w| )da:—l—/(d1vu)|w| dz
D D D p =0

= — [(u-v)|wPds =0
——

ap =0

Das liefert (2.19) fiir 1 < p < oo. Der Fall p = oo folgt mit ||w(-,?)||L~(p) = ;LIEO lw(-, )| e (D)-
|

D.i. wichtige Abschiitzung fiir den Existenzbeweis in R? (im R? viel schwieriger).

Rekonstruktion von v aus w:
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2 Strémungsmechanik

1.Fall: Sei D C R? einfach zusammenhingend, beschrinkt

81U2 - agul =w D
81u1 + (72u2 =0 s D (220)
u-v=0 , 0D

divu =0= 34 =(0,0,9)" : u =10t A, d.h. uy = dpp, uy = —019, bzw. u = V1) mit

0
v+ o= 2
T ( 0 )

Definition 2.16. Fiir gegebenes u heifit p mit uw = V1 Stromfunktion; sie ist bis auf
additive Konstante eindeutiq.

Definition 2.17. Die Integralkurven z(s) = ( ),3 € R von u(z,t) fir t fest

d
heiflen Stromlinien. Sie losen d_x = u(z;t).
s

Achtung: Stromlinien # Teilchentrajektorien (aufer in stationdrer Strémung)

Interpretation:

Stromlinien sind Niveaulinien von ¢ (x,t) fiir ¢ fest, denn:

d . .
EQﬂ(.T(S), t) = 81’17D x|+ 82w To = —UgUp + UTUY = 0

Integration vom tangentialen Vektorfeld u entlang von 0D liefert z(s).

Wegen u-v = 0 auf 0D (also tangentiales Vektorfeld) gilt: Eine Integralkurve von u liegt
auf 0D, somit ist 0D (mit geieigneter Parametrisierung) Stromlinie = ¢ = const auf dD.

Konvention: Wéhle die additive Konstante fiir ¢ so, dass ¢ = 0 auf 9D.

Damit ist ¢ eindeutig bestimmt:
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2.3 Wirbelmodelle

Lemma 2.18. u = ulw] = V14 ist eindeutige Lisung von (2.20), wobei 1) das Potenti-
alproblem

-AY=w , D
{ o=0 oD (2.21)
lost.

Beweis. Existenz folgt aus (2.21) und w = —Ay = rot(V* )V’
=u

divu = div(V+y) = 0v

U], =0= V¢ LID = u=V*+y|oDv

Eindeutigkeit: Sei v := u — u, die Differenz zweier Losungen. Also

rotv =dive =01in D;v-v =0,0D
Laut Lemma 2.12 (i): v = Vg
= 0=divv=divVp =Apin D, Vy-v =0 auf 0D
= p=const = v=Vp=0 ]

Mit Lemma 2.18 ist nun die “Koeffizientenfunktion” u[w] in der 2D-Wirbelgleichung
ow

E—l—u[ ] Vw =10

definiert. Fiir den Beweis der sachgeméfien Gestelltheit von diesem Evolutionsproblem ist
die a-priori Abschéitzungen (2.19) essentiell (siche §2.3 in [MP]; §3.2.3, 3.3, 4.2 in [MB]).

Darstellung von w aus (2.21):
Satz 2.19.
(x) = / Gp(x, 2 \w(z)da';
D
die Greensche Funktion Gp [dst

A,Gp(x,2") = —0(x — ') in D,
ip(x,2') =0 Va € dD oder x' € OD.

Es qilt:

1
Gp(z,2') = Gz, 2" )+v(x,2") mit G(z,2") = —2—1og\;1'—:r/\, Ay =Apy =0, + RB fiir v

(0

= u(x) = /V Gp(z,2")w(x')da',
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2 Strémungsmechanik

Beweis. PDGI-VL. [ |

Bemerkung 2.20. Unter welcher Bedingung erhélt man eine stationére Stréomung?

Es gilt

U - Vw = 1101w + us0sw = Ot - Oyw — 1 - Opw
Ow  Ohw |
= det < ! 2 ) = det J(w, )

O Ot
Also:
Ow
— =0 & detJ(w,¥)=0 VxeD.
ot

Dann sind w(x), ¥ (x) (funktional-)abhéngig, d.h. w = f(¢) oder ¢ = g(w).

2. Fall: D = R?
Lose also:
divu =0
0
2.22
rotu = 0 ( )
w

Analog zu Lemma 2.18 kann u bestimmt werden durch u = V+ und —Aty) = w in R2.

Spezielle Losung kann mit der Greenschen Funktion fiir die Poisson Gleichung in R,
G(z,x') = —ilog|x —2|;z,7" € R?
) 27T ) )

gegeben werden:
W(x) = /G(w,x')w(w')dx',
R2
wo(z) = V4u(z) = / K(z — 2')w(x')da’ (2.23)
R2
mit

Klo—a) = —LE=Z2 ﬁ:( T )fﬁrxz(xl).

or |o — 2/
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2.3 Wirbelmodelle

Bem. fiir Analysis bez. Existenz von u: Es gilt die verallgemeinerte Young Ungleichung

11
— o — e IA(RY).

11
ullorr2y < Cllw|lr@ey 31 <p <2,2<r < oo mit i

Interpretation von K(x — z'):

Sei w(z) = §(z — '), 2’ € R? gegeben.

= K(z—2a') = Geschwindigkeitsfeld u(x), “erzeugt” durch Finheitswirbel w(z) = 0(x—1')
an x’:

Allgemeine Losung von (2.22) (vgl. Bem. 2.14):

u=Vtp+ Vo mit Ay = 0 in R?
~—
Laplacefeld

Ohne “Randbedingungen im Unendlichen” ist die Losung nicht eindeutig.

Moégliche Randbedingungen:

|z|—o00

u(x) — Uso(= const) (d.h. gleichférmige Stréomung im Unendlichen) (2.24)

= eindeutige Losung von (2.22), (2.24) (z.B. fiir w mit kompaktem Tréger):

=V + U

Referenzen: [MP] §1.2

2.3.3 Bewegung von Punktwirbeln im R?

Wir betrachten zunichst die Wirbelgleichung in D C R?, einfach zusammenhingend,
beschrankt:

wg=—u-Vw (2.25)

und wu erfiillt: div u =0 1in D, u-v =0 aud 9D.
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2 Strémungsmechanik

Ziel: Zuriickfithren der PDGIL. “Wirbelgleichung” auf ein System von GDGI.

Betrachte die Anfangsbedingung (Linearkombination von Punktwirbeln):

wo(z) == Zaﬁ(m —x;), r€DCR? (2.26)

=1

mit gegebenen Positionen x; € D C R? und Stirken a; € R.
In den Euler Gleichungen ist die Erhaltung von N Punktwirbeln fiir ¢ > 0 plausibel, da
das Modell keine Diffusion/Viskositit enthalt.

Probleme: Eine distributionelle Formulierung von PDGI (2.25) ist “delikat”, da schon die
Koeffizientenfunktion u|wp] an z; singuldr ist, also in der schwacher Formulierung nicht
verwendbar. = Regularisierung notig:

Folgende Stufenfunktion approximiert wy:

1 N

252_7, aiXK(xijg) (z)
=1 &\,—/

Kreisscheibe

wg(z) :

Es gilt Xk (z0) 2= — 0(x — x;) in D'(D).

Zur Umformulierung betrachten wir Vf € C'(D) (und hinreichend glatte u, w):
d ivu= .

— [ wfdz = —/(u-Vw)fda; =0 —/dlv(fuw)dx+/wu-Vfdx

dt
D D D D

DivSat —/fwu-l/ds—i—/wu'Vfdx.
—~—
aD =0 D

= Das motiviert die schwache Formulierung der Wirbelgleichung:
ges.: w € CY([0,T], L*(D)) mit

—(w(t), f) = (w(t),u(t) - Vf) Vfe D) w(t=0)=uwo, (2.27)

und (f,g) := /f(y)g(y)dy Gleiche Form fiir D = R?,
D

Eigenschaften der Losung w®(t) von (2.27) in D = R? mit AB w§:

Satz 2.21. Fiir D = R? gilt:
N

lim(w(t), f) = Y aif(z:(t)) = (w(t), f), VfeC (R,

e—0 -
=1
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2.3 Wirbelmodelle

N

mit w(x,t) = Z a;0(x — x(t)).

i=1
z;(t) lost die GDGI (“diskretes Wirbelmodel”):
siw(t) = u(wi(t),0) = Y K(xi(t) —2;(1))a

Nk . (2.28)
¢

—

(*) ... Geschwindigkeitsfeld der “anderen” Wirbel = ein (einziger) Wirbel ist stationér.
Beweis. [MP] Th. 4.2.3. [ |

Bemerkung 2.22. Ist w(z,t) nun (mafswertige) Losung von (2.27) zur AB wy aus (2.26)7
Fast, denn w 16st

d

WO, f) = (@t)u - V) VfeC(R) (2.29)
mit der ‘regularisierten Geschwindigkeit”
up(x,t) == /VLG(m,m’) X{wzayw (2, t) da’ (2.30)
R? :K(‘m’—z’) =0 fiir 2=/

(in mathematisch etwas schlampiger Notation).

X{z2/} verhindert die “Selbstinteraktion” der Punktwirbel; das wird nun als physikalische
Zusatzannahme verwendet. (2.30) mit Singularitdten des Integralkerns an Position der
Deltas wére auch gar nicht definiert. Dass ein einziger Punktwirbel stationédr sein muss,
sieht man auch daraus, dass es dann keine bevorzugte Richtung gibt.

Ursache des Problems: Schwache Formulierung (2.27) mit Geschwindigkeitsfeld u aus
(2.23) ist fur distributionelle Lésung nicht definiert.

Losung w(t) mit z;(t) 16st die PDGI (2.29)-(2.30) durch Riickfithrung auf GDGI-Sytem
(2.28). O

Wirbelmodell als Hamilton-System:

(2.28) ist dquivalent zu

d.,.1_ 0 -
{aiE 1_8_fo7 Z—l,...,N,

4.2 _ 0
i gLy = 8$11H’

(2.31)

mit Hamiltonfunktion (“Energie”)

H = _izzai(lj 111|ZL'1 _le;

J#
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2 Strémungsmechanik

Notation z; = (x},22)".

7%

Vergleich zu Hamilton-Gleichungen der Punktmechanik:

ein Teilchen mit Masse m, kinetischer Energie %, Impuls p = m u und potentieller Energie

V(z).

Mit Hamiltonfunktion H(z,p) := % + V(z) gilt:

—dV — p .. 2 Newtonsches Gesetz.

Hamilton-Systeme haben immer folgende Eigenschaft:

“Energie” ist zeitlich konstant, also: H(t) = const V.

Ferner gilt hier:

N
Wirbelzentrum B(t) := # ist zeitlich konstant (fiir SN a; # 0) = M(t) :=
D im i

N
Z a;x;(t) = const.
i=1
N
Tréagheitsmoment (“inertia”) ist zeitlich konstant, also: I(t) := Z a;|z;(t)|* = const
i=1

Also: 4 (skalare) erste Integrale der Bewegung = GDGI-System (2.31) fiir max. 3 Punkt-
wirbel (N < 3) explizit losbar (da Hamiltonsches System in R?" mit N + 1 Poisson-
kommutierenden Erhaltungsgrofen vollstéandig integrabel ist [V.I. Arnold, Dynamical Sys-
tems III]).

Beispiel 2.23. N=2:

1
H= —5- In|zy — 29| =const = |z1(t) — z2(t)| = const
T

M
Wirbelzentrum ... B :=

= = const und liegt auf Gerade durch z;(¢) und z(?).
a; + ag

1. Fall: signa; = sign ay
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2.3 Wirbelmodelle

a1

hier aro < 0

2. Fall: signa; # signas und |a;| # |as

ai

hier a, > 0, |a2| > |CL1|

Es gilt: Rotationsradius — oo fiir |a;| — |az|

3. Fall: a1 = —as

-"".,.~--~».G'é8(;hwindigkeitsfeld von
e

S = |l
A 27|z —z2|

hier a; > 0

]

Frage: Hat das System (2.28) eine (zeitlich) globale Losung? Es gibt 2 mdgliche Probleme:

a) |z;| = oo fir t — T*.

b) |z;(t) — x;(t)] — 0 fiir t — 7™, also 2 “Teilchen” an einem Ort, und die rechte Seite
von (2.28) ist nicht mehr definiert.

Antwort: Globale Losbarkeit hiangt von {signa,} ab.
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2 Strémungsmechanik

Satz 2.24. Seisigna; = signa; #0,Vi=2,..., N = Lésung von (2.28) 3 fiir 0 <t < co.

Beweis. 1. Behauptung: System bleibt in endlichem Gebiet, d.h. |z;(t)] < const Vt, da:

t)? < — Tl Z |aj||z;|*> = [ |)| = const v (2.32)

2. Behauptung: Alle Paare k& # [ haben festen Mindestabstand |z (t) — z;(¢)], d.h. Ge-
schwindigkeit ist immer endlich V¢ < oo, da:

— agay In |xg(t) — 2 (t)| = AnH(t +ZZaZaJ In |@;(t) — x;(t)]
~— h\,_/
>0 <|mz|+‘x]|
(2.32) i [ 1]
< AmH(t) + ZZ a;a;In < ||a2 ||a ) = const Vi.
%#J
(i.]
C
= |zp(t) —(t)| 2 exp( —— | >0 ViV |
ara;

Fiir ungleiche Vorzeichen von a; und N > 3 ist ein “Kollaps” (d.h. 2;(T*) = z;(T™)) in
endlicher Zeit moglich.

Beispiel 2.25. N =3,a1 = ay = 2,a3 = —1;
1= (=1,0)" 29 = (1,0) ", 25 = (1,v2)"

T
B = (—%, —\?) ... Wirbelzentrum,

selbst-ahnliche Evolution, Kollaps bei T* = 3V2r.
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2.3 Wirbelmodelle

Nach dem Kollaps: Fortsetzung als (stationére) 1-Wirbel-Strémung; ist nicht zeitreversi-
bel!

]

Laut Satz 2.24 bleibt System fiir sign a; = sign a; in endlichem Gebiet; Geschwindigkeiten
bleiben auch endlich.
Verallgemeinerung;:

Satz 2.26. Es gelte:

VJC{l,...,N}:> a; #0. (2.33)

icJ
Dann gilt VR > 0, T > 0: 3R = R(a;, R, N,T) (unabhingig von 1, ..., xy !) mit
T1,...,ony € Kg(0) = 2;(t) e Kz(0) Vi=1,....N;V0<t<T

(falls Tragektorie so lange existiert).
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2 Strémungsmechanik

Beweis. Corollary 4.2.1 [MP| |

Bem: Bed. (2.33) nétig — siehe Bsp. 2.23, 3. Fall mit x; — 5.

Damit kann man zeigen:

Satz 2.27. Es gelte:VJ C {1,...,N}: Zai #0,N > 3.
ieJ
= Fiir fast alle Anfangsbedingungen (z1,...,ry) € R?N :

3 globale Lisung (x1(t),...,xn(t)) von (2.28);d.h.: Sei A C R?N beschrinkt, und B C A
die Menge der ABen, die zu einem Kollaps in endlicher Zeit fiihren. Dann:

n(B) = 0.
Beweis. Th. 4.2.2 [MP| [}

Beispiel 2.28 (von Karman-Wirbelstrafe).
e oo-viele Wirbel der Stiarke +a

+ - - +
) ) )

N/ A A—

g " " "
- - - -

System unterliegt starrer Translation mit konstantem v, Vt > 0.

e Anwendung: Umstromung eines Festkorpers = Viskositédt (nur in Oberflichen-Néhe
bedeutsam) erzeugt gegenlaufige Wirbel, anschliefend: Transport der Wirbel durch
Euler-Stromung fiir (ziemlich) lange Zeit

e Wirbelstrafe fiir geeignete a, b, h, [ linear stabil. O

e cine 3D Erweiterung: Bewegung von Wirbelringen, Video:
https://www.youtube.com/watch?v=SPBMEXX5xBI

Referenzen: [MP] §4.1-3
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2.4 Grenzschichten fiir Navier-Stokes Gleichungen

2.4 Grenzschichten fiir Navier-Stokes Gleichungen

Betrachte inkompressible, homogene (skalierte) Navier-Stokes Gleichungen mit no-slip

RBen:

u+wu-Vu+Vp = zAu 0
divu = 0 , €
u 0 , 002 (2:34)

u(z,0) ; uo () ,Q

Im “Inneren” von §2: Reibungsterm ryAu oft vernachlassigbar gegeniiber konvektivem
Term (u - V)u — Euler Gleichungen (da einfacher 16sbar).

In Grenzschichte bei 092: Reibungsterm wesentlich, da u “klein” und Einfluss der RB.

Ziel: Kopplung von Euler Gleichungen im Inneren von €2 mit Grenzschichtgleichungen.

Modelproblem fiir Methode der asymptotische Entwicklung:

"4+2y +2y=0, O0<z<1 1
ey + 2y + 2y ; x , el (2.35)
y(0) =0, y(1) =1
Exakte Losung: y.(x) = e)‘lie)‘Q (e’\l‘” — e’\2””) ~e <e“” — 6’2?1> 20220 el=,
—1+ /1 — 2¢ Taylor —1 — /1 — 2¢ Taylor 2
€ € €
e 1+_ Y
€2
/ y51 _1
. x
Grenzschichte 1
Yo = e 16st reduzierte Gleichung
20 +2y =0
v+ay =5 (2.36)
y(1) =1

ist fiir x > ¢ gute Naherung fiir y., aber nicht fiir x ~ 0.
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2 Strémungsmechanik

Idee der asymptotischen Entwicklung: Approximation der Losung von (2.35), separat auf

(0,d(¢)) und (d(¢), 1); hier d(e) = O(e).
Schritt 1 (dufere Entwicklung):

Formaler Ansatz fiir Losung auf (6(¢),1):

y(z) = yo(x) + eyi(z) + 2 o) + ...

Bem.: Konvergenz dieser “Reihe” interessiert hier nicht; sie wird immer nach wenigen Ter-

men abgebrochen.

Einsetzen in (2.35) =

%2y + 2y0) + €' (g + 2y1 + 2u1) + 2 (Y + 2y5 + 2y0) + -+ -
80 yo(l) + €1 yl(l) + 82 yz(l) —+ -

Koefhizientenvergleich suggeriert:

2y0+2yo =0 , yo(1)
v+ 2y +2y =0 , wi(1)
U2y + 2y =0, ya(1)

1
0
0

= yo(z) =77, ...

Schritt 2 (innere Entwicklung):

Die innere Entwicklung soll die Losung auf (0, d(¢)) approximieren.

Setze £ := £ (schnelle Variable), Y'(§) := y(c§).
Y (&) erfiillt

1 2
YY"+ =Y'+2Y =0, Y(0)=0.
9 €

Entwicklungsansatz:

Y(€) = Yo(§) +eYi(§) + 7 Ya(€) + ...

Einsetzen in (2.38) =

e Yy +2Yy] + €01, + 2V + 2Yo] + e[V + 2V, +2Vy] + - -

Koeffizientenvergleich sugeriert:

Yo' +2Yg =0, ¥(0)=0
Y/ +2Y/+2Y,=0 , Y1(0)=0
V) +2Y]4+2Y1 =0 , Y3(0)=0
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2.4 Grenzschichten fiir Navier-Stokes Gleichungen

= Yy(€) = a(1 — e™*) fiir ein a € R.
Schritt 3 (matching):

Kompatibilitdtsbedingung fiir yo und Y; fiir ¢ — 0 (Y liefert den Grenzschichtiibergang
zwischen RB an 2 = 0 und y(d(¢)); der ist aber fiir € > 0 noch unstetig):

lim Y5(€) = lirr(l)yo(x) = a=e.
z—

£E—o0

Schritt 4 (Zusammenfassung der Approximation):
o {2 w006
yo(z), =€ (0(e),1)

ist unstetig und noch keine Approximation der Ordnung O(e) an exakte Losung y (ver-
gleiche fiir (g) = e : yo(e) = €' 7%, y.(g)).
Schritt 5 (gleichméfige Approximation):

y

2z

g(x) ==Yy (f) —|—y0(x)—lirr(1) yo(z)=---=¢e <e"’” - e’?> (vgl. Taylorentw. von y.)
£ r—r
ist gleichmdflige Approxzimation (bez. x € [0,1]) der Ordnung O(e) (folgt aus Taylorent-
wicklung von . ).
Bem.: In y féllt die Summe der letzten beiden Terme fiir + — 0 weg, sowie der erste und
dritte Term fiir z — oo. Fiir kleines und groftes x erhéllt man also g(x) =~ y(z).

Bemerkung 2.29. 1) In der dufseren Entwicklung spielt ey” keine Rolle, wohl aber in
der inneren Entwicklung - wegen Umskalierung auf § = %.

2) Die néchsten Entwicklungsterme y;(z), Y1(€) sind aus den inhomogenen ODEs in
(2.37) bzw. (2.39) berechenbar.

3) Allgemeinere innere Entwicklung mit £ := % und

Y (&) = Yo (&) + €Y1 (§) + °Ya (&) + ..

Plausible Werte fiir a > 0, § > 0 findet man durch Einsetzen in ODE und Aus-
balancieren der dominanten e-Terme (d.h. kleinste e-Exponenten). Ziel: moglichst
viele solche Terme.

Yy
a=e - Yo(2)
y(x)
11 Yo(z)
innere Ent. auftere Entwicklung
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2 Strémungsmechanik

Prandtl’sche Grenzschichtgleichungen (1904)

Betrachte 2D Navier-Stokes Gleichungen {iber ebener Platte, u = (v,w)" € R?; (x,y)" €
Q:=RxR¥;sel e = 7 < 1 (aber fest):

O+ v0,v+ wov+ O,p = cAv
Ow + vO,w + woyw+ Oyp = eAw
0,0 + Oyw = 0 (2.40)
Vly=0 = wly=o =0
U(O,I,y) = U]({L‘,y); U)(O,J,’,y) = wl(xvy)

Schritt 1 (dufere Entwicklung): Ansatz (“weg von {y = 0}"):

v o= v0—|—5v1—|—52v2—|—...
2
= Wo+ EwW;+ €Wy + ...

p = potepi+eEipat...

Einsetzen in (2.40) liefert in tiefster Ordnung (¢°) die Euler Gleichungen:

8tv0 + Vo azvo + Wo 8yv0 + &Cpo =0
8two + anxw() + Wo ayw() + 0yp0 =90 (2 41)
ax’l)o + wao =0 ’
UO<O7x7y) :U[(IE,ZU); wO(vaay) :'LU[<5L',Z/)

(aber keine RB an y = 0)
Schritt 2 (innere Entwicklung):

Wir erwarten grofe Anderungen der Lésung in y-Richtung, aber nicht in z-Richtung =
Skalierungsansatz nahe bei {y = 0}:

T:=t, X:=z, Y := i, mit zu bestimmendem « > 0;
80[

V(T,X,Y) = wv(t,z,e?Y),
W(T,X,Y) = w(t,z,eY),
P(T,X,Y) = p(t,z,eY).

Einsetzen in (2.40):

OV + VOoxV + e ®WoyV + OxP = 0%V + e 7292V

OrW + VOxW + e W OyW + e @0y P = c03W + 72202 W
OxV 4+ e 20 W =0

Vly—o = Wly=0 =0

(2.42)
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2.4 Grenzschichten fiir Navier-Stokes Gleichungen

Entwicklungsansatz fir V', W, P:

= Vo+PVi4+¥PVy+ ...
Wo+ P Wy + 2 Wy + ... (2.43)
= P0+€BP1+€2BP2+...

v S <
I

mit noch zu bestimmendem S > 0.

Einsetzen in 3. Gleichung von (2.42) =

[0 Vo +P0xVi+e¥0xVa+ .. ]+ [oyWo+ "0y Wi + 0y Wa+ ... =0
Fiihrende e-Potenz ist 0y Wy; das suggeriert:

OyWy =0, Wo(T,X,0) =0, VI, X =| Wy =0.

Also ist die Vertikalgeschwindigkeit in der Grenzschichte max. von der Ordnung O(g”).

Balance der nichst hoheren e-Potenz suggeriert a = 3, also

| OxVo + 0y W1 =0. |

Einsetzen von (2.43) in 1. Gleichung von (2.42) =

OrVo+e*orVi+ .. ]+ [Vo+e*Vi+ ... ] [OxVo+e*0xVi+...]

e 0+ Wi+ ][O Vo+e* Vit +[Ox Py +e*0x P+ .. ]
=e[OiVo+e*xVi+... ]+ P [F Vo +e 05 Vi+...].

Falls 1 — 2a < 0 wiire, giibe es nur einen fithrenden Term: 9%V, = 0.

Die Wahl 1 — 2a = 0 liefert aber die maximale Anzahl fithrender Terme:

OrVo + Vo Ox Vo + W1 0y Vi + Ox Py = 03 Va,

und a = 3 = 1 liefert die Grenzschichtdicke §(g) = O(e2).

Einsetzen von (2.43) in 2. Gleichung von (2.42) =
[aTWOJrg%aTWNL...} + [Vo+e%V1+...} : [0+5%8XW1+...]
te2 [0+5%WI+...} : [0+s%8yW1+...] e [()}'F)(,)‘f‘séaypl—‘f-...}
= [0+e%8§wl+...] + [0+5%8§W1+...} .

In fithrender Ordnung gilt (Druck ist const in Y in der Grenzschichte.)

Schritt 3 (matching):
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2 Strémungsmechanik

Matching-Bedingungen:

lim Vo(T, X,Y) = lir%vo(t,x,y)
Y—

Y —oo

[0=W, =] Ylim Wo(T, X,Y) = lim w (¢, z,y)
—00 y—0

[P(T,X) =] lim Py(T,X.Y) = limpo(t, z,y)
—00 y—0

2. Zeile und Wy = 0 liefern: wy(t,z,0) =0 (D.i. typische Euler-RB wg - v = 0.)

Losungschritt 1: Lose die Euler Gleichungen (2.41) fiir vy, wg, po mit wo(t,z,0) = 0 im
Aufenbereich (fiir y > 0).

Die 3. Zeile der Kopplungsbedingungen und 0y Py = 0 liefern Py(T,X) = po(t,z,0),
VI'=t, X =ux.

Also: Druck in der Grenzschichte = Druck der Aufenstromung am Rand (y = 0).

Losungschritt 2: Mit den von Aufenstromung schon bekannten Funktionen pol,—o, vo|y=o,
16se in der Grenzschichte die Prandtl’schen Grenzschichtgleichungen (fur Vo, Wi; X € R,
0<Y < o0):

orVo + Vo Ox Vo + W1 0y Vo + Ox (poly=0) = 5V,
Voly=o = Wily=0 = 0, (aus (2.42), letzte Zeile)
lim Vo(T,X,Y) = wlt,2,0),
—00

Ox Vo + Oy W, 0, (aus (2.42), 3. Zeile)
Vo(0,X,Y) = wi(x,0), Y >0, falls u; keine Grenzschichte enthélt.

Das ist eine nichtlineare, degeneriert parabolische Gleichung fiir V; (es ‘fehlt’ der Term
0% Vh), wobei Vy und W durch eine lineare Gleichung 1. Ordnung gekoppelt sind.

Gesamte Approximation:

@<t,l’,y) = ‘/E] (tax7€%> +U0(t,I,y) - UO(t7x70>>

limy 0 vo
w(t,z,y) = wolt,z,y), (keine Korrektur der Ordnung O(°), da Wy = 0),
p(t,z,y) = polt,z,y), (da Druck =const in Y in Grenzschichte).

Ergebnis: In einer Grenzschichte der vertikalen Dicke von O(y/¢) wird die horizontale
Geschwindigkeitskomponente v, korrigiert, damit an y = 0 die Haft-RB v = 0 erfiillt
wird. Die vertikale Geschwindigkeitskomponente erfiillt als Losung der Euler Gleichungen
bereits wy(t,z,0) = 0 und muss daher nicht mehr korrigiert werden.

Referenzen: [EGK]| §6.6
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3 Elastizitatstheorie

Ziel: Modell, wie sich ein Korper unter dufserer Krafteinwirkung deformiert

3.1 Notation

e QO C R?% d = 2,3: Referenzkonfiguration = jenes Gebiet, das vom Kérper ohne
Krafteeinfluss ausgefiillt wird

e 1 € () ein Materiepunkt

e & : O — R% Deformationsfeld. Der Materiepunkt = wird durch die Deformation
nach ®(z) verschoben (Beschreibung also in Lagrange Koordinaten; ® braucht nicht
volumserhaltend sein)

° g—i € R¥4: Deformationsgradient. Wir betrachten nur orientierungserhaltende De-
formationen, also mit det 42 > 0 (z.B. keine Spiegelungen)

o u(z) = P(x) — x: Verschiebungsfeld

Wir betrachten nun die relative Langendnderung durch .

Sei Az € R? ein kleiner Abstand zwischen 2 Materiepunkten —

1®(z + Az) — @(2) > _ 52 () - Az + O(||Az|?)|)”

I(z+ Az) —zl> | Azl?
AT (22(2) " - 22(2) . Az
_(a) (ax|<|A>ll|2 Sw) Ar

Definition 3.1. Die symmetrische Matrix

00" 9P ou T/ ou
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3 Elastizitatstheorie

heifft Cauchy-Green’scher Verzerrungstensor (strain tensor) und beschreibt die lokale, re-
lative Langendnderung im Kérper.

Es gilt
C=1 < 3QcOd); beR: d(z)=Q-z+b
——
orthog. Matrizen in R%

(also gibt es bei Starrkorperbewegungen keine relative Langendnderung).

Definition 3.2. Die symmetrische Matrix

1 1 /ou" Ou Ou' Ou
pegie-n=5(5 “qta )

heifit Green’sche Verzerrungstensor und verschwindet bei diesen Starrkorperbewegungen
(und ist quadratisch in u).
Die Matrix

1 T
€= 5 (% + % ) ~ FE  (fir kleine Variationen der Verschiebung)

heifst linearisierter Verzerrungstensor.

3.2 Hyperelastische Materialien

Ein Korper wird unter Krafteinwirkung deformiert. Die verrichtete Arbeit wird als Defor-
mationsenergie gespeichert. Ein elastischer Korper gibt diese Energie bei Wegnahme der
Kraft vollstandig zuriick. Ein Material heiltt hyperelastisch, falls die Deformationsenergie
punktweise vom Cauchy-Green’schen Verzerrungstensor C' abhéngt:

Eay = [ W(C@)

mit der Energiedichte W : {A € R™>*?| A= AT} - R

(bzw. allgemeiner W (z, C') fiir inhomogene Materialien).

Bsp: Gummi (isotrop; lineare Elastizitidt wére dabei zu ungenau)

Wir betrachten nur isotrope Materialien, d.h. Materialeigenschaften in alle Richtungen

gleich = W ist invariant unter (Starrkorper-) Drehungen = W(E) := W (I + 2E) hiingt

=C
nur von Sp E, Sp(E?) (fiir d = 2) und fiir d = 3 zusitzlich det E' ab. Herleitung analog
zum Beweis der Form vom viskosen Spannungstensor o (%) in §2.2: F symmetrisch, also

diagonalisierbar — W héngt nur von seinen Eigenwerten ab.
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3.3 Variationsformulierung

Lemma 3.3 (Hooke’sches Gesetz). Sei E' = 0 ein lokales Minimum von W mit (0.B.d.A.)
W(0) = 0. Dann gilt in quadratischer Ndherung

1
W(E) = SA(Sp E)* + i Sp(E?),
mit den Lamé-Konstanten \,pn € R (vgl. (2.6): 0 = N(divu)l 4+ 2uD).

Beweis (fir d =3).
Sei W(E)=W(SpE, Sp(E?), det E) mit W :R®— R.

kubisch in E

Ist E = 0 lokales Minimum von W, so gilt mit Taylor

~ “ 1 N ~
W(E) =W(0,0,0)+0,W(0,0,0) Sp E+= 0?W(0,0,0)(Sp E)?+0,W (0,0, 0) Sp(E*)+O(|| E||*).
AN 4 o 7 -

;'0 ;'0 =:\ =

Bem: Hooke’sches Gesetz entspricht linearem Materialgesetz (vgl. Kraft-Dehnungsrelations
in Feder)

3.3 Variationsformulierung

Sei 092 = I'p UT'y (Dirichlet- bzw. Neumann-Rand). Der Korper sei an I'p fest einge-
spannt, und auf I'y wirke eine duftere Oberflaichenkraft b. Weiters wirke auf {2 eine Vo-
lumskraft f, z.B. Gravitation. Die von den Kréften verursachte Verschiebung u impliziert
eine Gesamtenergie

I'n

Eyea(u) = / W(C(u()))dz — / foude — / b udS (3.2)
R S

Deformationsenergie Arbeit Arbeit
der Volumskraft  der Oberflichenkraft

Bem: Integrationsgebiet €2 ... undeformierte Referenzkonfiguration

Ziel: finde Gleichung fiir gesuchte Verschiebung v — durch Minimierung von E.(u).

Zuléssige Verschiebungen erfiillen u|p, = 0.

Sei v die minimierende Verschiebung und v eine weitere zuléssige Verschiebung, also
’U|r p — 0.
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3 Elastizitatstheorie

=V :R =R, U(t) := Eys(u+tv) hat an t = 0 ein Minimum, also

ozqmm:/{%%cwﬂ:ﬁ%@ym—/ﬂum—/nu%' (3.3)

—_—— —— I'n
_ oW dxd dxd
_WUGR X eR

V zuldssigen v = liefert Minimalitédtsbedingung fiir w.
U'(0) =: 0Eges(u,v) ... erste Variation von Ey.s an u in Richtung v
Notation:

e A:B =}, Aj;By= Sp(AT-B) ... Frobenius-Skalarprodukt fiir (reele) Matrizen.

° (%)zj - (%)

e (divA); =>;0,,4; ... Divergenz einer Matrixfunktion A(z) ist ein Vektorfeld.

Erste Variation von F(u) := [, f-udax:

aw,  d
Ey_a/ﬁwﬂmm_/ﬁwx/
Q Q

néchstes Ziel: Darstellung von 9% (C) : 9 (v).

e V (kleinen) symmetrischen Matrizen A € R4

Tallor d_W
N dC

W(C + A) W(C) + [ (C)} A+ 0(||A]17)

Die Matrix ¥ := 2%(0) heifst 2. Piola-Kirchhoff ’scher Spannungstensor mit ¥;; = 25&;.

Da C' symmetrisch ist, ist ¥ symmetrisch; hangt i.A. von g—; ab.

oV (kleinen) ¢t > 0: C(u+tv) = C(u) + L (v)t + O(t?)

oz oz
ox or Oz oz

= o (v) = (% + I)T : g—z + %T . (g—z + 1) ... Richtungsableit. von C' an u in Richtung v

.
Laut (3.1): C(u+tv) = (%+t@+[> . <@+t@+l>
x

= C(u) +t +0(t)
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3.4 Linearisierte Elastizitatstheorie

dWw dC'
. Aus ( frvde+ [ b-vdS = [—(C)} l (v )} dz
o | Fg [ [l [
T (9'0 v’ [Ou
E [ —f—% (%—FI) dx
Esymm T ov (** ou ov
e [( ) a—]d [1(5+1) =) g
Q Q

Gglﬁ_g/div<(g—x+f> .z) ~vdx+/{(%+1> ~E-n} ~vdS

'y
V zuldssigen v und duferem Normalvektor n.
(¥) mit AT . BT = A B; (%) mit A:(B-C)=(B"-A):C

= Gleichung auch fiir Integranden =
o Gleichungen der Elastizititstheorie (fir g—z und ¥ =X (g—;)):

—div((&+1)-%) = fin Q (3.4)
(g—z+])-2-n =) auf I'y '

Das sind die Euler-Lagrange Gleichungen von Eg., in (3.2).

Aus 2% und ulr,, = 0 erhilt man u(z), Va € Q.

3.4 Linearisierte Elastizitatstheorie

Annahmen:

e kleine Verschiebungen w
e kleine Verzerrung, £ ~ €

e Es gilt das Hooke’sche Gesetz: W (C) = 5(Spe)? + p ¢€: ¢

= Minimierungsproblem: Finde zuléssige Verschiebung u (also mit u|r, = 0), so dass

Eges(u) = /(%(Spe)Q—kue : e—f-u) dx—/b-udS — min, (3.5)

Q 'y

mit e(u) = 3 (% + %T>. Weitere Annahme: A\ p >0
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3 Elastizitatstheorie

Notation:

a(u,v) =

2 (Sp () (Spe(v) + pee(w) : e(v)
———

=divu
tw) = [ frude+ [b-uds

'y

D B

also: J(u) := a(u,u) —l(u) — min

néchstes Ziel: Bilinearform a ist koerziv auf “Raum der zuléssigen Verschiebungen” H}, :=
{ue (HY(Q)*: ulr, =0}.

Lemma 3.4 (Korn’sche Ungleichung). Sei Q) beschrinktes Gebiet mit stiickweise glattem
Rand, und pg—1(I'p) > 0. = Jc >0 mit

d
/e(u) e(u)de > cZ HuiH?P(Q) Yu € H}, . (3.6)
i=1

Q

Beweis. (hier nur fiir u glatt mit u|gg = 0)

Es gilt die Formel

2¢(u) @ e(u) — % % — (divu)® = div (% u — (divu) u) :

. ou Ou L9 B . [ Ou )

= /Qe(u) e(u) — % 9 (divu)” dz = /le (8:1: u — (divu) u) dz
Q 0

ngg/ (% u — (divu) u> -ndS =0, da ulsggo=0. (3.7)

o0

Aus (3.7), Poincaré Ungleichung fiir u;:

8u ou
2/6(u) re(u)dr > [ o= o, dr = Z 1Vl 1720 = sz il 51 gy

Q Q

mit Konstanten ¢, > 0.

fiir Beweis-Erweiterung: Poincaré Ungleichung gilt auch fiir (glatte) u, die nur an einem
Randpunkt verschwinden. |

Bem: Fiir d = 1 entspricht (3.6) der Poincaré-Ungleichung. Fiir d > 1 ist (3.6) aber nicht-

trivial, da links nur der symmetrische Teil von 2%, also i (

Buz au j
oz +

oz

) vorkommt, aber
nicht alle Ableitungen separat.
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3.4 Linearisierte Elastizitatstheorie

Satz 3.5. Sei f € L?(Q), b € L*(T'y). Unter den Voraussetzungen von Lemma 3.4 gilt :

E,es in (3.5) hat eindeutigen Minimierer u € HJ,.

Beweis. Die (symmetrische) BLF a ist auf H}, stetig und koerziv (wegen Korn Unglei-
chung). Fiir Minimum muss (die schwache Formulierung) gelten:

0= §Eyes(u,v) = 2a(u,v) —I(v), Vv € Hyp,.
Behauptung folgt aus Lemma von Lax-Milgram. |

[vgl.: Der Minimierer von 3||Vul7. — [, fudz erfilllt —Au = f ]

Analog zur Herleitung von (3.4) erhdlt man die linearen Gleichungen der statischen Elas-
tizitatstheorie als Euler-Lagrange Gleichungen von (3.5):

{_/\V(divu)—Zudiv(e(U)) =f Q (3.8)

(Adivu+2ug—g)-n =0b, I'y

Das ist ein lineares PDE-System 2. Ordnung fiir u.

Referenzen: [EGK] §5.10, §6.1.9, [Scho] §1,82
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4 Diffusionsfilter in der
Bildverarbeitung

Diffusionsfilter sind
e optischer Linsenvorsatz fiir fotographische Spezialeffekte — Weichzeichner, Softener;

e softwaremékige, digitale Bild(nach)bearbeitung, z.B. “Gaussian blur” (Weichzeich-
ner) in Photoshop.

Anwendung/Ziele: Glattung von verrauschten Bildern, Weichzeichnung von zu scharfen
(“harten”) Fotos, Bildschirfung, Kantenerkennung (z.B. fiir Bildsegmentierung)

Betrachten hier nur schwarz-weiff Bilder mit Grauskala f(z) € [0,1],z € Q C R?. Reale
Anwendung: f diskret (Pixel) auf beschrénktem Gebiet.

Hier nur Q = R? um keine Probleme mit Randbedingungen zu haben. Ferner sei f €
LY (R?) N L>=(R?).

4.1 lineare Diffusionsfilter

einfachste Bildglattung durch Faltung mit 2D-Gauf-Funktion

1 |z]”
Kole) = ora? P ( 202>

mit Standardabweichung (“Breite”) o > 0:

(Kyx f)(x /K x—y)f(y)dy (4.1)

Auswirkungen:

e Da K, € C*(R?) = K, x f € C*(R?), auch fir f € L'(R?).

e Im Frequenzbereich:

Ko+ f(w) = Ko(w) - () (4.2)

i = 1 = [
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4 Diffusionsfilter in der Bildverarbeitung

Da K,(w) = 2mexp “2/0? ;
o

(4.1) ist Tiefpafs-Filter, der hohe (Orts)Frequenzen (monoton) ddmpft = Kan-
tenglattung, Entrauschung

Aquivalenz zu linearem Diffusionsfilter:

{ut =Au , z€R*t>0 (4.3)

u(z,0) = f(x) , fe L'Y(R?)nNL®R?

hat die eindeutige Losung (z.B. unter der Annahme eines Gaufs’schen Abklingens von u
fir |z| — 00):

f(l‘) ) =0

u(x’t):th:{(Km*f)(x) >0,

{T}|t > 0} ...Evolutionshalbgruppe der Diffusionsgleichung

Also: Zeit t entspricht der (Orts)Breite v/2¢ der Gauk-Funktion; Glittung von Bildstruk-
turen bis zur Ordnung o entspricht Stoppzeit T = 02 /2 des Diffusionsprozesses.

Maximum-Minimum-Prinzip:

inf f < u(z,t) <supf aufR? x [0,00)
R2 R2

e Bilder beinhalten typischerweise Strukturen auf einer grofen Bandbreite von Skalen
(z.B. Portraitfoto mit Auflésung jeder einzelnen Hautpore)

e Oft ist es a-priori unklar, welche Skala die “gewiinschte Information” darstellt. =
Es ist wiinschenswert, die Bilddarstellung auf verschiedenen Skalen zu haben.

e Ausgangsbild f wird eingebettet in Evolutionsprozel bzw. Skala von gegldtteten /vereinfachten
Bildern {u(x,t)|t > 0}.

o u(z,t) =3 0 (gleichmiRig auf beschrinkten Gebieten)
= Immer mehr Bildstruktur geht verloren. = Nur “kleines” ¢ praktisch relevant.

e Ein Bild kann nur als Reprisentant einer Aquivalenzklasse betrachtet werden, die
alle Bilder desselben Objekts inkludiert. Unterschied zwischen 2 Bildern einer Klasse
z.B. durch Grauwert-Verschiebung, Translation, Rotation, ...

Numerische Aspekte:

e Diskrete Versionen der Faltung (4.1), Multiplikation (4.2) im Frequenzbereich (mit-
tels FF'T) und Diskretisierungen der Diffusionsgleichung sind nicht dquivalent.

e Bei dieser Anwendung meist explizite Finite-Differenzen-Schemata fiir (4.3).
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4.2 nichtlineare Diffusionsfilter

Abbildung 4.1: verrauschtes Original f, Diffusionsgliattung mit mean-curvature-
Gleichung, Gaufsche Diffusionsglattung, Diffusionsglattung mit ani-
sotroper Diffusion orthogonal zu den Kanten [Ma]

Nachteile der linearen Gauf-Filterung:

a) Isotropische Diffusion glattet Rauschen, aber auch Bildstrukturen (z.B. Kanten).
Lokale Diffusion orthogonal zu Kanten ist unerwiinscht.

b) Lineare Diffusionsfilter verschieben “Kanten” bei Ubergang von feinen zu groben
Bildskalen (d.h. fiir groferes ).

¢) Topologie von Konturenlinien kann sich d&ndern (in 2D), z.B. Aufsplitten in 2 Kon-
turenlinien bei Ubergang zu groberen Skalen.

d) Glattung kommutiert nicht mit (nichtlinearen, monotonen) Abbildungen F, die den
Kontrast éndern oder Grauwert verschieben: Ty (F(f)) # F(T:f)

(a), (b) kann mit nichtlinearen Diffusionsfiltern verbessert werden; (c), (d) mit morpho-
logischen Gleichungen.

Referenzen: [We| §1.1, [Ma] §10

4.2 nichtlineare Diffusionsfilter

Ziel:
e nichtlineare PDGI. als verbessertes Modell zu (4.3);

Bildskala {Tf ‘ t > 0} wird weiterhin durch eine Evolutionshalbgruppe {7} ‘ t>0}
dargestellt.

e Verwendung einer skalaren Diffusivitédt, die von lokalen Eigenschaften des Bilds
abhangt.

e Erweiterung zu adaptiven Diffusionsmatrizen fiir anisotrope Diffusionsfilter
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4 Diffusionsfilter in der Bildverarbeitung

4.2.1 das Perona-Malik Modell

Modell:
skalare Diffusivitit ¢g(|Vu|?) > 0 mit

S§—00

g(s) v ; 9(0)=1, g(s) —0

z.B.

1
14 s2/02

(mit Parameter A > 0) (4.4)
u, — div(g(|Vul))Vu) = 0 ;2 eR%¢>0
u(z,0) = f(x)

Motivation: wenig Diffusion bei Kanten, da dort |Vu(x)| grok.
Kantenverscharfung;:

1D-Variante von (4.5) mit Flussfunktion ®(s) := sg(s?):

up = 0 (P(uy)) = D' (uy) s (4.6)

Fiir g aus (4.4) gilt:

®'(u,) > 0 fur |u,| < X = (4.6) ist vorwdrts parabolisch,
®'(u,) < 0 fiir |ug| > A = (4.6) ist rickwdrts parabolisch
(d.h. Indiz fiir Schlechtgestelltheit von (4.6)).

A ist ein Kontrastparameter:
Fiir |u,| < A (wenig lokaler Kontrast): Glattung;

fiir |u,| > A (viel lokaler Kontrast): Kantenverschéarfung (fiir “kurze Zeit”, dann wachsende
Oszillationen).

Wir betrachten nun das lokale Verhalten (in # und ¢) der Kantenverschirfung:

u(-,t)

: x
o
Kantenposition fiir eine “gegléttete Kante”
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4.2 nichtlineare Diffusionsfilter

Fiir eine “geglittete Kante” definieren wir die Kantenposition zq (zur Zeit t) als Wende-
punkt (“inflection point”) von u, also als Maximum von u2. Also gilt: (u,ti,) (7o) = 0 (mit
Uz (o) # 0) und (Uptize,) () < 0.

Berechne 9;(u?)(xo,t):

(?t(ui) = QU Uy (46)

2u, D" (uy) 2, +2®(uy) Upllyee > 0 an (xg,t) genau fiir & (u,) < 0,
~~~ ~——

=0 an (zo,t) <0 an (zo,t)

also genau fiir |u,| > A. Dann also zeitliches Wachstum von |u,(zo)|, d.h. Kantenschér-
fung.

2D-Gleichung (4.5): Einfiithren von (lokalen) Koordinaten &, n tangential bzw. orthogonal
zu den Niveaulinien von u =

9%u

w=g([Vul) Do, +¢/(VuP)2V 0 g - Vu= g ul) uge + (Val) iy, (47)
=uggtuny ~ =|V;T2U >0 cR

®(s) = g(s°) + 25°¢/(s"),
also vorwérts Diffusion entlang der Niveaulinien (z.B. parallel zu Kanten) und vorwérts/riickwérts
Diffusion (je nach Vorzeichen von ®’) orthogonal dazu.

Ergebnis:
e Glidttung von kleinen Fluktuationen (fiir |Vu| klein),
e Kantenverschirfung (orthogonal zu Kanten) (fiir |Vu| grof);

e PM-Filter funktionieren praktisch (d.h. numerisch) sehr gut (obwohl “tendentiell”
schlecht gestellt, was aber bisher nicht bewiesen ist).

Begriindung: numerische Schemata liefern eine “implizite” Regularisierung/Stabilisierung
(verschwindet aber fiir feiner werdende Gitter).

e Nachteil: Rauschen (mit |Vu| grof) wird als “Kante” missinterpretiert = wird er-
halten oder gar verstérkt.

systematischer Ausweg durch folgende Regularisierung...

Referenzen: [We| §1.2, [Ma] §10, [TE]
4.2.2 regularisiertes Perona-Malik Modell
Ersetze Diffusivitit g(|Vul?) in (4.5) durch g(|Vu,|?) =: a(z) mit u, == K, *u =

{ up = div(g(|Vu,[*)Vu), ¢ >0, (4.8)

u(z,0) = f(x).
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4 Diffusionsfilter in der Bildverarbeitung

o > 0 ist ein weiterer Skalenparameter: Rauschen auf Léngenskala kleiner als o wird
geglittet.

Betrachte (4.8) auf Q := (0,a1) x (0,a2) mit “Spiegelungsfortsetzung” von f‘Q auf R?
(notig zur Definition von u,).

Satz 4.1. Sei f € L™(Q2). = (4.8) hat eine eindeutige distributionelle Losung u(x,t) mit:
u € C([0,00); L*(2)) N L2 (0, 00; H(2)) N C>° (2 x (0, 00)),

O € L2 (0, 00; H*(Q)).

loc

Fir a < f <b erfillt w das Minimum/Mazimum-Prinzip:

a<u(z,t)<b VreQt>D0.

Beweis-Idee.  a) Existenz mit Schauder’schem Fixpunktsatz fiir Abbildung: v — w =:
d

Uw) in W(0,T) := {w, d—lf € L2(0,T;H1(Q))} fiir festes 7' > 0. w 16st die lineare

Gleichung

{ w; = div(g(|Vo,[)) V), t > 0 (4.9)

w(z,0) = f(z)

b) Regularitit mit “bootstrapping” Argument; d.h. aus u(t) € H'(Q) V¢t > 0 folgt
u(t) € H*(Q) Vt > 0, usw.

c) Eindeutigkeit & stetige Abhéngigkeit von AB durch Gronwall Lemma fiir Differenz
zweier Losungen.

d) Minimum/Maximum-Prinzip mit Abschneidemethode.

Details: [CLMC], Th. 2.1 in [We| |

Bemerkung 4.2. 1) Iteration von (4.9) konvergiert in C'([0,T]; L*(Q2)) VT > 0 (siehe
[CLMC)).

2) mogliche Diskretisierung von (4.8): finite Differenzen; g(|Vu,|?) explizit, Rest im-
plizit in der Zeit [CLMC].

regelmébiges Gitter (ih, jh, nAt),

1
h= 570 <6 < Nt Luly = ulih, jhnAt)

Sei aff; = g(|VK, * ul|?)(ih, jh,nAt).
Diskretisierung von 0., (a(x)u,,) an (ih, jh,nAt):

1

2h2 [y + i )iy —ui ) — (afy + iy ) (i = wil))]
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4.2 nichtlineare Diffusionsfilter

analog fir 0., (a(x)u,,).

— semi-implizites Schema:

uf“rl —ur.
2] %) n+1 n+1
A, + Oé -+ ol + OZ u,
At 2h2 ( ) Uy 1,7 ( 7,7—1 ) i,7—1
1 1
+ (04 + aiyy ])u?jl,j + (O‘ + oy g+1)UZ;r+1
n n+l| _
- i,j i,j—1 i+1 i,5+1 — Y
(4aj; + oy + oy +adyy  +aly g ul 0

AB: W, = f(ih,jh), 1<i,j<N

Neumann-RB:  u{" = uf{', ul ' = uf Y, 0<i<N+1,
ugtt = u ot = it 0<j<N+1
n+l u™
gesamte Struktur: NI + Ap(u™)u" = 0. Also ist folgendes lineares Glei-

chungssystem zu l6sen:
(I + AtA,(u")u"™ =u", n >0,

mit Ay, block-tridiagonal, positive definit = I + AtAy(u") invertierbar.

Invarianzen:
Sei {T},t > 0} die Losungshalbgruppe von (4.8).

a) Grauwert-Verschiebung:

Diffusivitit ¢g(|Vu,|?) hiingt nur von Vu, aber nicht von u ab. =

T7,(0)0=0 , t>0
T,(f+C)=T/(f)+C , Vt>0;YCeR
Auf beschrinkten Gebieten werden dazu auch die homogenen Neumann-RBen be-
notigt.
b) Kontrastinversion:
9(| = Vue[*) = g(|Vue|?)
= T(=f)=-Ti(f) vt=0

c¢) mittlerer Grauwert:

= |Q|/f dx—ﬁ/ fide t>0 (4.10)
folgt aus Divergenzform von (4.8) und homogener Neumann-RB (vgl. Spiegelungs-
fortsetzung).
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4 Diffusionsfilter in der Bildverarbeitung

d) Translations-, Rotationsinvarianz fiir = R

Informationsreduktion fir ¢ > 0:

Lokale Extrema von u werden in (4.8) nicht verstérkt:

Satz 4.3. Sei xy € Q) ein lokales Extremum von u(-,ty), fir ein ty > 0. =
ug(xo, to) <0 falls xg lokales Mazimum,

ug(xo,to) >0 falls xg lokales Minimum.

Beweis. Sei xg lokales Maximum, also V,u(zo,ty) = 0, Ayu(xo, ty) < 0.

An (xg, 1) gilt mit (4.8):

Uy = g(|VuU|2) Au +V(g(|VuU|2)) - Vu <0.

Konvergenz der Losung u aus (4.8) gegen mittleren Grauwert pu:
Satz 4.4. Sei f € L>(2), Q= (0,a1) x (0, as).

= |Ju(t) — pllp) < Ce™ 1< p<oo,t>0,
mit C, X\ hingen von 0, p, || flle ab.

Beweis. e(z,t) := u(z,t) — p erfiillt auch (4.8).

Laut Maximumsprinzip in Satz 4.1:

le()|| o) < Il fllzoo@) + |l VE > 0. (4.11)

= Ve, (t) = (VK,) % e(t) erfiillt (mit Young Ungleichung fiir Faltung):
(4.11)
IVeu(Olmor < IVKo el < Ci W0

= v > 0 mit g(|Ve,(z,t)]*) >v Vt>0,Vz € Q.
Zunéachst Bew. fiir p = 2: Aus (4.8) fiir e(t) folgt mit Ve - n|89 =0:

/eetdx _ /ediv(g(|V60|2)Ve)dx _ —/|Ve|zg(|VeU|2)dx,
Q Q Q >v

also

1d
S le®liz0 < —vIVe®llizg . t>0.
2dt
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4.2 nichtlineare Diffusionsfilter

Fir ¢t > 0 fest: e(t) € C“(ﬁ),/e(w,t)dx =0 (wegen (4.10)) = Jz € Q mit e(zo,t) = 0.

Q
Laut Poincaré Ungleichung mit Cy = C5(€2) > 0:

le() 1220y < CallVe()|F2q) V>0,

also
d 2 —1 2
le®llzae) < 200 le)llz20) 1t 20.
= (mit Gronwall Lemma) |le(t)||r2q) < e”’C;ltHf — 2 ,t>0. (4.12)

Daraus folgt auch das Resultat fiir ||e(t)|| o) mit 1 < p < 2, da L*(Q2) C LP(2). Ergebnis
fiir 2 < p < oo folgt aus (4.11) und (4.12) durch Interpolation (Hélder Ungleichung). W

Referenzen: [We| §1.2, 2.3-4

4.2.3 anisotrope Diffusionsfilter

e bisher nur skalare, also isotrope Diffusivitat in u; = div(®(Vu)); Fluss

j=—®(Vu) = —¢(|Vul*)Vu immer || zu Vu

e vgl. PM-Modell umgeschrieben in lokalen Koordinaten (£ tangential,  orthogonal
zu Niveaulinien (“level curves”) von u):
ue = g(IVul* uge + @' (Vau)uy,
e ein effizientes anisotropes Diffusionsmodell: Diffusion nur tangential zu Niveaulinien

(d.h. || zu Kanten)

Bsp: mittlerer-Kriimmungsfilter:

linearer Diffusionsfilter in lokalen Koordinaten:
Up = Ugg + Upy

anisotropes Analogon (mit Diffusion nur tangential zu Niveaulinien):

= t>0

e = tee ’ (4.13)
u(z,0) = f(z)

D.i. nichtlineare degenerierte parabolische Gleichung; in lokalen Koordinaten lautet die

e ) 10
Diffusionsmatrix A = ( 00 )
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4 Diffusionsfilter in der Bildverarbeitung

Riicktransformation auf x = (1, z3)-Koordinaten liefert (mittlere-) Kriimmungsgleichung
(“mean curvature equation”):

1L, N\T . 0%u 1 2 2
(Viu)' -5 - Vou ug g ey — 2Ugy Ugy Usy g + Ui Ugary

U = T2 = E—y (vgl. mit (4.7))
Vu
= div| =— |- 4.14
|Vu| div < \Vu\) (4.14)
k(z,t) = div ~u) (mittlere) Kriimmung der Niveaulinie von u(-,t) durch x.

Satz 4.5 (Alvarez-Lions-Morel, STAM J. Numer. Anal., 1992). Sei f beschrinkt, gleich-
mdfig stetig auf R%. =

(4.14) hat eindeutige Viskositétslosung u(x,t) auf R? x [0,00). Sie erfillt ein Maz/Min-
Prinzip:

inf f <wu(x,t) <supf.
R2 R2

Lésung ist L*®-stabil, d.h. fir 2 Losungen uy 2(t) mit ABen f o gilt:

lur(t) — ua(t)|| Loy < [ f1 — fallLoom2) Vi=>0

Bem: vage Motivation der Viskositétslosung: Da (4.13) degeneriert parabolisch, betrachte
up = Uge + €Au, € — 0 (préziser Begriff sehr technisch).

Umformulierung von (4.14) als Transportgleichung:

ur + Kz, t)n(z,t) - Vu = 0; (4.15)
mit
Vu(z,t
n(z,t) == _ Vula,t) ... Einheitsnormalvektor auf Niveaulinie von u(-, t)
[Vu(z, t)]

(nichtlinear, da k,n von u abhéngen!)

Losung von (4.15) mit Charakteristiken-Methode:

u = const entlang der Charakteristiken, gegeben durch @ = k(z,t)n(z,t).
Ergebnis:

e Bewegungsgeschwindigkeit der Niveaulinien proportional zur lokalen Kriimmung;
in Richtung von fallendem u

e Glattung durch Angleichung der Kriimmung jeder Niveaulinie:

Jede Niveaulinie verédndert sich asymptotisch zu einem Kreis und kollabiert in end-
licher Zeit in einem Punkt.
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4.3 Kantenschéarfung, Schock Filter

RN

/ RN
/\ U9
KRN (51

Abbildung 4.2: Niveaulinien von u (zu einer festen Zeit ¢ mit u; < us < ug); sie bewegen
sich auseinander.

us

e (4.15) kann Kontrast nicht verstirken:

Referenzen: [We| §1.2.3, 1.4-5, [Ma|§10

4.3 Kantenscharfung, Schock Filter

entgegengesetzte Prozesse:
o Glattung, Weichzeichnung (“blur”)
e Schirfung, Hartzeichnung (“deblur”)
1D-Situation:

u S
1 1
Schérfung?
/\
x x
~_
Glattung
-1 —1

Ziel: finde eine PDGI fiir Bildschéarfung als “Zeit”-Evolutionsprozess

Beispiel 4.6. Sei f(z) = cos(z).

Konklusion:
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4 Diffusionsfilter in der Bildverarbeitung

b ue>0 | 4w <0 | <0 | ua>0
iumm<0 Eumm<0 E um>0fumm>0

Abbildung 4.3: gewiinschte Kantenscharfung in 1D, [AK]

e Bewegungsrichtung der 1D-“Niveaupunkte” u(z,t) von sign|u,(z, t)u,,(z,t)] abhén-
gig.

o fiir u,(z,t) =0 oder uy,(z,t) = 0: keine Bewegung gewtinscht

Modellvorschlag (in 1D): “Schock Filter” von Osher & Rudin:

{ U = — sign(uwum)uz = _|uz| Sign(uzz)v T € R’ t>0 (416)

u(z,0) = f(x)

D.i. Transportgleichung mit Geschwindigkeit 1, z.B. im Gebiet mit u,(x,t) > 0, g, (x,t) >
0: us + u, = 0. Insgesamt ist die Gleichung aber voll nichtlinear.

Vorstudie eines vereinfachten Modells:
Bei obigem Beispiel dndern sich die lokale Konvexitdt/Konkavitdt der Losung ndmlich
nicht.

up = —|ug|sign(fez),r € Rt >0 (4.17)
u(z,0) = f(x) := cos(x)
1. Fall: betrachte (4.17) auf (—%,Z) x RT
—sign(for) = =1 = up = |uy (D.i. eine Hamilton-Jacobi Gleichung.)

Losung mit Charakteristikenmethode:

cos(x +1t) , —5 <<t
u(z,t) =< 1 . t> x|
cos(x —t) , t<x<F

Das ist eine Verdinnungswelle, analog zu §1.2; schwache Losung nur eindeutig, wenn
Stetigkeit verlangt wird.
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4.3 Kantenschéarfung, Schock Filter

! t
(zunéchst) keine |
Charakteristiken

u = cos(x +t) — -

I\\ /iiu:cos(x—t)

s s
2 0 2

2. Fall: betrachte (4.17) auf (Z,%F) x Rt
—sign(fo) =1 = w = —|uy

analoge Verdiinnungswelle:

cos(x+1t) , F<x<m—t
u(z,t) = ¢ —1 , t>|x—m|
cos(zx —t) , t+m<az<

Gesamte Losung von (4.17) durch periodische Fortsetzung;

hat Schocks an x = (2k + 1)3,k € Z:

Schock t Schock Schock

3
2

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
s
2

oy
S

u = cos(x +t) u = cos(x —t)

Fir t > 2 :u(z,t) = (—1)* fiir 2k — 1) <z < (2k +1)Z. = (4.17) schirft die Kanten
bis zu perfekter Stufenfunktion (in endlicher Zeit!) mit Spriingen, wo f,, = 0.
Informationsgewinn (da Schérfung) scheinbar méglich, da Einschrénkung aufu € {—1, 1}.
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4 Diffusionsfilter in der Bildverarbeitung

Abbildung 4.4: u(-,t) firt =0,...,%

Verallgemeinerung des “Schock Filters” (4.16):

U = —|ug|Fugg), z € RjE >0 (4.18)
u(x,0) = f(x)
mit ' € Lip(R) und F(0) = 0;sign(s)F(s) >0, Vs # 0.
z.B. mit F(s) = s:
Up = —|Ug|Upy = —(Ugy sign(ug))u,, = € R E>0. (4.19)

D.i. Transportgleichung mit lokaler Ausbreitungsgeschwindigkeit c(x,t) = sign(u,)uy,.

Kantenpositionen z( seien definiert als Maxima von ui = Uy (29) = 0, Uy, dndert an zg
Vorzeichen.

= Vorzeichenwechsel von c¢(z) ist “Detektor” fiir Kanten (und Extrema von u).

(4.19) ist schlecht gestellt (riickwérts parabolisch!), funktioniert aber numerisch sehr gut
(Grund noch unklar).

Vermutung 4.7 (Osher-Rudin, 1990). Sei f € C(R). = (4.18) hat eindeutige Losung
mit Spriingen (fiir ¢ > 0) nur an Wendepunkten von f(z). Die Totalvariation von u(.,)
ist konstant in ¢, ebenso Positionen und Werte der lokalen Extrema.

2D-Verallgemeinerung:

uy = —|Vu|F(Au), z€R? t>0;

z.B. mit F(s) := sign(s).

Referenzen: [AK] §3.3.3, [Mal§10
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5 Musterbildung/Reaktions-
Diffusionsgleichungen

Beispiele fiir Musterbildungsprozesse:
e in chemischen Reaktionen, z.B. Spiralwellen

e 2-Phasen-Gemische von Fliissigkeiten, z.B. “fingering” in Ol-Wasser-Strémung in
porosem Medium

e in Biologie: Blatterstrukturen, Tierfelle (“animal coat”), ...

in Biologie: nur “Rezept” fiir Musterbildungsprozess ist genetisch “gespeichert”; aber nicht
das eigentliche Muster.

Ziel: (nichtlineare) mathematische Modelle (z.B. parabolische PDGI’s), die “solche” Muster
hervorbringen — als moglicher Mechanismus zur Musterbildung.

5.1 Reaktions-Diffusionsgleichungen

Herleitung:

c(z,t) ... (skalare) Dichtefunktion einer Substanz; r € R?
J(c,z,t) ... Flussfunktion
f(e,z,t) ... Produktionsrate der Substanz

Bilanzgleichung im Gebiet 2 C R3:

d
c(x,t)de=— [ J-vds+ | f(c,z,t)dx
/ Q/

dt
Q 09
Div.
Satz /(— divJ + f)dz
Q
Q) beliebig =
¢t +divJ = f(c,x,t) (5.1)

klassische Diffusion: J = —DV¢; hier nur D = const.

Verallgemeinerung auf mehrere interagierende Spezies oder Chemikalien ¢;(x,t);i = 1,...,m.
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5 Musterbildung/Reaktions-Diffusionsgleichungen

Produktions-/Reaktionsrate hier nur f = f(c¢) € R™ (nichtlinear!):
¢ = f(c) + DAc. (5.2)

hier: 0 < D = konstante Diagonalmatrix; also keine Kreuz-Diffusion.

Referenzen: [Mu] §9.2

5.2 Turing Mechanismus

sei m = 2; ¢ = (u,v)", nach geeigneter Skalierung (Orts-Skalenparameter v > 0,d > 0):

{ u = vf(u,v) + Au (5.3)

vy = vg9(u,v) + dAv

Turing Mechanismus:

1. Sei (ug,vo)" € R? ein rdumlich homogener, asymptotisch stabiler Stationirpunkt
von

up = vf(u,v), vy = vg(u,v). (5.4)

2. Fiir geeignete f, g und 1 # d gilt: (5.3) ist an (ug,vg)" linear instabil, obwohl Diffu-
sion “normalerweise” stabilisiert.

= Aus kleinen Storungen des homogenem Stationdrzustandes kénnen in der Zeitevolu-
tion rdumlich inhomogene Muster entstehen: “reguldres” (aber typischerweise nicht per-
fekt periodisches) Muster als Stationérzusténde uoo(z) = limy_,o u(z,t) bzw. vo(x) =
limy o v(z,t). Diese sind nicht eindeutig!

Betrachte (5.3) auf Q C R? mit RB:

ou Ov

_— =2 — = Q

5~ o 0, €00,
d.h. 0-Fluss-RB um selbstorganisierte Muster (ohne RB-Effekt!) zu erméglichen.
AB: u(z,0),v(x,0) geg.

Definition 5.1 (linearisierte asymptotische Stabilitat). Fiir ein automomes, dynamisches
System y' = F(y) heifst yo € R™ ein linearisiert asymptotisch stabiler Stationarpunkt,
falls F(yo) = 0 und fir alle Eigenwerte von %—g(yo) gilt: Re(\;) < 0. Falls es einen

FEigenwert mit Re(\;) > 0 gibt, heifit yo linearisiert instabiler Stationdrpunkt.
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5.2 'Turing Mechanismus

Der Fall Re(\;) = 0 wird hier nicht erfasst, da er keine Stabilitdtsaussage tiber das nicht-
lineare System zulésst.

Bedingung fiir Diffusions-getriebene Instabilitét:

Lemma 5.2. (ug,v9)" € R? ist linear asymptotisch stabiler Stationdrpunkt von (5.4) <

f(uo, Uo) = g(UO, Uo) =0,
fut 9ol g < 0 (5.5)
fugv - fvgul > O

uo,v0
Beweis. Linearisierung von GDGI. (5.4):
(u — u0>
w = ;
vV — 1
fir |w| klein gilt:

w, =~ yAw, A= ( Ju Ju ) € R?*2,
Gu 9o/ 4000

w = 0 ist linear asymptotisch stabil < Re A 2(A4) < 0 <

Bedingungen:
trA=XM+X=fut+gl, . <0
det A = Mg = fugo — fvgu|uo o >0 [ ]

Satz 5.3 (notwendige Bedingung fiir Instabilitiit). Es gelte (5.5). Sei (ug,vo)' € R? linear
instabiler Stationdrpunkt von (5.3) =

dfu+ gol 0y > 0
(dfu+ 90)* — 4d(fugo — fvgu)‘

(Aus 1. Bedingung und mittlerer Bedingung von (5.5) folgt: d # 1, fug, <0)

(5.6)

u0,v0

Bewers. Schritt 1: Losungsformel fiir linearisierte RD-Gleichungen mittels Eigenfunkti-
onsentwicklung:

Linearisierung von (5.3) um Stationérzustand (mit w(z,t) € R?):

10
=~vAw + DA , D= .
wy = yAw w (0 d)

(5.7)

RB: 242 — 0, 2 € 9Q,

AB: w(z,0) ist “kleine” Storung von (ug,vp) " .
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5 Musterbildung/Reaktions-Diffusionsgleichungen

Betrachte zuerst das skalare Eigenwertproblem (=Helmholtz Gleichung), z(z) € R :

(5.8)

0z __
2 _ .00

{ —Az =%z , ...beschrinktes Gebiet
p?2 € Ri, n € Ny ...diskrete Eigenwerte von —A (wachsend), p ... “Wellenzahlen”; i
proportional zur Wellenlédnge

zo(7), n € Ny ... (skalare) Eigenfunktionen; bilden ON-Basis von L?(Q) (wegen ‘Entwick-
lungssatz” fiir selbsadjungierte kompakte Operatoren).

Speziell gilt: o = 0, 2o = |Q|~!/2. Diese 2-homogene Mode ist laut VS (5.5) asymptotisch
stabil.

Losungsansatz fiir System von 2 parabolischen Gleichungen (5.7): basierend auf Eigen-
funktionsentwicklung fiir (5.8):

w(z,t) = che’\"tzn@), (5.9)

Hauptfrage: Wann existieren A\, mit Re \,, > 07

Berechnung der )\, € C, ¢, € C?; n € Ny durch Einsetzen in (5.7) und Vergleich der Ko-
effizierten von z,:

(

AnZnCn = VznAcy, + Az, Dey, = Zn(vA — ,uiD)cn Vn € Ny

Das ist ein homogenes lineares Gleichungssystem fiir ¢,. Seine Losungsbedingung (da

zn Z20):
0 = det( A\ —yA+p2D) = N2 +1(p2)Au+h(12) = 0, (quadratische Gl. fiir \,) (5.10)

(p?) = p*(1+d) = 7(fu+ g0) €R,

h(p?) == dp* —y(d f, + go)p* + 7 det A € R.
Seien M € C,j = 1,2 Losungen von (5.10), also Eigenwerte von yA — p2 D, und ¢, € C?
zugehorige Eigenvektoren. (Wir nehmen hier an, dass yA — p2 D diagonalisierbar ist Vn €
Nob.) _
= cdeMiz, () 16st (5.7).

A2 bzw. ¢b? sind konjugiert komplex oder beide reell, da yA — p2 D reell.

=  wx,t) = Z [&nc,lle)‘}bt + Buc2eit| 2, (2), (5.11)

n=0

und die Koeffizienten «,, 3, € C sind durch Fourierentwicklung der AB w(-,0) € L?*(; R?)
eindeutig bestimmt.

!Daraus folgt auch die Vollstiindigkeit der Eigenfunktionen ¢/, z,, von (5.7); aus dem “Entwickungssatz”
wiirde es nicht folgen, da (5.7) nicht symmetrisch ist.
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5.2 'Turing Mechanismus

Schritt 2: Beweis der 2 Ungleichungen (5.6):

Homogener Stationdrzustand (ug,vp) von (5.3) ist linear asymptotisch stabil < beide
Losungen von (5.10) erfiillen: Re A\L? < 0 Vn € Ny.

Es gilt jedenfalls

W(p?) = p*(1+d) =y (fut+gs) >0 Vu
—— e ——
>0 <0 <01t. (5.5)

Falls )\, doppelter Eigenwert (340 A = —1(1?)/2 < 0, also asymptotisch stabile Mode.

Stationdrzustand (ug, vo) ist linear instabil < In € N, 35 € {1,2} mit Re X, > 0. (Bem.:
n = 0 ist asymptotisch stabile Mode wegen (5.5).)

Das passiert genau fiir h(u2) < 0 in (5.10) fiir ein n € N; da aus (5.10) folgt:

N = —1(42) £/B2) — Ah(k2) (5.12)
——

<0

und A >0 < h(p2) <O0.

hp?) = du* =~(d fu + go)pi® + 7% det A (5.13)
>0 >0 lt. (5.5)

= h(p?) < 0 nur fiir d f, + g, > 0 moglich (= Bedingung 1).
Da f, + g, <0 (It. (5.5)) = d # 1, fugs < 0.

Minimum von h(p?) als Funktion von %

d fu+ gu)? d f, + g, Bed.1
Ponin = 2 th_(“—“ 2 e IV
/y \%6—/ 4d Y l’[’mln ’Y 2d
>0

= Bedingung fiir 2(p?) < 0 fiir ein p # 0:

(dfu+ gv)2
4d

also fiir 0 < d <« 1 oder d > 1. [ |

>det A >0, (= Bedingung 2).

Bemerkung 5.4. h(p*) <0 & p® < p® <7 (evtl leere Menge, abhingig von d, )
mit

— dfy+ go FA/(dfu+g,)?—4ddet A
Pt =y VI )

(5.14)

[l 2d
(=Nullstellen von (5.13)).
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5 Musterbildung/Reaktions-Diffusionsgleichungen

h(k?)
d=d, Tl Wavenumbers

d<d, of unstable modes

’ o k%/#

(a) (b) d < dc d = du

Obige Bedingungen sind notwendig, aber nicht hinreichend, da p?;  ist i.A. kein Eigenwert
ist.

Bemerkung 5.5 (hinreichende Bedingung fiir Instabilitit). Genau fiir die diskreten Eigenwerte
p2 € (p*, 1) (falls existent!) gilt Re A}, > 0 (instabile Moden! Folgt aus (5.12)).

Das asymptotische Verhalten von w (fiir ¢ grof) ist dann laut (5.11):

1
g anch et Zn ()

p<pn<p

Summe nur iiber diskrete Eigenwerte von (5.8) (evtl. leere Menge) = nur endlich viele
Wellenzahlen p,, (des “Musters”) sind instabil. Mode mit maximalem A, ist dominant.

Idee: linear instabile Eigenfunktionen werden durch nichtlineare Effekte beschrankt =
rdumlich inhomogene Stationérzusténde entstehen (Beweis existiert nur fiir Spezialfille)

Java-Demo fiir Brusselator: http://crossgroup.caltech.edu/Patterns/Demo4 5.html
(lauft auf Internet Explorer 11; nicht auf Firefox)

Skalenparameter y (/7 proportional zu typischer Léngenskala) taucht nur in den Inter-
vallgrenzen (5.14) fiir instabiles p-Intervall auf: je grofer «y, desto mehr instabile (Muster-)
Moden.

Bemerkung 5.6. Sei Q = R? = Helmholtz Gleichung (5.8) hat kontinuierliches Spek-
trum p? > 0.
Fiir alle Moden mit p? € (p2, %) ist (5.9) linear instabil.

= raumliches Muster entsteht; mit Wellenzahl p zu maximalem Ai.

Referenzen: [Mu] §14.2-3; [EGK] §6.2.12

98



5.3 Musterbildung in einem Beispiel-System

5.3 Musterbildung in einem Beispiel-System

Beispiel fiir (5.3), zunéchst in 1D:

(5.15)

Uy = /yf(ua ’U) + Upy = ’Y(a —u+ U2U) + Uy
v = v9(u, v) + dvgy := y(b — u?v) + dvg,

t>0,z€(0,p);a,bd>0

Schnakenberg-System: Modell fiir biochemische Reaktion zwischen 2 Substanzen mit Dich-
ten u(z,t), v(z,t) und 3-Molekiil-Reaktion (d.h. z.B. zusétzliche Enzym-Reaktion in System-
Dynamik).

Musterbildung ist aber von genauer Form von f, g unabhéngig.

homogener, positiver Stationdrzustand:

b
u0:a+b,v0:(a+b)2 , b>0,a+0b>0;
an (ug, vo):
b—a —2b
[ — v — b2 0 w = v = — b2 0.
fo="p Jo=(atb7 >0 gu=—m g (a+b)° <

Folgerung aus (5.6): fu,g, <0 = 0> a.
Bedingungen (5.5), (5.6) fiir lineare ODE-Stabilitat bzw. lineare PDE-Instabilitét:

futgo<0 = 0<b—a<(a+b)3
det A= fugy — fogu=(a+b)?*>0 V

5.16
dfu+g,>0 = db—a)>(a+b)? (5-16)
(d fu+ go)? —4d(fugs — fogu) >0 = [d(b—a)— (a+b)%? > 4d(a+ b)*
Diese 3 Ungleichungen fiir (a, b, d) definieren Instabilitdtsgebiet (“Turing Raum”).
Eigenwertproblem (5.8) auf Q = (0, p):
Zow + 122 =0, 2,(0)=2z,(p) =0
= Uy, = @,zn(x) = cos @,n e Ny
p p
Seien (a, b, d) im Turing Raum, definiert durch (5.16).
= aus (5.14): Band instabiler Wellenzahlen = (u, 1) = (\/7g, /70) mit
oo A= 0) = (0 0 F G — ) = @+ O~ ddia + " -

2d(a + b)
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5 Musterbildung/Reaktions-Diffusionsgleichungen

= Alle diskreten Moden mit p,, = nr € (u, ) sind linear instabil.
D H
asymptotisches Verhalten (fiir ¢ grof) von w(x,t) ~ (u(x,t) — ug,v(x,t) — vo) aus (5.15):
nmx

w(z,t) ~ Zan ¢n €Mt cos r (5.18)
n=n eC?

AL ... positive Losung der quadratischen Gleichung (5.10).
n,7 so gewihlt, dass die entsprechenden Wellenzahlen im Band (u, z) liegen.

Einfluss des Skalenparameters v > 0:

typische Léngenskala / Systemgrofe oc /7:

T fin

|
I [
B=yne =0
Instabiles Intervall (u, ) durch v verschiebbar. Abhéngig von v sind 0, 1, ... Moden linear
instabil:
o Fir vy <, = (%)2: alle Moden linear asymptotisch stabil = (ug,vg) ist stabil =
kein “Muster” moglich.

e Bifurkation bei v = . (kritischer Wert)
o Fir v > 7. mit p < py < < pz = nur Mode 1 ist linear instabil:

i
u(z,t) ~ up + ceMt cos — Re Al > 0.
p

(gilt im “linearen Bereich”)
Exponentielles Wachstum von w wird durch nichtlineare Effekte beschrénkt.
Hypothese: uq () & ug + ¢ cos o

erwartetes 1D-Muster (fiir ¢ > 0):

//

Z

14
3
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5.3 Musterbildung in einem Beispiel-System

e Falls py < p < pp < < pz = nur Mode 2 ist linear instabil:
2
w(z, t) ~ ug + ce™2 cos Lx, Re \j > 0.
p

erwartetes 1D-Muster:

Uso > U

-

NS
NS e
w
IS

Z

Analog fiir noch grofere Systeme. Also: Systemgrofse und Geometrie (in 2D) entscheidend
fiir mogliche Muster

2D-Fall:
Eigenwertproblem (5.8) auf Q = (0,p) x (0, ¢q):
0
Az4p?z=0 |, 92— 0 auf 9Q
ov
2 2
= :ugzm = (_2 + ﬁ?> 7Zn,m(*ray) = COS WCOS mﬂy;n’m € Ny
7 p q p q

Alle diskreten Moden 2y, (z,y) mit pin, € (p,77) (aus (5.17)) sind instabil.

asymptotisches Verhalten:

Ny nTx mmy
w(z,y,t) ~ Ol Cpm, €779™ COS —— COS
~—

(Summe iiber instabile Moden)
p q

n,m €C2

erwartetes 2D-Muster, Mode (1,1):

Y

/@/

N

oS \
8
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5 Musterbildung/Reaktions-Diffusionsgleichungen

Referenzen: [Mu| §14.4

5.4 Tierfellmuster

Erklarungsansatz: Fellmuster (“coat color pattern”) entsprechen einem bio-chemischen
“Vormuster”, das wihrend der Schwangerschaft angelegt wird.

“experimentelles” Reaktions-Diffusionsmodell:

{ut =vf(u,v) + Au (5.19)
vy = vg9(u,v) + dAv

fu,v) :==a—u— h(u,v),g(u,v) = a(b—v) — h(u,v),

. puv
h(u,v) := TTur ko

Parameter a,b, o, p, K > 0;d > 1

(eher “erfundene” Funktion)

Skalenparameter /7 proportional zur typischen Langenskala.
Gebiet  fiir Tierbein, -schwanz: Oberflache von Zylinder (bzw. Pyramidenstumpf)

Eigenwertproblem (5.8) auf Q mit 0 < z < 5,0 < 6 < 27 liefert (mit peridischen RBen in
6; r =Radius):

n®>  m2n?

Hom = 5 T —5— Znm(0, ) = cosnd cos
b S ’

x
3 in,m € Ny

und

, T
Z_nm(0, ) = sinnb cos ;n € Nom € Ny

Alle diskreten Moden 2z, , mit finm € (i, 1) sind instabil.
Effekte:

aus numerischen Simulationen mit FEM; Losung von (5.19) fir “¢ — oo” (bis zu Statio-
nédrzustand).

e lange, diinne Zylinder (0 < r < 1): alle Umfangsmoden n > 1 liegen aufserhalb des
Instabilitdtsbandes (y, i) = nur Querstreifen (mit n = 0)

e je breiter der Zylinder, desto hohere Umfangsmoden moglich

Konklusion:

e Effekte werden qualitativ richtig beschrieben.
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5.5 Musterbildung in 2-Komponenten Mischungen / Cahn-Hilliard Gleichung

e Ob Modell (5.19) deren Evolution richtig beschreibt, ist (noch) unklar. Der qualita-
tive Einfluss der Langenskala auf die moglichen Muster ist von der Gleichung aber
“recht unabhéngig”.

Referenzen: [Mu| §15.1

5.5 Musterbildung in 2-Komponenten Mischungen /
Cahn-Hilliard Gleichung

Anwendung: Phasenseparation (bei dominanter Diffussion) in binéren Fliissigkeitsmi-
schungen (z.B. (fliissige) metallische Legierungen, Emulsionen: Essig-Ol, Ouzo-Wasser-
Mikroemulsion).

0<cpa(x,t) <1 ... lokale Konzentration der 2 Komponenten

Herleitung der Cahn-Hilliard Gleichung;:

Oy, +div; =0; i=1,2
Annahmen: System isotherm, isobar, inkompressibel

= 1+ =1, at(01+02):0, Ji+Jo=0
wihle c:=c¢ —c e [-1,1], J:=J—J;

= ¢ +divJ =0 QcR% (5.20)
phenomenologische Herleitung des Flusses J = =LV :

L>0 ... (const.) Mobilitat
1 o chemisches “Potential” (z.B. u = ¢ bei Diffussion);
definiert als Ableitung eines Potentials (bzw. Variationsableitung der

freien Energie); Vi ist Triebkraft fiir Evolution

e freie Energie fiir Mischung (= nétige Energie zur “Generierung” eines Systems mit
def. Temperatur 7', das im Gleichgewicht mit Umgebung ist.)

E(c) := / [f(c) +% Ve’ dz e R, ~ >0 const.

% IVe|? o Energie der Phasengrenze zwischen ¢ = £1;

“bestraft” Phaseniibergéinge
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5 Musterbildung/Reaktions-Diffusionsgleichungen

f:R—= 1R, gegebene Funktion, bistabil (d.h. mit 2 Minima), z.B.

fle)=al—ad*?* a,a>0.

e System will F(c) minimieren

e 1 ist Variationsableitung vom (nicht-konvexen) Funktional E (vgl. Gateaux Ablei-

tung):
0E (c,v) = lim Ble+ev) = B(e)
—— e—0 e
(%)
2 2
_ 1im/ fle+ev) — f(e) N v [V(e+ev)|” —[V(| de
e—0 £ 2 €
Q
part. nt. /f’(c)v — vAcv dw
Q
(%): an der Stelle ¢; in der Richtung v € C3(Q)
= u(c)= 0E(c) =—yAc+f'(c) ... Riesz-Repriisentant auf L*(Q) (5.21)
——
als lin. Funktional
in (5.20) einsetzen = Cahn-Hilliard Gleichung:
¢ = LA(=yAc+ f'(¢)), Q (semilinear, 4. Ordnung) (5.22)

e mogliche RBen:
a) periodische RB
b) % =0, J-v=—-LZ(—yAc+ f'(c)) =0, d.h. verschwindender Fluss durch
Rand
e Idee der Evolution:

konst. Losungen ¢ mit f”(¢) < 0 kdnnen instabil sein (da Diffusionsterm L div(f”(c)Ve)
auftritt; ist fiir kleine Variationen dominant) — Musterbildung (Vergréberung fiir
t /1 0; es entstehen “Korner” fast nur aus einer Substanz)

Satz 5.7. Sei c klassische Lisg. der Cahn-Hilliard GI. in Q := (0,1)? mit period. oder
0-Fluss-RBen. =

d
1. Effgcdx:()
(= Jocide = konst, da [ ¢+ cydz = [1dx = konst)

2. % E(c(t)) <0 (freie Energie ist Lyapunov-Funktional)

Bewezs.
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5.5 Musterbildung in 2-Komponenten Mischungen / Cahn-Hilliard Gleichung

% cdr = L/A(—fyAc—i-f’(c)) dz
Q Q
P g v Vst o) ds o
o0N

d
&/(% \Vc!2+f(0>> dv = YWe Ve + f(c)e, da
Q

— O

part.:Int. [_,YAC + f’(c)] Ct dx
Q
- L / [+ f(] Al=yAc+ f'(0)] da
Q
part.:Int. —L/ |V[—7Ac+f’(0)]|2 dz S 0
Q

Bemerkung: Gilt auch fiir schwache Losung.

Satz 5.8 (|EF], Th. 2.1). Sei Q = (0,1), f Doppelmuldenpotential mit
fe) = yact + 11 + 7, o € Ha(Q) := {y € H*(Q) | y(0) = y.(I) = 0}.
Fiir die Cahn-Hilliard Gleichung (5.22) mit Randbedingung (b) gilt:

(i) VT > 03! Lsg. c€ L*((0,T); H*(Q)) mit ¢, € L*((0,T); L*(2)) .
(ii) Ist co € H*(Q) N HZ(QY) und g—; co € H%(Q), dann ist die Losung c klassisch.

linearisierte Instabilitét:

Alle Konst. ¢ = ¢, € R l6sen Cahn-Hilliard Gleichung (5.22) (homogene Stationérlosg.).
Stérung ¢ = ¢, + u, u klein mit [, u dz = 0 (Massenerhaltung); sei z.B. L = 1.

Linearisierung um c¢,,:

u=c = Al=yAu+ f'(c) = f'(cm)]

Q

Al=7Au+ f"(cm)(c = cm)]
—A[yAu — f"(ey) ul (5.23)
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5 Musterbildung/Reaktions-Diffusionsgleichungen

Eigenfunktionen des Operators u — —A(yAu — f"(¢,) u) auf Q = (0,1)¢ mit period.
RBen:

op(z) = e*, k:GK:ZQTWZd\{O} (da [udz=0),
Moo= K (=R = " (em))

B f”(cm) 2 f”(cm)2
= —7(\k|2+ 2 > + ™ eR

Bemerkung: {¢x}rer ... Basis von {L?*() | periodische RB, [ fdax =0}

=
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Losg. von (5.23) als Linearkombination:

u(zx,t) = Z et el F e

keK

e u =0 ist instabil, falls ein EW X, > 0; nur méglich fir f”(¢,,) <0.

Sei also f"(¢p,) < 0.
e aus (5.24): instabilste Mode fiir grofsten EW, also

f//(cm) 2

2y
N——
<0

|k|? + — min

Losg. sei k.

— instabilste Wellenlénge:

2 27y .
lop = — =27,/ ——— (da k diskret).
" Tkl \/ f"(cm) ( )

instabile Wellenzahlen 27y

= k|
N
Y

e Wellenzahlen |k|* > —@ sind (linearisiert) stabil.

—— QGebiet mit [ = % < om

7
f// (Cm)
Musterbildung.

(5.24)

erlaubt keine Instabilitdt, d.h. keine



5.5 Musterbildung in 2-Komponenten Mischungen / Cahn-Hilliard Gleichung

Langzeitverhalten:

Satz 5.9 (|[EF|, Th. 2.1). VS von Satz 5.8: Sei ; [ ¢y dz =: M, und c sei die eindeutige
Lésg. der Cahn-Hilliard GI. mit RB (b) =
(1) c(t) =5 coo in LX) mit co ist cine Lisg. des Stationdrproblems:
vel, = fllte) —a, 0<az <l
c(0)=c () = 0, (5.25)
fcoodx = fcodx,
und zu bestimmender Integrationskonstante o € R.

(2) Losg. von (5.25) ist dquivalent zum Auffinden von kritischen Punkten von E(c) in
HY(Q) N LY() wunter der Nebenbedingung G(c) := [, c dx = MI. (Laut Variations-
rechnung erfillt ¢, dann: 0E(c) + AdG(c) 521 —yAc+ f'(c) +X =0, mit §G(c) =1

—— —

=pu(c)
und dem Lagrange Multiplicator A € R.)

(3) c(t) =3 M (= konst) in L*Q) (also keine Phasentrennung), falls eine der 3
folgenden Bedingungen erfillt ist:

2

a) v > 5 und ||coll> klein genug;
b) |M| groff (da dann Losg. von (5.25) eindeutig);

¢) [(flco(x))— fin) dz+2 ”CloHig klein genug und f(co(x)) > frn Va € (0,1), wobei
fm = f(em) ein lokales Minimum von f ist, und |c,, — M| klein genug.

Bemerkung 5.10.
(1) Losung von (5.25) i.A. nicht eindeutig; ¢, = M ist immer eine der Losungen.
(2) Stationédrproblem von Cahn-Hilliard Gl. (5.22):
(=YCoz + f())e = 0, O0<z<l mit c,(0)=c,(I)=0
(reast FE@| =0

2 mal integrieren liefert (5.25).

(3) zu Stationérproblem (5.25):
Fir M =0 und f(c) := % — % hat (5.25) genau 2N, + 1 Losungen, wobei Ny =

L#J ... Gaufklammer. Eine Losg. ist ¢y, = 0. Ist ¢(z) Losg. = —c(x) ist Losg.

Beweis. von Satz 5.9 (3c):
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5 Musterbildung/Reaktions-Diffusionsgleichungen

aus F(c(t)) \y:
/ fleta)) do+ 2 1] < Bl
Sobolev Einbettung + Poincaré Ungleichung (fiir c— M € H'(Q), fol(c —M)dz =0) =
! - !
/f(c) dz + 77 le — M|[3.. < /f co) da + 2 ||60||L2 \ — fml
0 0

) 2
= it %||c—cm||%oo <l|le=M|% s + |em — M|

l l

C C
J@=smde+ L lle = enlie < [ () = i) dot S e = MP+T Nl = ¢
N————

0 0 >0 1t. VS
(5.26)
c
It. VS e “klein genug”.
!
. Cry 2
Sei nun ¢q so, dass € < 3 (¢m — )" und flco) = frndz >0
0
Beh.:
lle(t) — emllpoe < € —cp VE>0. (5.27)

Bew.: Aus (5.26) fiir ¢t =0, also ¢ = ¢o:

4 1
llco — Cm||2Loo < ——¢e< 5 (em — ) < (cm — @)%

Cy
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5.5 Musterbildung in 2-Komponenten Mischungen / Cahn-Hilliard Gleichung

c stetig in ¢ = (5.27) gilt auf maximalem Intervall [0,¢*). Sei t* < oo und
le(t*) = cmllpoe = Cm = cb. (5.28)
Aus (5.27): Fur t € [0,t*):  c(x,t) € (cp,2¢m —p); f ist dort konvex

= fle(z,t) > fm Yz e (0,1), te]|0,t)
= /f(c(t)) — fmdx >0 auf [0,t%)

= (aus (5.26) ) % e(t) = eml[3e <€ < % (cm — 3)?

1
= le(t) —emll o < 7 (¢m —cp) auf [0,t") ... Widerspruch zu (5.28).

Also gilt (5.27) Vt > 0. O
Aus (5.27): f"(c(x,t)) >0 Vze (0,1), t>0

l

et = (—VCax + f/(c))xx | - (c— M), / dz

Q-lg_‘

L1
2

l
o= M+ e P - [ ) e de <0
0

Mit 2x Poincaré Ungleichung (wegen fol(c — M)dz = 0) und mit ¢,(0) = 0 gilt:

C,l
le =Ml < Cpllealp < % [ Caall 2 -
d 2 4’7
= g le= Ml < G e M1

2y

= e®) =M. < e F fleg— M|, t>0

Bemerkung: In Satz 5.9 (3) ist f” > 0 essentiell, wihrend fiir die linearisierte Instabilitét
f"(¢m) < 0 notwendig war.

Referenzen: [EGK] §6.2.13, [EF], [TE]
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6 Probleme mit freiem Rand /
Diinnfilm Gleichung

Beispiele:

e Stromung in porésem Medium (u; = Au®, o > 1); d(supp u(t)) ist freier Rand:
zeit-, 16sungsabhingig

e Schmelz-, Erstarrungsphénomene (“Stefan-Problem”): Interface zw. fliissiger und fes-
ter Phase ist freier Rand

e Hindernisproblem fiir elastische Membran — VL “Variationsrechnung”

e Evolution (bzw. Stromung) von diinnen (benetzenden) Fliissigkeitsfilmen auf flacher
Oberfldche; freier Rand = O(supp h(t))

6.1 Herleitung aus Navier-Stokes Gleichung
NS-Gleichung fiir homogene, inkompressible Stromung;:

divuy = 0 (6.1)

0o [ug + (u-Vul+Vp = pAu }
im Gebiet

Qt) = {(x’,xg) = (11,19, 73) €R? ‘ e, 0<a3< h(t) }; Q' < R?...beschr. Gebiet
latt
glatt, pos.
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6 Probleme mit freiem Rand / Diinnfilm Gleichung

€3

e auf festem Rand ((2/, x3) mit 2’ € 9 oder x3 = 0): Haft-RB u = 0.

e ges: RB an freier Oberfliche T'(t) = {(«/,h(2',t)) | 2’ € '} .
Partikeltrajektorie: (2'(t), x3(t)) mit Tangentialvektor u(z'(t), z3(t)).

Idee: freier Rand bewegt sich mit Fliissigkeit mit:

d
&x’(t) = (ug,u)(2'(t), h(2'(t),t),t) ... projezierte Trajektorie,

d / _ / !
0.1 = us(@'(0), b2 (1).1), 1)

= kinematische RB auf T'(t):

us = 8th—i—u1 ax1h+U2 3x2h (62)

o Kriftegleichgewicht an Oberfliche zwischen Spannung und Kapillarkréaften:

Ty = vkv ... Oberflachenspannung (wirkt in Normalenrichtung) (6.3)

Also: Tangentialkomponenten von Tv verschwinden:

(TV)tang = 0;  (TV)norm = VK (6.4)
Spannungstensor T=2uD—pl (da divu = 0)
Deformationstensor 2D = V@ u+ (V@ u)”
v ... const (~ Kapilaritéitszahl)
z’ h
k= divy V— ... mittlere Kriimmung
1+ |V h|?

Skalierung;:
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6.1 Herleitung aus Navier-Stokes Gleichung

L ... typische Langenskala (horizontal)
H ... typische Hohe des Films
V... typische Geschwindigkeitsskala (horizontal)
. . . - H
r; = Lz;; 1=1,2;, x3=Hz3; h=HAh mit 62—f<<1
, L. ey g3y
i = Vg, 1=1,2; =eVuz; t=—=t p=—p Vi=—
U U 1 U3 =€ Vus v p I p 7
LV
Re = g0 ... Reynoldszahl
1

Die Skalierungen von w;, ¢, p ergeben sich natiirlich; die Wahl von V' liefert (spéter) das
“richtige” Gleichgewicht zwischen Druckterm und Viskositét.

Skalierte NS-Gleichung (Notation ‘"’ fiir skalierte Variable wird nun wieder weggelassen):

e Re [Oyui+ (u-Vu) + 0, p = (202, 202, + 07 Ju; i=1,2 (6.5)
e®Re [Oyus + (u-Vug) +c 70, p = (202, + 02, + 02, us (6.6)
divu = 0
Annahmen: 2 Re <1, <1
= dominante e-Ordnung in (6.5), (6.6) (— “Lubrikations-Approximation”):
2 N
Op,ui = Oyp; 1=1,2 (6.7)

Desp = 0 (also p=p(a',t))

Losungen von (6.7) mit RBen u;(x3=0)=0, 0,,u;(z3=h)=0 (siche (6.9) unten); i = 1,2:

2

ui(z,t) = 0y, p(a',t) [% — h(2,t) $3:| ;o1 =1,2 (6.8)

(vgl. Poiseuille-Strémung)

Auf freiem Rand 3 = h(2/,t) (mit d,,h = O(e)):

0
y:<(1)>+0(5), k=¢ecAh+O(e?).
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6 Probleme mit freiem Rand / Diinnfilm Gleichung

Betrachte linke Seite von (6.3) (ist noch unskaliert !) fiir dieses spezielle v. Nach Skalierung
mit V = O(&?) erhilt man:

ouy Oug

O :d.”[,'g _I_ 8.1‘1 0
T10 )=p| J2+52 | -0
1 90us P

(').I‘,g
Grofenordnungen obiger Einzelterme nach Skalierung: O(c?), O(g?); O(=?), O(2)

Dominante e-Ordnung der tangentialen Komponente (also x1, x5) in Bilanz (6.4) an x3 =
h(z') ist O(e?) :

Ops ui(R(2')) =0; i=1,2. (6.9)
Dominante e-Ordnung der normalen Komponente (also z3) in (6.4) ist O(e) :

—p=Ah (in skalierten Variablen) (6.10)

e Integriere divu =0 in z3:

h(:c1,:c2,t)
0= / (Opyur + Opyug) dws + ug(z!, h(a' t),t) — us(2’,0,t);
—_———
0 =0
aus kinematische RB (6.2) an z3 = h(2'):
at h = us — ulaxlh — Ugamh
h(xl,xg,t)
= — / (&clul -+ &muQ) d£C3 — U1 &Elh — U9 8352}7/
0
h(acl,xg,t) 5
. 6.8 , h
= —divy ( / ( Z; ) dl’g) () —divy (—fop(wl,t) §> (6.11)
NS 0 >
Flussﬁ}rnktion
Mit (6.10):
h3
hy = —div (3 \Y Ah) ... Dinnfilm Gleichung fiir h(xy,x2,1t), (6.12)

(quasilin., 4. Ordnung)

e Evolution getrieben durch Oberflichenspannung, gebremst durch Viskositét

e Wihrend Navier-Stokes die gesamte Stromung innerhalb vom Film/Tropfen be-
schreibt, beschreibt (6.12) nur die Zeitentwicklung seiner Form (basierend auf der
zugrunde liegenden Fliissigkeitsstromung).
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6.2 Randbedingungen

° g ist die Mobilitét; sie beschreibt wie leicht eine Fliissigkeit unter einem Druck-
gradienten Vp fliefen kann (siehe (6.11)) (hier im Haft-Fall von den Navier-Stokes
Gleichungen).

e Anwendungen: Bewegung eines Wassertropfens, (Ol-) Schmierungen, (Farb-) Be-
schichtungsprozesse

Referenzen: [EGK] §7.10-11, [My]|

6.2 Randbedingungen

allgemeinere Diinnfilm Gleichungen:

{ hy = —div(h"VAR), zeRY; 0<n<3 (6.13)

70) = hOZO

(6.13) gilt auf {h > 0}. h™ ... allgemeine Mobilitatsfunktion (fiir verschiedene Haftbedin-
gungen am Fliissigkeits-Festkorper-Interface).

ges: RBen auf dem freien Rand 9{h > 0}.
Achtung: In §6.1 war die Fliissigkeitsoberfldche der freie Rand, nun ist es die Berandung
des Fliissigkeitsfilms.

(6.13) ist parabolische Gl. 4. Ordnung mit freiem Rand — 3 RBen an jedem z € 0{h > 0}
benétigt:
1) h=0 auf 9{h >0}

2) Kontaktwinkel 6 der Flissigkeit am Schnittpunkt zwischen Fliissigkeit, fester Unter-
lage, Luft — ergibt sich aus den 3 Oberflichenspannungen zwischen jeweils 2 Mate-
rialien (Young-Dupré Gesetz)

a) 6 # 0 (z.B. Wassertropfen auf Plastik)
b) 6 =0 (z.B. Wassertropfen auf sehr sauberem Glas, benetzend), h, =0 auf o{h >

0}
Luft /( Fliissigkeit Luft / Fliissigkeit

fest fest

3) Ausbreitungsgeschwindigkeit der Kontaktlinie:
Zuerst Spezialfall n =1, d =1 mit RB 2b); also

hi + (hhyze)e = 0.
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6 Probleme mit freiem Rand / Diinnfilm Gleichung

Formal ist V' := hy,, auf 0{h > 0} die Ausbreitungsgeschw. des freien Randes (vgl.
lineare Transportgleichung — hyperberbolisch). Vor- und Riickbewegung der Kontakt-
linie moglich.

Formulierung als freies Randwertproblem:

he + (Whaga)s =0, in {h >0}

h=h,=0 , auf O0{h > 0}
V = hyps , auf 0{h > 0}
h( ,0) — ho

Das ist ein gekoppeltes Evolutionssystem fiir h(z, t)| (h>0)’ a(t), b(t).
h(z,t)

Va Vi
— =

aft) b(t)

Herleitung von V = h,,, fiir glatte Losungen:

oBdA sei (einziger) freier Rand zu ¢t =0 an = = 0.
t-abhéngige Koordinatentransformation

t

yi=x— /V(T) dr = Problem mit festem Rand fiir A(y,t) := h(z, 1) :

he —hy V(t) + (R hyy)y =0 , in (0,00)> (6.14)
h=h,=0 ., y=0 t>0 (6.15)
71( 70):h0
d, in (6.14):
= 0 = }:Lyt_}}yyv"'{ilgyy)yy ~ L
= Dyt — hyy V 4 By hyyy + 20, YR+ h O3 R

An y =0 gilt mit (6.15): Fy,,(0,t) [V (t) - i}yyy(o,t)] —0
Falls f,,(0,1) # 0, dann gilt V = Ay
Verallgemeinerung auf d € N, n > 0 (Bew: [GR] §9):

0
V(o) = Jim  p" 5, A1),z € 0{h >0}
aesupp(h(1))
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6.3 Positivitit der Losung

Referenzen: [Kn| §1.1, §2.12

6.3 Positivitat der Losung

Parabolische Gleichungen 4. Ordnung haben i.A. kein Maximumsprinzip (— Ubung).

Degeneriertheit von (6.13) “verhindert” aber h < 0.
e technisches Hilfsmittel: Integralabschétzungen

e Multipliziere (6.13) mit Ah; Integration iiber RY x (0,T) liefert formal

—%/atuwlu‘z dt — ///mvmy dz dt

0 Rd

und damit die Energiebilanz:

/|Vh| dx+//h"|VAh| dz dt — /|Vh|

0 Rd

(&

Vv
Energie der lmearlslerten Energiedissipation
Oberflachenspannung durch Viskositét

= Energie N\ (falls ||[VA(0)||zz < o0)

e “Entropie” [y, G(h) dz definiert mit:

S

G(s) :== /g(r) dr, g(s):= / ||~ dr, (A > 0; grof genug)
A

A

Entropie > 0 (siehe (6.21)).

(6.16)

e Multipliziere (6.13) mit G’(h) = g(h); Integration iiber R x (0,7 liefert formal

/ / hG'(h) dtdz = / / (h"VAR) - Vg(h) dz dt
——

0 =0,G(h) 0 Rd =h—nVHh

und damit die Entropiebilanz:

/ dx+//Ah do dt = /G(h(o)) d .

R4 0 Rd

(6.17)
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6 Probleme mit freiem Rand / Diinnfilm Gleichung

= Entropie \, (falls [ G(h(0)) dz < )

Problem: Obige Rechnungen sind nur fiir “glatte Losungen” zuléssig!

Fiir das folgende rigorose Resultat betrachte mit 1 <n < 4:

hi = —(h" hygs )z ;. r€Q=(—a,a), t>0
hy = hgze =0 ., x==a (6.18)
h(.,0) =ho € H'(—a,a)

Satz 6.1.

a) 3 “schwache Losung” h € C([—a,a] x [0,00)) (Details in [BF] §3);
(Bem: i.A. keine Eindeutigkeit, da schwache Formulierung “zu wenige” RBen hat. The-
ma grofStenteils noch ungeklart.)

b) Sei zusitzlich n > 2,hg >0 und [, |Inho| dz < oo (falls n=2) bzw. [, hi™™ dz <
oo (falls 2 <n<4) (— [,G(hy) dz < o0).

= Lisung aus (a) erfullt h(z,t) >0.

Beweisidee:

a) nicht degenerierte Approximationsprobleme:

Othe = — ([|he]" + €] 2he), , Q x(0,00)
Oph. = 92h. =0 , xr=*a (6.19)
ho(-,0) = hy. € C4(Q) (Holder stetig)

e—0

mit hO&* > h()7 hog — h() in HI(Q>, &Ch()s = 8§h05 =0 auf r = *+a.

= (6.19) hat eindeutige klassische Losung h.; Teilfolge erfiillt h. — h (eine schwache
Losung von (6.18)) gleichméfig in [—a,a] x [0,7] VI > 0 (mittels a-priori Abschét-
zungen, Kompaktheit; Details in [BF| §2-3). Vorzeichen von h. kann wechseln!

b) Schritt 1: Herleitung der 2 Integralabschitzungen fiir h. ist rigoros.
Analog zu (6.16):

T
%/|6xh€|2(T) dx+//(|h5|n+s)|8§h5|2 da dt:%/|6xh€|2(0) da
Q Q Q

0

= /|hm|2 (T) dzx < /|h05,x|2 der <2 /|h0,x\2 dr Ve <e (da H'-Konvergenz)
0 0 Q
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6.3 Positivitit der Losung

(6.20)

(6.19) ist in Divergenzform = [, ho(T) dz = [, ho. dz
= mit Sobolev-Einbettung, Poincaré, (6.20):

he(z,t)] < Cllhe(®)|lm < C+C0he(®)|r2 <2 A Yz €Q, Vt>0, Ve<e.

Analog zu (6.17):

A A
mit  g.(s) := —/ MS% <0, G.s):= —/gg(r) dr >0 (fiirs<A) (6.21)

S

T
/GE(hE(T)) d$—|—//\8§ha|2 de dt = /Gg(h%) dz
Q 0 Q Q
G(s)
hOaZhO
< /G(hog) de < /G(ho) dr < o0 (6.22)
Q Q

Schritt 2: zz: h(x,t) > 0.
Annahme: Sei h(xg,ty) <0

= (wegen glm. Konvergenz der h.) 3§ >0, gg > 0 mit
he(z,ty) < = fir |z —zo|<d, 2€Q, e<ep.

Fiir diese z gilt:

A 0 0
Ge(he(w,t0)) = = / ge(r) dr > —/95(7") dr =3 —/g(r) dr "2 +oo
ha(l,to) <0 -4 -9
<

= lim | G.(h:(tp)) dz = o0 (Widerspruch zu (6.22))

e—0

@ [

Bem:

1) Diskrete Analoga der Energie- und Entropieabschitzungen wichtig fiir numerische
Schemata = num. Losg. > 0, (wahrscheinlich) Eindeutigkeit (letztes Thema aber
noch ungeklért).

2) Filmriss (d.h. h(zo,t0) = 0) fiir n < 5 moglich (rigoros bewiesen) — kein Max-
Prinzip!
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6 Probleme mit freiem Rand / Diinnfilm Gleichung

3) h > 0 (also Verhinderung von Filmriss) ist von technologischer Bedeutung: Olschmie-
rung, kontinuierliche Deckung von Lacken.

Referenzen: |Be| §3, [BG| §2, [BF] §3, 4
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7 kollektives VVerhalten - kinetische
Gleichungen

Anwendungen: Viele selbst-bewegende Objekte dahnlicher Form und Grofe (Insekten, Fi-
sche, Vogel, Fulkgéanger, viele Roboter) zeigen oft komplexes Globalverhalten — trotz simp-
ler individueller Interaktionsregeln.

Die Modelle hier basieren auf detaillierten Beobachtungen der individuellen Interaktionen
(viel fundierter als bei den meisten Anwendungen von Turing-Instabilitédten).

Bei den Interaktionen gibt es oft 3 typische Distanzen um ein Zentralobjekt:

Orientierung/
Abgleichung mit Nachbarn

Abstoftung

Anziehung

7.1 mikroskopische ODE-Modelle

Modell 1 (2006)
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7 kollektives Verhalten - kinetische Gleichungen

r,€RYG i=1,..,N Positionen der N Objekte
v; € R4 deren Geschwindigkeiten

Evolution in Newton’scher Form:

dxi
dt
do = ( o —Blvil?) i__ZVxU |z; — x4]) (7.1)
dt N , i J
Selbstantrieb Reibung J#i )

Anziehung7AbstofSung

fir ein o, f > 0 = asymptotische Geschwindigkeit = /«a/f.
Typische Paarpotentiale (vgl. Morse-, Lennard-Jones Potentiale in Atomphysik):
U(r) = —Clue M 4 Cre"/tn

mit Cgr > Cy > 0,104 > 1 >0, 15‘>C—R

U(r)

— T

Mégliche Langzeiteffekte im Modell (7.1): Schwarmbildung (Rotation); Herdenbildung
(Translation; Vi: v; = 9 € R?, |9] = \/a/B)

Cucker-Smale Modell (2007)
de’i

= VU
dt !
N

d ;
V; Z ‘.I'Z . .ZE] ] B 'Ui) : (72)

Orlentlerung

mit a(r) = g +'r2)"/’ ~v > 0 ... Kommunikationsrate

Mogliche Langzeiteffekte im Modell (7.2): Abgleich der Geschwindigkeiten, Herdenbildung
fiir v < %:
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7.2 mesoskopische PDE-Modelle

Satz 7.1 (Herdenbildung; [CS]). Seid =3, v < 1. = 3 Matriz X € R33N,
R3NEN 5 X (t) = (ai(t) — (t))1<z.j<N =YX (Konvergenz aller Paarabstinde);
3o € R3: v;(t) =X 6 Vi

Modellverbesserung (z.B. fiir Vgel): Geschwindigkeitsabgleich nur im Sichtfeld:
Ersetze in (7.2) Summe durch Z .. Sichtfeld um eigenen Geschwindigkeitsvektor, mit

j€oi(t)
(21— @) - -
oi(t) := {l;«é ’m>cos¢} fiir ein ¢ € (0,7) .
T
¢

(%

7.2 mesoskopische PDE-Modelle

Fir N > 1 ist es oft praktischer nicht jeden “Punkt” einzeln zu betrachten, sondern nur
gemittelte Modelle.

Fiir 7, v € R? betrachte den x — v-Phasenraum mit Wahrscheinlichkeitsdichte f(x,v,t);
also f >0, [ [ f(z,v,t)dedv = 1 Vt. f(z,v) soll fir |z|, [v] — oo “geniigend” schnell
abklingen.

Evolution von f gemék der kinetischen Gleichung:

frt v Vof +div[(a = Blof)of] — div,[(VoU(J2]) % p)f] = 0, >0, (7.3)
f(I,U,O) = fo(xav) 20,
mit p(x,t) := [ga f(z,v,t)dv >0 ... Ortsdichte (das ist eine Randdichte und [ pdx = 1).

Das ist eine quadratisch nichtlineare Fokker-Planck-artige Gleichung (vgl. Plasmaphysik:
fiir Ionen-Dynamik unter elektrostatischer Kraft). . .

Charakteristiken fiir den zweiten und dritten Term von (7.3): X =V, V = (a — B|V|*)V
vgl. (7.1)

v—Integration von (7.3) liefert die Kontinuitatsgleichung:

pr+div, j =0, (7.4)
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7 kollektives Verhalten - kinetische Gleichungen

mit dem Fluss j(z,t) := [pavf(x,v,t)dv

Gesamtenergie:
1 9 1
= 5 f(xa U,t)|’U| dzdv + 5 U(|‘T - y|)p<l’,t)p(y,t> dIdy = Ek:zn + Epot .

Lemma 7.2. Sei C := sup|U| < oo. (Das impliziert Epyy < C, da [ pdz = 1.) Dann
erfillt die Losung von (7.3)

E(t) <max{&(0),C + ﬁ

Beweis. Fiir die kinetische Energie vom zweiten Term von (7.3) gilt:

1 1
—5//U-fo|v|2dxdv: —5//divx(v|v|2f)dxd11:0.

Fiir die kinetische Energie vom vierten Term von (7.3) gilt mit 2x partieller Integration

und (7.4):
%// v div,[(V,U(|z|) * p) f] dzdv = —//v (Vo U(|z|) * p) f dxdv

:/(U(m)*p) div, (/vfdv)d:c: —/(U(yx\)*,o)ptdx

Der letzte Term hebt sich mit der Zeitableitung der potentiellen Energie weg:

di;"’t = %// U(lz =yl [pe(2)p(y) + p(2)pe(y)] dady = // U(lz = y)p(y)pi(z)dydz

Mit [[ fdzdv =1 folgt dann insgesamt:

Hold 2
= / flo— BloPlfvf ded < a / floPdrdo - 5( / fIvf dedv)” <0
—~—
=VF(VTv?)

wobei dle letzte Ungleichung fiir [[ flv]*dzdv > % gilt.
Also: &5 <0fur5>0+2ﬁ,dadannEkm E— 20—1—%—0:%@1’0. |

Diese a-priori Abschétzung an die Energie ist ein wichtiger Input fiir die globale Losbarkeit
von (7.3).

Zusammenhang mit ODE-Modell (7.1):

(7.3) kann als “selbst-konsistenter” Limes von (7.1) rigoros hergeleitet werden (vgl. diskrete
Wirbelmodelle). Umgekehrt kann (7.1) als numerische Methode (Partikelmethode) fiir
(7.3) betrachtet werden; wird auch verwendet.
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7.2 mesoskopische PDE-Modelle

Definition 7.3. M(R) ... signierte Radon Mafse mit endlicher Masse (d.h. diirfen auch
negativ sein; innen reguldr und lokal endlich) konnen mit Co(R)" identifiziert werden (Cy
... stetige Funktionen mit kompaktem Trdger).

PHR) € M(R) ... die Teilmenge der Wahrscheinlichkeitsmafe (also p >0, [dp=1).

Sei (29,v?) die AB von (7.1).

N
fi =2 miban € PHR™), (7.5)
j=1
mit m; = % sei das zugehorige empirische Maf$ im x — v—Phasenraum.

Idee (Approximation von f° in (7.3)):

o Pl (schwach * als MaR, Predualraum is Cp(R??)). (7.6)

Satz 7.4 (Von Newton zu Fokker-Planck; “selbst-konsistenter” Limes; vgl. [BH, Ne, Do
fiir Vlasov Gleichung). Sei U € CZ(Rg) mit U'(0) = 0.

a) [N fest] Sei (z;,v;) € C([0,T];R*?); i = 1,..., N Lisung des Partikelsystems (7.1)
fiir ein T > 0.

= Das Wahrscheinlichkeitsmaf
N
fn(t) =Y M, mm) € PR (7.7)
j=1

mit Zjvzl m; =1 (2.B. mj = +) erfillt fx € C([0,T); P (R*)) (schwach *) und
lost (7.3) mit AB (7.5).

b) [N — oo] Sei fO > 0 mit |E[f°]] < oo. Eine Approzimationsfolge {f%}nen (von
empirischen Mafen) der AB erfiille (7.6), und E[fY] sei gleichmdfSig beschrinkt.

= fy von (7.7) erfillt VT > 0: fx "=3° f in C([0, T): PY(R*)) (schwach *), wobei
f die eindeutige Losung von (7.3) ist.

Beweis-Idee. (nur Teil a)
Schritt 1:
Sei das “Kraftfeld” FE(z,t) = —V.,U * p] gegeben.

Annahmen: Sei £ € C(R? x [0,7T]) lokal Lipschitz in z (glm. in ¢ € [0,T]).

fi +v-Vof +divy[(a — Bv))vf] + E(z,t) - Vof =0, t>0 (7.8)
—_———

=div, (Ef)
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7 kollektives Verhalten - kinetische Gleichungen

ist lineare hyperbolische Gleichung; zugehérige charakterische Gleichungen:
dx

dt (7.9)

= BX.0) + (a— VPV

= Das durch den Fluss von (7.9) transportierte Maf 16st (7.8) (in einem schwachen Sinn).

Schritt 2:
Fiir die Ortsdichte (eigentlich ein Maf)

N
p(t) =" /fN dv =Y myb € PHRY)
Rd i=1

gilt
(VU *px(0)) (@) = 3 m,VU (e = a;(0)]) € G (R,

und es ist stetig in ¢ € [0,T]. Der nichtlineare Term (V,U(|x|) * p)f von (7.3) ist also
auch fiir empirische Mafe fy wohldefiniert, und die Koeffizientenfunktion V,U(|x|) * pn
erfiillt die Voraussetzungen von Schritt 1. Das schliefst die nichtlineare Kopplung. ]

Referenzen: [CS|, [BH, Ne, Do
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8 nichtlineare Wellen — Solitonen

(nur bis WS 2011/12)
e 1D Wellengleichung: uy — cuy, = 0,7 € Rt € R

Losung: wandernde Wellen u(z,t) = f(x—ct)+g(x+ct) mit konst. Geschwindigkeit,
andern Form nicht

lineare Gleichung — Superpositionsprinzip

e Transportgleichung: u; + cu, = 0
— Wellenausbreitung nur in eine Richtung

e dispersive Wellengleichung: u; + u, + tUgppe = 0
harmonische Wellenlosungen: u(x,t) = e'h#=«t

— Dispersionsrelation: w(k) =k — k3

w ... (Kreis)Frequenz

k ... Wellenzahl

¢ =%=1—k* ... Ausbreitungsgeschwindigkeit (Phasengeschwindigkeit)

= Wellen mit unterschiedlicher Wellenzahl unterschiedlich schnell — Welle “lauft
auseinander” (Dispersion); Gestalt der Welle bleibt nicht erhalten

Superposition: u(m,t):/ A(k) pilkz—w(k)t) 4L
——

R Fourier-Transformierte von u(z,0)

e nicht-viskose Burgers Gleichung: u; + uu, = 0 entwickelt Unstetigkeiten (“Schocks”
— hohe Wellenzahlen k in der Losung) in endlicher Zeit.

nichtlineare Gleichung — keine Superposition
e Korteweg - de Vries (KdV) Gleichung: u; + uu, + tgpy = 0

Variablentransformation v +— au,t — ft,z — vz (o, 5,7 € R\ {0}) liefert allge-
meine Form der KdV:

af

Y Y
Standard-Parameterwahl

Uy — 6UUy + Upgy = 0 (8.1)
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8 nichtlineare Wellen — Solitonen

Glatte Losung existiert fiir ¢ € R; “dispersive Regularisierung” der Burgers Glei-
chung. D.h. Wellenanteile mit grofsem |k| laufen schneller “weg”. Dispersiver Term
dampft groke Steigungen; Ballance mit Nichtlinearitét.

(8.1) ist invariant unter folgender Transformationsgruppe:
Gl e R\{0}: X =1la, T =1’t,U =1"u

— suggeriert die Existenz von Ahnlichkeitslosungen

Referenzen: [DJ] §1

8.1 Anwendungen von KdV

Langwellige Wasserwellen in seichtem Kanal kénnen (selten) Solitonen-Form haben, d.h.
andern Form nicht:

u(z,t) = asech?[b(z — ct)], (8.2)

b2 =4h*(h +a)/3a,c® = g(h + a)

z=h+u(x,t)

@ ... Wellenhohe tiber Ruheniveau

a >0 ... Amplitude

h ... Wassertiefe

¢ ... Ausbreitungsgeschwindigkeit (amplitudenabhéngig!)
g ...Gravitationskonstante

sech = 1/ cosh ... Sekans Hyperbolikus

Annahme fiir “Flachwasserwellen”: Wellenldnge > Wassertiefe
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8.1 Anwendungen von KdV

f Bev oy s At -
z s .!L 94 d

Abbildung 8.1: Nachahmung von Russels Soliton

1834 von J.S. Russel in Schottland beobachtet (Fig. 8.1); ist Gravitationswelle mit kon-
stantem Massetransport in z-Richtung.

(8.2) erfiillt KAV (mit a8/y = ¢/4b*, B/~* = 3bc/a).

KdV kann fiir # <1 aus 2D inkompressiblen, rotationsfreien, nicht-viskosen Stromungs-
gleichungen ({iber horizontaler Ebene mit freier Oberfldche) hergeleitet werden (|DJ] §1.2,
[De] §9.3), oder aus 2D Euler Gleichung ([Jo| §3.2.1).

(8.2) ist Gravitationswelle, d.h. Massentransport.

weitere Anwendungen: (simples) Tsunami-Modell.

Uberlagerung von Solitonen:

t=0 t1>0

schnelles, hohes Soliton “iiberholt” langsames, tiefes Soliton: kurze “Wechselwirkung” (mit
Phasenverschiebung) aber keine Forménderung (Fig. 8.2).

— fast ein Superpositionsprinzip, obwohl nichtlineare Gleichung

Weitere vollstindig integrable Systeme mit Soliton-Losungen:
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8 nichtlineare Wellen — Solitonen

Abbildung 8.2: 2 interagierende Solitonen als Funktion von x, t: Die Wechselwirkung be-
wirkt eine ortliche Versetzung beider Solitonen.

e kubisch nichtlineare Schrodinger Gleichung
iy + pe £ U0 = 0,2 €R,t >0

Anwendungen: nichtlineare Optik (dispersionsfreie Nachrichtentibertragung in Glas-
faserkabeln), Bose-Einstein-Kondensat

e Sinus-Gordon Gleichung

1
_Q@Dtt - ¢xx + Sinw =0
C

Anwendungen: Differentialgeometrie (fiir Flachen mit konstanter negativer Gauss
Kriimmung), Auslenkungen in einem Kristall mit Periodizitat sin

Referenzen: [DJ] §1.2-4, §8.2, [TE]
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8.2 Schrodinger Streuprobleme fiir KdV

8.2 Schrodinger Streuprobleme fiir KdV

Ziel: Losung (bzw. Losungskonstruktion) des AWPs

{ut—6uum+umzzo, reR,t>0 (8.3)

u(z,0) =up(x), zeR

Vorgangsweise: Transformation von (8.3) auf Familie von linearen Eigenwertproblemen
(mit Parameter ¢t > 0); ¢ € C:

[_% + u(x; t)] Y(xst) = A(t)y(z;t).

D.i. stationdre Schrodinger Gleichung fiir (reelles) Potential w.

“Miura-Transformation”
u=v*+v, (8.4)

liefert aus (8.3):

0
(2v + 8_x) gvt — 600, + Ummz = 0.

~
modifizierte KAV (mKdV)

Also: Wenn v mKdV 16st, 16st v KdV.
Losung der Riccati Gleichung (8.4) (fiir t fest) mit Substitution

v="1 /1 P(xit) #0 (8.5)

KdV ist Galilei-invariant, d.h. invariant unter Transformation & = x + 6\t, u = u — A fiir
A € R. Einsetzen in (8.4), (8.5) liefert (¢ ist nur Parameter!)

Idee: 1) Losung des linearen EWPs (8.6) fiir ¢(x;t),t > 0.

2) (8.4), (8.5) liefern dann u(x,t).

Das klingt zunédchst “komisch”, da u ja gegebener Koeffizient in (8.6) ist. Wir brauchen
aber die Streudaten S (d.h. Eigenwerte A(t), (verallgemeinerte) Eigenfunktionen ¢ (x;t))
nur fir t = 0, d.h. ue(z):
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8 nichtlineare Wellen — Solitonen

o (.T) Streudaten S(O)
I
: einfache
' Zeitevolution
KdV i (explizite
| Formeln)
l
* .
inverses
u(z, ) Streuproblem S(®)

92
Spektraltheorie von L = ——— + u:
0x?

u = u(x;t) sei beschrankt, glatt; klingt fiir || — oo rasch ab, da Lésung von KdV.
t >0 ...Parameter im Operator L.

a) endlich viele Eigenwerte:

Ap=—K2<0, kp>0;, n=12...,N
asymptotisches Verhalten der reellen Eigenfunktionen (“gebundene Zusténde”):
Up(x;t) ~ cp(t)e™ ™%z — oo, (8.7)

cn(t) aus Normierung |4y z2®) = 1, ¢, (2;t) klingt auch fiir  — —oo exponentiell
ab.

b) kontinuierliches Spektrum:

A = k? > 0. Hier Diskussion fiir & > 0; fiir k¥ < 0 analog:

verallgemeinerte Eigenfunktionen (“Streuzustinde”; ¢ L?) oszillieren fiir |z| — oo:

bl t) ~ {e‘“‘“ +b(k;t)etr | x — oo (8.8)

a(k;t)e~ , T — —00

a € C ... Transmissionskoeflizient
b € C ...Reflexionskoeffizient

Es gilt: |a|*> + |b]> = 1 (Impuls- bzw. Stromerhaltung im Streuprozess)
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8.2 Schrodinger Streuprobleme fiir KdV

u(x)
ae—ikx e—ika:
transmittierte einfallende Welle
Welle .
bezkz
/ reflektierte Welle
€T

Bemerkung: (8.6) hat sogar Vi = v/A € C Losungen der Form (8.8), aufer in der

oberen Halbebene fiir k, = ix,; n=1,...,N.

Wenn u = u(z,t) KdV 16st, dann haben die Streudaten von (8.6) eine einfache

t-Abhéngigkeit:

Satz 8.1. Seiu = u(x,t) Losung von (8.3). = Die “gebundenen Zustinde” erfiillen

(firm=1,...,N;t >0):
N = const in t;
An(t) = An(0);
Cn(t) = cn(0)et .

Beweis. Schritt 1: Ableiten von (8.6) nach x bzw. t:

Uoat + (A —u ) + (A —u)hy =0

Definiere

R(z,t) := 1y + uztp — 2(u + 2M\) 1,

0
= g Vel = VRe) = o = Yuu(V + ust) — 2uthy — 4AY;)

[¢22 und Py mit (8.10), (8.11) eliminieren)|
= wxaz(wt - 2U1/1x - 4)\%) - ¢(Umx¢ - 4uxwzx>
— by — My — Mtp + ugh) + 1 (2u + 4N) (uzt) — Ay + uthy)

(8:6) 1?2(% \_ut + GUU;E - umxz) = )\tw2

~-
=0 mit KdV

Bemerkung: (8.12) gilt auch fiir kontinuierliches Spektrum A > 0.

(8.9)

(8.12)
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8 nichtlineare Wellen — Solitonen

Sei nun A = \, = —k2 < 0,9 = ¥, R = Rlu,¢,] =: R,.
tn, R, klingen fir |z| — oo exponentiell ab.

= [ dz-Integral von (8.12):

0 = G B — R = Ay / 2 dr =Ny v
—~—
R €R
Schritt 2:
= unbestimmtes z-Integral von (8.12) (d.h. —0,(Yn . Rn — Y0 Ry) =0, da Ayt = 0)
gibt:

Ry — Una Ry = gn(t), gn(t)...Dbeliebige Integrationskonstante (8.13)

tn, Ry, klingen fiir |z| — oo ab = g, =0 V¢ > 0.

unbestimmtes z-Integral von (8.13) (d.h. WR%W = 835% =0):
R, I :
o = hy,(1), hn(t) ... beliebige Integrationskonstante (8.14)

Multipliziere mit 1?2, verwende (8.6):

Rt = [t + 1= 20+ 208§ = S002)c+ (=202, —AN02)s = ha(0)42

Jg dz-Integration:

1d
0=35% /%%df :hn(t)/%%d-f

R R

=1

= h,(t) =0,vt >0
(8.14), d.h. R,, = 0 liefert Evolution von v, (x;t):

wn,t = _ua:wn + 2(“ + 2)\n>wn,x
verwende u = 0, v, —Asymptotik (8.7):
= (t) —4k3c,(t) =0

= c,(t) = cu(0)e™ 0. m
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8.2 Schrodinger Streuprobleme fiir KdV

Satz 8.2. Sei u = u(x,t) Losung von (8.3). = Die “Streuzustinde” erfillen (Vk >
0;t >0):

a(k;t) = a(k;0), b(k:t) = b(k; 0)e¥*", (8.15)

Beweis. Sei A = k* > 0 fest (d.h. konst. in ¢, da kontinuierliches Spektrum (0, co)
t—unabh.); ¥ die zugehorige verallgemeinerte EF; R = R[u, ).
Integriere (8.12) in x (mit Ay = 0):

V. R — YR, = g(t; k) ...beliebige Integrationskonstante (8.16)
Laut (8.8): ¢(z;t, k) ~ a(k;t)e ™ z — —o0

da

T + 4ik53a) e kT 5 —0

= R(z,t; k) ~ by — 4\), ~ (

= ,R—9YR, "==°0 = g(t:k)=0 Vt>0
z—Integration von (8.16):

R

v = h(t; k) ...beliebig; R = hy (8.17)
xr — co—Asymptotik von ¢, R liefert:
% + 4ik*a = ha (8.18)

analoges Verhalten fiir x — oo:

db | i | |
R(l’, t’ k) ~ Eezkx + 4ik3(671kx o bezkx) (8 172(8 8) h‘(efzkx + bezkx) ~ hw

Da e**2 linear unabhiingig (mit Koeffizientenvergleich):

db
T 4ik*b = hb,  h(t; k) = 4ik®

= b(k;t) = b(k; 0)ed**
a(k;t) = a(k;0) (aus (8.18)) [ |
Bemerkung 8.3. In die Formeln (8.9), (8.15) geht die genaue Form von u(z,t)

nicht ein. Sie liefern sehr viel a-priori Information fiir die KdV-Evolution (“dhnlich”
wie Erhaltungsgrofe der Evolution).

Referenzen: |[De| §9.7, [DJ] §3.1-2,4.1-3, [Wh] §17.3
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8 nichtlineare Wellen — Solitonen

8.3 inverses Streuproblem

Ziel: Losung des nichtlinearen AWPs

U — OUUy + Upye =0, xE€R,E>0
u(z,0) =up(x), zeR

in 3 Schritten:
1) lineares EW-Problem ¢, + (A — uo(z))y = 0,2 € R — Streudaten S(0)
2) explizite Evolution der Streudaten S(t), ¢ > 0 (laut Satz 8.1, 8.2)

3) inverses Streuproblem: Rekonstruktion von u(z,t) aus S(t) mit linearer Integralglei-

chung
wo () Streudaten 5(0)
|
|
|
! explizite
|
Kdv ! Zeitevolution
|
|
* .
inverses
u(z,1) Streuproblem S(®)
inverses Streuproblem fiir ¢ fest:
Vow + (K —u(z)) =0 , z€R (8.19)
geg: Streudaten von (8.19) S = S(t) := {—x3,...,—KX;c1, ..., cn; b(k), k € R} (z.B. mit

Satz 8.1, 8.2 aus S(0) erhalten)
ges: Potential u(z) = u(z;t)

Definiere fiir geeignet abklingenden Reflexionskoeffizienten b(k):

N
1 )
F(&):=) ce ™+ o b(k)e*dk , €eR (8.20)
n=1 R

N

inverse Fourier Trans.

Satz 8.4 (inverses Streu-Theorem). Sei F' schnell fallend. =

d
u(zr) = —2£K(x,a:),
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8.3 inverses Streuproblem

mit: K(z,z) ist die eindeutige Funktion auf R? mit K(x,z) =0 fir 2 < x und erfillt die
lineare Fredholm Integralgleichung;:

K(:v,z)—i—F(x—l—z)—|—/K(x,y)F(y+z)dy:O ,—oo <<z

(“Gelfand-Levitan-Marchenko” (GLM)-Gleichung).

Beweis-Idee. Zuerst Diskussion des direkten Streuproblems (8.19); Herleitung der GLM-
Gleichung;:

Fall 1: L := —88—;2 + u(x) habe nur kontinuierliches Spektrum (z.B. fiir u > 0).

Wir suchen (fiir £ € R fest) Losungen der Form (“Jost Losungen”)

By(z) = 7 4 / K(z, 2)e*d, (8.21)
d_p(z) = e 4 /K(m,z)e‘ikzdz. (8.22)

Falls K (geeignet) abklingt, gilt

lim @4y (z) = e***,

T—r00

Ziel: Finde Gleichung fiir K durch Einsetzen von @44 in (8.19):

, d 7 .
aus (8.21):  Pp,, = ™ [—k2 - d—K(x, x) —ikK(z,z) — Kx(x,x)} + / K,.e**dz
T

2x partielle Integration in (8.21):

. K K. (z, 1 A
CI)k — ezkw |:1 + ¢ (]::7$) . gj; ZL’):| o _/Kzzezkzdz7

falls K (x,2), K,(z,2) =3 0 (damit die Integrale existieren):

=0 @y + (K2 — w)dy, =

. d T .
— _pika {u + 2£K<£L‘,$):| + /(Km — K,. —u(z)K)e*dz

xT

137



8 nichtlineare Wellen — Solitonen

Das gilt, falls
Ky — K., —u(x) K =0 ,z>zx, und

d
u(z) = —2d—K(q:,x) = 2[K,(z,z) + K.(x,x)]. (8.23)
T
néchstes Ziel: Gleichung fiir K, die nur die Streudaten enthélt (aber nicht u).
e ¢, .(z) linear unabhéngig = sind Fundamentallésungen von (8.19)
e verallgemeinerte Eigenfunktionen laut (8.8):
e L b(k:t)e*™ . oz — o0
V(a;t) ~ ,i(,m )
a(k;t)e , T — —00
= Die spezielle Losung mit
. 1
Ur(x) ~ e *  fiir o — —o0, also i(x) = —(x)
ak
ist:
1 b(k)
=—— ¢_ — @ 8.24
Ur(z) ) #(7) T k(1) (8.24)
~e~thT g o0 ~etkT r o0
= a(k)be(z) (821)(322) ko /K(x,z)e_ikzdz
+b(k) | + /K(a:, 2)e**dz|  Va €R; Yk € R fest.
inverse Fourier-Transformation (k — y) gibt an y > x:
1 )
— / a(k)y(z)e™dk (8.25)
2m
R
1 ik(y—x) [ 1 ik(y—z)
=— [ "k + | K(x,2)| — [ VY2 dk |dz
2m 2m
R Lz o R
zé(y—z);a day >z =5(‘y:z)
1 ik(z+y) 1 ik(y+2)
+— [ b(k)e™ TV dEk+ | K(z,2) |— [ b(k)e™™ ™ dk| dz
2m 2m
R T R

=F(z+y) laut (8.20)

= K(z,y)+ F(x+y)+ / K(z,2)F(y + 2)dz,
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8.3 inverses Streuproblem

da L kein diskretes Spektrum hat (laut Annahme).

Berechnung des Integrals (8.25) mit Residuensatz und komplexem Konturintegral:

/a(k:)wk(x)eikydk =0, Va,y fest

R
da a(k), b(k), 1y in oberer Halbebene analytisch sind (Details: [DJ], §3.3)
= K erfiillt (mit y <> 2):

K(z,z)+ F(z + 2) + /K(x,y)F(y +2)dy =0, —oco<z<z. (8.26)

inverses Streuproblem:

F aus Streudaten geg. = K (z, z) aus Integralgleichung (8.26) berechenbar = u aus (8.23).

Fall 2: L habe N > 1 Eigenwerte A{,..., Ay.

Es gilt: a(k),b(k) sind meromorph in oberer Halbebene mit N einfachen Polstellen an
k =ik, (kn > 0,\, = —K2)

Berechnung des Integrals (8.25):
Mit
Vi, (T) = €, i, (¥) (el (8.24))
(8.21)

= c,{n(e_”“"z—{—/K(az,z)e‘“”zdz)

kann man zeigen (Details [DJ] §3.2-3):

N

1 zk —Kn
2—/ Ydk = — Z Crop Vir,, ()€Y
R

n=1

N
Zcin e rn(@ty) +/K T, z) —rn(Y+2) 4

n=1

Einsetzen in (8.25) liefert wieder (8.26).

Bem: (8.26) impliziert (wie gewiinscht) K., — K., — u(z)K = 0, z > z fir u(z) :=
—2-4 K (z,x) (siehe Ubung). [ |
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8 nichtlineare Wellen — Solitonen

Bemerkung 8.5. 1) Die Fredholm Integralgleichung (8.26) kann als Fixpunktiter-
ation fiir K € C'(R?) (oder € C*°(R?)) geschrieben werden:

Kw— K*(z,2) = —F(x + z2) — /K(x,y)F(y + 2)dy. (8.27)
Abbildung (8.27) ist Lipschitz mit Konstante ||F'||1(r)
Sei || F||;1 < 1 = GLM-Gleichung hat eindeutige Losung.
2) Spezialfall: Sei F' separabel; d.h.
N
F(z+2) =) Xu(x)Zu(2) , N€NmitZ, lu
n=1
(z.B. fiir b = 0, d.h. reflexionsfreies Potential). = GLM-Gleichung wird
N N
K(e,2)+ 3 X0 20(2) + Y Z0l) [ K 0) Xal)dy =0
n=1 n=1 o
N
= Ansatz fiir Losung: K(z, z) Z L, (x)Z,(2)
n=1
N

(
s
&
—
Y
oL
<
I
=
S
I
\.P—‘

= Ln(z) + Xo(2) + > Li(2)

~
=bekannt

also: N lineare algebraische Gleichungen fiir N Unbekannte L, (z)
= N) = Anzahl der

3) Es gilt: Anzahl der gebundenen Zustdnde des Operators L (
Solitonen, die eine Losung fiir ¢ — oo entwickelt.

Beispiel 8.6 (Reflexionskoeffizient mit N = 1 Pol). Streudaten seien gegeben als

5 (fiir ein 0 < B = const), also Pol an k = i, d.h. ein EW

b k) = _ﬁ+zk
A\ = —k?=—3? von L.

VBe P fiir x — oo; d.h. ¢; = /B

2) Pi(x) ~
Ziel: berechne zugehoriges Potential u.
F —hE— = ... =Be P H(—
S F(©) = 5 o fe HH (=€)

(mit Residuensatz; H ...Heaviside Funktion)
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Aus GLM-Gleichung (8.26): K(z,z) =0 fir z + z > 0.
GLM fiir z + 2 < 0 (da F(y + z) # 0 nur fiir y + z < 0):

K(z,z) + fe Plets) 4 B/K(w,y)e‘ﬁ(erz)dy =0, < min(z,—2).

(eindeutige) Losung: K = —f, also

0 , z+2>0 }:—BH(—x—z)

K(m,z):{ -0, v4+2<0

K(x,x) = =pH(—2x) = —fH(—x)
= u(z) = 2L K(z,2) = —286().

Ferner: Anfangsprofil uyg = —236 zerféllt in ein Soliton

In2
u(z,t) ~ 2/3% sech? {ﬁ(az — 437t + ;_5)
und eine dispersive Welle.

(@ —u

X

0

(b) —u

v g 0| - X

Abbildung 8.3: Anfangsbedingung uy = —230 (siehe (a)) zerfillt in ein Soliton und eine
dispersive Welle (siehe (b)) [DJ].

]

Bem: inverse (Streu-)Probleme in vielen Anwendungen: z.B. Computertomographie, akus-
tische Untersuchung der Bodengeologie

Referenzen: |[De| §9.7, [DJ] §3.3, 4.4, [Wh]| §17.3-5
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Verkehrsflussdiagramm: Geschwindigkeit als
mehrwertige Funktion der Dichte
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Mehrwertige Funktion v(p) erlaubt mehrere stabile
Verkehrszustande; auch Hysterese-Verhalten und “Stop-and-go”
moglich. Aus |Gilinther-Klar-Materne-Wegner, SIAM J. Appl.
Math. 2003|.



Charakteristiken fiir Ampelbeispiel

t
Griin
Phase =\ — ¢
T = st
Rot e )
Phase
uU=1u
/ u = ]_
uU=1u u=1
RB: u = —1,
rote Ampel

Abbildung B.1: Ampel: Rotphase, 1. Teil der Griinphase



Numerische Methoden fiir lineare Advektionsgleichung

Ut + Uy
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num. Losung auf [0, 1] mit periodischen Randbedingungen.
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links: Lax-Friedrichs ist bedingt stabil (fir v :=
rechts: das Downwind Schema ist instabil.



Numerische Methoden fiir lineare Advektionsgleichung
(glatte Losungen 2)

Ut + Uy
()

0,

reR,t>0
sin(27z)

num. Losung auf |0, 1] mit periodischen Randbedingungen.

Upwind: h=0.01, k=0.0075, y=0.75
T T T

Upwind: h=0.002, k=0.0015, y=0.75
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Das Upwind Schema ist bedingt stabil (fir 0 < v := % < 1);
hier v = 0.75.

Upwind: h=0.002, k=0.0024, y=1.18
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Fiir v > 1 ist das Upwind
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ema instabil; hier v = 1.18.



Numerische Methoden fiir unstetige Losungen (1)

u+u, =0, zeRt>0
1, <0
uole) = {o )
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exakte Losung (—) an ¢ = 0.5 und numerische Losung (- - - ) mit

h=0.01, k/h = 0.5 (aus [LV])



Numerische Methoden fiir unstetige Losungen (2)

u+u, =0, xeRt>0
1, <0

tol®) = {o, z>0

Lax-Friedrichs Upwind
1.5 F 1.5 F
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exakte Losung (—) an ¢t = 0.5 und numerische Losung (- - - ) mit
h = 0.0025, k/h = 0.5. Konvergenzordnung: 1/2 bzw. 2/3 |LV]|



Riemann-Problem fiir Burgers Gleichung

ur +uu, = 0, reR,t>0

w = 1.2, wu,=0.4, — Schockgeschwindigkeit s = 0.8
o )
©
O L]
N =
o
N
<
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
exakte Losung (—) an ¢ = 1 und numerische Losung (- - - ) mit
. : S k
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num. Losung mit konservativem Upwind-Schema (aus |LV]):
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Transport eines Wirbelrings

Wirbelgleichung in 3D:

ow
E%—(u-V)w:(w-V)u



linearer Gauls’scher Diffusionsfilter

Originalbild f; Diffusionsfilterungen K, * f mit wachsender
“Breite” o in (4.1) (erstellt mit Photoshop)



Diffusionsfilter (Dreieck und Rechteck)

<

el
: . B "'--:- it
Ay ,.,_-1%" { I’-.'::%
-t-'"\_L : ."__'_- _ -,. .;.;-1::- f"l: -.__
Aot .ﬁ-’f-:&" S
verrauschtes Eingangsbild gefiltert mit linearer Diffusion
(4 automatische Stoppzeit)

gefiltert mit isotroper nichtlinearer Diffusion gefiltert mit anisotroper nichtlinearer
[Perona-Malik Gleichung] (4 automatische Diffusion (+ automatische Stoppzeit)
Stoppzeit)

von [Pavel Mrazek, Dissertation, Prag, 2001]



(mittlere-) Kriimmungsgleichung

up = |Vuldiv (&)

Vil
0
(é

@ Q ;
Q ]

=() =50 =100 t=150 =200 =250  t=3K0

Evolution von Kurven unter der (mittlere-)
Kriimmungsgleichung, [AK]|. Alle geschlossenen Kurven werden
asymptotisch kreisférmig und kollabieren in endlicher Zeit.



Schock Filter

w, = —|Vulsign(Au), xz€R? ¢t>0

Anfangsbedingung ist Gaul-geglittetes Originalbild.

Bildrekonstruktion: Konvergenz (in endlicher Zeit) gegen eine
Stufenfunktion (d.h. perfekt scharfes Bild), [AK].



Brusselator (Reaktions-Diffusionsgleichung)

w = a— (b+ Du+v*v + diAu

B.1
vy = bu — uv + dyAv (B1)

Modell fiir autokatalytische, oszillierende chemische Reaktion
(d.h. ein Reaktionsprodukt ist auch Reaktionspartner);
Gleichung fiir 2 Substanzen mit Dichten u(x,t), v(z,t)

homogener Stationdrzustand (ug, vo) = (a,b/a);
Turing Instabilitat fir b > (1 + a\/%)z ... (= 2. notw. Bed.)

2 numerische Beispiele fiir raumlich inhomogene
Stationarzustinde us () = limy_,o u(x,t) (mit gleichen
Parametern a, b); sind nicht eindeutig!
stabil, aber nicht asymptotisch stabil.

'.
- &l

(B.1) ist translations-, rotationsinvariant (modulo RB)




Musterbildung in chemischem Prozess (Experiment)

e

Evolution von Konzentrationswellen in chemischer Reaktion
(Belousov-Zhabotinsky Reaktion)



Musterbildung mit Reaktions-Diffusionsgleichungen (1)




Musterbildung mit Reaktions-Diffusionsgleichungen (2)

6]




Cahn-Hilliard: Simulation / Experiment

z 3
lag({Tme} {MC siops)

a) numerische Simulation (Monte Carlo) der Cahn-Hilliard Glei-
chung: ¢ =0, 20, 100, 400, 1000, 3000, 5000

b) Vergokerung von ¢ =20, 400, 1000, 3000 zeigt Skaleninvarianz.

c¢) Film des Experiments (Fettbldschen) [T. Ursell, 2007]:
http://www.youtube.com/watch?v=kDsFP67 ZSE&NR=1



Cahn-Hilliard: Simulation fur ¢t — oo

f(c) :==c*/12 —%/2; lokale Minima an ¢,, = +v/3
v =003, L =6
3.00tu ™

2.00

1.00

—1.00}

—2.00}1

300t Y™

200

1.00 -

1.00

200

FEM-Simulation von Cahn-Hilliard Gleichung [EF]:
e LOsung konvergiert gegen ¢
* ., fast stiickweise konstant (Werte an 4-1/3)

e noch unklar, ob ¢, Stationédrzustand oder nur metastabil



diinne Filme: “fingering’—Instabilitat der Front

|Huppert, Nature, 1982]



dinne Filme: Simulation

- i

FEM-Simulation von (erweiterter) Diinnfilm Gleichung [BG]:

e AB: homogener Film mit kleiner Stérung
e Film reifst

e Evolution zu wenigen grofen Tropfchen



Dateniibertragung mit Solitonen

~—_\

300 km, soliton

300 km, linear

125 km, soliton

125 km, linear

Eingangs-
| | | /] impulsfolge
0 500 1000 1500 2000

Zeitin ps —o=

e praktischer Vergleich fiir Impulsiibertragung bei 4 Gbit/s:
Soliton vs. linear

e bei 300 km: Signal kann bei linearer Ubertragung nicht er-
kannt werden

e bei Soliton-Ubertragung aber fast unverandert

e praktische Anwendung erst in Vorbereitung



