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1 Einleitung / Beispiele

Ziel der Vorlesung;:

e Vorstellung von einigen typischen nichtlinearen PDGl’en. Im Gegensatz zu linearen
PDGl’en gibt es keine kanonische Stoffauswahl. Die Themen “hyperbolische Erhal-

tungsgesetze”, “vollstindig integrable Systeme”, “Variationsmethoden” werden aus-

gelassen, da diese in Parallel-Lehrveranstaltungen enthalten sind.

e typische mathematische Fragestellungen (Existenz, Eindeutigkeit von Losungen und
deren qualitatives Verhalten)

e typische (analytische) Losungsstrategien

Einige einfache Beispiele:

1.1 Bewegung von Elektronen in einem Halbleiter

Elekironen  0Q) O
oo, -— ® O oQ,
D (=) — P n(z,t) >0 ... Dichte der Elektronen in
e O(z,t) ... elektrostat. Potential

feste positive lonen
(Dotierung mit Dichte C'(x) > 0)
ng = div(Vn) —div(nV®)

—_—  ——
Diffusion Drift

AP = n—C(x) ... Poissongleichung fiir Potential

(nichtlineares parabolisch-elliptisches System)

e stationdre Gleichung im thermischen Gleichgewicht:

A® = a?e® —C(z), x€Q nichtlineare Poissongleichung
=n(z)

)
+ RB: @ |ga,= Po(z) (Kontakte); g— =0 (isolierter Rand)

Vloan



1 Einleitung / Beispiele

1.2 Flissigkeit in einem porosen Medium

Deich

u(z,t) > 0 ... Dichte der Fliissigkeit
frocken

Wasser u—Au*) =0, a>1

+RB, AB

e Grundwasser- oder Erdolstromung in porésem Gestein

(klassische) porése Mediumgleichung:

uy = a div(u®~! Vu)

Diffusionsrate > 0

e degeneriert (bzw. ausgeartet) parabolisch

= nur endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit (im Gegensatz zur Warmeleitungsgleichung)

u
0 =0 ux1) t>0

} X
T X 0
0 freier Rand

Herleitung der porésen Mediumgleichung:

e fiir polytropes Gas (def. durch Zustandsgleichung p = pou”; z.B. ideales Gas)

1. Massenbilanz: pu; + div(uv) =0
u(z,t) ... Dichte
p € (0,1) ... Posositdt = Volumenanteil der “Locher”
v(x,t) ... Geschwindigkeitsfeld

2. Darcy-Gesetz (= empirisches Gesetz fiir Stromung durch poréses Medium):
w = —kVp
1 ... Viskositat
k ... Permeabilitdt = Durchlédssigkeit des Materials fiir Gas/Fliissigkeitsstromungen
p(z,t) ... Druck

3. Zustandsgleichung: p = pou”; isentroper Index: 1 < v < 2
Po -.. Referenzdruck = const
monoatomares Gas: v = g; diatomares Gas (z.B. Luft): v = £



1.3 Diffusionsfilter in Bildverarbeitung

k k
pu, = —div(uw) = p div(uVp) = ;pw div(u"Vu)

=u =cAu*),a=1+v¢>0

1.3 Diffusionsfilter in Bildverarbeitung

Perona-Malik Modell: zur Glattung von verrauschten Bildern

u(x) € [0,1] ... Grauwert; Q C R?
skalare Diffusivitit g(|Vu|?) > 0 mit

S5—00

g(s) 5 g(0)=1, g(s) —0

z.B.
g(s?) = _ (mit Parameter A > 0) (1.1)
1+ s2/\2
also:
uy — div(g(|[Vul*)Vu) =0 ;2eR*t>0 (12)
u(z,0) = f(x) ... Ausgangsbild '
Motivation: wenig Diffusion bei Kanten, da dort |Vu(x)| grok.
Kantenverscharfung:
1D-Variante von (1.2) mit Flussfunktion ®(s) := sg(s?):
g = 0y (P(uy)) = D' (g ) Uy (1.3)

Fiir g aus (1.1) gilt:
D' (u,) > 0 fiur |u,| < A= (1.3) ist vorwdrts parabolisch,
D' (u,) < 0 fir |u,| > A = (1.3) ist rickwdrts parabolisch

(d.h. Indiz fiir Schlechtgestelltheit von (1.3)).
Fiir sg(s?) monoton wachsend ist (1.2) aber sachgemifs gestellt.

Referenzen: [Ma] §10



1 Einleitung / Beispiele

1.4 Reaktion von Chemikalien

u(x,t) > 0 ... Konzentration der Chemikalie

Q
Ug — Dﬁ}_{/ = f(U) JQ X (07 OO) (14>

Reaktionsterm

v RB: 2% =0, 9Q x (0, 00)
AB: u(z,0) = uy(z),Q

Reaktions-Diffusionsgleichung (semilinear);
f meist Polynom (zB quadratisch fiir bindre Reaktion)

Bsp. 1: (1.4) hat fiir f(u) = u? i.A. keine globale Losung (vgl. u; = u?), wohl aber fiir
f(u) = —ulul.

Bsp. 2: Wir suchen wandernde Wellen fiir 2 = R:

f : R — R habe ,kubische Gestalt” mit fol f(u)du>0-:

f(u)

> U
0 a ]\
Man kann zeigen (|Ev] § 4.2):
Al o < 0 mit u(x,t) =v(z — ot) 16st
U — Uy = f(u), x €R, >0, (1.5)

wobel

lim v=0, lim v=1.
T——00 T—-+00



1.5 Oberflachenwellen in Wasser

Idee: Die Konstanten 0, 1 sind stabile Losungen von (1.5)
(da f" < 0); aist instabil (da f' > 0).

e Gleichung fiir v(z): v" 4+ ov' + f(v) =0

mit lim v=0, lim v=1, lim v'(z)=0
T——00 T—+00 z—+o0

e Phasenraumanalyse fiir (v, w) := (v,?'):

— autonomes DGI-System 1. Ordnung:

{Z:, - fgw_f(v) (1.6)
mit

lim (v,w) = (0,0), lim (v,w)=(1,0)

IT—r—00 r—-+00

e (0,0), (1,0) sind kritische Punkte von (1.6); Sattelpunkte (der Linearisierung von (1.6))

zB an (0,0): (;;})’: ( —f(’](O) —10><ZJ)

w

+
€y
X
instabil

(0.0)

X
€

Fiir genau ein o < 0 3 heterokliner Orbit von (0,0) nach (1,0).

1.5 Oberflachenwellen in Wasser

u(x.1)




1 Einleitung / Beispiele

u(z,t) >0 ... Wassertiefe (recht seicht; lange Wellen)

Korteweg—de Vries (KdV) Gleichung:

g + 6utly + Ugrr = 0, in R X (0, 00)
+ AB

o [, u(z,t)dx ist Integralinvariante (const. in ¢); Joo viele.

e Vo >0, Vc e Rist
u(z,t) = %cosh_2 (g(x — ot — c))

spezielle Losung von KdV (,,Soliton”, Geschwindkeit o hingt von Héhe ab) — einsetzen!
Trotz Nichtlinearitdt gibt es eine Art Superpositionsprinzip: 2 Solitonen kénnen einander
ohne Anderung durchdringen (nur Zeitverzogerung bei Interaktion).

R EPARNSEAR T

o
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

Hohes Soliton ist schneller und ,iiberholt” tiefes Soliton; beide laufen nach rechts.

1.6 Geometrische Optik

Betrachte ausbreitende (Licht-)Wellenfront in homogenem, isotropen Medium (0 < ¢ =
Lichtgeschwindigkeit):

10



1.6 Geometrische Optik

Ausbreitungsstrahl L Wellenfront (zu jeder
Zeit t)

/I

u = const
ges: u(z), xr € Q@ CR”, mit

u = const = ¢ (Niveaulinien) ... Wellenfront zur Zeit ¢.
u(z) = Zeitpunkt, an dem die Wellenfront (erstmals) durch z geht.

w erfilllt die Eikonal Gleichung (voll-nichtlinear!)
1
|Vu| = -.
c

e spezielle Losungen:

Kugelwelle um Ursprung: u(z) = |x| +b, b € R

T ¢

ebene Wellen: u(z) =a-z+b; a€R", beR, |a| =1

e zeitabhingige Formulierung

S(z,t) ==t —u(z) ... “Level-Set-Funktion”

{ St == C|Vx5|,t>0
=

S(2,0) = Solx) (1.7)

Wahl der AB: S(x,0) =0 Vz € Cy (geschl. Hyperfliche)
S(z,0) := Distanz von x zu Cj (S < 0 aussen, S > 0 innen)

ges: Evolution der Niveaulinie C; mit S(z,t) = 0 Va € C; (=Front zur Zeit t)
S < 0(>0) ... vor (hinter) der Front

o(1.7) besser fiir Numerik — Level-Set-Methoden. Front kann sich vor und zuriick bewegen.
e beschreibt auch Entwicklung von Kaustiken (Bild aus [Wh])

11



1 Einleitung / Beispiele

Wavefront construction for a disturbance initially confined to the region R.

1.7 Hamilton-Mechanik

Hamilton-Jacobi-Gleichung (voll-nichtlinear!) fiir ein mechanisches System:

u+ H(Vu,z) =0, 2€R", t>0
AB: u(z,0) = ug(x)

geg: H(p,x) ... Hamilton Funktion, zB

1
H = %@\2 +  P(x)
2m__ ——

t. B i
kin. Energie po nereie

u hat Dimension einer Wirkung

e Losung mit Hilfe von Charakteristiken:

i(s) = VypH(p(s), z(s))
pls) = —V JH(p(s), 2(s)) } Hamilton Gleichungen

s) = )
2(s) = VpH(p(s), 2(s)) - p(s) = H(p(s), z(s)),
mit z(s) := u(x(s),s) € R (Verifikation durch Einsetzen in (1.8)).

— 2n + 1 gekoppelte DGL. Bem: ¢ = s wahlbar.

12



1.8 Minimalflachen

e Unterschied zur Charakteristikenmethode fiir quasilin. Gl. 1. Ordnung:
p(z) :== Vu(z(s)) € R™ wird hier als zusétzliche Variable eingefiihrt.

o speziell fiir H(p, x):

1

”_"bvxq) x = —V,®... Newtonsche Bewegungsgl.

= p? — O(z) = .. Lagrange Funktion

S, 8.

1.8 Minimalflachen

(1, w9, u(xy, 19)), & = (21, 72) € Q sei eine Fliche im R3.

Oberfliche = O(u) = [, /1 + [Vul? dz

Aufgabe: Finde Fldche minimalen Inhalts, die die Randbedingung u = ¢ auf 0 erfiillt
(— Variationsproblem, d.h. Minimierung des Funktionals O(u)).

Anwendung: eingespannte Membran, Seifenblasen

Man kann zeigen: u(x) erfiillt die Minimalfidchengleichung (quasilinear, glm. elliptisch)

: Vu _
div Ve 0, Q
u = g , 0N

bzw: (14 U2 g,z — 2, Uy Usy gy + (1 + U2 Y Ugyzy, =0

. . 1 2 —
Koeffizientenmatrix: A = Tl UmU;z > 1
—Ug Uy, 1+ ug,

Dabei ist % div (L) die mittlere Krimmung der Fléache (=Durchschnitt der Haupt-

1+ Vul?

kriimmungen d.h. Min./Max. der Normalkriimmungen).

Minimalflachen: mittlere Kriimmung = 0 = lokale Sattelform.

13



1 Einleitung / Beispiele
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2 nichtlineare elliptische Gleichungen

Ziel: Losung von nichtlinearen elliptischen Gleichungen der Form:
—Au+b(u) = f(z); —Au+bVu)+ pu= f(x) .. semilinear ;
—diva(Vu) = f(z) ... quasilinear ,
da

diva(Vu) Z@ a;(Vu) Z gzl Vu) Ozlax]u
J

2,7=1
Methoden:
e Fixpunktsitze: Umformulierung der PDGI als S(u) =

e a-priori Abschitzungen: Ungleichungen an S(u), die unabhéngig von u sind

e Galerkin-Methode fiir Approximationsfolge u,, in endl. dim. Rdumen

2.1 Vergleichsprinzip fiir quasilineare
Differentialoperatoren

Betrachte den quasilinearen Differentialoperator

L(U) = Z aij<x> Vu)u;r@;tj + b([E, u, VU)

ij=1
fir x € Q C R™ (beschranktes Gebiet)

Annahmen:
e b(z,-,p): R — R sei monoton fallend Vz € 2, Vp € R".
e a;;,bseien C! bez. p.

Satz 2.1 (Vergleichsprinzip fiir klassische Losungen): Seien u,v € C(Q)NC?*(Q) gegeben,
L sei elliptisch bez. u oder v (gleichmdfsig in x € ), und

L(u) > (>)L(v) in
< w auf 0S2.

15



2 nichtlineare elliptische Gleichungen

Bew:
e 0BdA sei L elliptisch bez. u, glm. bez. z (d.h. A(z, Vu(x)) = [a;;(z, Vu(x))];; > X >
0 VreQ).

(a)
_aZJ( )
Zau z, Vu) 07 (u—v)

+ Z[aij(x, Vu) — ai;(x, Vo)]oZv + b(z, u, Vu) — b(x,u, Vv)

=:>, bi(z)Ow (I‘;llt 2x MWS)
+b(x,u, Vo) —b(x,v,Vv) > 0; mit w:=u—v
<0,falls u(x);v(m) da b\,
:>l~;w::2aw w—i—Zb JOiw >0
ij

auf Q. :={z € Q| w(zx) >0}

und wlpn < 0 (It. VS), also auch w|sn, < 0.
e It. schwachem Maximumsprinzip auf §+: w < 0 in €.

(b) Fiir L(u) > L(v) (d.h. Lw > 0 auf §02+) kann w kein nicht-negatives Maximum haben
(siche Beweisteil 1 von Satz 5.26 (lin. PDGI): an Max. wiirde Lw < 0 gelten) = w < 0
auf €.

O

Anwendung: Eindeutigkeit von klassischen Losungen des Dirichlet-Problems

Lw) = f(z) , Q
{ u = up(x) , 00 (2.1)

Korollar 2.2 Sei L elliptisch bez. u oder v. Seien u,v € C(Q) N C?(Q) Lisungen von
(2.1) = u=n.

Definition 2.3
(a) i € C(Q) N C?(Q) heifit obere Losung von (2.1), wenn

L@ < [ in 9
> up auf 0N

16



2.1 Vergleichsprinzip fiir quasilineare Differentialoperatoren

(b) u € C(Q) NC%*Q) heifit untere Losung von (2.1), wenn

fin

L(u)
u up auf OS2.

IN IV

Korollar 2.4 Sei L elliptisch bez. u oder (u und u). Fir eine klassische Losung u von
(2.1) gilt:

u(z) <u(x) <u(z), z€Q

Vergleichsprinzip fiir schwache Losungen:
betrachte L(u) = div a(Vu) + b(u, z) und

Lu) = 0 , Q
{(I)L:o,asz (2.2)

Annahmen:

e a:R" — R” glatt und streng monoton
(d.h. 30 > 0 mit (a(p) — a(q)) - (p — ¢) = Olp — q* Vp,q € R")

e i(-,x) : R — R sei monoton fallend Va € ()

Definition 2.5 1. u € H}(Q) heifit schwache Losung von (2.2) wenn

/—a(Vu) Vo +blu,z)vdr =0 Vv € Hy(Q). (2.3)

Q

2. u / u heifft schwache obere /untere Losung, wenn

/—a(Vu/Vg) Vo +b(tju, x)vdr < />0 Vo€ HY(Q), v>0 fi. (2.4)

Zusitzlich gelte: a(Vu/Vu/Vu), b(u/u/u, ) € L*(Q).

Satz 2.6 Seien u,u € H'(Q) schwache obere und untere Lisungen von (2.2) mit u <
0, u >0 fid. auf 0.

= Jede schwache Liosung von (2.2) erfillt:
u(x) <wulx) <a(x) fd. in Q.

Bew:

17



2 nichtlineare elliptische Gleichungen

(2.4) fir 4 minus (2.3):

/[a(Vu) —a(Va)] - Vo < /\[b(u, ) . b(u,z)]v <0 fiirvi=(u— u)*t.

QO <0 fiir u(z)>u(z)

Es gilt v > 0, U‘aa = 0.
Bem: w € H}(Q) = w' € H}(Q) und

V(wt) = { Vw , fi. auf {w > 0}

0 , fi auf{w<0}

=0 > / (a(Vu) — a(Va)] - V(u— @) do

{u>a}
str. mon. 2 B Y
> C) / |V (u—a) da:—@/|V(u uw)" |*dx
>0 fu>a} Q cH}

= (u—1u)" =0, wegen Poincaré Ungleichung = u < @ .

Referenzen: [GT] § 8.5, 9.2, [Ev] § 9.3

2.2 Fixpunktmethoden

2.2.1 Fixpunktsatz von Banach

fiir streng kontraktive Abbildungen (bei stationdren Problemen muss ein ,Parameter”
klein sein):

Satz 2.7 Sei X BR, S: X — X eine (nichtlin.) Abbildung mit

1S(ur) = S(uz)|| < Allus — wzl| Vur,uz € X, A <1

= S hat eindeutigen Fizpunkt u und S*(ug) X0 Vug € X

18



2.2 Fixpunktmethoden

Beispiel 2.8 Seien f € L*(Q), Q C R™ beschrinkt, b : R® — R Lipschitz mit Lip(b)
hinreichend klein (konkret: Lip(b)< (c2(2) 4+ 1)~"). Dann hat die semilineare GI.

—Au+b(Vu) = f(z) , Q
{ u = 0 , O0f, (2.5)

eine eindeutige schwache Lisung u € H(Q). Fir 0 € C? gilt ferner uw € H*(SQ).

Bew:

Betrachte S :  H}(Q) — HY(Q),
v = u=S(v)

als eindeutige schwache Losung von —Au + b (Vv) = f(z), 2, d.h.:

ges. u € H)(Q): /Vu -Vpdr = /(f —b(Vv))pdr Vo€ Hy(Q) (2.6)
@ ¢ y
= F(p)
e bLip. = [b(y)| < [b(0O)] + B [yl VyeR"
-
— Lip(b)>0

= /bQ(Vv) dr < 2|b(0)|2vol(Q)+252/|\V£/|2 dr < o0
Q Q €L?
= Fc H'(Q) = 3! schwache Losung u € H;(£2) von (2.6)

(S ist wohldefiniert)

e Kontraktivitat von S:

/V(u1 ) Ve d — —/ b (Vo) — b (Von)] i da

Q

IN

1
= Jlur — w2l gy g ;Hb(vvl) —b(Vua)l|r2(0)

B
< EHVUI — Vo 20) <

Koerzitivitdtskonstante £ = (c2(€2) +1)7".
e H?* Regulalitiit 1t. Satz 5.25 lin. PDGL.

19



2 nichtlineare elliptische Gleichungen

2.2.2 Fixpunktsatz von Schauder

fiir kompakte Abbildungen:

Satz 2.9 Sei X BR, {} # K C X konvex und S : K — K eine stetige Abbildung (bez.
II.llx ). Ferner sei

(a) K kompakt,

oder

(b) K abgeschlossen und S(K) ist prakompakt in X .

= S hat einen Fixpunkt in K.

Bew: (nicht konstruktiv) mit FPS von Brouwer (siche [Ev]).
Bem: keine Aussage liber Eindeutigkeit.

Bsp:

—Au + b(u) f(z) , ©Q C R" beschréinkt
u = 0 , 09

(mit b monoton wachsend, lokal Lipschitz und bijektiv auf R) hat eindeutige schwache
Losung.

Wihle X = L?(Q); K = {u € L*(Q)|u < u(z) <u fi.in Q} C X, konvex, abgeschlos-
sen; f € L>®(Q) (siche Ubung).

Achtung: Wahl von K mit S : K — K oft trickreich.

typische Anwendungsstrategie fiir FPS von Schauder:

1. fiir klassische Losungen:

a) (optional) Eindeutigkeit der klassischen Losung: Korollar 2.2 (durch Maximum-
sprinzip)

b) obere/untere Losung als a-priori Schranken fiir klassische Losung: Korollar 2.4
(durch Maximumsprinzip)

c) Eristenz einer schwachen Losung (FPS von Schauder, Schranken aus (b) sind
Hinweis fiir Wahl der konvexen Menge)

d) Regularitdt: schwache Losung ist klassische (§5.4, lin PDGI)

2. fiir schwache Losungen:

a) obere/untere Losung als a-priori Schranken fiir schwache Losung: Satz 2.6

b) Existenz einer schwachen Losung (FPS von Schauder)

20



2.2 Fixpunktmethoden

c) (optional) Eindeutigkeit, z.B. mit L?- Energiemethode”, Max. Prinzip
(vgl. Bew. (a) von Satz 2.25)

Anwendung des FPS von Schauder auf semilin. GI.

L(u) := —div(AVu) + cu = f(z,u), Q; u=0, 00 (2.7)

mit A = (a;;(z)) ... symm., glm. pos. def.: A(z) > o> 0,a;; € L*(Q); 0 <ce L*(Q); QCR”
beschr.

Definition 2.10 f: Q x R — R heifit Carathéodory-Fkt., wenn

1. YueR: o~ f(x,u) ist messbar,

2. fir f.a. x € Q: uw f(x,u) ist stetig.

Einschub: Sobolev Einbettungen
Satz 2.11 Sei ) C R"™ beschr., OS2 Lipschitz. = Die Finbettung
HY(Q) — LP(Q), pe&€ N*

mit N* = [1,00] fiir n=1, N*=[l1,00) fir n =2, N* =[1,-2] fir n > 3 ist stetig

’n—2

und (aufler firn >3, p = %) sogar kompakt.
Notation:

1 1
N, = {q €[l,00)|p € N* mit —4 - = 1} ... Holder konj. Indexmenge (ohne ¢ = o)
P g

Satz 2.12 (Existenz fiir semilin. Gl.) Sei f Carathéodory-Fkt. mit
|f(z,u)] < h(zx) Vee, ueR; he L1Q) fir einqe N,
= 3 schwache Losung u € Hy(Q2) von (2.7); 3 Konst. C = C(A,¢,Q) > 0:
||u||H01(Q) <C ||h||Lq(Q) (2.8)

Definition 2.13 u € H}(Q) ist schwache Losg. von (2.7), wenn

/(VUTAVw +cuw)dr = /f(:l:,u)w dr Yw € H}(Q) (2.9)

Q

N J/

—: F,(w)
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2 nichtlineare elliptische Gleichungen

rechte Seite wohldef., da w € H} — L?, pe€ N* und |f(-,u)] < h€ L g€ N,

Bew:

|

22

= [IF(wwllpe) < Clbl L) ] gy (2.10)

Def. von S: Sei K := {v € LQ(Q)|||U||H1(Q) < M}, und M wird spéter fixiert. K ist

>0

kompakte, konvexe Teilmenge von X := L*(Q) [lt. Rellich-Kondrachov; zusétzlich
abgeschlossen in X, da [jvg||gn < M = Teilfolge v, — v in H' (Banach-Alaoglu)
= |Jv]|g < liminf |log, || g2 < M (schwach unterhalb stetig)].

Betrachte S : K — H}(Q),
v o= u=S5()

als eindeutige schwache Losung des linearen Randwertproblems
L(u) = f(xz,v), @ u =0, 00. (2.11)

Laut (2.10): F, ist stetiges lineares Funktional auf HJ(2) (zunéchst fiir v € K; geht
auch fiir v € L*(Q) — fiir (3.) ).

S: K — K: zentraler Schritt!

betrachte (2.11) mit Testfunktion w :=u € H}:

o Poincaré

2 2
ire lullfg < alVullz
L glm. ell.
< / [Vu" AVu + cu?] do = /f(:v,v)u dz

Q
(2.10)
< Cllhllze [[ull g

1+c?
. ||h||Lq(Q) =M

= HU”Hg(Q) <C o

also: S ist Selbstabbildung auf K7; (2.8) gilt, falls 3 FP w.
S ist stetig auf L*(Q):
fiir schwache Losung von (2.11) gilt mit A(v) == f(.,v) € LI(Q):

- (2.10) -
ull gy < Colbllgr < CollhllLe
also h — u ist linear, stetig von L9 — L2.
Lemma 2.14 Sei f Carathéodory-Fkt. mit
(z,u)| < Clu|"+h(z) fir fa.ze€Q, ueR; 1<q, qr <oo; C>0; 0<he LIQ)

Def. h(u) := f(.,u(.) firue L7(Q).
= h ist stetig von L9 (Q) — L(Q).



2.2 Fixpunktmethoden

Anwendung des Lemmas mit C' =0, r = %: v ﬁ(v) ist stetig von L? — L9,

Also: v — u = S(v) ist stetig von L* — L.

4. 1t. Schauder: 3 FP v € K mit S(u) = u, (2.8) gilt.

Einschub: dominierte Konvergenz

Satz 2.15 (dominierte Konvergenz) Sei Q) C R"™ offen, {fx} C L'(Q).
(i) Es gelte fy — f fii. in Q, und 3 Fkt. g € LY(Q) mit | fx] < g fii. in QVEk.
= fe LY ), fr = f in L'(Q).
(ii) (Umkehrung) Es gelte f, — [ in L'(Q).
= 3 TF{fw} mit fir — f fii. inQ, und Ig € L'(Q) mit |fi| < g VK.

Bem: Satz gilt auch fiir LP(Q) mit 1 < p < oo fiir (i), 1 < p < oo fiir (ii).
Beweis von (ii) in [Br|, Th. IV.9

Bew. von Lemma 2.14:
Sei {ug} C L7 () mit up — w in LI(£2).
It. Satz 2.15 (ii): 3 TF {up} mit up — v . in Q, und |uy| < u* € L7(Q) VK

= h(uw) = h(u) fii. in Q
\h(up)| < C Ju*|"+h € LYQ)
—~—

cLa

It. Satz 2.15 (i): h(u) — h(u) in LY(Q). )
Da Limes h(u) eindeutig (V Teilfolgen) = gesamte Folge {h(uy)} konvergiert. O

2.2.3 Fixpunktsatz von Schaefer

fiir kompakte Abbildungen. Dieser ist meist leichter anwendbar als der FPS von Schauder
und ein Spezialfall vom FPS von Leray-Schauder.

Satz 2.16 Sei X BR und S : X — X eine stetige, kompakte Abbildung. Sei die Menge

{ue X |u=AS(u) firein0<X\<1} (2.12)
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2 nichtlineare elliptische Gleichungen

beschrankt.

= S hat einen Fixpunkt.

Bew: mit FPS von Schauder (siche [Ev]).
Bem: 1) keine Aussage iiber Eindeutigkeit

2) Vorteile gegeniiber FPS von Schauder: keine konvexe, kompakte Menge festzu-
legen. Gleichméfige Abschéatzung nur fiir die FP-Menge (2.12) nétig, aber nicht fiir ganz

S(K).

Idee: a-priori Abschdtzung fiir mogliche Fixpunkte von AS, 0 < A < 1 liefert Existenz

eines Fixpunktes von S.

Bsp:

—Au+bVu)+pu = 0 , Q
u = 0, 00

mit 0 C R™ beschriankt, 90 € C?%; b: R® — R glatt und Lipschitz, daher
de > 0: |b(p)| < c(1+|p|) VpeR™

Satz 2.17 Fir u > 0 hinreichend grof$ hat (2.13) eine eindeutige Lisung
ue HI Q)N H*(Q).

Bew: betrachte S : u + w auf X := H}(Q), definiert durch Linearisierung

—Aw+pw = f(x):=-b(Vu) , Q
w 0 , 09

1. 5: X = X:

seiuw € HY(Q) = f € L*(Q), wegen Ungleichung (2.14).
w = S(u) € H(Q) ist eindeutige schwache Lisung von (2.15).

Laut Satz 5.25 (lin. PDGI):

lw| z2) < C||fll2)

2. S ist stetig und kompakt:

o us b(Vu): HY () — L*(Q) ist Lipschitz,
o [ w: L*(Q) — H(Q) ist stetig = S ist stetig.

24
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2.2 Fixpunktmethoden

e Laut (2.14): u — b(Vu) bildet beschréinkte Mengen von H} () auf beschrénkte

Mengen von L?(2) ab.

e Laut (2.16) f +— w bildet beschrinkte Mengen von L?(Q2) auf beschrinkte
Mengen von H?(Q)NHE () ab; sind prikompakt in H{(2) (1t. Satz von Rellich-

Kondrachov / komp. Einbettung) = S ist kompakt.
3. Beschrénktheit von (2.12) in X: zentraler Schritt !

e Sei u € H}(Q) Losung von u = AS(u) firein 0 < A <1 (daA=0 = u=0),

also w := % = S(u) mit v € H*(Q) N H(), d.h.

fid. in Q: —A (;) + (%) = —b(Vu) |-Au, / dx
Q

= / \Vul? + pu? de = —/)\b(Vu)u dx
Q

Q
(2.14),A<1 Young |
< /c(1+|Vu|)|u| de < §/|Vu|2 dx+cl/(u2+1) dx

= fir p> ¢z 5 [[Vul? 4+ (n—c1) [ < ¢|Q] (unabh. von 0 < A < 1)
4. laut Satz 2.16: S hat Fixpunkt v € Hj(Q2) und v € H*(Q)

5. Eindeutigkeit der Losung:
betrachte (2.13) fiir die Differenz zweier Losungen v := uy — uy :

—Av + b(Vuy) — b(Vuy) + pv =0 ‘ -, /dw
0

S

0 = /{|w12 + (V) — b(Vaus)]v —i—/w2}dx

|| <L |Vl

> / {190 — LIl o] + o} do
2

— /(|Vv\—§|’u\)2dx+(,u—%)/’UQCL’U

2
= v:0fallsu>%.

Referenzen: |Ev] § 9.2, |GT] § 10, [Ji] § 2.1-2.2, [Br|
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2 nichtlineare elliptische Gleichungen

2.3 monotone Operator-Methode

Betrachte quasilineare Gleichung fiir v : Q — R:

(2.17)

mit f € L*(Q); a = (a1, ..., a,) ist ,glattes” Vektorfeld R — R™;
) C R" beschranktes Gebiet mit ,,glattem” Rand.

o Anwendung: quasilin. pordse Medium Gleichung, stationdr (quasilinear — flussabhén-
gige Durchléssigkeit)

e Bedingungen an a:

Definition 2.18 FEin Vektorfeld a : R™ — R™ heift

1. monoton, falls
(a(p) —alg)) - (p—q) =0 Vp,qeR™
2. streng monoton, falls es ein © > 0 gibt mit:

(a(p) —a(q)) - (p—q) > Olp—q|* Vp,q € R" (2.18)

Bsp:
1) Sei @ : R” — R (gleichmiikig) konvex = a := V® ist (streng) monoton, da:

(a(p) —alq)) - (p—q) = Z(@@(p) — 0;9(q))(pi — @)

2

1
9P
:/Zaijq)(p—l-t(q—p))(pj_Qj)(pi_%‘) dtZOdaa—pzZO (bzw. > © > 0)
0 b

z.B.: ®(p) = /1 + |p|? konvex, a(p) = \/ﬁﬁ (vgl. Minimalflachengleichung)
p

2) Sei die skalare Funktion a; bez. x; nicht monoton wachsend = a ist nicht monoton.

e weitere Annahmen:

(A1) a(p)| <c(1+|p|) (liefert a(Vu) € L*(Q) fir u € H'(Q))
(A2)  a(p)-p>alp* — B (verallgem. Koerzivititsbedingung)
firc,a >0, 6 >0; Vpe R"
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2.3 monotone Operator-Methode

e schwache Formulierung von (2.17):
ges: u € H}(Q) mit:

/a(Vu) -Vudr = /fv dr Vv € Hy(Q). (2.19)

0 Q
Ziel: (2.19) hat eindeutige Losung u € HY(Q) N H?(Q)

Strategie:

(i) konstruiere Approximationsfolge u,, in endlich dimensionalem Teilraum von Hj (<)
(Galerkin Methode)

(ii) v = lim u,, 16st (2.19) = Existenz einer schwachen Losung
m—r0o0

(iii) Eindeutigkeit, u € H*(Q)
Schritt (i):

o {wy} sei ON-Basis von H}(2) mit IP (u,v), = [, Vu- Vv dz
e suche u,, = > -, dhw; € Hj(Q2), als Losung von

/a(Vum) -Vwy, = /fwk; k=1,...,m Galerkin Gleichungen (2.20)

Lemma 2.19 Seiv: R™ — R™ stetig mit

v(x)- x>0 fir x| =r und einr > 0.

= dxg € K, (0) mit v(zg) = 0.

Bew: mit Fixpunktsatz von Brouwer; nicht konstruktiv; zy nicht eindeutig (|Ev] § 9.1).
Bsp.: v(z) = (21,0,...,0)"

Satz 2.20 Vm € N : 3 Liosung u,, € Hj von (2.20).
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2 nichtlineare elliptische Gleichungen

Bew:
def. stetige Funktion v = (v!,...,;0™) : R™ — R™ durch

k
o d ) / Zd Vuw;) - Vwy, — fupdr; k=1,...,m (2.21)
eR™ Q Jj=1
——
wird Vupm,

wenn v(d)=0

= o(d)-d = /a(Zdijj) : (Zdijj) —f (Zdjwj) dz
/a‘Zdijj sy (D" djuy) da
— aldf - 810l - Y d [ fuydo

o m
> §]d|2 — 812 — ¢ Z<f7 wj)%mz)

Jj=1

Fiir {w;}, m geg. reicht das schon fiir Anwendung von Lemma 2.19; Abschétzung aber
noch nicht gleichméfig in m.

e sei y € H} schwache Losung von —Ay = f auf Q.

m m
t. Int. Bessel PDGI §5.3 ~
= Z<\Ji./’ )i =" (y,w)f < ||y”i13(9) < CQHfHZLz(Q) =:¢ (unabh. von {w;}, m)
=L Ay j=1

= v(d) - d > $|d|* — ¢z > 0 fiir |d| = r und r hinreichend grof.

e aus Lemma 2.19: 3d € R™ mit v(d) = 0, also (aus (2.21)):

Uy =Y djw; 16st (2.20).

Jj=1

e wichtig: Lemma 2.19 gilt nur fiir endliche Dimensionen.

Einschub: schwache Konvergenz

e Sei X BR = X' = { stetige, lin. Funktionale auf X} ist BR
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2.3 monotone Operator-Methode

Definition 2.21 Die Folge {u} C X konvergiert schwach gegen u € X (uy — u), wenn

(v,up) — (v,u) Yo e X'

Es gilt:
(i) ug = u=u —u

(ii) jede schwach konvergente Folge (ux — w) ist beschrénkt, und

|lul| < lim inf ||uy|.
k—o0

(Beweis mit Banach-Steinhaus)
(iii) Sei uy — win X und vy — v in X’

= (vg, ug) iy (v, u)
(wichtig fir Konvergenz von quadrat. Termen in PDGL.)

(iv) Fir dim X < oo gilt: up — v < up — u

Bsp: up(x) = sinkx "2 0 in L2(0,1)
(aber uy konvergiert weder punktweise noch f. i. !)

e Achtung: Nichtlinearitaten sind i.A. nicht stetig bez. schw. Konvergenz
(vergleiche mit (iii)!).

Bsp: uf = sin® kx b 1 # (w—limu)? = 0;
aber: wy — w in L*(Q) = wi — w? in LP(Q)

Der folgende Spezialfall vom Satz von Alaoglu liefert schwache Kompaktheit:

Satz 2.22 (Satz von Eberlein-Smuljan,):
Sei X ein reflexiver BR (d.h. X" = X)), und {u} C X beschrinkt.
= 3 Teilfolge {ug,} C {ur} und Ju € X mit u, — u

Bem:

(i) Hilbert Raume sind reflexiv.

) PO — L9, 1< p<oe, L+l
LP(Q) ist reflexiv fiir 1 < p < oo

(iii) LP(2) ist separabel fir 1 <p < oo

Schritt (ii):

e fiir den Limes m — oo brauchen wir glm. Abschitzungen:
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2 nichtlineare elliptische Gleichungen

Satz 2.23 Jc (unabhdingig von m) mit

[umllmy ) < ¢+ [1fll2@) ¥meN (2.22)
Bew: aus der Galerkin-Gleichung (2.20) folgt (mit w,, = Y -, d¥wy):

/a(Vum) -V, doe = /fum dx (2.23)

Q

(A2)
= /|Vum|2 < /a(Vum)-Vumdx+ﬁ]Q|:/fum dr + 5|9|
>0

Young 9 1 9

Poincaré

1
R L\

e (2.22) folgt fiir € > 0, klein genug.

Limes von u,, fiir m — oo

umll g < C =
(i) Laut Satz 2.22 3 Teilfolge {up, }, j € N und v € Hy(2) mit

U, — w in Hg(Q).

d.h. (v, u,) = (v,u) Yo e Hy(Q) = H1(Q).

b Upy; — U in L*(Q)
o Vi, = Vu in L*(Q)

(ii) Laut Satz von Rellich-Kondrachov (H'(Q2) << L*(2), fiir Q beschrénkt): u,,, — u
in L?(Q)
Ziel: Limes m — oo in (2.20) ausfiihren; dann 16st u (2.19)

Problem: a(Vy,,) — a(Vu) 77 (Nichtlinearitdt + schwache Konvergenz von Vu!)

Rettung: Monotonie von a (Methode von Browder & Minty)
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2.3 monotone Operator-Methode

Satz 2.24 Sei a monoton und erfille (A1), (A2).
= (2.19) hat eine schwache Lisung in H}.

Bew:
(A1) (2.22)
o [a(Vum)llrz@) < c(1+[[Vum|r2@) < ¢
= 3b € L*(Q:R") und (ev. weitere) Teilfolge, so dass
a(Viy,,) — bin L*(Q;R")

= (Limes in (2.20)): fl; Vuwg = [ fu, VkeN

= /5~sz/ffu Yo € Hy(Q) (2.24)

e zeige b = a(Vu) (,Limes-Identifikation”) mittels Monotonie von a:
wegen Monotonie gilt Vm € N, Vw € H}(Q):

0 < /(a(Vum) —a(Vw)) - (Vu,, — Vw) dz
eL? €L? €eL?
/= ~_~
229 / f um—a(Vuy,) - Vw —a(Vw) «(Vu,, —Vw) dx
&\J//_/ N ‘f 4 [\ ‘j /

fir m = m; — oo

0 < /fu — b-Vo - a(Vw)-(Vu—Vw) dz

(2.24) mit v =u
= /(5— a(Vw)) - V(u—w) de Yw € Hy ()
Trick: Konvergenz vom quadr. Term [ a(Vii,) - Vi, — [ - Vu durch (2.23) umgangen.
o setze wi=u— \v; A >0, v e H}(Q) fest
=0< /(I;—a(Vu—)\Vv))-VU dx

mit A — 0:

0< /(5— a(Vu)) - Vo de Yo € Hy(Q)
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ersetze v durch —v:

0= /(5—@(Vu))~VU

é/a(Vu)-VU:/fv Vo € Hy(Q)

aus (2.24), also u ist schwache Losung

Schritt (iii):

Satz 2.25 Sei a € C*(R"™) streng monoton und erfille (A1),(A2); sei OQ eine C?-
Mannagfaltigkeit.

= (a) schwache Lésung von (2.19) ist eindeutig.
(b) u € H}(Q) N H?(R).

Bew (a): seien uy, us € Hy(2) schwache Losungen

= /a(Vul)-Vv = /a(vu2)-vv = /fv Vv € Hy ()

sel v = up — Uy

(

2.18)
=0= /(a(Vul) —a(Vuy)) - (Vuy — Vuy) > \GL/ |Vuy — Vuy?,
>0

also u; = uy in €.

(b)
. L a&j
ediva(Vu) = Z (Vu)

Jacobi-Matrix von a(p)

Fiir die eindeutige Losung v kann %(Vu) als gegebene Koeflizienten-Matrix betrachtet
werden = u erfiillt lin. Gleichung

e wihle p=¢q+ h&, h # 0 in (2.18)

n

=3 a;(q + hi) — aj(Q)éj > ol¢[?

=1
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2.4 stationare Navier-Stokes-Gleichungen

aaj 2 n
h —0 ' —apk((])fkﬁjE‘@,KM VgeR
Ik ——_—— >0
=Va, €

also: —diva(Vu) = f ist gleichmafig elliptisch.

e mit kleiner Erweiterung von Satz 5.25 (Regularitét bis zum Rand;
aber hier da(Vu) € C*(Q)): u € H*(Q), (2.17) gilt {. {i. in Q.

Bem: Satz 2.24 kann nicht auf die Minimalfachengleichung

divL:f inQ2, u=0 aufdf
1+ |Vul?

angewendet werden, da a(p) = p/+/1 + |p|? nicht koerziv ist. Aber Eindeutigkeit moglich
— Ubungen.

Referenzen: [Ev| § 9.1, [RR] § 9.3, [Sh2]| § II.2

2.4 stationare Navier-Stokes-Gleichungen

Modell fiir stationdre Stromung einer homogenen (d.h. Dichte = const.), viskosen, inkom-
pressiblen Fliissigkeit:

—Au, +(u-Vyu+Vp = f, Q ... NS-Gleichung (2.25)
komponentenweise

divu = 0, Q ... inkompressibel (2.26)

u = 0, 092 ... Haft-RB, (2.27)

Q) C R3 beschrianktes Gebiet, 9Q € C*.

ges: u:Q — R3 .. Geschwindigkeitsvektorfeld
p:Q—R .. Druck
geg: f:Q—R3 .. (dukeres) Kraftfeld

Problem: p tritt in (2.25) “implizit” auf (in Variationsformulierungen als Langrange-
Multiplikatorfunktion fiir Nebenbedingung (2.26)).
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2 nichtlineare elliptische Gleichungen

Idee: p eliminieren

Herleitung der schwachen Formulierung;:

R3-Skalarprodukt von (2.25) mit v € Cy (€ R?), [, ... dx, partielle Integration =

Vu :Vvd:ic—l—/((u-V)u) ~vdr — /pdivvda: = /f-vd:v, (2.28)
aJacobi Matrix Q Q Q
— —

=0 falls diveo=0

8u,; 8%
Vu: Vv = ,
i1 8$j &cj
3
8u]
(u-V)u ”ZIUZ 8:10,

X :={ve H}Q)?| dive=0 Li. in Q} ist separabler Hilbertraum mit

an 2
8xj

3
2 2
oIl = IVollZ2qyeea = D

ij=1 L2(Q)
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2.4 stationare Navier-Stokes-Gleichungen

Schwache Formulierung;:

ges: u € X mit

/Vu:Vvdx—l—/(u-V)u-vdx:/f-vdx Yo e X. (2.29)
Q Q

Q

Gleichung (2.29) ist dquivalent zur Operatorgleichung
Aju+Ayu=>b in X', (2.30)
mit
A X = X', o(Au,v)y = /Vu : Vo dx (linear)
Q

Ay X - X' (Au,v)y = /(u -V)u-vdr (nichtlinear)

0
be X' . (b, v)y = /f-vda:
0

Einschub: nichtlineare Abbildungen

Definition 2.26 Seien X,Y Banach Riaume. A : X — Y heifst

(i) beschriankt, wenn VS C X:
S beschrankt in X = A(S) ist beschrinkt in'Y;

(i1) demistetig, wenn V{u,} C X:

U, = u in X = Alu,) = A(u) in Y.
(111) stark stetig, wenn V{u,} C X:

U, —u in X = A(u,) = A(u) in Y.

Bem: A linear und kompakt = A stark stetig

Definition 2.27 Sei V' reflexiver Banach Raum. A 'V — V' heifst

(i) hemistetig, wenn Yu,v,w € V:
t— (A(u + tv),w) st stetig (als Fkt R — R);

(11) schwach abgeschlossen, wenn Y{u,} C V:
wenn u, = u in'V, A(u,) — f in V'
= Alu) = [

(iii) vom Typ M, wenn V{u,} C V:
wenn u, — u in V, A(u,) = f in V' und lim sup(A(u,), u,) < (f,u)

= A(u) = f; o
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2 nichtlineare elliptische Gleichungen

(iv) koerziv, wenn Yu € V

(A(u), u)

u

(Limes glm., d.h. AR > ((|fu]), ((R) =5 oc)

(v) monoton, wenn Yu,v € V

(A(u) — A(v),u—v) >0

(vi) streng monoton, wenn Yu,v € V

(A(u) = Aw),u—v) = O_[u—v|

>0

Bem: Anwendung von “schwach abgeschlossen” bzw. “Typ M-Eigenschaft” zur Limes-
Identifikation beim Lésen von A(u) = f: Approximationsfolge u, — u mit A(u,) — f.

Bsp: Der Operator A(u) = —div(a(Vu)) : H}(Q) — H1(Q) von Satz 2.24 ist monoton,
koerziv, stetig.

Lemma 2.28 Sei A:V — V/
(i) hemistetig und monoton = A ist vom Typ M
(i) vom Typ M und beschrinkt = A ist demistetig
(111) stark stetig = A ist demistetig = A ist hemistetig.
() stark stetig = A ist kompakt.

Bew: [Sh2], Ubung

Beispiel 2.29 Sei V = H}(Q), A(u) = — div(a(u)Vu) : HY — H™', mit
a € C(R),0<d; <alu) <dy, Q beschrinkt.

o A ist beschrinkt, da VYu,v € Hy(Q):

)0}l = | [ aw) ¥ T de| < lalimco g ol 231
o A ist koerziv, da
Poincaré
(A(u),u) :/a(u)|Vu|2dx > 051||u||§{3 Vu € Hy () (2.32)
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2.4 stationare Navier-Stokes-Gleichungen

stetig Jeidler. Prop. 36,4 linear monoton

trivial trivial

Zeidler, Prop. 26.4

demistetig hemistetig monoton

Lemma (iii) Lemma (i)

-+ monoton

hemistetig vom Typ M

Lemma (i)

Abbildung 2.1: Beziehungen zwischen Eigenschaften von Operatoren

e A ist schwach abgeschlossen, also auch vom Typ M, da:
Sei u, — w in HY mit A(u,) — f in H™' und v € C§°(Q)

= u, — u in L*(Q), a(u,) = a(u) in L*(Q) (mit Lebesgue).

=(A(u)v)
= (A(un),v) = [ a(u,)Vv-Vu, dv — /a(u)Vv‘Vu de = (f,v) (laut VS),
€L2(Q) €L2(Q)

da f € H™' und C$° dicht in HY: f = —div(a(u)Vu) = A(u)

o A ist demistetig und hemistetig laut Lemma 2.28u + i1

Eigenschaften der Operatoren A;, Ay aus (2.30):

Lemma 2.30

(i) Ay : X — X' ist linear, beschrinkt = stetig, koerziv, monoton und schwach abge-
schlossen

(i) Ag: X — X' ist beschrinkt und stark stetig
(1) A:= A1+ Ay X — X' ist beschrinkt, koerziv und vom Typ M.

Bew:

(i) A ist vektorwertige Variante von —A auf H}(Q), also Spezialfall (mit a(u) = 1)
von Bsp 2.29.

= A; ist linear, stetig, koerziv und schwach abgeschlossen; monoton direkt aus
Def. von A;.
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2 nichtlineare elliptische Gleichungen

(ii) A, beschrankt, da:
Seien u,v € X:

Holder
[{(Azu, )| < /IuHVqu!dx < lull gy IVull 20y 101l 2aoy
Q
Hl'eL4 9
< Cllullgye vl e

inca;

9 Po
= [[Azully < Cllully: - <

e, ull%, also Ay beschrinkt.

Ag stark stetig, da:
Sei up — u in X, also |lug|ly < C. Da HY(Q) =< L*(Q), up — u in L*(Q).

z.7.
Ay, — Asull e = sup [(Ayuy, — Asu,v)| =30 (2.33)
i<t
Widerspruchsannahme fiir Teilfolge {uy}:
deg > 0, {Uk} C X, ||Uk||X <1 mit
’<A2 U — A2 U,’Uk>‘ 2 €0 Vk € N. (234)

{vg} beschrinkt in X; 1t. Satz 2.22:
= 3 TF {vp} mit vp =v in X = ovp—0vin L*(Q)

= [(Ayup — Asu,vp)| =

= | [ Vot =0 o= 0+ o = 0 T -

+ (u-V)(upy —u)-vde

< Jullgs 19 (o = )l Jow — oll g+ fle — all e [Vl o el
<c —0 =0 <c
—i—’ /(u V) (up — u) v dx o (2.35)
—— —
—~0 in L?

Wid. zu (2.34), also Ay up — Asu in X',
Bem: Wegen des letzten Terms in (2.35) geht ein direkter Beweis nicht; denn dort
wire Gleichméfigkeit in |jv]| < 1 nétig.

(iii) A beschrénkt, da A;, Ay beschrénkt.
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2.4 stationare Navier-Stokes-Gleichungen

A koerziv, da Vu € X (also divu = 0):

ou; 8|u]
(Asu,u)y = /Z ~u;uy dr = /Z U (925]
= —5/(dlvu) lu> dz = 0

Da A; koerziv:

(2.32) )
(Au,u) = (Ayu,u) > oluly .

A vom Typ M (sogar schwach abg.), da:

Sei up, = u in X, Aup = Ajup, + Asuy — b in X',

Da A, stark stetig: Asup — Asu; also Ajup —b— Ayu in X',
Da Ay schw. abg.: b — Asu = Aju, also b= Au.
O

Bem: Die Methode von Browder & Minty (in §2.3 fiir — diva(Vu) = f) liefert fiir Ope-
ratorgleichungen A(u) = b mit A monoton, koerziv, hemistetig eine Losung ([Sh2| Th.
11.2.2).

Bsp: Operator A(u) := —div(a(Vu)) : Hy(Q) — H'(Q) von Satz 2.24 ist monoton,
koerziv, stetig.

Nun Erweiterung um (stark stetige, nicht-monotone) Stérungen durch Terme niederer
Ordnung. Typische Beispiele haben die Form A = A; + Ay, mit A; : X — X’ ist ein

monotoner hemistetiger Operator, und A, : X — X' ist ein stark stetiger Operator (|Rul]
§3.2, [Sh2|, Cor. 11.2.2).

Satz 2.31 (Brezis 1968) Sei X reflexiver, separabler Banachraum. Sei A : X — X'
beschrankt, koerziv und vom Typ M.

= Vbe X': 3 Lisung u € X der Operatorgleichung A(u) = .
Bew. (mit Galerkin Methode, wie in §2.3):

Sei {vg} ein Basis von X.

ges: Losung u, = >, di’ v, von Galerkin Gleichungen:
0= v (A(um)—b,ve)x = < (dez}]> —b,vk> = gr (d™); k=1,...,m (2.36)

mit d™ = (dy',...,d").
Lt. Lemma 2.28 (ii): A ist demistetig, da beschr. und Typ M.
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2 nichtlineare elliptische Gleichungen

= g:=(g1,-.-,9m) : R™ — R™ ist stetig.

Sei ||un,||x = R hinreichend grofs, unabhéngig von m:

gd™)-d™ = Y g(d™) i = (A () = b, )

= (— - HbHX’> [umllx >0 ¥ [lumllx > R. (2.37)
[ ]| x

—o0 fiir R—oo

Wegen der endlich-Dimensionalitéit gilt g(d™)-d™ > 0 auch fiir ¥ ||d"|| = R,,. Lt. Lemma
2.19: 3d™ € R™ mit g(d™) = 0. Damit folgt aus (2.37) g(d™) - d™ = 0, und fiir die
Losungen u,, gilt die a-priori Abschétzung |||y < R, m € N.

= 4 TF mit u,, = u in X

z.z.: u 16st Operatorgleichung A (u) =b.
lumllx < R = ||A(un)| x < C(R), da A beschrénkt.

= 3 TF mit A(u,,)— z in X"
Aus (2.36):

0= lim (A(up)—0b,v) =(z—0b,v) Vv € span{vy,va,...},

m/—o00

also z = 0.

Setze v = U, in (2.36) (zuléssig, da jedes w,,, nur endlich dim. Linearkombination)

m/—o00

= lm (A(uw) ) = Lm (b, um) ™= (b, )

m/—o00 m/—o0

Bisher gezeigt: w,y — u in X, A(upy) = b in X', limyy oo (A(tpm) s ume) = (b, u) .
Da A vom Typ M: A(u) =b O

Satz 2.32 (Existenz fiir stationiire NS-Gl.) Sei f € L*(Q)3, Q beschr., 0Q € C*
= NS-Gleichungen (2.25) - (2.27) haben eine schwache Losung u € X.

Bew:

Lt. Lemma 2.30, Satz 2.31: Ju € X, das schwache Formulierung (2.29) 16st. O
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2.4 stationare Navier-Stokes-Gleichungen

Mit einer modifizierten schwachen Formulierung lésst sich auch der Druck p finden: Unter
den Voraussetzungen von Satz 2.32 gilt (siche unten): 3 (u,p) € X x L*(Q), so dass
Vo € Hj(Q2)3:

/Vu:VUd:v—l—/(u-V)u-vdz—/f-vdx:/pdivvdx (2.38)
0

Q Q Q

N

v~

=:(F ,v)

Bem: Im Gegensatz zu bisherigen schwachen Formulierungen ist hier eine Asymmetrie
zwischen den Rédumen der gesuchten Losung (u, p) und der Testfunktionen v.

Mit u aus Satz 2.32 ist F' auf X definiert (und es verschwindet dort identisch). Der folgende
Satz zeigt, dass das Funktional F so von X auf H}(Q)? erweitert werden kann, dass (2.38)
gilt:

Satz 2.33 (De Rham 1960) Sei F' € (H}(Q2)3) mit
(F,v) =0 Yv e X ={ve Hy(Q)?*]| dive = 0}. (2.39)
= 3Alpe L) mit /p de =0, so dass (F,v) = /pdivv dr Yov € Hy(Q)>.

Q Q

(Die Integralbedingung ist nur zur Normierung der Konstanten in p. Eindeutigkeit mittels
Du Bois-Reymond Lemma.)

Das ist inhaltlich sehr &hnlich wie die Helmholtz-Zerlegung von Vektorfeldern:

Lemma 2.34 Sei w € L*(Q)3 = 3! L2—orthogonale Zerlegung w = u + Vp mit

ue H(div) = {ue L*(Q)° | divu € L*(Q)}, divu =0, u-v =0 auf 0Q; p € H' ().

Bew: [DL3] §IX.1.3

Bem: u ist L>-Orthogonalprojektion von w auf div-freie Felder, die am Rand tangential
sind; Vp auf die Gradientenfelder.

“Anwendung” auf F' (mit —F=w):
Wegen (2.39): —F L X, also auf die div-freien Felder = Jp mit —F = Vp bzw. (F,v) =
— [Vpvdz Vv e Hi(Q)? (vgl. (2.38)).

Referenzen: [Rul § 3.2, [Ji] § 4.1, [Sh2] § I1.2, |Ze], [Te| § II.1
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3 nichtlineare parabolische
Gleichungen

3.1 H~! und ,parabolische” Sobolev Riume

sei 2 C R" ein Gebiet.
Definition 3.1 H'(Q) := H}(Q)" mit der Dualitdtsklammer
(f u)€eR

cH-1 €H;

und der Norm

[l = sup  (f,u).
we HY (9 [ull=1

Wegen D(Q) C H}(Q) gilt: H1(Q) C D'(Q).

Satz 3.2 (Charakterisierung von H') Sei f € HY(Q). =
(i) 3 Funktionen f° f* ..., f* € L3(Q) (nicht eindeutig!) mit

(f,v) = /fov + ijvl,j dr Vv € Hy(Q), (3.1)
Q 7=l
also f = f° — Z?:l fgy (Ableitung im distributionellen Sinn)
(ii)
1oy = inf i2d 1) gult
I =, inf J [ ipeds | 31 g
o 770
Bew: [Ev|

Banachraum-wertige Funktionen:

Wir betrachten Losungen u(x,t) von Evolutionsproblemen als Funktionen von t € [0, T
mit Werten im Banach Raum X.
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3 nichtlineare parabolische Gleichungen

Definition 3.3

C([0,T); X) :={u:[0,T] = X | u stetig in [0 T)};

LP(0,7;X) :==A{u: (0,T) - X messbar ‘fo lu(t)|[% dt < oo}, 1 < p < oo (“Bochner-
Lebesgue Raume” );

L>(0,7;X) :={u:(0,T) = X messbar | esssupg,p ||u(t)]x < oco};

W0, T; X) :={u € LP(0,T; X) |« € LP(0,T; X)}, wobei u' die zeitliche Ableitung (im
distributionellen Sinn) ist; 1 < p < co.

mit den Normen

Jullecry = guass (0l
1
p
lullrey = / la()% dt | i 1<p< oo
lullzm = esssupocyer u(®)llx:
[ —— / la(®) % + O dt | 5 1< p < oo
lullwomeey = esssupocser (lu(®)llx + d(®)]x)

Bem: v € C(X) := C([0,T]; X) muss in x nicht stetig sein.
Satz 3.4 (i) C(X); LP(X); W'P(X),1 < p < oo sind Banach Riume.

(ii) L*(X) := L*(0,T; X) ist ein Hilbert Raum mit Skalarprodukt
T

(1, v) = / (u(t), (1)) x dt,

wenn X ein Hilbertraum ist.

(iii) sei X separabel, und 1 < p < oo = LP(X) separabel.

(v) sei X reflexiver, separabler Banach Raum, 1 < p < oo und % + % = 1.
= LP(0,T; X) = L90,T; X') (Bew: [Ze]).

Satz 3.5 (Pettis): Sei X separabler Banach Raum, dann gilt:
Die Funktion f : [0,T] — X ist messbar < Yu € X' : ¢t — (u, f(t)) ist messbar (als
skalare Funktion).

Satz 3.6 (Sobolev Einbettung, vgl. Satz 5.9)
Sei u € WIP(X) fiir ein 1 <p < oo.
= u € C(X) mit

lullow) < ellullwrx,

und ¢ hdangt nur von T ab.
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3.2 schwache Formulierungen

3.2 schwache Formulierungen

Sei 2 C R™ ein beschrénktes Gebiet, Qp := Q x (0,7 fiir festes T > 0.

Ziel: Analyse von nichtlinearen parabolischen Gleichungen (in formaler Notation):

u+ L(u) = f(x,t) , Qrp
u = 0 , 0Q % 10,7
u(z,0) = wuo(z) , z€Q

Bsp: uy — A(u®) = uy — aodiv(u®~'Vu) = 0 ... porése Medium Gleichung.
au®! ... Diffusionsrate > 0.
e Unterschiede zur Eigenfunktionsentwicklung von § 6.3 bzw. zur schwachen Formu-
lierung von § 6.6 (lin PDGI):

Operator L (bzw. Diffusionsrate) ist iiber u implizit t-abhéngig. L kann degeneriert
sein (im Bsp. fiir u = 0); Losung i.A. nicht glatt.

Vorstudie: lineare Gleichungen mit zeitabhéngigem Operator, d.h. L(u) = L(t)u (vgl. §
6.6, lin PDGI).

Beispiel 3.7 u; — a(t)Au = f(t) mit f € L*(HY(Q)) geg. und 0 < a < a(t) € C[0,T].

(1. Idee fiir) schwache Formulierung:

T T T

/(Ut,U)LQ(Q) dt—l—/a(t)/Vu-Vvd:Edt: / -1 (f(1),v(t) mpdl Vo € L*(0,T; H3(2))
0 0 0

———

noch vage 0

(3.2)

schwache Losung muss erfillen: uw € L*(H}(2))

Also fordern wir auch: u; € L*(0,T; H-Y(Q)) und erstes Integral in (3.2) wird ersetzt
durch [} -1 (ug(t), v(t)) g dt.

Fiir die abstrakte Formulierung von allgemeineren Problemen machen wir
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3 nichtlineare parabolische Gleichungen

Definition 3.8 Sei H ein separabler Hilbert Raum und V ein separabler, reflexiver Ba-
nach Raum, wobei die EinbettungV — H stetig und dicht sei; H werde mit H' identifiziert
(Riesz-Abbildung!). = Die Finbettung H' — V' ist stetig und dicht, und es gilt

vi{ u )y =(u ,v)g Vue H YveV.
Funktional € H'CV' Funktion € H
= Vs H~H V.
Das Tripel (V,H,V") heifit dann ein Evolutionstripel (bzw. Gelfand-Tripel).
schwache Formulierung des Ortsoperators:

sei L(t) € C([0,T]; B(V, V")) (d.h. L(t) ist beschriankter linearer Operator von V' nach V'
und L(t) héngt stetig von ¢ ab).

Zugehorige Bilinearform (vgl. §5.3, lin. PDGI):

a(t;u,v) = v(L({t)u,v)y Yu,v €V

Betrachten fiir gegebenes ug € H, f € L*(0,T;V"):

w+ Ltu = f(t) , Qr
u =0 , 00 x [0,T] (3.3)
u(0) = g

Bsp: H = L(Q), V = HY(Q), V' = H1()
L) = —a)A; a(tyu,v) = alt) [, Vu- Vodr

Definition 3.9 v € L*(0,T;V) mit v’ € L*(0,T;V") heifit schwache Losung von (5.3),
wenn

(1) Yv eV gilt:

vi(u'(t),v)y + a(t;u(t),v) = v {(f(t),v)y fi. in (0,T). (3.4)

(1) u(0) = ug

Bem:

(i) Punktweise Definition bez. ¢ in (3.4) mit v € V' ist dquivalent zur integralen Defini-
tion in (3.2) mit v € L*(V).

(i) Wegen V' C V' und Satz 3.6 gilt fiir schwache Losungen: v € HY(0,T;V') —
C([0,7); V'). D.h. der Anfangswert uy € H wird (zumindest) im V’-Sinn angenom-
men.
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3.2 schwache Formulierungen

Es gilt sogar mehr (vgl. PDGI. Satz 6.24):
Lemma 3.10 Seip € (1,00) und p' = 25, und setuw € LP(V)) mit u’ € (V') =
(i) we C(0,T]; H) mit

lulloun < e (ellzowy + 14l ) (3.5)
und ¢ hdngt nur von T ab.
(ii)
uw'(t), u(t . in (0,T
H()HH 2(u'(t), u(t)) f (0,7)
€L (0,T)
Bew:

(i) Sei zuniichst zusitzlich u € C1(H) =

t

vt € (0,77 : [lu@®)llfy = llu@)ly + 2/(1/(8),%(8))11 ds (3.6)

t*

wéhle (1t. MWS) ¢* so, dass:

T
. 1
e = 7 [ Nl ds
0

Fiir fast alle s € [0, 7] gilt u(s) € V. Wegen Identifikation von H und H’:

(W'(s),u(s))m = v (W' (s),u(s))y < [lu'(s)]lvIluls)llv (3.7)
aus (3.6):

ol < g / Jus) ds -+ 2 [ ()l s ds

Holder
< —IIUHLz )+ 2l w)HUHLp(V) vt € [0,T] (3.8)
<l ey H 12, 0
Falls p > 2: LP(V) < L2(V)) — L2(H)
= aus (3.8): max [lu(t)|[s < C(T)ullzo) + 10117 5y - (3.9)

Falls 1 < p < 2: verwende folgende Interpolationsungleichung (folgt aus Holder) von
L? zw. LP und L*:

1
T/Hu(t)”lzﬁldtgSHUH%OO(H)+C<€>HUH%P(H)
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3 nichtlineare parabolische Gleichungen

Hier folgt (3.9) aus (3.8) fiir e < 1.
(3.5) folgt mit Dichtheitsargument.

(i) folgt aus (3.6), 1. Teil von (3.7) mit t* — t.

O

Satz 3.11 Sei (V,H,V") ein Evolutionstripel, und die Bilinearform a(t;-,-) Vt € [0,T]
stetig und koerziv auf V' sowie stetig in t € [0,T] (d.h. a € C([0,T]; B(V x V;R))). Sei
up € H, f € LQ(V/>

= (3.8) hat eine eindeutige, schwache Lisung v € L* (V)N HY (V)N C(H).

Bew-Idee: (Details in [RR]):

(i)

48

Eindeutigkeit:

Waihle Testfunktion v = u(t) € V in Def. 3.9, fOT .. dt.
= (mit Lemma 3.10(ii)):

DO | —

(1) B = ualf) + [ altsu(e) ) de = [ (760, i) de

a koerziv, d.h. a(t;u,u) > k||ul|} =

old

(3.10)

T T
1 Holder 1
fﬁ/||U(t)||%/dtS/||f(t)||v'||U(t)||vd7f+§|\uO||§1 < Il llellze) +5 ol
0 0

Mit 22 < ax 4+ b*(a,b > 0) = x < a + b folgt (fir = [Jul|z2():

ull vy < C (I1f 2y + lluollar)

wobei C' nur von x abhéngt.
Das ist a-priori Abschdtzung = Eindeutigkeit fiir lineare Gleichung.

Existenz (mit Galerkin Methode):

Sei {p;};en Basis von V. Betrachte die Galerkin-Gleichungen
fiir w,(t) == >0 a;(t)p; € V C H:
€L?(0,T)

——
(U;(t),ng)H = _a(t;un(t)790j) + V’<f(t)a90j>V§ ] = 17"'an
un (0

Lineares ODE-System fiir {«;(t)} hat eindeutige Losung in H*(0,T;R™).

(3.11)

P,uy (= Orthogonalprojektion von H auf span|py, ..., ©y,])



3.3 Reaktions-Diffusionsgleichungen

e u, erfiillt a-priori Abschétzungen analog zu (3.10), (3.11) — unabhéngig
von n:

——

<lluoll

3 () = [Pl + [ altiun(®).wa(0) dt = [((0)uat) e (312

= ||un||L2(V) S C VYneN
= 3 Teilfolge mit u,, — u in L*(V).

e uc L*V)Nn HY(V') ist schwache Losung von (3.3).
(vgl. Bew. von Satz 3.22i)

i

Bem: Abgesehen von der Zeitabhéngigkeit von L ist das ein Spezialfall von Satz
3.17, 3.20.

Bsp: Sei H = L*(Q),V = Hy(Q),

n

L(t)u = — Z(aij(x,t)uxi)xj + Z bi(x, t)ug, + c(x,t)u;

ij=1 i=1
mit a;j, b;, ¢ stetig und (a;;) gleichméfig positiv definit.

Gleichung fiir @(z,t) = u(x,t)e ™ (8 grof genug) erfiillt Voraussetzungen von Satz
3.11. Insbesondere ist a(t;-,-) = a(t;-,-) + B (-,+) 12 koerziv auf V (sieche Ubung).

Referenzen: [RR| §10.1, [Ev| § 7.1, [Sh2| § TIL.1-2

3.3 Reaktions-Diffusionsgleichungen

betrachte fir festes T > 0:

u—Au = f(u) ,Qp
w =0 L00x[0,T] (3.13)
w(0) = uy € LX(Q)

Definition 3.12 u € L*(0,T; Hy(2)) mit o' € L*(0,T; H'(Q)) ist schwache Losung
von (8.13), wenn (analog zu Def. 3.9):
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3 nichtlineare parabolische Gleichungen

(i) Yv € Hy(Q) = (u'(t), v) + a(u(t),v) = (f(u(t)),v) fi. in (0,T),
wobei a(u,v) = [, Vu- Vv dz;

(i) u(0) = ug.
Satz 3.13 Sei f: R — R Lipschitz (mit Konst. C) = 3! schwache Losung von (3.13)

Bew: Idee: Linearisierung + FPS von Banach in X := C([0,T}]; L*(2)) (wegen Lemma
3.10(1)) fiir 71 € (0,77 hinreichend klein.
(i) Definition des Fixpunktoperators A:

f Lipschitz = |f(2)| < C(1+ |z|) (3.14)

sei u € X = h(t) := f(u(t)) € C([0,T1]; L*(Q2)) C L*(0,Ty; L*(2)).

laut Satz 3.11: Das lineare Problem

—Aw = h 7QT1
w o= 0 ,0Qx[0,T1] (3.15)
w(0) = wug

hat eindeutige schwache Losung
w e L*(Hy(Q) N H (H Q) NC(L*(Q)) (3.16)
= Alu) =we X
(ii) Kontraktivitdt von A:

Seien w = A(u),w = A(@),h = f(u), h = f(i).
w — w erfiillt Yo € H}(Q):

(w' —w',v) + a(w — w,v) = (h— h,v)2 L. in (0,T1)
wihle v = w(t) — w(t) (bzw. mit Lemma 3.10 (ii)) = f.i. in (0,77) gilt:
N—— —

eH} fi.
d <12 ~\ 112 7 ~
gl = @l + 2V(w = D)llz2@ = 2(h = hyw — @)
~ 1 _
< ellw = ®lIz20) + <l (@) = F(@)z20) (3.17)
Poincaré, (3.14) CQ
< IV (w = ®)72@) + —llu = il 720

wahle 505 =2=

2 CQ
lw(s) —w(s)| 72 <—L/ (Oll72@ dté;LTlHu—ﬂH%( Vs € [0, T3]
0
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(3.18)

= Fiir 7} klein genug (héngt nur von C, und Cf, ab!) ist A kontraktiv.

= FPS von Banach: FP-Problem A(u) = u hat eindeutige Losung u € X. Wegen
(3.15) und (3.16) ist u auch eind. schwache Losung von (3.13).

(iii) Fortsetzung der Losung:

ue X = u(T)) € L*(N2) = Losung kann auf [T7, 2T;] usw. fortgesetzt werden. [

Beweisalternative: A" ist kontraktiv auf C([0,T]; L*(Q)) fiir n = n(T) grok genug
(— Ubung).

Bem: Satz 3.13 gilt analog fiir Systeme, d.h. u € R™ (siehe [Ev]). Lipschitz-Annahme an f
ist mathematisch wichtig, aber fiir chemische Anwendungen eine wesentliche Einschrin-
kung: Dort ist f meist ein Polynom (z.B. quadratisch bei binérer Reaktion).

Definition 3.14 Seien X,Y Banach Raume. f : X — Y heifst lokal Lipschitz, wenn
VR > 0: 3L(R) mit

[ f(u1) = fu2)lly < L(R)|lux —ug|lx  Vurp € X mit |luis|x < R.

Bem: f muss hier keine skalare (d.h. punktweise) Funktion von u(x) sein; kann Differential-
, Integraloperatoren beinhalten.

Bsp: f(u) = £u?

= f: L*(Q) — L'(Q) ¢ L*(Q), aber L'(Q) c H~(2) in 1D. (3.19)

[f(w1) = fu2)l[ 10 Cll(ur — u2)(ur + u2)|[r1(0)
2RC HU1 — u2||L2(Q) fllI' ||u1,2||L2(Q) S R

=:L(R)

IN A

Satz 3.15 Sei f: L*(Q) — HY(Q) lokal Lipschitz =
(1) Ftmax € (0,00], und VT < tpax gilt: (3.13) hat eindeutige schwache Losung auf [0, T].

(11) falls tyax < 00, dann:

max

(analog zu ODEs)

ol
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Bew:

(i) Verwende FPS von Banach auf Kugel

52

Kp={ue X =C(0,T);L*(Q) | [[ulx < R}

mit R = R(|Juo||z2()) := 2 max(||uol|2(q), 1)-

a)

Definition des Fixpunktoperators A wie in Satz 3.13:

Seiu € Kr = h(t) := f(u(t)) € C([0,T1]; H ()
= A(u) :=w € X 16st (3.15).

AZKR—>KRZ

auf Kg gilt:

LF )= < WFON a2 +11f (w) = FO - < 1FO) |-+ LR w2 (3.20)
Sei u € Kp; wihle Testfunktion w(t) fiir (3.15) (analog zu (3.17)).

= f.i. in (0,77) gilt:

%Hw(t)né(m + 2 Vw(®)|iae) =2 af(u(t), wt))y  (3.21)

1
< @) + el o)

Poincaré

1
< @O + (G + DIVD)zag
mit £(C7 4 1) = 2 und (3.20) = Vs € [0, T1]:

||w(3)||%2(9)

IN

ol Z2 () + /||f W10y + LR [u(t) |72 dt

IN

o0 + T1[||f< - )+L<R>2R2]
Fiir

3 R?
ACE+ ) LF )7 + L(R)*R?

Ty < 6(Jluol|z2) ==

gilt: [|w(s)]| 2 < R, also w € K.

Bem:

1) Wenn f(w) nur lokal Lipschitz, dann: L(R R_>—°>O
J(u) nur p : (

grofer die AB, desto kiirzer das Existenzintervall.
(2)|w(0)[|z2 = |Juollz2 < &; |lw(t)||z2 stetig = fiir T} klein, bleibt w in K.

00, 0(||ugl]) — 0. Idee: Je



3.3 Reaktions-Diffusionsgleichungen

c) Kontraktivitét von A:

Analog zu (3.18):

L(R)

5 Thllu—al%x Vs € [0, T3]

lw(s) = @(s) || 220 <

= fiir 71 < 0(J|uol/z2) ist A kontraktiv.
= (3.13) hat eindeutige schwache Losung auf [0, 7} ].

d) Fortsetzung der Losung;:

uw(Ty) € L*(Q) = Losung kann auf [Ty, Ty + 6(||u(T1)||z2)] (mit § > 0) usw.
fortgesetzt werden. Wenn ||u(t)|| wéchst (und f(u) nur lokal Lipschitz), wird §
immer kleiner. = max. Existenzintervall [0, tpax)

(ii) Annahme: tya < 00, und limy . [[u(t)]/12(0) < oo oder Limes A.

= J Folge t, ™ tmax mit ||u(ty)|[z2@) < C Vn.

Fiir ¢, ,nahe genug bei” t,.x kann u(t) auf [t,,t, + 0] fortgesetzt werden (wobei
0 = 6(C), unabhéngig von t,,), mit ¢, + § > tpax.

Widerspruch zur Def. von ..

Bsp. 1:
—Au = f(u) == v’ u(t =0) =ug (3.22)

Gegenlaufende Effekte: Au glittet, wihrend u? die Losung ,aufblasen” lisst (vel. u; = u?).

= (3.22) hat nicht fiir alle uy € L*(f2) eine glatte, zeitlich globale Losung (siehe [Ev] § 9.4).

Bsp. 2: (3.22) mit f(u) = —ulu|; entspricht Verbrauch der chemischen Substanz mit Dich-
te u(z,t) > 0 (— Dissipation).

f R — R ist monoton fallend = —f ‘ s ist in 1D auch monoton im Sinn von Def. 2.27
0
(dh. (—f(u) + f(v),u —v) >0;1t. (3.19): f: L? — H').

Satz 3.16 Sei f: L*(2) — HY(Q) lokal Lipschitz und —flgy monoton =
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3 nichtlineare parabolische Gleichungen

(i) (3.13) hat eindeutige schwache Losung auf [0, c0).
(11) Sei zusdtzlich f(0) =0 =
2
lu)llz20) < lluollz@e™ ™ ¢ >0,

mit Poincaré-Konstante C,.

Bew:

(i) Ziel: a-priori Abschitzung fiir ||u(t)||z2) VE > 0 = schlieft t.c < 0o aus (laut
Satz 3.15ii).

Sei u die schwache Losung von (3.13) auf [0,%max). Analog zu (3.21) gilt f.i. in
[0, timax) (mit ug € HY(Q)):

d

Tllulzem) = =2||VullZ2q) + 2(f (u), )

—f monoton

< —2[IVulljz) +2 #-1(f(0), u) (3.23)
Poincaré

< =2||Vullz2) + 2fO0)ll -1\ /1 + ClIVu] 2o

vollst. Quadrat
< C=CfO) -1, Cp)

= Hu(t)”%%m < ||u0||L2 @ T Ct Vi € [0, tmax)

= tmax = 00
(i) aus (3.23) folgt fur f.a. ¢t > 0:

d Poincaré _
&HUH%%Q) < =2Vullfeq < —2C, % |ulliz 0

Referenzen: [Ev] §9.2, [Pa| § 6.1
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3.4 quasilineare parabolische Gleichungen

Bsp 1:

uy — div(|[VulP?Vu) = 0 ,Qp;2<p<

p—Lapfz;ce Op.
u = 0 ,00x]0,T]
uw(0) = uy € L*(Q)

mit 7" > 0 fest, 2 beschrankt.
degenerierte quasilin. Gl., &hnlich zu poréser Medien Gleichung, bzw. nichtlin. Diffusions-
filtern in der Bildverarbeitung

allgemeinere Probleme (abstraktes Cauchy-Problem)

{ u(t)+ Alu(t) = f(),0<t<T (3.24)

u(0) = wug

Sei V' ein separabler, reflexiver Banach Raum, H ein Hilbert Raum, V € H C V' ein
Evolutionstripel, und A: V — V' (zB: V = H}(Q), A = —A):

Suchen Losung u € X := LP(0,T; V) (fiir ein p € (1, 00) fest) mit v’ € X' = L” (0, T;V").
fe X uye H geg.
Laut Lemma 3.10 = v € C([0,T]; H)

schwache Formulierung:

{ (W'(t),v) + (Au(t)),v) = (f(t),v) VoveV fi. in (0,7),
uw(0) = wugin H.

aquivalente Operator-Formulierung:

Sei A: X — X' (als Orts-Zeit-Interpretation), f € X', u € X:

{ w4+ Au) = fin X'

w0) = upe H (3.25)

Satz 3.17 Der Ortsoperator A : V' — V' habe eine Orts-Zeit-Interpretation mit:
A: X =IP(V) — X' = LP(V') ist (fiir ein festes p € (1,00)) vom Typ M, beschrinkt

und koerziv mit
x{A(w),v)x > alv||% Yo e X (fir ein a > 0) (3.26)

= (3.25) hat (mindestens) eine schwache Losung u € X.
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3 nichtlineare parabolische Gleichungen

Bew:

(i) Galerkin-Methode:

Sei {p;};en Basis von V' und V,, := span[gy, ..., ¢y
Laut Lemma 2.28(ii): A : X — X’ ist demistetig (da Typ M + beschr.).

Sei {v,} C V. Wéhle v,, := const in t = {v,} C X; also:
AV = V'ist Typ M + beschrinkt = demistetig

= Einschrankung von A : V,, — V! ist stetig (da V! endlich-dim. und V,, C V' C
HcV' cV)

Galerkin-Gleichungen fiir u,(t) € V,, sind nichtlineares ODE-System:

(un (), 09)m + vi{Aun(t)), 05)v = vi(f(t),0j)vi J=1,..n;t>0 (3.27)

mit u,(0) = P,ug X g in H (P, = Orthogonalprojektion von H auf V},)
Losung u,(t), t € [0, tma,) existiert laut Existenzsatz von Carathéodory (= Erwei-
terung vom Satz von Peano fiir (f, ;) € L”(0,T)); aber nicht notwendigerweise
eindeutig.

a-priori Abschdtzung von u, (analog zu (3.12) in Satz 3.11):

t t
1 1
§||un(t)l|?q+a/ [un(8)II5 ds < §HPnUOHfH+/ ()l llun(s)llvds, 0 St < tpax <T
0 0

56

—_———

=|lun|% fir t=T

(3.28)
Wir verwendeten dabei die Testfunktion u,(s) € V,, in (3.27), fot ...ds und Koerzi-
vitit (3.26).

Folgerungen:

a)

t
lun (0113 < || Pasol I +Cn/ LF (S)[v [lun(s)]l e ds
——

0 eL0,7)

(V—, H-Normen fiir u,, € V,, dquivalent)
Gronwall = max. Existenzintervall fiir alle u,, ist [0, 7.
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(if)

(iii)

/

(iv)

b) mit t =T in (3.28):

lun(D)E + allunlly < ol — allunl% + 20 fllx luallx

>1
p§ o3 + C(a, f)... unabh. von n (3.29)

Existenz eines Limes:

e aus (3.29): {u,} beschriankt in X (und L*(0,7; H) fir §3.5), und {u,(T)}
beschrankt in H
= 3 Teilfolge {u,} mit v, — v in X, u,(T) — v* in H

o {A(uy)} beschrankt in X’ (da A beschrénkt)
= A(u,) = zin X’

Identifikation der Limiten u, u* = u(7T):
Sei ¢p € C10,T]; integriere (3.27) in t; partielle Integration in ¢ notig, da keine
Konvergenz von u),:

(unlt), ¥/(D)p; )i+ / )y it = (un(0), 95 JO)~(un(T). oy J(T)
ex'=L¥ (V') 0 €X= LP(V) \6;{/ \6;1-/
(3.30)
In — o0
- / (ult), & () py) dt + / 2 [ ()5} dt = (g, 03)(0) — (u”, 9, 0(T) :j € N

e Partielle Integration in ¢ “zuriick”; C*[0,T] dicht in L?(0,7) und {¢;} ist Basis
von V.
= Fir u € X gilt:

{u’—l—z = f inX (3.31)

u(0) = uy ,u(T)=u*in H
Bem: Man wahlt zuerst ¢ € C§°[0, T, also Problem ohne RBen. Dann werden mit
1 die RBen getrennt.

Identifikation von z = A(u):
aus (3.30) mit Testfunktion w, € LP(0,T;V},) (statt ¢ (t)p;):

= foT(U;uun) dt

7 \

1 1
x(Aun), i )x = xo{frun)x + Sllun(O) 5 = S llun (D), ¥n € N
ex
lim sup + + J
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n—o0

. 1 1
lim sup(A(un),un) < (fiu)  +5llwllz =Dl

da ||u(T)||g < liminf [|u,(T)||g (]| - || schwach unterhalb stetig), bzw. —||u(T)|| 7 >
lim sup(—||u, (T)]| )

e Laut Lemma 3.10(ii) fir u € X, v € X"

d 2 , '
@l =2 v (1) @)y, Liiin (0,7);

integriert in t:

(3:31)

DI = ol = [ (@), u0) de 2 o = 2,01

0

also:

U, = uin X
A(uy) — z in X' = A(u) =z, da A Typ M
lim sup(A(uy,), u,) < (z,u)

e aus (3.31): v/ + A(u) = f in X’

0
Bem. zu Voraussetzungen fiir Satz 3.17:
Vergleich von A : V — V' und A : X — X’ (d.h. Orts- bzw. Orts-Zeit-Interpretation)
Lemma 3.18 Sei A:V — V' und
(1) demistetig =
Y messbare Funktionen w: [0,T] — V ist A(u(-)) : [0,T] — V' messbar;
(i1) demistetig und beschrinkt mit
|A() ||y < Cllull%", we V' fir einp € (1,00) (3.32)

= A: X — X' und ist demistetig.

Lemma 3.19 Sei A:V - V' und A: X — X' und
(i) V-monoton = A ist X-monoton;
(i1) beschrinkt mit (3.32) und V -hemistetig = A ist X -hemistetig
(1)+(ii) = A ist X-Typ M laut Lemma 2.28 (i)

Bew: [Sh2|

Eindeutigkeit der Losung von (3.25) nur unter Zusatzannahmen:
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Satz 3.20 Sei A :V — V' monoton (zusdtzlich zu Bed. von Satz 3.17).
= 3! schwache Lisung u € X von (8.25).

Bew: Seien u;5 € X schwache Lésungen mit v}, € X'. Mit Lemma 3.10(ii) gilt f.i. in
[0, T7:

%Hul(t) —up(t)|f = 2 veuh(t) — uh(t), ur(t) — ua(t))v
= =2 y(A(u(t)) — A(ua(?t)), ui(t) — uz(t))y <0

Bsp 1:

uy — div(|[VuP™?Vu) = 0 ,Qr;2<p<oc
W = 0 .00 x[0,T]
uw(0) = ug € L*(Q)

Diese degenerierte quasilin. Gl. (&hnlich zu poréser Medien Gleichung) hat eindeutige
schwache Losung mit V = W,?(Q), H = L*(Q), da:

AV =V daYu,v € WP (Q):

|y Al), o)y = / VulP?Vu - Vo de
Q

H(')'1<der v p—1 v - -1
< IVl Vollee < Jluflisllvllyge

P

AV — V' ist demistetig, beschréinkt, monoton, koerziv (— Ubung).
A X — X' ist beschriankt, Typ M, koerziv = Satz 3.17 und 3.20 anwendbar.

Bsp 2:
u = div(a(u)Vu) = —A(u) ,Qr

w =0 L0 % [0,T] (3.33)
u(0) = wug e L*(Q)

mit 7" > 0 fest, Q beschrinkt, a € C(R), 0 < §; < a(u) <5 Vu € R
(d.h. gleichmdfig parabolisches Problem). a(u) < 09 kann auch durch ug € L>(2) ersetzt
werden (wegen Maximumsprinzip fiir v, = div(a(z,t) Vu) ).

——

a(u)>61

z.B.: a(u) = | min(u, M)|™ '+ 4§, m > 1, M > ¢ (modifizierte pordse Medium Gleichung)

59
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V

ei Q), X = L*(H}) (p = 2 wegen Beschrinktheitsabschiitzung fiir A, mit
au)] 31); (

3.32))

I/\ ||

);

A:V — V'ist i.A. nicht monoton.
A X — X' ist zwar beschrénkt (da d2 < oo) und koerziv (da d; > 0) (— Ubung), aber
i.A. nicht vom Typ M (wurde in Satz 3.17 zur Identifikation vom w—lim A(u, ) verwendet).

= Satz 3.20 kann nicht angewendet werden und Satz 3.17 muss etwas modifiziert werden.
Fiir den Existenzbeweis brauchen wir folgendes Kompaktheitsresultat fiir Funktionen von
x und t:

Lemma 3.21 (von Aubin; Bew. [Sh2/, S. 106f bzw. [Ru/, §3.3.6)
Seien By, B, By Banach Riume (Boy, By reflexiv) mit
By—>—> B— B. Seil<p<oo,1<q< .
= Die Einbettung

W :={ue LP(0,T;By) | u' € LY0,T;By)} — LP(0,T; B)

ist kompakt. In W wird die Norm ||u||rr (o) + || ||La(B,) verwendet.

Bem: Auch fiir By << B ist die Einbettung LP(0,7; By) — LP(0,T; B) i.A. nicht kom-
pakt. Eine Zusatzinformation an v’ ist notig.

Anwendungsbeispiel: Sei 2 C R" beschréankt,

{u,} glm. beschrinkt in L?(0,T; H}(Q)) und
{u/,} glm. beschrinkt in L?(0,T; H'(Q))

= fiir eine Teilfolge gilt u,, — u in L*(0,T; L*(Q2))
Diese starke Konvergenz hilft oft, den Grenzwert in Nichtlinearitdten durchfithren zu kon-
nen.

Satz 3.22 Seia € C(R) mit 0 < §; < a(u) < 6.
= 3! schwache Losung v € L*(0,T; H}(Q)) von (5.33).

Bew:

(i) Existenz (groftenteils analog zu Satz 3.17):

a) Basiswahl fiir Galerkin-Methode:
Sei {p;}jen Orthogonalbasis von V' = Hy(Q) (bez. |lullyz = [[Vulz2) und
gleichzeitig Orthonormalbasis von H = L*(1Q).
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Wihle z.B. die Eigenfunktionen von L = —A in H}(€).
Laut Entwicklungssatz (lin. PDGI. §6.2): {¢;} ist ONB von L*().

Ferner:

(7, Px) a2 :/V%'V@kdﬂﬁz—/A%%d%:)\j/@j%@kdxz(), J#k
0 0 0

b) a-priori Abschatzung von u/:

o Galerkin-Gleichungen fiir u,(t) = > 7, a;(t)p;:

e Sei v € Hy(Q?) beliebig mit [l < 1.
v =01 + vy mit vy € V,, = span|pq, ..., pn], vo L1z V.
= loillmg < llvllmy <1, da {p;} OGB von Hj.

e dau,(t) €V, C L*(Q):

= (mit fJor|[y <1)

llu, (|- = sup |(u, (t),v)| < |A(un(t))||g—1 fir fa.t € (0,7)

n
ol 0 <1

wllxr < A(u)|[x <C VneN (3.34)

= ||u

(laut Satz 3.17 ii, da {u, } beschr. in X und A beschr.), mit X' = L?*(H™!).
e laut Satz 3.17; (3.29):

Junl[x < C (3.35)

= (mit Aubin-Lemma) 3 Teilfolge mit
u, — uin L*(0,T; L*(Q)) = L*(Qr) (3.36)

Bem: ohne Aubin-Lemma hétten wir nur schwache Konvergenz bez. t =
dann keine Info tiber a(u,,).
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c¢) Ersatz fir ,;Typ M-Eigenschaft” (zur Identifikation A(u) = z):
(analog zum Bew. von A : V — V' ist Typ M; siehe Bsp. 2.29)

aus (3.34): fiir eine Teilfolge gilt A(u,) — 2z in X’
aus (3.35): fiir eine Teilfolge gilt Vu,, — Vu in L?(Qr)
aus (3.36): a(u,) — a(u) in L*(Q7) ! (mit Lebesgue)

e sei v e CF(Qx(0,7))
= x(A(uy),v)x = // a(u,)Vou - Vu, dv dt
Qp
iy /a(u)Vv Vudrdt= x/(z,v)x

Qr

= A(u) =z
= analog zu (3.30), (3.31) aus Satz 3.17: v/ + A(u) = 0 in X".

(ii) Eindeutigkeit (mit “dualer Methode”):

Schreibe u; = div(a(u)Vu) als

uy = Ab(u) in L*(H1(Q)) (3.37)
mit b(z) := [ a(w) dw = b(0) = 0; b € C*(R), streng monoton wachsend, |b(z)| <
daz].
Seien uy o € L?*(H(9)) zwei schwache Losungen, also

(up —ug)y = A(b(u1) — b(uz)). (3.38)

Wihle fur (3.38) die spezielle (trickreiche) Testfunktion
T
v(x,t) = /b(ul(x, s)) — b(ug(z,s)) ds € H*(0,T; Hy(Q))
t

mit
o(T) = 0,

v = —b(uy) + b(uz) € L*(Hy),

Vo = /V[b(ul(s)) — bluy(s))] ds € H'(L?).

t
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3.5 transiente Navier-Stokes-Gleichungen

:—vt

= Og/T/S — ug)| U1>—b('LL2>] dx dt (3.39)

0, da b, (streng monoton)

= /V'<(U1 — Ug)g, v)y dt [mit (u1 — u2)(0) =0, v(T) = 0]

T
(3.38), part Int. //
0 Q
2

T
//V (uy) — b(ug)) dt| dx <0
0

= aus Vorzeichen vom Integranden in (3.39) : u; = us f.ii. in Q.

T

b(us(t))] - /V[b(ul(é’)) — b(ua(s))] ds d dt

~~
:;ft t

J/

=Vv

—~

*

l\')l»—t

T 2

T T
O/O/f 5) ds dt = %/f(t)dt 0

0

N | —

x) gilt da /Tf(t)/Tf(s) ds dt =

Referenzen: [Sh2| § 11.1-2, ITL.1, 1114, [Va] § IL.2, [Ev] § 7.1

3.5 transiente Navier-Stokes-Gleichungen

Modell fiir instationédre Stromung einer homogenen (d.h. Dichte = const.), viskosen, in-
kompressiblen Fliissigkeit; semilineares Gleichungssystem:

uw+ (u-Viu—Au+Vp = f Qp:=Qx][0,T] ... NS-Gleichung (3.40)
divu = 0, Qr ... inkompressibel
u = 0, 00 x[0,T] ... Haft-RB

U(., O) = Uy, Q
Q C R™ (n = 2,3) beschrinktes Gebiet mit 0f2 glatt.
ges: u:Qp — R" ... Geschwindigkeitsvektorfeld
p:Qr —R ... Druck

geg: [ :Qp — R™ .. (&ukeres) Kraftfeld
ug : 2 —> R"
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Schwache Formulierung;:
Elimination von p wie in § 2.4; durch Testfunktion mit divv = 0:

V={veH}{(Q)"| dive =0 fii. in Q} ist separabler Hilbertraum mit
[vlly, = ||Vv||L2(Q)n><n ;

H =V C L*(Q)" (Abschluss bez. ||.|[z2), um Dichtheit von V C H fiirs Evolutionstripel
zu garantieren (statt H = L?).

V << H; folgt sofort aus Hy(Q) —— L*(Q).

Es gilt: H = {v € L*(Q)" | divo =0 fii. in Q; v-v =0 fii. in 90} ([Tar] Lemma 23.2;
IDL3] §IX.1.2)

Definition 3.23 Seien uy € H, f € L*(0,T;V").
we X :=L*0,T;V) mit v € X' = L*(0,T; V") ist schwache Losung von (3.40), wenn

(1) Yo eV gilt:

ve(u/'(t), v)y —I—/(u V)u-v+Vu:Vode =y (f(t),v)y fd. in[0,T] (3.41)

J/

=:(A(u),v)
(11) u(0) = ug

Lemma 3.24 (Gagliardo-Nirenberg Ungleichung, Bew: [GT])
Fiirue WrHP(Q)NLYQ); ke N; 1 < p,q,r <oo; f€N;

1 1 1
—:@H(-—ﬁ)ﬂl—n—, Bloycto<ip<k-1
r n P n q k

qgilt:

< Conl[ullyynnoyllull o) (3.42)
1)

o8l
H OxP

@:mitn:2,p:q:2,r:4,)\:%,ﬂ:O,ﬁiruEHé(Q):

1/2 1/2 s 1/2 1/2
lull ey < Canllullforg lullitg, < Canllull oo | Vul g, (3.43)

Satz 3.25 Firn =2 ist schwache Losung von (3.40) eindeutig.
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3.5 transiente Navier-Stokes-Gleichungen

Bew: Sei w := u; — ug Differenz zweier schwacher Losungen. Wahle Testfunktion v = w
n (3.41); Lemma 3.10 (ii):

S w2y + VWl L2y = /[(u2'v)u2—(U1'V)U1]'wd$

= /w Vuy - wdx — /(Ug'V)UJ‘U)d.I’
0

(O

J/

'

=0, da divw=0 (— Ubung)

Holder

< [V [ 2@y [w]| 74y
GN-Ungl. _

S CéN”Vul”Lz(Q)QmHwHL2(Q)2 vaHLz(Q)sz
Young 24 2 2 1 2

< §CGN||VU1HL2(Q)2X2HwHL?(Q)? + §||Vw||L2(Q)2x2

d s
= allw(t)lliz(mz < CanlVur (0|72 ayexz 1w () 17202

Laut VS: t = [|Vui (., 1)[|72q) € L'(0,T).
= Gronwall liefert w(t) = 0 f.ii. auf (0,7). O

Bem: n = 3: Eindeutigkeit ist offenes Problem (ein “Millenium Problem” des Clay Math.
Inst., Boston). Problem: (3.43) gilt fiir n = 3 nicht; stattdessen |jul/7, < C|lu Hl/zHV ||3/2.
Dann wiirde || Vui(., )75, auftreten, das aber i.A. nicht in L'(0, T) liegt.

Fiir n = 3 wurde die Existenz von verschiedenen schwachen bzw. distributionellen Losun-
gen gezeigt, siche [Tar| §25, [Te| §II1.3.14-3.2, [Ro| §8.8.4.

Existenz einer Losung ldsst sich fiir n = 2 mit d&hnlichen Methoden wie in §3.4 (Satz 3.17,
Satz 3.22) zeigen:

Eigenschaften des Operators A(u) = (u-V)u — Au aus (3.41):

Laut Lemma 2.30, Lemma 2.28 (ii): A: V — V"’ ist beschrinkt, koerziv (mit (A(u), u) =
|lull#), Typ M, demistetig (fiir n = 2, 3).

A ist koerziv auf X, aber nicht beschrankt von X — X' !

Aber fiir n = 2 (— Ubung):

A: XNL®0,T;H) — X' ist beschrankt. (3.44)
u € L>(0,T; H) bedeutet, dass die kinetische Energie der Trajektorie u beschrankt ist; u €

X bedeutet, dass die durch Viskositit im Zeitintervall [0, 7] dissipierte Energie beschriankt
ist, |Tar| §21.
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3 nichtlineare parabolische Gleichungen

Satz 3.26 Sein = 2, ug € H, f € L*0,T;V'). = (3.40) hat eindeutige schwache
Losunyg.

Bew-Idee:

e Galerkin-Methode von Satz 3.17, Satz 3.22:

(up(t), )i+ vi(Alug(t), ei)v = vi(f(t), ¢)vs j=1,...k

e spezielle Basiswahl {¢;} wie in Satz 3.22:
Zu Ay = —A, def. AT': V'3 g+ u €V als schwache Losung von

(u,v)v:/Vu:Vvdx:V/<g,v>v VoeV.
Q

Einschrikung A;': H — V << H ist kompakt, symmetrisch
= 3 Eigenfunktions-ONB {¢;} von H (mit ||.||g = ||.]|22);
ist gleichzeitig OGB von V' (mit ||.||v = ||V.]|z2).

e a-priori Abschéitzungen (analog zu Satz 3.17, aber dort wird nur ||ug(7T)| g beno-
tigt):

luslx <€ lurlzwormy < C. Yk EN

(3.44)
lupllx: < [[A(u)||lx + | fllx < C, VEEN

e mit Aubin-Lemma:
3 Teilfolge mit uy, — w in L*(0,T; H) C L*(Q7)?

e fiir Limes-Identifikation:
withle v € C5°(Q7)*NX [nétig fiir dive = 0] ... ist dicht in X (folgt aus C§°(Q)*NV
ist dicht in V; § 23 |Tar|)

0J
Referenzen: [Ro| § 8.4, 8.8.4, [Tar| § 20-25, |Te| § III
3.6 Die porose Medium Gleichung
Betrachte
w = Aum™=divimu™'Vu) ,Qr
u = 0 , 00 x [0,T] (3.45)

u(z,0) = wug(x) € LL(Q)
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3.6 Die pordse Medium Gleichung

mit m > 1, Q C R" beschrinkt, 9Q € C?* fiir ein « € (0,1) (Holder-Raum).

uy > 0 = u(x,t) > 0 (mit Maximumprinzip); notig zur Def. von u™.

Die PMGl ist degeneriert parabolisch (fir u(x,t) > 0).

Bsp:
w = Oy (uug) , x>0,1t>0;
u(0,t) = g(t) =x0+1t x>0 fest;
u(z,0) = wup(z) =x9—a (fir 0 <z < z), =0 (fir z > z0)

ittty —2 , O0<x<T0+1
:“@’t)_{ 0, >0+t
da: u, =1, up = =1, Op(uuy) =1 fiir 0 < z < xo + t.

e “Propagation” wie bei hyperbolischen Gleichungen:
Dieses u erfiillt z.B. uy + u, = 0, uy = gy !

Definition 3.27 u > 0 heifit schwache Losung von (3.45), wenn
(i) u™ € L*((0,T); Hy(2)), [= uwe L*(Qr) |
(i1) w erfillt

//V(um) -V —upydr dt = /uo(:(:)go(m, 0) dx

Y € CHQp) mit p(z,T) 0

=0, w‘agx[om =

Bem: Schwache Losungen von (3.45) sind eindeutig: analog zu Satz 3.22 (ii) fiir

u; = div(a(u)Vu) (bzw. [Val § 11.2).

Satz 3.28 Seiug € L7 (Q) = 3! schwache Lisung von (3.45) bis zu T = oo.

Bew:
(i) glatte Approximationslosungen:

e Sei ug € C§°(£2), up > 0.
U, 10se:

(un)
up(z,t
U (z,0

¢ = Au Qg = Q x (0,00)
) = 1,00 x0,00)
)

= upn(z) = up(z) + =

(3.46)

(3.47)
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3 nichtlineare parabolische Gleichungen

e laut schwachem Maximumsprinzip (§6.7, PDGI):

1 N
<ty (z,t) < M + — in Qu, mit M = sup(up). (3.48)
n

S|

= u,, 16st auch die nicht degenerierten (glm. parabolischen) Probleme
(un)e = div(a,(u,)Vuy,) (3.49)

mit a, € C(R), a,(u) = mu™" auf [X, M + ] und
0< 2y <an(u) <m(M+1)""

npm—1 =

e laut Satz 3.22 (fiir v, := u, — =): (3.49) hat eindeutige schwache Losung
un — 5 € LA(Hg(Q)) N C(L*(Q))

e laut [LSUJ, § 6 gilt sogar:
Uy € COO<QOO) N CQ’I(W) (dh Un, (un)xza (un)xixja (un)t € C<@))7

u, ist also klassische Losung = Maximumsprinzip darf angewendet werden.

(ii) a-priori Abschétzungen, Konvergenz:

e aus Maximumsprinzip:

0 < Uppr(2,1) < up(z,t) in Qoo ¥n €N (= Ubung)

Definiere

w(z,t) = lim u,(x,t) V(z,t) € Qe

n—o0
= U, (t) = u(t) in LP(Q) Vt € [0,T] V1 < p < oo
Up, — u in LP(Qr) VYT > 0 (monotone Konvergenz)

e aus (3.48): 0 <u < M in Qy

e a-priori Abschétzung fir V(u™):
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3.6 Die pordse Medium Gleichung

Multipliziere (3.47) mit ¢, := u' — ()™ [ [ dx dt =

T
1 1
m|2 — m -
// |\Vur|* de dt = / (m - 1u0n(l') nm> ugn () dx
0 0

Q

1 1
— / up (2, T) — — \uﬁ_/(x,T)dx (3.50)

m—+ 1~ nm
Q >0 <M+1
1 1\ 1 1

< —/(uo(x)—l——> d:zc—i——(M—l——)/dx

m+1 n nm n

Q Q
< C VneN, VT>0
Im 1. Schritt verwendet man u,u™ = mLH@tum“.

e = {Vu™} glm. beschriinkt in L?(€2,,) = fiir eine Teilfolge gilt:

k—ro0
Vu' —— 1) in L*(Qs)

Nk

da auch u™ — u™ in L*(Qr), gilt ¢ = Vu™.

Limes ist eindeutig = ganze Folge Vu;"' konvergiert:
u™ — u™ in L*(0,T; H'(Q))

n

aus (3.50):

(m+1)//\Vum2 d:vdt—{—/uﬁ”l(m,T) dx
Qr

Q
1 m+1 1 1
§/<u0(x)—|——) dm+m+ <M+—)/dx VT >0
n nm n
Q Q

e lim inf liefert Energieabschdtzung:
n—o0

(m—+1) //|Vum|2 dzx dt +/um+1(x,T) dxg/ugﬁl(x)dx VT >0
Qr Q Q

glim,Hooinf||vu;y||iQmT), da |.| SUHS

(3.51)

e Randbedingung von w:

u™ € C*(Qr), U lgoxpr =1 " VI >0

= u” —n"™ —u™in L*(0,T; H'(Q))
———
€L2(0,T;H}(Q))
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3 nichtlineare parabolische Gleichungen

= u™ e L*(0,T; H (D)), da H} () in H'(Q) schwach abgeschlossen (da kon-

vex und abgeschlossen; Satz von Mazur).

uy, ist klassische Losung = erfiillt (3.46) mit AB wugy,.
Limes n — oo liefert (3.46) fiir u = w ist schwache Losung von (3.45).

Vergleichsprinzip:

Betrachte 2 ABen mit ug(z) < @(z) Vo € Q2

= Uop < U, = (mit Maximumsprinzip) u, < 4, Vn
= u(z,t) < a(z,t) (durch n — o0)

(iii) beschriankte Anfangsdaten:

Sei up € LL(£2) mit suppug C

Approximationsmethode und Vergleichspinzip von (i,ii) funktionieren genauso mit
U, € C®(Qse) NCH(Q x (0,00)) (aber u, ist an t = 0 nicht unbedingt stetig). ug
beschrénkt, ist fiir Losung von (3.49) wichtig (M = ess sup(ug) ).

(iv) allgemeine Anfangsdaten:

70

Sei ug € L7HH(Q).

e Wihle wachsende Folge von (messbaren) Abschneidefunktionen (hinsichtlich

des Tragers) 0 < (x(z) < 1 mit supp § C Q, { 1 (punktweise); supp ¢ " €.

Approximation der AB:
uok () == min(ug(z)Ck(x), k) erfiillt die Kriterien von (iii).

= (iii) liefert schwache Losung wuy von (3.45) mit
U1 (x,t) > u(z,t) ¥V (2,t) € Quo; (3.52)

und u* € L*(0,T; Hy(Q)).

Bem: uy € L™ konnte nicht direkt durch {ug,} C C§° approximiert werden
(typischerweise mit Faltung), da dann die Monotonie (3.52) nicht garantiert ist.

laut (3.51) fiir uy, (statt u):
{ur} glm. beschriankt in L>(0,7; L™(Q)), da |Juo || pm+r < ||uol| pmr1.
{Vui*} glm. beschrinkt in L?(Q,)

= (mit (3.52)) uy konv. f.ii. gegen v € L>(0,T; L™"(Q)) und u ist wegen
Monotonie eindeutig;

up(T) = u(T)in LP(2) V1 <p < m+1 (obere Schranke aus Norm in (3.51))
up = uwin LP(Qr) V1<p<m+1, VT (beides monotone Konvergenz)



3.6 Die pordse Medium Gleichung

ganze Folge: Vu" — ¢ in L?(Qy); ¥ = Vu™ analog zu (ii)

e lim kinf in (3.51) fir {u} liefert: u erfullt (3.51).
—00
= u™ € L*(0,00; H}(Q)), da ||V - ||z2 Norm auf H] ist.

o uy, erfiillt (3.46) mit AB wg; uop — up in L™(Q).
= u erfiillt (3.46), ist schwache Losung von (3.45).
Bem:

Bedingung ug € L™ (Q) kommt aus Energieabschitzung (3.51); kann ausgedehnt werden
[Val:

Vug € LL(Q) : 3! Losung u € C([0, 00), LY (2)).
PMGL. generiert also eine nichtlineare, stark stetige Halbgruppe auf L1 (Q).

Ferner u € C*(0); 0 := {u(z,t) > 0} C Qu

Referenzen: [Va| § 11
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3 nichtlineare parabolische Gleichungen
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4 nichtlineare Wellengleichungen

Wir betrachten hier nur semilineare Wellengleichungen (bes. NLW, NLS); diese entwickeln
keine Schocks. Ferner nur Ganzraumprobleme, d.h. 2 = R".

4.1 Wellengleichungen als Hamilton’sche Systeme

Definition 4.1 (a) Sei X ein Hilbert Raum (hier meist oo-dim.) mit innerem Produkt
(-,-) und J € B(X) ein linearer, schiefsymmetrischer, nicht-degenerierter Operator
(d.h. mit trivialem Kern).
Das Paar (X, (-, J-)) ist dann ein symplektischer Vektorraum mit der symplekti-
schen (Bilinear-) Form (-, J-).

(b) Sei E : X — R ein (nichtlin.) Funktional (,Energie”) mit Fréchet-Ableitung (=1.
Variation von E) E' : X — X (hier mit Riesz-Identifikation; eigentlich E' : X —
/
gz’i‘(autonome) Evolutionsgleichung fiir u(t) € X der Form
u = JE'(u).
heifft Hamilton System (oder in Hamilton Form ).

= Energieerhaltung (entlang der Losung u bzw. durch den Hamilton’schen Fluss von E):

dE(u(t))

o = (E(0),u) = (E'(w), JE'(u)) = 0 (4.1)

Bsp 1: u = (z,p) € X = R?"; E(x,p) ... Hamilton-Funktion (z.B. E = % + V(z)),
x...0rt, p...Impuls

,  (0E 9EN" 0 I 2nx2n
s-(E ) =(Y )

0B OE
ft—ap7pt— o

... Hamilton Gleichungen, klassische Mechanik
Bsp 2: u = u(z) € X = L*(R";C);

1
E(u) ::/§|Vu|2 + F(u)dr mit F: C — R, D(E) Cc HY(R"); J:= —i;
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4 nichtlineare Wellengleichungen

Wegen u(x) € C gilt eigentlich £ = E(u, u), und damit ist die Fréchet-Ableitung E’ nicht
definiert. Stattdessen betrachtet man hier

5E U iesz . 3
2% = _Au+ f(u) mit ,, f = F'” (vgl. Euler-Lagrange Gleichung) .
u
Der Faktor 2 kommt daher, dass nur nach einer der 2 Variablen (u, u) differenziert wird.
= ju; + Au — f(u) = 0 ... nichtlineare Schrédinger Gl. (NLS) (4.2)

Generelle Annahme:

f(u) = g(Ju|*)u mit reeller Funktion g, F(u) = %G(!u|2), G' =g, G(0)=0. (4.3)

Besonders wichtiges Bsp. (z.B. fiir Bose-Einstein-Kondensat; in nichtlinearer Optik/Lasers:
t-Achse = Ausbreitungsrichtung):

f(u) = £|ul*u ... (de-)fokusierende kubisch-NLS

Bsp 3:

( v ) € X = IR x L*(R"): E<( u >> - /1U2+%|VU|2+F(U) dr  (4.4)

v 2

D(E) C H'(R") x L*(R")

;»%(w:(_ol é)(—M:M)) Wit o f: R R

. / J/

=. —B/((u,0)T)
bzw. (mit v = wu,):
uy — Au+ f(u) =0 ... nichtlineare Wellengleichung (NLW) (4.5)
Generelle Annahme (0BdA):
f:R— Rmit f(0) =0, F(0) =0.
Anwendungen: f polynomial z.B. in nichtlinearer Theorie fiir Mesonen; f(u) = sinu
(Sinus-Gordon Gleichung) in Geometrie (Flachen mit Gaufs-Kriimmung = —1), Verschie-

bung in Kristallstrukturen

Spezialfall: f(u) = m*u

uy—Au+m*u = 0 ... skalierte, freie Klein-Gordon Gleichung der relativistischen Quantenmechanik
(4.6)
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4.2 Abschéatzungen und Erhaltungsgrofsen

Physikalische Motivation:
Quantisierungsregeln (vgl. Schrodinger Gl. (4.2) mit f = 0, & = 1; mit kinetischer Energie
E = i):

2m

E — ih0;,, p — —1hV

. e T2 2,2 2 4
relativist. Energie: £* = ¢*p” + m~c

Ruheenergie®
Das gilt fiir skalare Felder bzw. spinlose Teilchen, z.B. Pionen.

= —h2uy = —h2Au + m2ctu

Bsp 4:

1
X = L*(R); E(u) := /§|uﬂ;|2 + F(u)dx; J:=0,; (obwohl unbeschrénkt)

D(E) C H'(R)
= u; = 0, (—0%u + F'(u)) ... verallgemeinerte Korteweg-de Vries Gleichung
Fiir F' = 3u? ... standard KdV

Referenzen: [Stra] § 1; [Ku| § 1.4

4.2 Abschatzungen und ErhaltungsgrolRen

... sind wesentlich fiir Beweis der Existenz von Losungen und deren strukturellem Verhal-
ten (z.B. fiir t — o0).

Lineare Wellengleichung:

Uy —Au = 0,z eR", teR
u(z,0) = wup(x) (4.7)
ut(x7 0) = ul(x)
Lemma 4.2 Sei ug =0, u; € Wz (R?)

_n=1
= [Ju(, t)|ze@ny < )™ furllyygragny,  £#0 (4.8)
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4 nichtlineare Wellengleichungen

e n =1 aus d’Alembert’scher Losung (siche PDGI §7.1):

T+t

u(wt) =5 [ ww)dy

r—t
e n = 3 allgemeine Losungsformel (siche [Wh| §7.6); sei ¢ > 0:

0|1 1
u(z,t) = gl e / up(y) dS, +4_7rt / uy (y) dS, (4.9)

ly—z|=t ly—a|=t

iv. Satz 1 . -
Div, Satz 2 / div, ytxul(y) dy

47t
ly—z|<t =

1 3
< —_— — 3
wetl < om [ Vu@l+uGld veeR

ly—=z|<t

v ... dufserer Normalenvektor (fir |y — z| = )

Ergebnis folgt mit:

Holder GN(3.42)
[ @y ety < eVl

ly—z[<t
e Fiir allgemeines n: [Stra| O

Bem: Grund fiir das Abklingen in (4.9) ist die Wellenausbreitung entlang von Charak-
teristiken in einer wachsenden Sphére der Dimension n — 1. Andererseits bleibt ||u(t)]| .2
beschrinkt (— Ubung).

Erhaltungsgrofien, Symmetrien, Noether Theorem:

2 wichtige strukturelle Eigenschaften von Hamilton’schen Systemen (GDGI, PDGI):
(i) 3 (integrale) Erhaltungsgrofen, z.B. Energie E(u(t)), Masse

(ii) 3 Symmetrien der Gleichung:
explizite Transformationsgruppe, die Losungen der Gleichung in andere Losungen
transformiert, z.B. Translation in  bzw. ¢, Rotation

Fiir Hamilton’sche Systeme

u = JE (u) auf X (4.10)
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4.2 Abschéatzungen und Erhaltungsgrofsen

mit Fluss Sg(t) : up — w(t) hingen (i) und (ii) eng miteinander zusammen:

e Betrachte ein (weiteres) Funktional £ : X — R auf dem syplektischen Vektorraum
(X, (-, J-)), mit zugehorigem Hamilton’schen Fluss Sg(t). Wenn Sg(¢) in ¢ global definiert
ist, bildet es eine Transformationsgruppe auf X: Sg(t +t') = Se(t) Se(t'), Se(0) = id.

Satz 4.3 (Noether: hamiltonsche Formulierung. Fir einen echten Satz miissten die Vor-
aussetzungen prazisiert werden; siehe §20 [Ar].)

& ist Erhaltungsgrofe fir (4.10) < E ist symmetrisch (d.h. invariant) bez. der Gruppen-
aktion Sg(t).

Anwendungsidee: Transformationsgruppe oft leichter zu finden als Erhaltungsgesetz, und
auch eine formale Motivation fiir ein Erhaltungsgesetz ist schon hilfreich.

0 I

o _ R4 T
Bspl.u-(x,p)éX-R,J—(_I 0

) € R¥: E(x,p) = lpl® V(z) mit
V = V(|z]), also rotationsinvariant.

E = L(x,p) =2 X p=x1py — xap; ... Drehmoment

Hamilton System von L: w, = JL'(u)
aL —.TQ 8L —p2
bzw. = — = - =
ZW. Ty ap ( o ) » Pt o < n

Fluss: SL(t):(COSt —smt>® ((1) ?>6R4X4

sint cost
F ist invariant bez. der Rotationen Sy (t) = L ist Erhaltungsgrofe fiir (4.10), bzw. Sg(t).

Bsp 2: (4.10) ist t-autonom = Zeittranslation S(s) : u(z,t) — u(z,t+s) bildet Losungen
auf Losungen ab = FE(u) = const in t, d.h. Energieerhaltung (wihle £ = E in Noether
Theorem; vgl. (4.1)).

Zusitzlich zur hamiltonschen Formulierung vom Noether Theorem (in Satz 4.3) gibt es
auch eine Variationsformulierung vom Noether Theorem. Daraus lassen sich (formal) wei-
tere Erhaltungsgrofsen herleiten.

Idee: Ist ein Variationsproblem invariant unter einer Transformationsgruppe, so erfiillen
die Losungen der Euler-Lagrange Gleichung ein (integrales) Erhaltungsgesetz (Details:

[Stra]).

Bsp: Betrachte NLW mit dem Wirkungsfunktional

Flu) = // {—%uf—l—%]VtuLF(u) dx dt (4.11)

/

Rn+ JAS

=FE(u,ut) aus (4.4)
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4 nichtlineare Wellengleichungen

(rein formales Integral, Konvergenz unklar) mit F(0) = 0; EL-Gleichung ist NLW: F'(u) ="
—Au+ f(u) =0 (mit F' = f).

Bsp 3: Die Streckungstransformation T(s) : u(z,t) — AT u(Az, At); A = 1+ s lisst
F(u) aus (4.11) zumindest fiir NLW mit F' = 0 invariant Zugehoriger Generator dieser
Transformation(shalbgruppe) ist N = t0, + z -V + 2=. D.h.

0
%<T(S) u(z,t)) ‘3:0 = Nu(z,t) .
Durch Multiplikation von u; — Au = 0 mit Nu und partiellen Integrationen erhélt man
die Streckungsidentitit (,dilation identity”); das ist ein Erhaltungsgesetz:

te+x - Vuut+ uug dx = 0

dt
R
mit Energiedichte e(u) := su? + 3| Vul* + F(u).

Verallgemeinerung fiir F' # 0:

te+x - Vuuy + ;1uut dr = —%/H(u) dx (4.12)
R" R™

mit H(u) :== (n — Duf(u) —2(n+ 1)F(u).

Auch fiir f(u) = cultaT gilt H(u) = 0.

dt

Bsp 4: Die Skalierungstransformation T(s) : u(z,t) — Au(x,t); A =1+ s lasst F(u) aus
(4.11) zwar nicht invariant, liefert aber folgende niitzliche Identitét fiir die NLW:

1
— = /u2 dr = /[uf —|Vul* —uf(u)]dz ... Skalierungsidentitiit (4.13)
Das folgt direkt aus Multiplikation der NLW mit u, da Nu = u Generator von T'(s) ist.

Bsp 5: Betrachte NLS mit dem Wirkungsfunktional

_ //% I (au) + %\w? + F(u) de dt

R+
mit Annahme (4.3): F(u) = 3G ([ul?), G(0) = 0;
EL-Gleichung in R? (statt C) ist NLS: iu; + Au — f(u) = 0.
(i) Die Streckung u(x,t) + A2u(Ax, \2t); A = 1 + s fiihrt auf die Streckungsidentitit:
d [1
/3 Im(x Vi) + t|Vul® + 2tF(u) do = ——/K (4.14)

R

mit K (u) == nf(u)a — 2(n +2)F(u).
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4.3 globale Lésungen von NLS

(ii) pseudo-konforme Identitit (basiert auch auf Noether Theorem; Herleitung [Call):

d

dt |:Uu — 2itVul?® + 4t*°F = —2t/K (4.15)

—alt)
Anwendung: Sei K > 0 und F' > 0 (z.B. defokusierende NLS: f(u) = |ul*u, F(u) =
Hul*, K(u) = (% = 1) Ju|* > 0 fir n > 2) =
a) a(t) \ firt >0
1
N 4t2/F(u) dz < a(0) = §/|xu0(x)]2da: ViER
Rn

= [ F(u) dz = O(t™?) ... Einfluss des nichtlinearen Terms verschwindet fiir
t — to0.

b) Sei zug € L*(R") = zu(t) — 2itVu( ) € L*(R™).
Falls u(t) € L*(R™): = zu(t) € L}, = Vu(t) € LL Vi #0

loc

also: Gewinn einer Ortsableitung fiir £ > 0; gilt unabhéngig von F'.

(iii) Geschickte Kombination von (4.14), (4.15) liefert die Varianzidentitit:
dt2/|x| uf? do = 16E(u +4/K (4.16)

mit der Energie E(u) = [ |Vul|? + F(u) dz.

e Anwendung: Kollaps von Losungen in endlicher Zeit (siche §4.5).

Referenzen: [Tao| § 1.4; [Stra] § 1-2, 4; [RS2] § IX.4; [SS| § 1-2; [Cal] § 7.1

4.3 globale Losungen von NLS

4.3.1 lineare homogene Schrodinger Gleichung

{zut = —Au,zeR" teR (4.17)

u(z,0) = wup(z)

® u, ug ... komplexwertig
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4 nichtlineare Wellengleichungen

(4.17) entsteht aus der Warmeleitungsgleichung durch formale Substitution ¢ — it

e Losungsversuch: Transformiere ¢ — it in FL. der Warmeleitungsgleichung.

u(z,t) = /uo(f) L emﬁzté‘2

(4mit)z
Rn

~——
FL der Schrodinger Gl. auf R™

de; t£0, z € R" (4.18)

T
= e 4

NI

7
Lemma 4.4

(a) sei ug € L'(R") = Vt #0: u(-,t) € L®(R") mit

lul, )| gy < WH%HU(R”)

(b) seiug € LA(R™) = Vt #0: u(-,t) € L*(R™) mit
(-, )] 2@ny = ol 2@ny — (vgl. U'b.—Bsp.)

Bew:

(a) direkt aus (4.18):

1
e )] < e [ (o)

(b) 1. Schritt: Zusatzannahme uo € L'(R") N L*(R");
sei t # 0 fest:

2

ilz|

80

e 1t ilel? i€
u(x,1) - / uo(€)e™ e de
(4mit)2 _—

R™ =:wg(£)eL?(R™)
(2m)" 1 P
Hu(7t>||%2 |47Tt|n (27_(_)% 'Uo(f)e 2t£df dx
Rn N -~ .
=100(55)
_ ox|?
(2t) ”/ vo(z—t) dx
= [[oollZ2@ny = llvollz2 = lluollZ2

2. Schritt: approximiere uy € L*(R™) durch

{up} € L'(R™) N L*(R") (wie in Def. von FT auf L?).



4.3 globale Lésungen von NLS

Satz 4.5 (Riesz-Thorin-Interpolation); Bew: [RS2])
Seien (M, ) und (N,v) Mafiraume und sei T : LP°(M,du) N LP (M, dp) — LO(N,dv) N
LY (N,dv) eine lineare Abbildung mit 1 < pg, p1,qo, 1 < 00 und

1T fllgy < MollFllpos 1T fller < Ml Il
= J! Frweiterung T : LP* — L% mait

1 t 1—¢ 1 t 1—1¢
=4 , —=—+ , 0<t<1,
Vg Y41 Po qt q1 qo

1T fllge < Mo~ M| fllpi-
Weitere Losungsabschdtzungen durch Interpolation in Lemma 4.4:

Lemma 4.6 Sei ug € LP(R™) fir ein p € [1,2]

n_n 1 1
= s )y < Mt uolliogay VEAO, 4 =1 (4.19)

Gemischte Raum-Zeit-Abschitzung in L"(LP) := L"(Ry; LP(RY)):

Lemma 4.7 (Strichartz-Abschitzung) Sei ug € L*(R") =
(a)

(b)
[ullr () < clluol| L2 (4.21)
mitT:n(;‘f’Q), 2§p<% R<p<oofirn=1bzw 2<p<oo firn=2)
Bew: (a) in [Stral, [Cal]; (b) durch Interpolation zwischen (a) und ||u||e(r2) = [Juol|z2.

Bem: (4.20), (4.21) bedeutet, dass u fiir t — 00 in gewissem Sinn abklingt; u(t) ist fir
f.a. t € R reguldrer (d.h. in LP(R?), p > 2) als die AB wy. Fiir eine reversible Gleichung
ist das bemerkenswert! Kann daher auch nur fiir f.a. t € R gelten.

Satz 4.8 (a) Seiug € L*(R™)
= u € C(R; L*(R™)), u ist schwache Lisung von iu; = —Au
(b) Sei (1 + |z|*)ug € L*(R™)
= (4.18) erfillt iuy = —Au punktweise Vo € R", Vt € R\ {0}
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4 nichtlineare Wellengleichungen

Bew:
(a) u € L*(R; L*(R")) in Lemma 4.4 gezeigt; Stetigkeit in Satz 4.9.

72 //u(Agp —ip;)dvdt =0 Vo € DR™)

R R7

//uAWi%'dt = / "//
4mt 2
part.I_nt.inl‘ / //u ﬁ_|$—f|2
o 4mt 3 ol 2 A
part. Int.in ¢ :i//U<Pt dx dt

(b) einsetzen von (4.18) in (4.17) (alle Integrale von w, u;, Au konvergieren) O

Definiere den Losungsoperator T'(t), ¢ € R fiir (4.17) auf L?*(R"):
up — u(-,t)

I , fallst =0; also T(0) =1
T(tyuo := { w(z,t) , fallst#0

Satz 4.9 {T'(t), t € R} ist Cy-Gruppe (“stark stetige Gruppe”) von beschrinkten Opera-
toren auf L*(R™). T(t) ist Isometrie.
L :=1iA mit D(L) = H*(R") ist infinitesimaler Generator.

Bew:
iy, t) = T(t)uoly) = tio(y) ¢ (4.22)
\ , N——
cr2 €L~

(ohne Beweis, da trickreich; [Cal] §3), aber Motivation aus FT-Schrodinger Gl.: 4, =
—ily[*a.
aus (4.22):

(a) T(t+ s)uo =T (t)T(s)ug Vt,s € R (Gruppe, aus (4.22))

(b) | T(t)uol|z2 = ||wollzz VYVt € R (Isometrie)

(c) m € C(R; L*(R™)) (starke Stetigkeit; mit dominierter Konvergenz)
= T(t)uo € C(R; L*(R™))
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4.3 globale Lésungen von NLS

(d) Generator
max. Definitionsbereich: D(L) = {u € L* | Au € L*} = H*(R")

z.z.: Yu € H*(R") gilt:

T(t)u —
i T _iay (i L2(R™)
t—0
bzw.
T/\ s
lim LU= a0 2R
t—0 t

fiir Lebesgue’s dom. Konvergenz:

T — =iyt _
(@) Tim LU= i a) =L~ iyPa(y)  fiir fa. y € R
t—0 t t—0 t
e~ilvl*t _ 1 . cosA—1 isin)\ )
(b) Ja(y) = [yl*la(y)| - (mit A = [y[*t)
/ ) X
MWS . —sin(A) - A . oy
< Platy) ( WA 1) < loPlaty)| -2 mit X € [0,

also gleichméfig beschriankt (beziiglich )

Il
Referenzen: [Cal| § 3.1, 3.2
4.3.2 lineare inhomogene Schrodinger Gleichung
iug +Au = h(z,t) ,x€R" teR
{ w(,0) = w € L*(RY) (4.23)

Sei Ty(s) := €2, s € R die Evolutionsgruppe der freien Schrodinger Gleichung auf L2(R").

Vs € R ist To(s) unitér, d.h.
(Ty(s)u,v) = (u, To(—s)v) Yu,v € L*(R™)

Definition 4.10 Eine Funktion u heifit (im Sinne der Halbgruppentheorie)
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4 nichtlineare Wellengleichungen

(a) klassische Losung von (4.23), wenn u € C*(R; L*(R™)), u(t) € H*(R")Vt € R und
(4.23) gilt Vt € R (im L*-Sinn);

(b) milde Losung von (4.23), wenn fiir

t

u(t) = To(tug — i / To(t — $)h(s) ds (4.24)

gilt: w € C(R; L*(R")).
o (4.24) ist Integralform fiir Losung von (4.23) (Duhamel Formel, vgl. Variation der
Konstanten).
Bem:
(a) hinreichende VS fiir Existenz einer klassische Losung: h € Wh'(L?) oder h €
LY(H?).
(b) Klassische Losung ist eindeutig (vgl. homogene Gl.).
(c) Milde Losung ist per definitionem eindeutig.

Satz 4.11 Seih € L (R; L5 (R™) mit 1 < p < 1+ -4 (baw. 1 < p < 00 fiirn=1,2)

und r = %;’%} = (4.23) hat eine (eindeutige) milde Lisung u € C(R; L*(R™)); ist durch
(4.24) gegeben.

Bew:
o Ty(t)up € C(L?) laut Satz 4.9
e Abschétzung des inhomogenen Terms

t

o(t) = —z’/To(t—s)h(s) ds -

0

Ve o@®lz: = (o), v()

t

To(s) unitir // (To(o — s)h(s), h(o)) ds do

0
t

0
t
Holder
£ [ 10 = b1y dsdo
0

0

(4.19) ro )
<o [l Oy I ey ds do
0 0
(%)
< (4.29

1
(0,60 P (R)
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4.3 globale Lésungen von NLS

= v € O(L?) (Details in [Cal] §3.2).

(*) folgt mit verallgemeinerter Young-Ungleichung und Holder:

t
1o = s ins)l ey ds
0

_2 - 1
= ol #(lr@)l i1 x04(0)) € L'(R) 5 —+ = —1=
—— N _

L/’ (Ro) €L (Ry)

g

Lemma 4.12 (verallgemeinerte Young-Ungleichung; Spezialfall) Sei f € LP(R™) mit 1 <

p<oo,0<q<n;%+%—1:%mz’t1<r<oo.

= a7 fller@ny < Cllfllzrgen)-

Bew: |[RS2]

Referenzen: [Cal] § 2.5, 3.2

4.3.3 nichtlineare Schrodinger Gleichung

iug+Au— f(u) = 0, z€eR" teR
{ A (4.26)
mit f(u) == g([u*)u, F(u) = 3G(jul?), G' =g, G(0) = 0;
flg € CHR) mit |f'(w)] < cluf’~! (4.27)
fiir ein p € (1,1 + =%5) (bzw. p € (1,00) fiir n = 1,2), und
4
F(u) > —clu* — c|u|"™ fiir ein 1 < ¢ < 1+ — und ein ¢ > 0. (4.28)
n

Bsp: n =1, f(u) = +[ul?u, F(u) = £1|ul*: (4.27),(4.28) sind erfiillt.
n =2 oder 3, f(u) = +|u|*u: Bedingungen sind auch erfiillt.
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4 nichtlineare Wellengleichungen

H'-a-priori-Abschitzung aus Energieerhaltung:

Energie:

E(u) := /%|VU|2 + F(u) dx

Rn

laut § 4.1: [|u(t)||z2 = ||uol|z2, E(u(t)) = E(ug) VteR
= fiir /7 > 0 ist H'-a-priori-Abschitzung trivial; andernfalls:

1
IVt = Blu) - [ Fu) o
(428) 2 q+1
< Elug) + cllul®)]|Z + cllu(t)]| %L,
GN Ungl. _n(a (g
< E(ug) + clluollz + clluol i Y [ Wu(e) |20
Wegen 5(q — 1) < 2 (aus (4.28)):

IVu(®)||z2 < Clug) Vi€ R, (4.29)
| / F(u(t)) dz| < C(ug) Vt €R, (4.30)
()| o+ < Cllu(®)]|m < C(lfuollm, E(uo)) Vt € R, (4.31)

mit Sobolev Ungleichung und p aus (4.27): p+1 < 2+ ﬁ = % =p*.

Satz 4.13 Sei ug € H'(R") und F(ug) < oo.
= (4.26) hat eindeutige milde Losung u € X = Cp(R; H'(R")), d.h. Losung der zugehd-
rigen Integralgleichung

u(t) = To(t)ug —i / To(t — s)f(u(s)) ds =:v(t) + N(u)(t) . (4.32)

(a) Eindeutigkeit (sowie ein Modul fiir Kontraktivitét in (b)):
Im Gegensatz zu §4.3.2 ist die Eindeutigkeit der milden Losung hier nicht (per
definitionem) trivial.
Seien w1, € X Losungen = (mit Sobolev Einbettung H' < L?, p < 22) w5 €
L= (R L' (R"))
= mit Duhamel; r := %% > 2
t

VieR: u(t) —us(t) = —i/TO(t —5)[f(ui(s)) — flua(s))] ds

0
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4.3 globale Lésungen von NLS

= s (0) — wa(t) s < c / = s n(s) = Fua(s)]] v ds

g

=f(a)(u1—u2); @ zw. u1,u2

MWS, , Holder 9
/ T [l ()75 + uz ()]0 Tllua(s) = ua(s) ]| o ds
0 integrierbar <C(u0)
(4.31) 2
< c(ug)T' 7 sup [lus(t) — ua(t)|| o
0<t<T

= u;, = uy auf [0, 7] fiir c(ug)T* 7 < 1

Gleiches Argument auf [T, 277, [27, 371, ... wiederholen, da c(uy) glm. beschrinkt
(siche (4.31)) = u; = uy Vi.

Existenz:

e betrachte folgende abgeschlossene Teilmenge des Banach Raumes
Y = C([0,T]; L*(R™)) N L"((0,T); LP**(R™)) mit der Norm ||ully := [Jullc@z) +
||u||Lr(Lp+1):

Z = {u ey ‘ HUHL‘X’(Hl) + HuHLT(WLpH) < R}

Achtung: Kugel ist bez. strikterer Norm als || - ||y definiert (Abgeschlossenheit —

Ubung)!

e R = R(ug) := 2(2c + 1)||luo| g1 (rn), mit c aus Strichartz-Ungleichung (4.21):

HUHL:(L§+1) < cfuo| 2 (4.33)

Analog gilt: ||Vv||zr o1y < €| Vugl|r2, da V und Ty(t) = e "2 kommutieren.
Ferner: ||v(t)||z = |Juol|m

e Insges.: v € Z und

R
[v][ Loy + [0l oy < 3

e Bew-Idee (Details in [Stra|):
Fiir T hinreichend klein ist die Abbildung A : u — v + N(u) (=Picard-Iteration)
eine Kontraktion in der Menge Z bez. ||.||y:

e 7u zeigen:

1) fir u € Z gilt: N(u) € Z mit ||[N(u)||zeimy + [|N ()| rgriony < £; also
A(u) € Z;
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4 nichtlineare Wellengleichungen

T—0

2) [[N(u1) — N(u)|ly < C(T, R)||u1 — ually, wobei C(T, R) — 0 (vgl. (a) ).
= (mit FPS von Banach) 3! Losung v € L>((0,7); H'(R"))
e aus (4.32) folgt sogar u € C([0,T]; H*(R™))

e T héngt nur von ||ugl|g:, F(ug) = E(u(t)) ab, und [|u(t)||gx < C Vit € R (laut
(4.29)) = Losung kann auf [T, 2T, [T, 0], usw. fortgesetzt werden. O

Referenzen: [Stra| § 3

4.4 globale Losungen von NLW

nichtlineare Klein-Gordon-Gleichung (NLKG):

Uy — Au+m?u = —Nulf 'u, z€R", tcR (4.34)
Reformulierung als Evolutionsgleichung 1. Ordnung:

@@%:(zgi§>nﬁv:uﬂmdﬂ¢%:(_Mﬁpm)

@—(Afm2é D= (@)
=

o) . o (4.35)
O(0) = Py = ( vo () ) € X := H'(R") x L*(R™)
e betrachte zunédchst lineare Klein-Gordon Gleichung fiir m > 0:
Q' = —iAD, D(0) =Py e X (4.36)

mit Operator

. 0 I
A'_Z<A—m2 0)

e Operator B? := —A +m? > 0, selbstadjungiert auf L*(R") mit (max) Definitionsgebiet
D(B?) = H*(R"), da ||B?ul|z2 und ||u|| g2 dquivalent (betrachte FT)
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4.4 globale Losungen von NLW

Definiere B := v/—A + m? > 0 mittels FT:

Bu:f;im< V Iyl +m? fb(?/))

Fouriersymbol von B

mit D(B) = H'(R"), da:

Plancherel ~
[Bull: =" Vv +m2a(y) |7
= [P+ )P dy
= |Vul[3e + m? ||ull3s ... dquivalent zu ||ul|3:
>0

o |25 = [ BullZ. + [[v]l72

e A ist selbstadjungiert auf X mit D(A) = H*(R") x H'(R")

e laut Satz von Stone ([Pal]: —iA ist infinitesimaler Generator einer Cy-Gruppe von uni-
taren Operatoren auf Hilbert Raum H < A ist s.a. auf H):

A costB B~ 'sintB
W(t)=e o ( —BsintB costB

(jeder Term via FT definiert) ist Co-Gruppe auf X. W (t)®, € C(R; X) 16st (4.36) distri-
butionell. [W(t) kann als Exponentialmatrix fiir das Fouriersymbol berechnet werden.]

e NLKG in Integralform (Duhamel-Formel, Variation der Konstanten):

B(t) = W)y + / W(t — s)f(D(s)) ds (4.37)

— suchen t-globale milde Losung ® € C(R; X); reellwertig, falls ug(z) und vy(z) reell.

Satz 4.14 Sei —L infinitesimaler Generator der Co—Halbgruppe T'(t) auf dem Banach-
raum X. Sei f: X x [0,00) — X stetig in t auf R} und lokal Lipschitz stetig in u (glm.
in t auf beschrinkten Intervallen). =

Yug € X : Ftpge < 00 mit:

{ w4+ Lu = f(u,t), t>0
u(0) = ug

hat eine eindeutige milde Lisung u auf [0, tpag). Falls tye, < 00 = limy q, .. |lu(t)|x =
00.
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4 nichtlineare Wellengleichungen

Bew: mit FPS von Banach (Details: Satz 6.1.2, Satz 6.1.4 in |Pa|; vgl. auch Satz 3.15 fiir

semilin. Reaktions-Diffusionsgleichung) O
Energieerhaltung:
laut § 4.1:
Ly, 1 L
E(®(t)) := 2V + §|Vu| + U + F(u) de = E(®q) Vi, (4.38)
mit
F(u) = ——u[f"* >0 (fiir A >0)

p+1

Satz 4.15 Die NLKG (4.34) mit m >0, A >0, 1<p

< s (1< p<oo firn=1,2)
und ®g € X hat eine eindeutige milde Losung ® € C(R X)

Bew-Idee: (Details: [R])

(a) t-lokale Losung fiir m > 0:
e f: X — X, da fir ®= (u,v)":

Sobolev m >0
LA @)x = All [ulP~ ullre = Mlullfe, < Cllullfn < Cll|%

mit 2p < % = p* ... Sobolev Index

e also: f lokal Lipschitz in X
e laut Satz 4.14: (4.37) hat eindeutige milde Losung ® € C'((tmin, tmax); X ). Falls
tmax < 00, dann limy .. || ®(t)||x = oo (analog fiir ¢my)

(b) t-globale Losung fir m > 0:

Sobolev 9 1
E(®) < C([Polx + [Poll% ) < o0,

dap+1< % = p* ... Sobolev Index fiir n > 3

Umgekehrt (a-priori Abschétzung an || - ||x):
le@I%x = IVulz +m?[lulZz + v][7:

—
*
~

2B(D(1)) +m?[[u(t)]|7-

2E(®g) + 2[|®ol|3 + 4m* P E(®y) Vit € (Lmin, tmax)

mit u(t) = ug + fo s)ds € L*(R™).

(*) Wir verwenden hler den Term [ ™2 dz von F(®) nicht, damit die Abschitzung
auch fiir (¢) funktioniert.

ANA
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4.5 , Explosion” von Lésungen

= lmax = —lmin = 00

e Energieerhaltung bisher nur formal; miisste aber erst fiir regulire Losungen rigoros
gerechtfertigt werden; dann Dichtheitsargument.

(¢) m=0:

Schreibe (4.34) mit einem mg > 0 (klein) als:

, 0 1 (0 .7
® _(A—mg O)(I)_ ( —)\|u|p1u+m%u>_'f(q))

f ist lokal Lipschitz auf X = Rest analog zu m > 0 (z.B. B:=+y/-A+m}). O

Referenzen: [Stra] § 3; [R] § 1-2; [Pa] § 1,6; [RS2] § X.13; [Ev] § 12

4.5 ,Explosion” von L6sungen

Bsp 1: uy £u? =0 ’ cug; [dt

(a)

pos. Vorzeichen = (u;)? + “74 = FE = const in ¢
= alle Losungen liegen auf geschlossenen Kurven im (u, u;)-Phasenraum = existie-
ren fir t € R

Modell: Kugel in quartischem Potential V (u) = u*/4 — Oszillationen

2

neg. Vorzeichen = (u;)* — “74 = FE = const

Seien u(0) = up und u.(0) > 0 gegeben mit £ > 0.

u(t)
1 1
dt = (E + §u4)_% du =t = /(E + §y4)_% dy
ug
Sei
oo . o
T:= (E+§?J) 2 dy

uo

Da T < oo: lim; »p u(t) = 0o, d.h. Explosion der Losung.

im Modell: Kugel lduft in endlicher Zeit nach u = co (im Gegensatz zu V = —u?)
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4 nichtlineare Wellengleichungen

Bsp 2: NLS:
i+ Au — f(u) =0, u(0) = ug (4.39)
Sei
K(u) = nf(u)i—2n+2)Fu) <0 YueC (4.40)

(z.B. fokussierende kubische NLS d.h f(u) = —|ul?u), fiir n > 2... Gegenstiick zu Satz
4.13)

Satz 4.16 Es gelte E(ug) = [ 5|Vuo|® + F(uo) dv < 0. = keine glatte Losung der NLS
(4.39), (4.40) kann fir alle Zeiten existieren. (,glatt” heisst hinreichend differenzierbar
und abklingend bei |x| = 0o, so dass alle Terme im Beweis definiert sind.)

Bew: laut Varianzidentitét (4.16)

d2

p7e] / |z|?|u|?® dov = 16 E(u) +4/K(u) dr < 16E(up)

= / 22 |u(t)|? do < 8 E(ug) t* 4 1t +¢o < 0
——

<0
fiir ¢ grofs = Widerspruch.

0
Beispiel einer Explosion:
Sei f(u) = —|u|=u (2.B. fokussierende kubische NLS fiir n = 2; das ist der relevante Fall
in Optik).
Spezielle Losung von (4.39):

|| i

e, =5

[Ami(t* —t)] e 0<t <t

t* —t -
FL der freien Schrod. Gl. auf R”

und p(z) = ¢(|x|) erfiillt:

1
A — ——|p|rp = R"
@ (47T)2|90| p=0, v€

= Explosion fiir x — 0, ¢ /' ¢* (mit t,'fﬂt = const) in L>®(R"), H'(R"), aber |lu(t)|| 2 =
const.
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4.5 , Explosion” von Lésungen

Bsp 3: NLW:

uy — Au+ f(u) =0, u(0) = ugp, u(0) = vy (4.41)

Es gelte fiir ein € > 0:

uf(u) < (2+4+¢)F(u) Yue R;F(0) =0. (4.42)

Bsp: Fiir die NLKG-Gleichung, d.h. f(u) = m*u — [u[P~'u (also A = —1; Gegenstiick zu

Satz 4.15) gilt (4.42) Vp > 1.
Die Energie

2
R" ~

=2F(u)

1 2
E = —/ 2+ | Vul? + m*u® — ——|u|Ptt dx

ist negativ, falls der nichtlineare Term [ |u|P*! dz die anderen Terme dominiert.

Satz 4.17 Es gelte
1 2 1 2
E = E(t) :E(q)o): §U0+§‘VU0| —|—F(U0) dr <0

und (4.42).
= Keine glatte Losung von (4.41) (mit uw € C([0,T]; H'(R™)); F(u), uf(u) € L*((0,T)
R™)) kann fir alle Zeiten existieren.

Bew: Addiere zur Skalierungsidentitét (4.13)

3 [ dr= [l = 19u? —upd
di2 9 u- ar = Uy u ujylu T

———
=:1(t)

den (verschwindenden) Term (2 + ¢)(E(t) — E(0)) =

2

. S
g

X

I"(t) = (2+5)/u§ dx—(2+s)£@+%/yvu|2d:c+/[(2+s)F(u)—uf(u)] di

<0 >0 laut (4.42)
=Gt):=1"—- (2+g)/ut2dx+(2—l—5)E2 0.

Fiir beliebiges 7 > 0 gilt: H(t) :=I(t) — (t+7)>* E > I(t) >0, Vt > 0.

<0
Fiir 7 hinreichend grofs gilt: H'(0) = I'(0) —27E > 0
~—~—
R
= HH" — (14 S)(H')? = .. = (4+)S(t) + HOG(t) >0, da: (4.43)

4
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4 nichtlineare Wellengleichungen

S() 1= [10) = (t+ 7°E] [; [ i do = B~ [1'() = e+ DEP 2 0

[

(. J

~ v
=|||12 =[c||?

mit Cauchy-Schwarz (also ¢ < ||a|[?||b]|* in L?*(R"™) x R) fiir

<((t+§§\/ﬁ )( J%>> :=%/uutdx—|—(t+7)(—E) —ic=(a,b).

= =:b =I

=|lal?

J(0) = H(0)™*/* = (I(0) — 7°E)~*/* > 0

J'(0) = —ZH(O)—l—E/‘lH'(o) <0

J'(t) = ... = —ZH(t)‘Q‘E/A‘[HH” —(1+ Z)(H’)?] <0 Vt>0
>0 1&1;6 (4.43)
Also: J konkav mit J(t) < J(0) + ¢t.J'(0)
= 3T > 0 mit J(T') = 0, also H(T') = oo, also limy; »p [ u?(t) dz = oo (falls Losung bis T'
existiert).
Analoger Beweis fiir ¢ < 0. 0J

Referenzen: [Stra] § 4; [SS] § 5.1

4.6 Stabilitat von Solitonen

fokussierende NLS mit beliebigem o > 0:

iy + Au+ [ulu =0, r € R", t € R. (4.44)

spezielle Losungen als stehende Welle:
u(z, ) = e* ()
mit beliebigem A > 0 und

Ap—XNo+|p*e=0, z€R", peR (4.45)

(Losbarkeit: [SS| § 4.2)
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4.6 Stabilitat von Solitonen

fiir n = 1: (4.45) hat eindeutige reelle (nicht konstante) Losung (bis auf Translation)

I E
9(z) = coshé()\a:p) (446)

n € N: 3! positive, radialsymmetrische (z.B. um z = 0) Losung ¢ (,,Grundzustand”); klingt
fiir |z| — oo monoton ab. Vgl. Satz 4.16: Also gilt hier £(0) > 0.

Die NLS (4.44) (und auch die freie Schrédinger Gleichung) erfiillen die Galilei-Invarianz.
D.h., fiir eine Losung u(x,t) ist auch

(2! t) = u(x, )e2 =2l it v e R", 2 =2 — ot

eine Losung von (4.44): wandernde Wellen (,,Soliton”)
Frage: Sind diese stehenden/wandernden Wellen stabil?
Lineare Stabilitdtsanalyse (Heuristik):

e kleine Stérungen von g(x)e™, d.h. mit 7, s € R klein:

u(z,t) = g(x)(1+ r(z,t))eX @)

~ [g(x) + v(a, t) +iw(z, 1)) (4.47)

e Linearisierung der NLS um ge**: Einsetzen von (4.47) in NLS mit
lg+ v+ iw* (g +v+iw) = [(g+v)> + w7 (g +v+iw) ~ ¢* ! + (20 4+ 1)¢g* v +ig* w,

auslassen hoherer Terme in v, w, und trennen von Real-, Imaginérteil liefert

()= () () s

mit den selbstadj. Operatoren Ly = —A+ A\ —¢* L = —A+\*—(20+1)g* in L*(R")
mit D(L(],l) = HQ(RTZ)

e Annahme: “zeitharmonische Stérung™
v(x,t) = d(x)e™, w(x,t) = w(x)e™ Q e C.

Aus (4.48) folgt : Q%0 = LoL,0 (4.49)
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4 nichtlineare Wellengleichungen

e Da g (4.45) 16st, folgt Vo € H?(R"):

' A
= Lot = ... = —~ div (92V (9))
g g
@ 2
:/@Loﬁdx:/‘v <—>
g
Rn

g2 der > 0= L() >0
ferner: Log =0, L1(Vg) = V(\—Ag + >\29 - 92U+1/) =0

:Log:O

e Spektrum von Lo: 0 € o, C[0,\?), 0. = [} 00) = Ly invertierbar auf {g}*
~—
diskret

e aus Monotonie von g = Vg hat einzige Nullstelle an x = 0. Man kann zeigen: L; hat
genau einen neg. Eigenwert; 0 ist der 2. EW (zum EV Vg)

e aus (4.49):
O2(0,9) = (LoL1,9) = (L9, Log) =0 = (0,9) =0 falls Q#0 . (4.50)

VLo auf (4.49) liefert:  Q2(v/Lo  ©) = \/LoLi\/Lo(v/Lo ) falls o L g (4.51)
—_———

symmetrisch

= (2 ist Eigenwert vom symmetrischem Operator, also Q? € R

e Wir suchen Vorzeichen-Information iiber Q2 = Minimum von Q? in (4.49). Falls
Q2 >0 = (4.48) hat Moden e%"/* = linear stabil

Lemma 4.18 Unter obigen Annahmen gilt:

sgn(2 — no) = sgn(Q2)
Beweis:

e Wir betrachten das Minimum von Q2 auf {o € L? |0 L g}, da ja fiir 6 = g gilt: Q> =0
(siche (4.50)). Aus (4.51) folgt mit y := VLo

P(y,y)12 = (¥, VLoLiv/Loy)

symmetrisch

(Y, VLoLivLoy) . (0,L,0)

Q2 = min = min ———— (Rayleigh Quotient
Y (y>y) 0 (U7L0 1@) ( )
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4.6 Stabilitat von Solitonen

Auf {g}* gilt: Ly strikt positiv.

= sgn(Q?) wird nur durch sgn(, L) bestimmt. (4.52)

Wir betrachten daher das Minimum von
(0, L10) = / V|2 + A2 — (20 + 1)g*]0* do

auf {g}+ mit |62 = 1;
das ist ein (quadratisches) Minimierungsproblem mit den Nebenbedingungen

/@%:1, /@gdxzo.

Zugehorige (modifizierte) EL-Gleichung fiir das Minimum o:
—AD+ [N~ (20 +1)g%0 = L0 = jiv + ag, (4.53)

i, € R ... Lagrange Multiplikatoren

Wegen o0 L g, ||o]| =1gilt: (0,L,0) = . (4.54)

e Widerspruchsannahme: Sei a = 0, d.h. Nebenbedingung ¢g 1 v automatisch erfiillt, d.h.

. . (0, L10)
= min ————;
v (0,0)

also fi ist kleinster Eigenwert von L; und ¢ zugehériger Grundzustand von L; (= ohne
Nullstellen). o und ¢g (= Grundzustand von Lg) konnen aber nicht orthogonal sein kénnen
(keine Nullstellen !). = Widerspruch = a # 0.

e Eigenwerte von Li: pog < gy = 0 < pg... < pug; K > 1. 0.(Ly) = [N\?, 00).

e Wir betrachten nun die inhomogene Gleichung aus (4.53):
(L1 — p)v = ag. (4.55)

Da die Inhomogenitit g L Vg (=EV zu py), kann (4.55) fir g1 € (uo, p2) nach o aufgelost
werden:

0=a(Li—p)'yg

= 0= (9,0) = alg, (L —p)'g) = af(u) ... und wir suchen die Nullstelle fi.
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4 nichtlineare Wellengleichungen

e f: (o, o) — R hat Nullstelle & € (po, p12), da f monoton und

lim = —o00, lim =00 .
Jim f(p) Jim ()

Das folgt aus Monotonie von (p; — ) ~" und Spektraldarstellung vom selbstadjungierten
Operator Ly:
K [e.e]
Lo = 0, + dP-
1 Zuk(v Uk;)vk / T v
k=0 A2 Spektralmaf

K

F) = (k=) (g, 00) P + .o

k=0

In dieser Summe kommt k& = 1 nicht vor, da g L v; (= Vg).
e Es gilt sgnji = —sgn f(0) = —sgn(g, Ly 'g) .

Tf ()

£(0) /ILNL o

e Bestimmung von f(0):
g hingt von A% ab. Also g = g(\?), erfiillt Log = —Ag + \2g — ¢g** ™! = 0.

Differenzieren nach \?

0 0
(20 + 1)920_9 = Ll_g tg9=

0
;»—A—g+g+A2@— Y

oN? oN?

_ dg 10
= f(0) = (97L119) = - (gam) :—ém/g%lx
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4.6 Stabilitat von Solitonen

e Skalierung von (4.45): Sei ® Losung von A = 1 = ¢(z) := As®(Az) ist Losung fiir
allgemeines \.

= /g()\2)2 dr = (AZ)iZ/gufdx
= sgn i/ >dr | =sgn 1.n = —sgn f(0) =s ni 2V s n(@L@)ME)g n Q2
5 |9 en | ——3 g gn fi gn(d, Ly gn 2,

= sgn(2 — no) = sgn(Q?)

e Klassifikation (durch heuristische Analyse):

(a) no > 2:
i/deg[;<o 0<0,0% <0
ON? ’ o
= gestortes Problem (4.47) hat mindestens eine Mode der Form e*%mlt,
= instabil
(b) no < 2:

Q2 > 0 = alle Moden haben die Form e*%nlt,
= linear stabil

(¢) no = 2: keine Aussage

also: 1D-Solitonen der fokussierenden kubischen (o = 1) NLS stabil.

rigoroser Zugang: [SS| § 4.4; [Stra| § 7

Referenzen: [SS] § 4.1.1
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4 nichtlineare Wellengleichungen

100



A Literaturverzeichnis

|Ar]

|Br]
[Cal|

[Ca2|
IDL3]|
IDLG|

[Ev]
[GT]

[Jii]
[Ku]

ILSUJ

[Lal
[Ma]
[Pa]
[R]

[RR]

V.I. Arnold, Mathematical Methods of Classical Mechanics, Springer, New York,
1978.

H. Brézis, Analyse fonctionnelle, Dunod, Paris, 1983.

T. Cazenave, An introduction to nonlinear Schrodinger equations, Textos de
Métodos Matematicos 22, LM.U.F.R.J., Rio de Janeiro, 1989.

T. Cazenave, Semilinear Schrodinger FEquations, Courant Lecture Notes 10,
AMS, Providence, 2003.

R. Dautray, J.L. Lions, Mathematical Analysis and Numerical Methods for
Science and Technology, Vol. 3: Spectral Theory and Applications, Springer, 2000.

R. Dautray, J.L. Lions, Mathematical Analysis and Numerical Methods for
Science and Technology, Vol. 6: FEvolution Problems II, Springer, 2000.

L. C. Evans, Partial Differential Fquations, AMS, 1998

D. Gilbarg, N.S. Trudinger, FElliptic Partial Differential Equations of Second
Order, Springer, 1977.

A. Jiingel, Nichtlineare partielle Differentialgleichungen, Vorlesungsmanuskript
an TU Wien, 2008.

S. Kuksin, Analysis of Hamiltonian PDEs, Oxford Lecture Series in Mathema-
tics and its Applications, 19. Oxford University Press, Oxford, 2000.

O.A. Ladyzenskaja, V.A. Solonnikov, N.N. Ural’ceva, Linear and quasi-
linear equations of parabolic type, Translations of Mathematical Monographs, 23,
AMS, Providence, 1968.

P.D. Lax, Hyperbolic Partial Differential Equations, Courant Lecture Notes 14,
AMS, Providence, 2006.

P.A. Markowich, Applied Partial Differential Equations - a visual approach,
Springer, Berlin, 2007.

A. Pazy, Semigroups of Linear Operators and Applications to Partial Differential
Equations, Springer, 1983.

M. Reed, Abstract non-linear wave equations, Lecture notes in mathematics 507,
Springer 1976.

M. Renardy & R.C. Rogers, An Introduction to Partial Differential Equati-
ons, Springer, New York, 1993

101



A Literaturverzeichnis

IRS1|
[RS2|
[Ro]

[Ru]
[Sel

[Shi]

[Sh2]

[SS]

[Stra]

[Tao]
[Tar|

[ Te]
[Va]

[Wh
[Zel

102

M. Reed, B. Simon, Methods of Modern Mathematical Physics I: Functional
Analysis, Academic Press, 1980.

M. Reed, B. Simon, Methods of Modern Mathematical Physics II: Fourier
Analysis, Self-Adjointness, Academic Press, 1975.

T. Roubicek, Nonlinear Partial Differential Equations with Applications, Birk-
hauser, 2005.

M. Ruzic¢ka, Nichtlineare Funktionalanalysis, Springer, 2004.

J.A. Sethian, Level set methods and fast marching methods, Cambridge Univ.
Press, 2000

R.E. Showalter, Hilbert Space Methods for Partial Differential Equations, Flec-
tron. J. Diff. Eqns., 1994
http://ejde.math.swt.edu/Monographs/01/abstr.htm

R.E. Showalter, Monotone Operators in Banach Space and Nonlinear Partial
Differential Equations, AMS, 1997
http://www.ams.org/online bks/surv49/

C. Sulem, P.L. Sulem, The nonlinear Schrodinger equation, Springer, 1999.

W.A. Strauss, Nonlinear Wave Equations, NSF-CBMS Research Monograph
No. 73, Amer. Math. Soc., Providence, 1989.

T. Tao, Nonlinear Dispersive Equations. Local and Global Analysis, AMS, 2006.

L. Tartar, An Introduction to Navier-Stokes Equation and Oceanography, Lec-
ture Notes of the UMI, Springer, 2006.

R. Temam, Navier-Stokes equations, North-Holland, 1979

J.L. Vazquez, An Introduction to the mathematical theory of the Porous Medium
Fquation, in Shape Optimization and Free Boundaries (Montreal, PQ, 1990), 347—
389, NATO Adv. Sci. Inst. Ser. C Math. Phys. Sci., 380, Kluwer Acad. Publ.,
Dordrecht, 1992.

http://www.uam.es/personal pdi/ciencias/jvazquez/pmebook.ps

G. B. Whitham, Linear and nonlinear waves, Wiley, 1974.

E. Zeidler, Nonlinear Functional Analysis and its Applications, Volume II, Sprin-
ger, 1990.



B Folien

103



Research demo: Diffusion filtering example - non-Gaussian noise http://cmp.felk.cvut.cz/demos/Diffusion/example_tri.html

Diffusion filtering example - triangle and rectangle

Pavel Mrazek
Center for Machine Perception
Czech Technical University
http://cmp.felk.cvut.cz/
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> noise Filtered - linear diffusion, automatic stoping

time

Filtered - isotropic nonlinear diffusion, Filtered - anisotropic nonlinear diffusion,
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u(x,t1:2,3)

Porose Medium Gleichung

uy = (u?) e, Ry X RS mit m = 2

Fundamentall6sung:
1 2
u(z,t) =173 (C’ — EI—Q) , hier fir C' =1
5/

— o+
]
© o 9
g1 W =




(In-)Stabilitdt von stehenden Wellen

fokussierende nichtlin. Schrodinger Gleichung:

iy + Upe + [u[Pu=0, 1 €R, t€R

stehende Wellen: )
(o + 1)

u(z,t) = e?g(x T) =
(2.0) = ¥g(a), glo) = =TS

stabil fiir o =1 < 2 (alles fiir A = 1): instabil fiir o =3 > 2:

(exakte) Anfangsbedingung (exakte) Anfangsbedingung
e o=1t=n ek o=3,t=n
12
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Streuung in der stationaren Wellengleichung

oben:
Realteil einer ebenen Wellen,
aufwirts wandernd

unten:
ebene Welle, an einer Scheibe mit
anderem Brechungsindex gestreut




